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R E S U M E N

En la última década, la recolección de energía o energy harvesting, por su
nombre en inglés, ha ganado gran popularidad en el entorno de las energías
renovables adoptadas a escala micro. Dentro de este contexto, la generación
de energía eléctrica a partir de pequeñas variaciones energéticas como: pre-
sión, vibraciones mecánicas, gradientes térmicos o radiofrecuencias, es posible
mediante diferentes mecanismos de transducción tales como el piezoeléctrico,
el electromagnético, el termoeléctrico, entre otros. En particular, el efecto pie-
zoeléctrico ha sido uno de los que recientemente más atención ha atraído a la
comunidad científica debido a sus beneficios asociados a una mayor densidad
de potencia y su capacidad de generar energía de manera espontanea.

Entre las distintas posibles fuentes de aplicación, las carreteras y calles
fabricadas con mezclas asfálticas u hormigón se encuentran continuamente
expuestas a cargas térmicas causadas por la radiación solar y fricción, así
como cargas dinámicas, producto de las fuerzas verticales desarrolladas por
los vehículos circulantes. Esta enorme cantidad de energía, disipada sin ser
aprovechada, puede ser convertida en electricidad para la iluminación o el
monitoreo estructural de la infraestructura de transporte.

Con el propósito de alcanzar una circulación de vehículos más segura, la
Organización Mundial de la Salud (OMS) propone al control de la velocidad
como el factor más contribuyente para evitar o disminuir los accidentes de
tránsito. Entre la gran cantidad de formas de lograr esto, la implementación de
reductores de velocidad es probablemente una de la más utilizadas debido a su
probada efectividad. Los reductores consisten en elementos que sobresalen del
pavimento y producen un malestar cuando son atravesados a una velocidad
mayor a la de diseño, obligando al conductor a reducir su velocidad. De esta
forma, los reductores desarrollan importante fuerzas verticales debido a su
perfil geométrico, haciéndolos especialmente atractivos para aplicaciones de
recolección de energía.

En este contexto, en esta tesis se estudia la posibilidad de recolectar energía
empleando la transducción piezoeléctrica a partir de las vibraciones indu-
cidas en reductores de velocidad al ser atravesadas por un vehículo. Para
ello, se desarrolla un modelo matemático no lineal de una viga piezoeléctrica
bi-empotrada sometida a una carga axial tanto en sus estados de pre-pandeo
como de pos-pandeo. Además, se modela y simula la interacción vehículo-
pavimento con el propósito de caracterizar la excitación sobre el dispositivo
recolector de energía. Se analiza la influencia de una gran cantidad de paráme-
tros que intervienen tanto en el modelo matemático como en la dinámica de
interacción vehículo-reductor-recolector de energía. En función de los estudios
realizados, la viga en el estado de pre-pandeo presenta algunas ventajas en
comparación con el resto de los sistemas analizados.
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A B S T R A C T

In the last decade, energy harvesting has gained great popularity in the field
of renewable energies adopted at a micro scale. In this context, the generation
of electrical power from small energy variations such as: pressure, mechanical
vibrations, thermal gradients or radio frequencies, is possible through different
transduction mechanisms as piezoelectric, electromagnetic, and thermoelectric,
among others. In particular, the piezoelectric effect has recently attracted the
most attention in the scientific community due to its benefits associated with
higher power density levels and its ability to spontaneously generate energy.

Among the different possible application, roads and streets built with
asphalt mixtures or concrete are continuously exposed to thermal loads caused
by solar radiation and friction, as well as to dynamic loads, as a result of the
vertical forces developed by passing vehicles. This enormous amount of energy,
dissipated without being used, can be converted into electricity for lighting or
structural health monitoring of transportation infrastructure.

In order to achieve safer vehicle traffic, the World Health Organization
(WHO) proposes speed control as the most contributing factor to avoid or
reduce traffic accidents. Among the large number of ways to achieve this,
the implementation of speed bumps is probably one of the most used due
to its proven effectiveness. Reducers consist of elements that protrude from
the pavement and cause discomfort when they are crossed at a speed greater
than the designed one, forcing the driver to decelerate. Due to their geometric
profile, they develop significant vertical forces, which make them especially
attractive for energy harvesting applications.

In this context, this thesis studies the possibility of harvesting energy using
piezoelectric transduction from the vibrations induced in speed reducers when
they are crossed by a vehicle. In order to attain this, a nonlinear mathematical
model of a clamped-clamped piezoelectric beam subjected to an axial load, in
both its pre-buckling and post-buckling states, is developed. In addition, the
vehicle-pavement interaction is modeled and simulated in order to characterize
the excitation on the energy harvester device. The influence of a large number
of parameters that intervene, both in the mathematical model and in the
dynamics of the vehicle-reducer-harvester interaction, is analyzed. Based on
the studies carried out, the beam in the pre-buckling state presents some
advantages compared to the other systems analyzed.
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1
I N T R O D U C C I Ó N

La cosecha o Recolección de Energía (RE), o también conocida por su nom-
bres en ingles como energy harvesting o energy scavenging, es el proceso por el
cual diversos dispositivos o sistemas son capaces de capturar y transformar la
energía presente en el medio ambiente en una forma aprovechable, general-
mente eléctrica [1, 2]. Este proceso, es usualmente clasificado en dos grandes
grupos conocidos como macro-recolección de energía, donde principalmente se
identifican la recuperación de energía solar y eólica [3]; y por su contra partida,
la micro-recolección de energía, generalmente asociada a aquella que involucra
fuentes como las vibraciones mecánicas [4]. La principal diferencia entre estas
dos radica en la cantidad de energía a ser capturada: mientras que la primera
usualmente es del orden de los kJ o incluso más, la energía capturada en la
micro-recolección de energía puede tomar valores incluso menores al Joule
[5]. Pese a que los niveles energéticos en esta última clasificación resultan
mínimos, la motivación del estudio de este tipo de dispositivos radica en la
posibilidad de alimentar pequeños dispositivos electrónicos en vistas de su
autonomía energética.

En las últimas décadas, el avance en la electrónica ha permitido reducir
considerablemente los niveles de consumo de sensores tipo nodo para la
medición de variables fundamentales como temperatura o deformaciones,
comúnmente utilizados en monitoreo estructural [6]. Si bien estos dispositivos
poseen un nivel de consumo y costo relativamente bajo, los mismos deben
ser continuamente alimentados para su funcionamiento, es decir, que deben
ser utilizados cables o baterías. Estas dos alternativas presentan problemas en
términos de costos asociados al cableado y/o mantenimiento si se prevé el
remplazo de baterías. En este contexto, la micro-recolección de energía emerge
como una gran alternativa para dar solución al problema de la implementa-
ción de dispositivos capaces de recolectar pequeñas cantidades de energía y
funcionar de forma autónoma.
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Figura 1.1: Procesos involucrados en la recolección de energía.

23



24 introducción

Un dispositivo autónomo de RE esta compuesto en su integridad por di-
versos bloques [7], cada uno cumpliendo un rol bien diferenciado tal como
es representando en la Figura 1.1. De acuerdo a las características de cada
bloque, diversas sub-clasificaciones pueden ser realizadas. Comenzando con la
fuente de energía a aprovechar, las más comúnmente exploradas son la solar [8],La energía mecánica

se manifiesta en
forma de vibraciones

o tensiones.

eólica [9], térmica [10] y mecánica [11]. Dependiendo de la fuente se emplean
distintos tipos de mecanismos de transducción , entre los cuales se destacan la:
fotovoltaica [12], termoeléctrica [13], piezoeléctrica [14], electromagnética [15],
hidráulica [16], neumática y electrostática [17]. El siguiente bloque, referidoPor lo general, la

transducción
hidráulica y

neumática se acopla
en conjunto con la

electromagnética
para la generación de

energía eléctrica.

como el acondicionamiento del voltaje, es opcional y depende de la selección
anterior; aplica en los casos donde la salida de los mecanismos de transducción
no proveen naturalmente una generación de corriente continua y/o generen
picos de generación por encima de los operacionales y por lo tanto, deben ser
acoplados a rectificadores y/o reguladores de voltaje. El siguiente bloque, y
también opcional dependiendo de la aplicación, consiste en el almacenamiento
de la energía recuperada, donde las baterías de litio o supercapacitores son
generalmente las opciones preferidas dependiendo de las necesidades de ali-
mentación. El último bloque de la cadena, lo conforma la carga eléctrica, la cual
esta relacionado con el dispositivo electrónico de baja potencia a alimentar.
Comúnmente, el modo de operación de estos dispositivos es solo activo du-
rante un limitado período de tiempo, permitiendo de esta forma disminuir su
consumo total de energía.

Dentro de diferentes técnicas de transducción utilizados para la RE, la pie-
zoelectricidad es una de las técnicas más prometedoras para proveer pequeñas
cantidad de energía a fines de suplir de potencia a sensores y dispositivos
electrónicos en busca de sistemas autónomos reales [18]. Entre sus principales
ventajas, destacan su alta densidad de energía, estructura relativamente simple
y conversión directa a energía eléctrica [19].

Posibilidad de recolectar energía de pavimentos

Dentro de las obras civiles construidas por la humanidad a lo largo de
su historia, las carreteras son sin duda unas de las de mayor envergadura,
cumpliendo el rol fundamental de conectar comunidades para el movimiento
de personas e intercambio de bienes de consumo. Solamente en Argentina,
la totalidad de las redes de carreteras poseen aproximadamente 430.000 km
lineales pavimentadas o asfaltadas, de los cuales: 27.000 km pertenecen a la red
troncal primaria con jurisdicción nacional, 175.000 km provinciales y se estima
que más 220.000 km municipales [20]. A su vez, acorde a la AFAC (Asociación
de Fabricas Argentinas de Componentes), la flota circulante de vehículos
en Argentina estaba conformada hasta el año 2020 con 14.564.842 vehículos
[21], cantidad que viene aumentando año tras año. El balance energético
de hidrocarburos del año 2020, elaborado por el Ministerio de Economía
de nuestro país, mostró que más de 13 mil TEP (Toneladas Equivalentes de
Petroleo), de las cuales 70 mil totales consumidas en el país, fueron por el
sector transporte [22].

La gran cantidad de vehículos de transporte circulando por las carreteras,
sumado a la exposición solar de la mayoría de ellas, implican cargas dinámicas
y térmicas que el asfalto o pavimento debe soportar donde grandes cantidades
de energía (en forma de energía cinética y calor) están involucradas. Esto
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implica que existe un enorme potencial de energía lista para ser recolectada a
través de diversas formas de transducción. En la actualidad, existen grandes
avances en la tecnológica de vehículos eléctricos que se conducen solos o
asisten al conductor para estacionar sin necesidad de tocar el volante; sin
embargo, las carreteras parecen no seguir el mismo ritmo evolutivo.

1.1 objetivo

Dentro del contexto aquí presentado, como objetivo general de esta tesis se
pretende diseñar, modelar matemáticamente y validar en forma experimental
dispositivos capaces de recolectar energía mediante la transducción piezoeléc-
trica a partir de la deformación y vibración sufrida por el pavimento al pasar
un vehículo.

1.2 contenido

La presente tesis se estructura de la siguiente forma: después del presente
Capítulo 1 introductorio, el Capítulo 2 presenta los conceptos y definiciones
básicas referidas a la piezoelectricidad, incluyendo los distintos tipos de
materiales, ecuaciones constitutivas y modos de generación.

El Capítulo 3 describe el estado del arte actual de la Recolección de Energía
en Pavimentos (REPa) con un especial énfasis en la transducción piezoeléc-
trica, mostrando las ventajas, desafíos y nivel de desarrollo actual de cada
mecanismo.

En el Capítulo 4 se desarrolla la formulación matemática de un dispositivo
electromecánico conformado por una viga biempotrada sometida a una car-
ga axial. Diversas fuentes de no linealidad son incluidas en la formulación
provenientes de la inercia, rigidez geométrica, relaciones constitutivas piezo-
eléctricas y disipación. Adicionalmente, las ecuaciones válidas tanto para los
los regímenes de pre- como pos-pandeo son obtenidas y una solución analítica
reducida es formulada mediante el Método de Escalas Múltiples (MEM).

Seguido a esto, la validación numérica y experimental del dispositivo bajo
estudio son llevadas a cabo en el Capítulo 5. La validación numérica, consiste
en la comparación de la solución reducida obtenida en forma analítica frente
a la integración numérica de las ecuaciones sin reducir. Por otro lado, la vali-
dación experimental se lleva a cabo en base a distintos ensayos de laboratorio
estáticos y dinámicos, que luego son comparados con los predichos por la
presente formulación evaluando su correspondencia.

Un modelo sencillo capaz de modelar la dinámica de la interacción de un
vehículo atravesando un obstáculo o reductor de velocidad es presentado en
el Capítulo 6. En este caso, distintos modelos de vehículos son considerados
basados en la consideración de distintas cantidades de grados de libertad así
como de perfiles de velocidad. Adicionalmente, la influencia de los parámetros
más importante es estudiada y su rol en las fuerzas verticales máximas es
determinada.

Luego, el Capítulo 7 acopla los modelos desarrollados en los Capítulos 4

y 6. con el objetivo de estudiar la posibilidad de recolectar energía a partir
de la vibración inducida a un reductor de velocidad cuando un vehículo lo
atraviesa.
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Finalmente, el Capítulo 8 esboza las conclusiones y contribuciones más
relevantes de la presente tesis, en conjunto con las publicaciones realizadas
durante su desarrollo.



2
P I E Z O E L E C T R I C I D A D

El efecto piezoeléctrico (del griego piezein, «apretar») es la capacidad que
presentan ciertos materiales de producir carga eléctrica o polarización como
respuesta a una tensión mecánica. El fenómeno, descripto de esta forma, es
conocido como el efecto piezoeléctrico directo, sin embargo, una de las carac-
terísticas más importantes del mismo es su reversibilidad. Esto quiere decir,
que si éstos son sometidos a una carga eléctrica, presentan una deformación
mecánica, proceso que se conoce como efecto piezoeléctrico inverso.

La piezoelectricidad fue descubierta por los hermanos Jacques y Pierre Curie
en el año 1880, quienes observaron que bajo tensión mecánica, cristales de
cuarzo se cargaban eléctricamente por debajo de ciertos valores de temperatura.
Dicha temperatura crítica es denominada temperatura de Curie, y es una
propiedad intensiva a partir de la cual el material pierde sus propiedades
piezoeléctricas. Existen varios materiales presentes en la naturaleza donde este
fenómeno es observable (p. ej. la turmalina, la sal de La Rochelle y la caña de
azúcar), sin embargo, su efecto piezoeléctrico es generalmente muy pequeño.
Por ello, diversos materiales sintéticos han sido desarrollados para mejorar las
propiedades piezoeléctricas de estos materiales.

Actualmente los materiales piezoeléctricos pueden ser encontrados en gran
cantidad de aplicaciones de sensado y actuación, destacándose:

Aislamiento de vibraciones.

Detección de impactos.

Acelerómetros.

Encendedores.

Zumbadores.

Nano-posicionadores.

Recolección de energía.

2.1 materiales piezoeléctricos

Los materiales piezoeléctricos pueden ser divididos en tres grandes catego-
rías: monocristalinos, cerámicos y polímeros [23]. La selección de un material
frente a otro para una aplicación determinada depende de una gran cantidad
de características, que van desde las características materiales, como es el gra-
do de acoplamiento electromecánico, hasta otros como pueden ser los costos,
impacto ambiental o riesgos de manipulación y fabricación.

2.1.1 Monocristalinos

Un monocristal es un material que presenta un red cristalina continua, es
decir, sin ninguna interrupción producto de bordes de grano. En materiales

27
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Figura 2.1: Representación gráfica de la estructura perovskita cúbica ABO3 [24].

que presentan propiedades piezoeléctricas, este comportamiento es debido a
la presencia de iones positivos y negativos ordenados regularmente en toda la
estructura que conduce a una alineación adecuada de los dipolos. Este tipo de
configuración monocristalina, presenta excelentes propiedades piezoeléctricas
y su campo de aplicación incluye gran cantidad de mecanismos de actuación
y sensado. Algunos ejemplos de estos materiales son:

Niobato de litio (LiNbO3), con y sin añadido de dopantes.

Borato de litio (Li2Ba4O7).

Niobato de plomo y magnesio / titanato de plomo (PMT − PT).

Niobato de zirconato de plomo / titanato de plomoPZN − PT

Cuarzo.

2.1.2 Cerámicas ferroeléctricas

Una cerámica es un material sólido inorgánico no metálico formado por
compuestos metálicos o no metálicos que han sido moldeados y luego en-
durecidos por calentamiento a altas temperaturas. Por lo general, son duros
y resistentes a la corrosión pero quebradizos. En este grupo de cerámicas
ferroeléctricas, éstas adoptan sus capacidades piezoeléctricas debido a la for-
ma de su red cristalina conocida como perovskita [24] la cual se encuentra
esquemáticamente representada en 2.1. En el caso del grupo de las cerámicas,
dos grandes subgrupos de materiales pueden ser identificados entre aquellos
que poseen o no poseen plomo (Pb) en su estructura.

Basados en circonato-titanato de plomo (PZT)

Las cerámicas basadas en circonato-titanato de plomo (PZT) fueron desarro-
lladas por primera vez en el año 1952 en el Instituto de Tecnología de Tokio.
Estos materiales son probablemente los más comúnmente utilizados para cual-
quier tipo de aplicación piezoeléctrica debido a sus propiedades superiores
frente a los demás en lo referido a su resistencia física, son químicamente
inertes y su costo es relativamente bajo.

La clasificación más comúnmente difundida de estos cerámicos está basada
en el estándar militar MIL-STD-1376B. Acorde a esto, los materiales no se
diferencian de acuerdo a una composición química exacta, sino más bien por
sus propiedades mecánicas y eléctricas:
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Navy Type I («Hard») o comercialmente PZT-4: De aplicación ideal para
uso continuo y repetitivo en aplicaciones de mediana y alta potencia.

Navy Type II («Soft») o comercialmente PZT-5A: Recomendado para
transmisión y recepción de los dispositivos de baja potencia debido a su
alta sensibilidad.

Navy Type III («Hard») o comercialmente PZT-8: De características si-
milares pero mejoradas (menores pérdidas mecánicas y dieléctricas) al
Navy-Type I.

Navy Type V («Soft») o comercialmente PZT-5J: Preferido para aplicacio-
nes con requerimientos de alta cantidad de energía y/o diferencia de
potencial.

Navy Type VI («Soft») o comercialmente PZT-5H: Preferido para aplica-
ciones que involucran grandes deformaciones mecánicas.

Libres de plomo (Lead-free)

Si bien las cerámicas piezoeléctricas PZT son reconocidas por presentar
propiedades superiores para su aplicación en sensado y actuación, resulta
necesario notar que el mayor compuesto que conforma estos materiales es el
óxido de plomo, el cual es un material peligroso de manipular debido a su rela-
tivamente alta presión de vapor a temperaturas de calcinación. Recientemente,
la Unión Europea ha legislado en el año 2003 restricciones en su uso, lo que
ha incrementado los esfuerzos relacionados al desarrollo de alternativas libre
de plomo [25]. Entre los materiales más comunes utilizados para suplantar al
PZT en este sentido, se encuentran:

Navy Type IV («Soft») o Titanato de bario (BaTiO3)

Niobato de potasio (KNbO3).

Actualmente, el Instituto de Investigaciones en Ciencia y Tecnología de Ma-
teriales (INTEMA) ubicado en la ciudad de Mar del Plata, Buenos Aires,
Argentina desarrolla y estudia diversas alternativas libre de plomo entre las
que se podrían mencionar:

KNL-NTS: (K0,44Na0,52Li0,04) (Nb0,86Ta0,10Sb0,04)O3 [26, 27].

KNN: (K0,5Na0,5)NbO3 [28, 29].

BNKT: Bi0,5 (Na0,8K0,2)0,5 TiO3 [30-33].

BNT: Bi0,5Na0,5TiO3 [34-36].

Durante el desarrollo de esta tesis, la evaluación de estos tipos de materiales
para la recolección de energía es estudiada y la contribución al respecto puede
encontrarse en el Apéndice A.
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2.1.3 Polímeros

La palabra plástico procede del término griego plastikos, que significa «capaz
de ser moldeado». El término expresa la principal propiedad de este mate-
rial: su capacidad para deformarse y, por tanto, su facilidad para adoptar
prácticamente cualquier forma. Esta propiedades son alcanzadas debido a su
estructura a base de carbono con largas cadenas de polímeros. Ejemplos de
estos compuestos son:

Fluoruro de polivinilideno (PVDF).

Fluoruro de polivinilideno-trifluoroetileno (PVDF-TrFE).

Poliamida.

2.2 ecuaciones constitutivas

2.2.1 Modelo constitutivo lineal

Las ecuaciones constitutivas para un material piezoeléctrico continuo pue-
den ser deducidas a partir de considerar el principio de conservación de
energía, o primera ley de la termodinámica como [37]

U̇ = TijṠij + EiḊi. (2.1)

Donde U es la densidad de energía almacenada por el piezoeléctrico, Tij es
el tensor simétrico de tensiones, Sij es el tensor de deformaciones, mientras
que Ei y Di son, la intensidad del campo y el desplazamiento eléctrico, respec-
tivamente. El punto sobre las variables se refiere a derivada respecto al tiempo.
La densidad de entalpía H puede ser definida como

H = U − EiDi. (2.2)

Que reemplazando la Ec. (2.1) en la Ec. (2.2), y derivando respecto al tiempo
se obtiene

Ḣ = TijṠij − DiĖi. (2.3)

Lo que implica que H = H (Skl , Ek), siendo posible observar que

Tij =∂H/∂Sij, (2.4)

Di =− ∂H/∂Ei, (2.5)

Donde la siguiente expresión es deducida

∂Sij/∂Sji = 0, i ̸= j . (2.6)

Para materiales piezoeléctricos constitutivamente lineales, la expresión de
H resulta ser

H =
1
2

cE
ijklSijSkl − ekijEkSij −

1
2

ϵS
ijEiEj. (2.7)

Donde cE
ijkl , ekij y ϵS

ij son constantes elásticas, piezoeléctricas y dieléctricas,
respectivamente. Para estos parámetros, los superíndices E y S son usados
para indicar que son medidos a campo eléctrico o deformación constante,
respectivamente. Respecto a la cantidad de parámetros, en el caso más general
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Figura 2.2: Direcciones que afectan a los elementos piezoeléctricos tomando eje z
coincidente con la dirección de polarización.

se tendrán 21 constantes elásticas independientes, 18 constantes piezoeléctricas
independientes y 6 constantes dieléctricas independientes [37]. Sin embargo,
estos números se reducen si consideramos la naturaleza ortótropa de los
mismos tal como se verá más adelante. Reemplazando la Ec. (2.7) en las Ecs.
(2.4) y (2.5), las siguientes ecuaciones constitutivas, válidas para materiales
piezoeléctricos lineales son obtenidas

Tij = cE
ijklSkl − ekijEk,

Di = eikl · Skl + ϵS
ijEk.

(2.8)

Las cuales resultan tener la forma de tensión-carga (stress-charge from) de
estos materiales. Modificando la notación indicial por la negrita, esta misma
expresión puede ser expresada de una forma más clara y compacta como

T = cE · S − eT · E,

D = e · S + ϵS · E.
(2.9)

Donde S es el tensor de deformación, T el tensor de tensión, D el vector
desplazamiento eléctrico y E el vector campo eléctrico, mientras que las
matrices constitutivas elásticas, piezoeléctricas y dieléctricas son notadas como:
cE, e y ϵS respectivamente.

Forma tridimensional de las ecuaciones constitutivas

Los materiales piezoeléctricos son por naturaleza materiales ortotrópicos
o, más específicamente, transversalmente isotrópicos, siendo estos un caso
particular de los anteriores. En estos materiales existe un plano denominado
isotrópico, donde tanto sus propiedades eléctricas como mecánicas son iguales
en cualquier dirección, mientras que, a lo largo del eje perpendicular a dicho
plano, las propiedades son distintas. Usualmente, la dirección de polarización
de los piezoeléctricos es tomado de forma coincidente la dirección del eje
z del sistema de coordenadas cartesianos (véase Figura 2.2). En este caso,
las direcciones x, y o z son representadas utilizando los subíndices 1, 2, y 3,
respectivamente; mientras que el corte alrededor de cada uno de estos ejes
con los subíndices 4, 5, y 6.

Existen diversas alternativas para expresar las ecuaciones constitutivas
lineales además de la forma tensión-carga deducidas en la Ec. (2.9). Una de
ellas, y probablemente de las más utilizadas junto a la anterior, es la forma
deformación-carga (strain-charge from), la cual adopta la forma

S = sE · T + dt · E

D = d · T + ϵT · E
(2.10)
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Donde nuevos tensores constitutivos son definidos como: sE = c−1
E conocido

como tensor de flexibilidad, d = e · sE el tensor de acoplamiento electromecá-
nico y εT el tensor dieléctrico medido a tensión mecánica constante. Debido
a la naturaleza ortótropa de estos materiales, las matrices constitutivas no
son matrices completas, por ello, considerando las relaciones geométricas
asociadas, estas adoptan en su forma más general la siguiente forma

s =



sE
11 sE

12 sE
33 0 0 0

sE
21 sE

22 sE
23 0 0 0

sE
31 sE

32 sE
33 0 0 0

0 0 0 sE
44 0 0

0 0 0 0 sE
55 0

0 0 0 0 0 sE
66


, (2.11)

d =

 0 0 0 0 d15 0
0 0 0 d24 0 0

d31 d32 d33 0 0 0

 , (2.12)

ϵr =

 ϵT
11/ε0 0 0

0 ϵT
22/ε0 0

0 0 ϵT
33/ε0

 , (2.13)

donde la notación de Voigt-Kelvin ha sido utilizada. A su vez, cabe mencionar
que existen otras formas no tan utilizadas para denotar las relaciones consti-
tutivas, entre las que destacamos la forma deformación-voltaje (strain-voltage
form)

S = sD · T + gt · E,

E = d · T + ϵ−1
T · D,

(2.14)

o la forma tensión-voltaje (stress-voltage form)

T = cD · S − qt · D,

E = −q · S + ϵ−1
T · D,

(2.15)

Un resumen de la notación de los parámetros asociados a las distintas formas
de expresar las ecuaciones constitutivas, así como las formas de conversión,
puede ser encontrado en el Apéndice B.

Simplificaciones basadas en la teoría de vigas esbeltas

En la mecánica de materiales, para elementos estructurales lo suficiente-
mente esbeltos, diversas teorías basadas en simplificaciones del campo del
desplazamiento han sido desarrolladas. Para la teoría de vigas esbeltas como
son las de Bernoulli-Euler o Rayleigh, las siguientes simplificaciones pueden ser
asumidas respecto al campo tensional de forma que [38]

T2 = T3 = T4 = T5 = T6 = 0. (2.16)

Por lo que las ecuaciones constitutivas en su forma deformación-carga
eléctrica (strain-charge from), presentadas en la Ec. (2.10) toman la forma(

S1

D3

)
=

(
sE

11 d31

d31 ϵT
33

)(
T1

E3

)
. (2.17)
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O, en forma escalar

S1 = sE
11T1 + d31E3,

D3 = d31T1 + ϵT
33E3,

(2.18)

mientras que la expresiones que representan la forma tensión-carga (stress-
charge from) dadas por la Ec. (2.9) pasan a ser

T1 = c̄E
11S1 − ē31E3,

D3 = ē31S1 + ϵ̄S
33E3..

(2.19)

Donde las barras superiores son usadas para indicar que las constantes
fueron obtenidas de la reducción de la teoría tridimensional acorde a las
siguientes expresiones:

c̄E
11 =

1
sE

11
, ē31 =

d31

sE
11

, ϵ̄S
33 =ϵT

33 −
d2

31

sE
11

. (2.20)

Por último, la función de entalpía reducida dada por la Ec. (2.7) es

H =
1
2

c̄E
11S2

1 − ē31E3S1 −
1
2

ϵ̄S
33E2

3. (2.21)

2.2.2 Modelos constitutivos no lineales en vigas

Durante los últimos años, diversos autores han trabajado con ecuaciones
constitutivas lineales a la hora de modelar materiales piezoeléctricos; sin
embargo, las relaciones asociadas a las variables electromecánicas en estos
tipos de materiales presentan un comportamiento no lineal si son sometidos
a valores elevados de excitación [39]. Entre las múltiples formulaciones que
pueden ser encontradas, una de las primeras verificada experimentalmente
para vigas bimorfas fue la presentada por Von Wagner y Hagedorn [40],
quienes modificaron la función entalpía lineal a partir del caso lineal dado por

H =
1
2

c̄E
11S2

1 − c̄E
11d31E3S1 −

1
2

(
ϵ̄T

33 − d31c̄E
11

)
E2

3. (2.22)

mediante la hipótesis de una dependencia no lineal entre cE
11 y d31 respecto a

S1 como Los términos
resaltados en rojo
representan la
no-linealidad.

cE
11 = cE(0)

11 +cE(1)
11 S1 + cE(2)

11 S2
1,

d31 = d(0)31 +d(0)31 S1 + d(0)31 S2
1,

(2.23)

mientras que las relaciones asociadas a D3 y E3 se mantuvieron lineales.
Reemplazando la Ec. 2.23 en 2.22, la función de entalpía modificada de la Ec.
(2.21) resulta ser:

H =
1
2

cE(0)
11 S2

1+
1
3

cE(1)
11 S3

1 +
1
4

cE(2)
11 S4

1 − γ(0)E3S1−
1
2

γ(1)E3S2
1 −

1
3

γ(2)E3S3
1

−1
2

ϵS
33E2

3,
(2.24)

donde γ(0) = cE(0)
11 d(0)31 , γ(1) = cE(0)

11 d(1)31 + cE(1)
11 d(0)31 y γ(2) = cE(0)

11 d(2)31 + cE(2)
11 d(0)31 +

cE(1)
11 d(1)31 . Reemplazando la Ec. (2.24) en las Ecs. (2.4) y (2.5), manteniendo
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términos de orden cúbico, las siguientes ecuaciones constitutivas no lineales
alternativas a las lineales (2.9) pueden ser obtenidas

T1 = cE(0)
11 S1 + cE(1)

11 S2
1 + cE(2)

11 S3
1 − γ(0)E3−γ(1)S1E3 − γ(2)S2

1E3,

D3 = γ(0)S1+
1
2

γ(1)S2
1 +

1
3

γ(2)S3
1 + ϵS

33E3.
(2.25)

Otros autores siguieron enfoques similares empleando expresiones poli-
nómicas en las ecuaciones constitutivas. Por ejemplo, Stanton y col. [41]
desarrollaron un modelo no lineal siguiendo una formulación con una función
de entalpía alternativa a la Ec. (2.21) de órdenes superiores desarrollada por
Maugin [42]. En este caso, siguiendo un proceso similar al anterior, ecuaciones
constitutivas no lineales alternativas a la Ec. (2.9) resultaron ser

T1 = cE
11S1+cE

111S2
1 + cE

1111S3
1 − e31E3−e311S1E3 − e3111S2

1E3,

D3 = e31S1+e311S1E3 + e3111S2
1E3 + ϵS

33E3.
(2.26)

Donde ahora los parámetros no lineales cE
111, cE

1111, e311 y e3111 fueron inclui-
dos. Por último, Leadenham y Erturk [43] desarrollaron un modelo constitutivo
no lineal a partir de introducir funciones «signo» en la ecuación de entalpía.
Su propósito, fue el de replicar matemáticamente el efecto no lineal de ablan-
damiento, observado experimentalmente la forma lineal de la «curva columna
vertebral» de la Función de Respuesta en Frecuencia (FRF), la cual se tra-La «curva columna

vertebral» es más
bien conocida como

«backbone curve» por
su nombre en inglés.

za uniendo los picos de amplitud de generación para distintos niveles de
excitación. En este caso, la función de entalpía adopta la forma

H =
1
2

cE
11S2

1+
1
3

cE
111S3

1 sgn (S1)− e31E3S1−
1
2

e311E3S1 sgn (S1)−
1
2

εS
33E2

3. (2.27)

Reemplazando la Ec. (2.24) en las Ecs. (2.4) y (2.5), manteniendo términos
de orden cúbico, la siguientes ecuaciones constitutivas no lineales alternativas
a (2.9) fueron obtenidas

T1 = c11S1+c111S2
1 sgn (S1)− e31E3−e311S1E3 sgn (S1) ,

D3 = e31S1+
1
2

e311S2
1 sgn (S1) + ϵS

33E3.
(2.28)

Una de las ventajas de este último modelo, es que logra replicar el com-
portamiento no lineal de los materiales piezoeléctricos introduciendo solo
dos parámetros no lineales, los cuales son: c111 representando la rigidez no
lineal y e311 representando el acoplamiento electromecánico no lineal. Una
revisión minuciosa de los distintos modelos constitutivos encontrados en la
literatura puede ser encontrada en la Sección 4.1 de la tesis de Gatti [44]. A su
vez, y para el modelo constitutivo propuesto por Leadenham y Erturk [43], la
identificación de parámetros no lineales puede ser encontrada en el Capitulo
5 para actuadores tipo MFC y MIDÉ Quickpad.

2.2.3 Modo de generación d33 y d31

Si bien existen diferentes modos de generación, es común encontrar dos
modos de generación para la recolección de energía denominados d33 y d31.
En el primero, la deformación mecánica es producida debido a una carga
aplicada en la misma dirección que la polarización del material (véase Figura
2.3a). Por otro lado, el modo de generación d31 es aquel en el que la carga
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Figura 2.3: Modos de generación de energía (a) d33 y (b) d31.
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Figura 2.4: Configuraciones (a) unimorfa y (b) bimorfa con conexión en paralelo y (c)
bimorfa con conexión en serie.

aplicada y la deformación se producen en una dirección perpendicular a la
polarización del material (véase Figura 2.3b). Este último modo de generación,
es el comúnmente empleado en vigas sometidas a flexión.

2.2.4 Estructuras unimorfas y bimorfas

Además del modo de generación elegido, existe otra clasificación de re-
colectores de energía basada en la cantidad de elementos piezoeléctricos
independientes empleados. Para una estructura tipo viga cantilever, nos referi-
mos a este recolector como «uniformo» (o unimorph) cuando un solo elemento
es utilizado como puede observarse en la Figura 2.4a. Por otro lado, para un
mismo recolector, pero empleados dos laminas piezoeléctricas, una en cada
lado de la portante, nos referimos a esta como la configuración «bimorfa» (o
bimorph). En este último caso, dos alternativas de conexión eléctrica surgen
debido a la posibilidad de conectar ambos piezoeléctricos en serio o parale-
lo, siendo estas esquemáticamente representadas en las Figuras 2.4b y 2.4c
respectivamente.
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Figura 2.5: Piezocerámicas tipo bulk fabricados por Beijing Ultrasonic [45].

2.3 actuadores piezoeléctricos

Durante los últimos años, distintos tipos de actuadores piezoeléctricos han
sido desarrollados para responder a diferentes requisitos dependientes de la
aplicación [1]. Actualmente, la mayoría de ellos también poseen potencial para
su aplicación como recolectores de energía. En esta sección, presentaremos y
describiremos brevemente los más relevantes, incluyendo sus características
más importantes, ventajas, desventajas y origen de los mismos.

2.3.1 Cerámicas piezoeléctricas tipo «bulk»

Llamamos cerámicas piezoeléctricas tipo «bulk» al producto formado por
una única capa de cerámica piezoeléctrica con electrodos metálicos eléctri-
camente conductores aplicados en dos lados opuestos [46]. Comercialmente,
estos tipos de cerámicos son los que se ofrecen en una mayor diversidad de
formas y patrones de electrodos incluyendo: discos y cilindro, medios discos,
anillos y medio anillos, placas, tubos huecos, duelas, medias esferas, barras de
sección cuadrada, etc., con una gran cantidad de patrones de polarización tal
como se puede observar en la Figura 2.5.

Dentro de los materiales elegidos para conformar piezocerámicos en forma
de bulk, para aplicaciones de sensado y actuación, destaca tanto el circonato-
titanato de plomo (PZT) como el titanato de bario (BaTiO3). Recientemente,
estos materiales también han ganado popularidad para su uso en disposi-
tivos de recolección de energía debido a sus propiedades de acoplamiento
electromecánico inherentemente altas, donde excitaciones eléctricas relativa-
mente pequeñas son suficientes para activar las cerámicas piezoeléctricas.
Sin embargo, la naturaleza frágil de estas limita sus aplicaciones a pequeñas
tensiones y deformaciones. Comercialmente, son los más fáciles de encontrar
en el mercado debido a su geometría relativamente simple.

2.3.2 Transductores Cymbal y Moonie

Con el fin de fabricar un actuador piezoeléctrico capaz de generar mayo-
res desplazamientos y soportar mayores fuerzas que las cerámicas tipo bulk,
Newnham y col. [47] propusieron el actuador flexional tipo moonie compuesto
por una cerámica piezoeléctrica (bulk o de multicapas) entre dos tapas me-
tálicas tal como se representa en la Figura 2.6a. Este actuador, presenta la
ventaja de aprovechar ambos acoplamientos d31 (= d32) y d33 en la generación
el desplazamiento axial gracias a la geometría de la cavidad, donde el despla-
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(a) (b) (c)

Figura 2.6: Transductores (a) moonie, (b) cymbal y (c) bridge.

zamiento lateral de la cerámica es mecánicamente amplificado. Por otro lado
y años más tarde, un actuador alternativo pero de similares características
denominado címbalo o cymbal fue introducido por Dogan y col. [48], siendo
éste una versión mejorada del primer transductor moonie, aportando una dis-
minución de la concentración de tensión asociadas al primer actuador en la
cerámica piezoeléctrica, así como una mejoría en el nivel de desplazamiento
producido. Al igual que el actuador moonie, este actuador está conformado por
dos tapas metálicas con un disco cerámico piezoeléctrico entre ellas, tal como
se representa de forma esquemática en la Figura 2.6b. En su función como
generador, una carga vertical debe ser aplicada en la tapa metálica que, debido
a la transferencia de energía mecánica, el disco piezoeléctrico es sometido a un
estado tensional tanto radial como normal. Esto, da como resultado la genera-
ción de campo eléctrico debido al efecto piezoeléctrico, que combina así los
modos de generación d33 y d31. A fines de cuantificar la contribución de cada
acoplamiento, Ochoa y col. [49] determinaron y verificaron experimentalmente
una expresión para el d33 efectivo (dependiente tanto de los parámetros d33 y
la así como del d31) para un transductor tipo címbalo simétrico siguiendo un
enfoque puramente mecánico

de f f
33 = −d31

2rT (rT − r1)

th (tc + tm)
+ d33. (2.29)

Donde rT, y r1 son los radios asociados a la parte superior e inferior de la
cavidad respectivamente, th la altura de la cavidad; mientras que tcy tm los
espesores asociados al piezoeléctrico y a la tapa metálica respectivamente.

2.3.3 Transductor Bridge

El transductor tipo bridge tiene una geometría similar al transductor tipo
cymbal, excepto que la forma es cuadrada en lugar de circular. Por esto,
muchas veces también es referido en la literatura como «címbalo rectangular»
(rectangular cymbal). Este transductor ofrece las mismas propiedades y es
recomendado para las mismas aplicaciones que el tipo cymbal, es decir, donde
se requiera una amplificación de desplazamientos. Actualmente, ninguno de
los actuadores moonie, cymbal ni bridge son distribuidos de forma comercial,
siendo estos en su mayor parte fabricados ad-hoc por investigadores utilizando
generalmente cerámicas tipo PZT, acero y resina epoxi como pegamento.

2.3.4 Electrodos interdigitados

Una alternativa que ha ganado gran popularidad para la recolección de
energía en los últimos años son las láminas piezoeléctricas de fibras compues-
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Figura 2.7: Actuador de electrodos interdigitados fabricado por Smart Materials: Macro
Fiber Composite (MFC) [50].
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Figura 2.8: Modos de generación (a) d33 y (b) d31 para diferentes actuadores fabricados
por Smart Materials: Micro Fiber Composite (MFC).

tas Macro Fiber Composites (MFC), desarrolladas por la NASA en el año 1999,
y comercializadas desde el 2002 en una gran variedad de dimensiones por
Smart Materials [50]. Estas laminas, a diferencia de las cerámicas tipo bulk
en las cuales la polarización se produce entre caras opuestas con electrodos
que las cubren completamente, constan de una serie de fibras rectangulares
piezoeléctricas de PZT-5H y PZT-5A intercaladas entre una serie de capas de
adhesivo, electrodos y una película de poliamida. Los electrodos se encuentran
conectados siguiendo un patrón interdigitado que transfiere el voltaje de las
fibras piezoeléctricas en ambas direcciones según la aplicación. Esta estruc-
tura, da solución a los problemas asociados a la fragilidad intrínseca de las
cerámicas piezoeléctricas, logrando así un compuesto extremadamente flexible
(véase Figura 2.7). Entre sus principales beneficios se destacan su durabilidad,
confiabilidad y rendimiento. A su vez, dos versiones diferentes de estos actua-
dores se encuentran disponibles dependiendo del modo de generación d33 y
d31 (comercialmente identificados como P1 y P2 respectivamente) tal como se
representan el Figura 2.8.

2.3.5 Transductor Multilayer o Piezostacks

Los actuadores multilayer o piezostacks son actuadores de estado sólido con
muy poca fricción y desgaste. Estructuralmente, están conformados por un
arreglo de discos o anillos piezocerámicos y laminas de electrodo, ambas de
muy pequeño espesor, intercaladas consecutivamente. Entre sus principales
beneficios se encuentra su alta velocidad de actuación y posicionamiento
de alta resolución, lo que lo hace especialmente atractivo para aplicaciones
que incluyen nano-posicionamiento, microscopia, mecanizado de precisión,
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 2.9: Piezostacks fabricados por (a) PiezoTechnics [51], (b) PiezoDrive [52], (c) PI
Ceramics [53] y (d) Pant [54].

(a) (b)

Figura 2.10: Piezocomposites fabricados por Advanced Cerametric Inc. (a) Esquema
constructivo, (b) Imágenes obtenidas con microscopio electrónico de
barrido (SEM) .

y control de vibraciones. Algunos de los fabricantes más conocidos a nivel
mundial de este tipo de actuadores pueden encontrarse en la Figura 2.9.

2.3.6 Transductor Piezocomposite

Los piezoeléctricos Piezocomposites (PMC 1-3) se utilizan normalmente para
diversas aplicaciones de transductores incluyendo monitorización de presión,
ultrasonido y sonar. Este transductor, esta formado por una serie de fibras
piezoeléctricas incorporadas al azar en una matriz de polímero en forma de
un material compuesto 1-3. Una representación esquemática constructiva, así
como imágenes reales obtenidas por Microscopio Electrónico de Barrido (MEB
o SEM por sus siglas en inglés) bridandas por el fabricante de estos actuadores SEM: Scanning

Electron Microscopefabricados por Advanced Cerametric Inc. es mostrado en la Figura 2.10. Las
propiedades de este material compuesto, pueden ser adaptadas mediante la
variación de la distancia entre las fibras, que es controlada por la fracción de
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(a) (b)

Figura 2.11: Piezocomposites fabricados por (a) APC - American Piezo [55] y (b) Ceram-
Tec [56].

volumen de fibra, medido en forma porcentual ( %). El diámetro de fibra y la
fracción de volumen en el PMC pueden ser variados a medida. Como bondad
a la naturaleza de este proceso de fabricación, destaca la posibilidad de fabricar
materiales compuestos piezoeléctricos de gran tamaño y con formas complejas.
Respecto a este fabricante, actualmente ha cedido su producción de materiales
piezoeléctricos, sin embargo, otras alternativas similares son ofrecidas por
proveedores como APC, CeramTec y Smart Materials (que redistribuye los
fabricados por CeramTec).



3
E S TA D O D E L A RT E D E L A R E C O L E C C I Ó N D E E N E R G Í A
E N PAV I M E N T O S

En lo que respecta a la Recolección de Energía en Pavimentos (REPa), di-
versas revisiones bibliográficas han sido publicadas en: artículos científicos [5,
57-64], capítulos de libros [65, 66], e incluso trabajos de tesis [67, 68], analizan-
do las distintas técnicas de recolección de energía. En este Capítulo, daremos
lugar a un análisis general de las tecnologías más importantes para la recupe-
ración de energía en pavimentos con un especial énfasis en la transducción
piezoeléctrica, de principal interés en esta tesis.

3.1 energía solar

3.1.1 Fotovoltaicas

Principio de funcionamiento

La mayoría de las celdas solares operan según el efecto fotovoltaico, proceso
en el cual la radiación de la energía solar es convertida directamente en
energía eléctrica. Esta tecnología, es una de las alternativas más maduras para
la generación eléctrica amigable con el medio ambiente además de ser la de
mayor densidad de potencia registrada [69]. El principio de funcionamiento
está basado en el efecto fotoeléctrico, descubierto por Heinrich Hertz en el año
1887 y explicado teóricamente por Albert Einstein en el año 1905. Estas celdas,
consisten en un par de semiconductores tipo P y N, que cuando la luz solar
incide sobre este material semiconductor, electrones son liberados y forzadas a
moverse en una cierta dirección, creando un flujo de corriente eléctrica cuando
es conectado a una carga eléctrica [12, 70].

Trabajos de investigación

La primera implementación de celdas solares en carreteras data del año
2008, cuando el Departamento de Transporte de Oregon (ODOT por sus siglas ODOT: Oregon

Department of
Transportation

(a) (b)

Figura 3.1: Vista aérea de los paneles solares colocados en la ciudad de Oregon [71]:
(a) prueba de valor de 594 celdas (b) estación solar Baldock.
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(a) (b)

(c)

Figura 3.2: Recolectores solares para pavimentos desarrollados por (a) Solar Roadways
[72] y (b) Solaroad [73] y (c) Wattway [74].

en inglés), instaló 594 paneles solares a un costado de las rutas interestatal 5

y 205 cercanas a la ciudad de Portland [71] tal como puede observarse en la
Figura 3.1a. En esta primera prueba de valor, una generación de 104kW fue
alcanzada durante la exposición solar, logrando recolectar energía suficiente
para alimentar la luminaria en los cruces dichas rutas en la noche. Consi-
derando el grado satisfactorio de este proyecto, una segunda etapa de una
estación solar denominada Baldock y compuesta por 6994 paneles solares fue
implementada en el sur de la ciudad de Wilsonville (véase Figura 3.1b). En
este caso, una potencia de 1,75MW fue reportada, significativamente mayor a
la primera.

Si bien las pruebas realizadas por la ODOT fueron satisfactorias, la posi-
bilidad de incluir celdas solares embebidas en el pavimento fue estudiada
por primera vez por Kang-Won y Correia [75], quienes concluyeron que las
delgadas películas que componen las celdas podían rápidamente sufrir corro-
sión o deterioro mecánico producto de las cargas repetitivas y condiciones
climáticas. La primera prueba piloto documentada de celdas embebidas en
el pavimento data del año 2011, cuando la Administración Federal de Ca-
rreteras (FHWA por sus siglas en inglés) colocó un prototipo en un parqueFHWA: Federal

Highway
Administration

de estacionamiento en Sagle, Idaho [76]. La compañía Solar Roadway™ [72]
desarrolló una tecnología basada en una estructura de paneles tricapas: una
primera transparente, a prueba de agua y de alta resistencia capaz de so-
portar cargas mecánicas; una segunda capa electrónica contenedora de las
celdas solares e indicadores LED para señalizar la carretera; y una tercera
que servía de base. Esta compañía fabricó paneles en forma hexagonal (véase
Figura 3.2a) y declararon que su último modelo denominado SR-4 fue capaz



3.2 energía térmica 43

de entregar 48W de potencia cubriendo un área de 4,39ft2. Un proyecto de
similares características fue desarrollado en el año 2014 por la Organización
Holandesa de Investigación Científica Aplicada (TNO por sus siglas en en TNO: Nederlandse

Organisatie voor
Toegepast Natuurwe-
tenschappelijk
Onderzoek

holandés) denominado SolaRoad [73]. En este caso, construyeron un carril para
bicicletas de 70 metros de longitud, conformado por módulos de hormigón
con células fotovoltaicas integradas (véase Figura 3.2b).

Pese a los notables esfuerzos desarrollados por Solar Roadway y Solaroad, ac-
tualmente sus soluciones presentan serios inconvenientes y desafíos a resolver.
Entre los puntos más cuestionados se encuentran, la incapacidad de soportar
grandes cargas, y su bajo rendimiento en comparación con paneles solares tra-
dicionales [77], debido a múltiples causas como: a) pérdidas inherentes en la
primera capa protectora, imposibilidad de ajustar el ángulo de incidencia solar
y disminución del rendimiento por la suciedad; b) los costos, relacionados tanto
en la etapa de fabricación como de mantenimiento (debido a la limpieza perió-
dica requerida); y c) el serio riesgo de seguridad durante la conducción, debido
a la menor rugosidad de la superficie respecto al pavimento convencional.

Por último y más recientemente, el grupo francés Colas comenzó en 2016

el proyecto de un panel solar extraordinariamente fino denominado Wattway,
capaz de ser colocado en carreteras, sendas peatonales y ciclovías[74]. Al
igual que los previamente comentados, se trató de una tecnología multicapas
y una prueba piloto de 1km de longitud fue llevada a cabo en Normandía
(véase Figura 3.2c). Sin embargo, dicha prueba no logró dar solución a los
mismos problemas enfrentados por Solar Roadway y Solaroad, y fue duramente
catalogado como un fracaso, ni enérgicamente eficiente, ni económicamente
rentable, por parte del prestigioso periódico Le Monde en el 2019.

3.2 energía térmica

3.2.1 Termoeléctricos

Principio de funcionamiento

Los materiales termoeléctricos han sido utilizados para la Recolección de
Energía (RE) proveniente de gradientes térmicos en una gran cantidad de
aplicaciones [78]. Se denomina material termoeléctrico a todo aquel que al ser
sometido a una diferencia de temperatura produce un potencial eléctrico; o
viceversa. Usualmente, el fenómeno directo en el cual se genera un voltaje
eléctrico es conocido como efecto Seebeck [79]. En este punto, resulta importante Los CSA consisten

en una red de
bombas y caños
embebidos en el
pavimento que
mediante la
circulación de un
fluido el calor
generado en el
pavimento es
capturado.

aclarar que la termoelectricidad no debe ser confundida con la piroelectricidad:
si bien en ambos efectos la temperatura es convertida en energía eléctrica y
han sido utilizados para la recolección de energía eléctrica [10], en el efecto
termoeléctrico la polarización sucede cuando la temperatura varia con la
posición, mientras que en el piroeléctrico, a medida que la temperatura varia
con el tiempo.

Trabajos de investigación hasta la fecha

Mediante la implementación de un sistema de Colectores Solares Asfálti-
cos (CSA), sumado a la utilización de Generadores Termoeléctricos (GTE),
Hasebe y col. [80] propusieron un sistema de enfriamiento del pavimento
esquemáticamente representado en la Figura 3.3. El sistema consistía en dos



44 estado del arte de la recolección de energía en pavimentos

Figura 3.3: Esquema del sistema de enfriamiento del pavimento combinando CSA y
GTE presentado Hasebe y col. [80].

Figura 3.4: GTE para la REPa propuesto por Tahami y col. [83].

circuitos de agua: uno cerrado a través de caños embebidos en el suelo y
de circulación forzada por una bomba; y uno abierto proveniente de un río.
La energía eléctrica era generada en el intercambiador de calor entre ambos
circuitos, cumpliendo la doble función de enfriar el agua del circuito cerrado
y generar energía eléctrica. Mediante ensayos experimentales de laboratorio a
escala y simulaciones por el Método de Elementos Finitos (MEF o FEM porFEM: Finite Element

Method sus siglas en inglés) utilizando ANSYS, determinaron un valor máximo de
generación de aproximadamente 5W para una resistencia eléctrica de 30Ω, y
una capacidad de enfriar el pavimento de 60 a 30◦C .

Wu y Yu [81] presentaron un diseño de un GTE ubicado en la superficie del
pavimento, capaz de aprovechar el gradiente de temperatura con respecto a
las capas de suelo inferiores. Mediante ensayos experimentales de laboratorio,
emulando las condiciones de pavimento, un rendimiento total de apenas un
1,6 % fue alcanzado. Realizando ensayos similares, Liang y Li [82] encontraron
que la profundidad óptima para un dispositivo GTE se situaba entre los 2 y
3cm a fines de garantizar su seguridad estructural. Recientemente, Tahami
y col. [83] propusieron un GTE novedoso en forma de «L» para el extremo ca-
liente, sumado a un disipador de calor relleno de material micro-encapsulado
de cambio de fase para el extremo frío con el fines de maximizar el gradiente
térmico (véase Figura 3.4). En base a un prototipo experimental de laboratorio,
ellos fueron capaces de entregar un promedio de 29mW constantes por día.

En lo que respecta a la aplicación in situ de la implementación de GTEs
en pavimentos, no existe información disponible en la literatura de pruebas
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fehacientes realizadas, ni siquiera a nivel de prototipo. Probablemente, se debe
al bajo rendimiento de estos transductores y la falta de interés de entes guber-
namentales. No obstante, existen estudios como el de Guo y Lu [84] quienes
analizaron la red de carretera de Florida, Estados Unidos, determinando que
la tecnología termoeléctrica podría llegar a ser mejor candidato en términos de
costo-efectividad que la utilización de materiales piezoeléctricos embebidos,
excepto para secciones con alto volumen de tráfico.

3.3 energía mecánica

3.3.1 Electromagnética

Principio de funcionamiento

Los Generadores Electromagnéticos (GEM) operan en base a la ley de induc-
ción electromagnética, o más conocida como Ley de Faraday en honor a Michael
Faraday quien, en 1821, vislumbró mediante una serie de experimentos que el
movimiento relativo de un material conductor en un campo magnético inducía
una diferencia de potencial o fuerza electromotriz [85]. Acorde a esta ley, si
consideramos un imán cilíndrico permanente, moviéndose de forma lineal y
concéntrica en una bobina, una fuerza electromotriz E será inducida acorde a
esta Ley cuyo valor será

E =

˛

C

E · dl = − d
dt

ˆ

S

(B · n)dA = −dΦ
dt

. (3.1)

Donde, E es el campo eléctrico, B la densidad de flujo magnético, C y S
las curvas y superficies descriptas por una bobina, y Φ el flujo magnético a
través de la superficie S. Debido a la naturaleza del principio de inducción
electromagnética, ciertas consideraciones deben ser tenidas en cuenta a la
hora de desarrollar dispositivos RE que operen bajo esta transducción: (i) A
diferencia de otros tipos de transductores como los GTE, donde el efecto de
generación eléctrica se da de forma directa y espontánea, los GEM requieren
de una interfaz capaz de trasladar la energía mecánica al recolector, las cuales
mayormente se basan en sistemas mecánicos, hidráulicos o neumáticos [5].
(ii) Por otro lado, la generación de energía esta íntimamente relacionada con
los desplazamiento como ilustra la Ec. (3.1). Por lo tanto, los esfuerzos en
desarrollar dispositivos basados en este tipo de transducción fueron principal-
mente orientados para fuentes basadas en vibración, como p. ej. puentes [60],
reductores de velocidad [86] o incluso a bordo de vehículos [87].

Trabajos de investigación hasta la fecha

En los últimos años, gran cantidad de investigadores y empresas han sido
atraídos por la cantidad de energía disponible para recuperar en frenos y
suspensiones de vehículos de transporte. Por ejemplo, la reconocida empresa
Tesla ha desarrollado en sus automóviles eléctricos un sistema de frenado
regenerativo mediante un complejo algoritmo capaz de regular la inducción, y
por lo tanto el torque de sus motores [88]. Por otro lado, los distintos tipos de
suspensiones de vehículo capaces de recuperar energía han sido clasificados
por Pan y col. [64] acorde tres grandes grupos: (i) de actuadores lineales
[89, 90], (ii) amortiguadores de tipo hidráulico [16], y (iii) amortiguadores
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(a) (b)

Figura 3.5: GEM desarrollados para la RE del caminar humano: (a) prototipo propues-
to por Liu y col. [94], (b) Pavegen [95].

mecánicos (i.e, engranajes helicoidales [91], piñón y cremallera [92], husillo
de bolas [93], etc). Existen numerosos estudios en la literatura de estos tipos
de tecnologías implementadas a nivel numérico y experimental los cuales no
serán abordados debido a que exceden los objetivos planteados en esta tesis.

Una de las fuentes de energía preferidas para la RE mediante la utilización
GEM es la disipada en los pasos del caminar humano. En este sentido, Liu
y col. [94] diseñaron y experimentaron un pavimento capaz de convertir el
desplazamiento vertical en un movimiento de rotación unidireccional acoplado
a un motor magnético permanente (véase Figura 3.5a). Otra variante, fue
desarrollada por la compañía Pavegen [95], basada en baldosas triangulares
descansando sobre tres generadores lineales como se presenta en Figura 3.5b.

En lo referido a obras de ingeniería civil, Jung y col. [96] llevaron a cabo un
estudio preliminar in situ para evaluar la factibilidad de la RE de la vibración
de cables suspendidos de un puente mediante la utilización de GEM. En este
caso, ellos propusieron un dispositivo basado en una combinación de una
masa móvil con una barra rígida y un motor conectado con un engranaje,
generando suficiente energía como para alimentar un nodo sensor. Shen y col.
[97] estudiaron en laboratorio la posibilidad de extraer energía de esta misma
fuente empleando un generador lineal, demostrando no solo la posibilidad
de recolectar energía, sino también de controlar de forma semi-activa las
vibraciones del puente.

La implementación de GEM para la REPa ha sido en gran medida orientada
a la utilización en reductores de velocidad. El primer recolector de este tipo
fue presentado por Pirisi y col. [98] quienes emplearon GEM lineales basados
de imanes tubulares permanentes como se muestra en la Figura 3.6a. En
sus estudios de prototipo, concluyeron que su dispositivo tenía el potencial
de producir 137MWh por año si se considera una eficiencia de 60 % y un
largo del modulo recolector de 10m. Zhang y col. [103] también propusieron
y construyeron un lomo recolector de energía basado en un GEM lineales,
logrando producir 194V y 55,2V de voltajes pico y promedio, respectivamente,
con el paso de un vehículo a una velocidad de 40km/h. Con el fin de aprovechar
tanto el movimiento de descenso como el de ascenso del reductor cuando un
auto pasaba por encima, Todaria y col. [104] modelaron y construyeron otro
GEM acoplado a un mecanismo de rectificación de movimiento que convertía
el movimiento unidireccional en uno de rotacional acoplado a un generador
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.6: GEM desarrollados para la REPa en reductores de velocidad (a) Generador
lineal propuesto por Pirisi y col. [98], (b) Modelo de medio vehículo
utilizado por Wang y col. [99], (c) prueba piloto llevada a cabo por Duarte
y col. [100] en conjunto con la compañía Waydip [101] y (d) ensayo de
laboratorio del recolector propuesto por Gholikhani y col. [102].

electromagnético. En sus pruebas experimentales, ellos afirmaron obtener
valores de energía de entre 4-5 veces mayores a los reportados previamente, con
picos de 200W con el paso de un vehículo tipo sedan viajando entre 5 a 10km/h.
Más adelante, los mismos autores presentaron un modelo analítico adoptando
el modelo de medio vehículo (véase Figura 3.6b) del mismo diseño del recolector
para su optimización [99]. En este caso, una potencia máxima instantánea de
647W fue documentada para un sedan pasando entre aproximadamente 3 a
11km/h.

Duarte y col. [105] demostraron teóricamente que el mecanismo manivela-
deslizador era entre 2 y 4 veces más eficientes a los usualmente utilizados
piñón-cremallera y palanca comparando en términos de la cantidad de energía
transmitida y eficiencia, considerando diferentes perfiles para el reductor de
velocidad, el mismo vehículo e idéntica carga eléctrica del generador en todos
los casos. Más adelante Duarte y col. [100] en conjunto con la compañía Waydip
[101] y la Universidad de Coímbra, implementaron una prueba piloto formada
por 10 módulos de recolección de energía embebidos en la superficie de una
carretera de Covilhã, Portugal mostrados en la Figura 3.6c. Este sistema, fue
capaz de recolectar un máximo de 150Wh por día y aproximadamente 145J
por cada vehículo. No obstante, la implementación presentó serios proble-
mas asociados al rápido deterioro en las zonas de contactos entre las cajas
contenedora de los módulos y el pavimento flexible.
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Transductor k λmax UE (mJ) Rigidez

Multilayer 0.75 0.281 0.03 Alta

THUNDER 0.74 0.237 43.38 Baja

Bridge 0.29 0.057 1.13 Media

Cymbal 0.25 0.043 0.49 Media

MFC 0.24 0.029 0.0001 Muy baja

Moonie 0.23 0.012 0.012 Media

Cuadro 3.1: Comparativa distintos transductores piezoeléctricos [110, 111]

Por último y más recientemente, Gholikhani y col. [102] propusieron un
diseño basado en el mecanismo piñón-cremallera acoplado a un embrague
unidireccional y un GEM (véase Figura 3.6d). De esta manera, un prototipo
experimental fue construido y ensayado en condiciones de laboratorio consi-
derando cargas de 2, 3 y 4kN; sin embargo, apenas una potencia media de
3,21mW para cada eje fue reportada en esta ocasión, representando valores
bajos pero aceptables para una primera etapa de implementación.

3.3.2 Piezoeléctrica

En lo que respecta a la Recolección de Energía Piezoeléctrica en Pavimentos
(REPP), una gran variedad de transductores han sido propuestos en los últi-
mos años. Comúnmente, estos pueden ser agrupados acorde a su forma de
operación en dos grupos: basados en tensión mecánica, recomendados principal-
mente para ser directamente embebidos en calles y carreteras [106]; y basados
en vibraciones, recomendados para ser aplicados en puentes y reductores de
velocidad [60].

Para este mecanismo de transducción existen documentadas algunas pro-
puestas llevadas a cabo por compañías privadas. Por ejemplo, en el año 2009

una empresa israelí llamada Innowatech, en colaboración con el Instituto Tec-
nológico de Israel (Technion), realizó una prueba piloto colocando módulos
piezoeléctricos embebidos en el pavimento en una profundidad de 5cm, lo-
grando así alimentar eléctricamente la iluminación de la carretera, señales de
paro y sensores de velocidad [107]. A su vez, declararon que su solución po-
seía el potencial de producir 200kWh por kilómetro y carril. Otro proyecto de
características similares fue llevado a cabo por Genziko quienes patentaron una
solución que, según sus afirmaciones, poseía el potencial de generar 13600kW
gracias a un sistema persistente de vibración que seguía recuperando energía
luego del impacto de la rueda [108]. No obstante, pese a lo prometedor de los
resultados reportados por Innowatech y Genziko, un informe técnico llevado a
cabo por la Comisión de Energía de California [109] (CEC) concluyeron queCEC: California

Energy Commission estos resultados eran demasiado «optimistas», y que mayores validaciones en
ambientes reales deberían ser realizadas para validar sus resultados, debido
a la falta de información técnica disponible. Actualmente, ningún desarrollo
posterior fue documentado por alguna de estas empresas.
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Transductores basados en tensión mecánica

Zhao y col. [110] compararon mediante el MEF utilizando ABAQUS el ren-
dimiento de diferentes actuadores piezoeléctricos embebidos en el pavimento
considerando: multilayer, MFC [50], moonie [47], cymbal [48], bridge [112], THUN- MFC: Macro Fiber

CompositeDER [113, 114] y rainbow [115]. La comparativa, fue realizada considerando
THUNDER: thin
layer unimorph
ferroelectric driver
and sensor

el factor de acoplamiento k y el coeficiente de transmisión de energía λmax

definidos como

k2 =
Energía eléctrica acumulada
Entrada de energía mecánica

,

λmax =

(
Salida de energía eléctrica

Entrada de energía eléctrica

)
max

.
(3.2)

En sus simulaciones, los transductores tipo multilayer y THUNDER fueron
los que presentaron mejores valores de k y λmax (véase Cuadro 3.1); no obs-
tante, estos fueron desestimados en una primera instancia debido a su mayor
rigidez comparada con la del pavimento, lo cual sugiere el rápido deterioro
del pavimento. Por otro lado, los transductores tipo cymbal y bridge fueron
los sugeridos para la recolección en pavimentos. Un estudio más reciente
analizando los distintos transductores fue conducido por Najini y Muthu-
kumaraswamy [116], donde en este caso el transductor tipo pile (PZT) fue
sugerido en conjunto con el material PZT-5H debido a sus mejores propiedades
piezoeléctricas.

A esta altura, resulta importante remarcar que los nombres que reciben
distintos actuadores en la literatura para la REPP puede ser un tanto confusa
y/o inconsistente para los tipo: multilayer, piezostacks, layered y piles. A
fines de estandarización, usaremos los términos multilayer y piezostacks como
sinónimos, y nos referiremos a ellos como los actuadores que se componen de
capas piezoeléctricas extremadamente finas intercalas por electrodos interco-
nectados en paralelo y producidas por la técnica de fabricación de co-cocción.
Por otro lado, nos referiremos al actuador piles o layered como al arreglo de
cerámicas tipo bulk conectadas eléctricamente en serio y/o paralelo adoptando
distintos arreglos espaciales (número de pilas y cantidad de piezos por pila).

el transductor tipo cymbal El primer estudio de la capacidad del
transductor tipo cymbal para la recolección de energía fue liderado por Kim
y col. [117] (véase Fig. 3.7a), quienes mediante ensayos de laboratorio con
muestras de 29mm de diámetro y 1mm de espesor determinaron que el tipo de
material a utilizar tenia una gran influencia en la rendimiento del dispositivo.
Posteriormente, los mismos autores Kim y col. [123] desarrollaron un modelo
analítico, asumiendo un estado tensional basado en la teoría de resortes tipo
Belleville [124] en conjunto con la validación numérica de dichas expresiones
mediante simulaciones basadas en el MEF utilizando el software ATILA. El
MEF (ABAQUS) también fue empleado por Zhao y col. [112] para estudiar
cymbals embebidos en el pavimento y con el fin de encontrar una geometría
óptima considerando tanto el rendimiento para la RE y los desplazamientos
superficiales del pavimento. Acorde a sus simulaciones, una energía de 0,06J
podía ser recuperada con las dimensiones optimizadas.

En otro sentido, diversas modificaciones geométricas han sido propuestas
para el cymbal «común» en orden de mejorar el rendimiento de este actuador.
Por ejemplo, Yuan y col. [118] propusieron una variante que consistía en una
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

Figura 3.7: Transductores cymbals propuestos para la REPP: (a) común [117], (b) ra-
nurado radialmente [118], (c) ranurado circunferencialmente [119], (d)
unimorph [120, 121] ,y (e) con capas radiales [122].

serie ranuras radiales en los tapas metálicas del mismo que buscaba reducir las
tensiones circunferenciales y así aumentar el grado de conversión en energía
eléctrica (Fig. 3.7b). Dichas hipótesis, fueron confirmadas mediante simulación
numérica utilizando ANSYS donde una mejoría significativa del 60 % respecto
a un transductor cymbal «común» fue alcanzada para el mismo tamaño y
condiciones de excitación. Por otro lado y extendiendo este trabajo, Yuan
y col. [119] también estudiaron la influencia de una ranura circunferencial
buscando los mismos beneficios que en el diseño anterior (Fig. 3.7c). En este
caso, desarrollaron un modelo analítico capaz de predecir correctamente sus
resultados experimentales obteniendo así una mejoría de un 80 % del rendi-
miento. Arnold y col. [120] presentaron otra alternativa del transductor tipo
cymbal denominada unimorph (Fig. 3.7d). En esta variante, una portante de
acero fue adosada a la cerámica piezoeléctrica en búsqueda de lograr aumen-
tar la tensión máxima soportada por el transductor. No obstante, diversos
problemas en los ensayos de laboratorio de su dispositivo fueron encontrados,
donde el empleo de resina epoxi no dio buenos resultados para transmitir la
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.8: Transductores bridge propuestos para la REPP: (a) trapezoidal [127], (b) arc
[128], (c) arch [129], (d) electrodos segmentados [125, 130].

carga mecánica. Posteriormente, los mismos autores, desarrollaron un modelo
analítico basado en el calculo estático de tensiones en el plano de este mismo
actuador [121]. Estas expresiones, fueron años más tarde verificadas por Jasim
y col. [125] mediante el MEF utilizando COMSOL, quienes advirtieron que
si bien la predicción de la generación eléctrica era buena, la concentración
de tensiones presente en la unión de los materiales podía ser importante y
no observable en el modelo analítico. En el trabajo conducido por [121] ellos
también construyeron un prototipo experimental el cual fue capaz de producir
una potencia máxima de 121,3µW para cargas de hasta hasta 1940N a 1Hz.
La última y más reciente alternativa, fue propuesta por Liu y Wang [122],
quienes presentaron un cymbal con un patrón de electrodos radiales capaz de
soportar grandes cargas, especialmente pensado para la REPa (Fig. 3.7e). De
esta forma, ellos diseñaron y validaron un dispositivo logrando obtener un
valor máximo de potencia de apenas 1mW, los cuales, considerando las cargas
que involucradas, el rendimiento obtenido fue inferior a los obtenidos por los
previamente mencionados.

Pese a que diversos investigadores exploraron la posibilidad de utilizar
cymbals para la REPa, la primera y única prueba fehaciente en condiciones de
campo controladas fue llevada a cabo por Moure y col. [126], quienes en 2016

embebieron transductores de este tipo a una profundidad de 2cm y fueron
capaces de recuperar 16µW por el pasaje de una rueda de vehículo pesado.

el transductor tipo bridge Yao y col. [127] y Li [128] mediante una
maquina universal de ensayos compararon el rendimiento de dos variantes de
transductores tipo bridge, embebidos en resina epoxi y arena, denominados
trapezoidal (o «común») y arc (Fig. 3.8a y 3.8b respectivamente). De esta forma,
ellos encontraron que en ambos casos la eficiencia de conversión de energía
era mayor en el transductor tipo arc; no obstante, era el más propenso a
sufrir destrucción o rotura. Los valores máximos alcanzados para el voltaje a
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circuito abierto fueron de 160V para el trapezoidal, con una presión de 0,7MPa,
y de 220V para el arc, con una presión de 0,45MPa, valor máximo alcanzado
antes de romperse. Hongduo y col. [129] compararon el rendimiento de estos
dos mismos transductores añadiendo una nueva variante denominada arch
mediante el MEF y ensayos de laboratorio(Fig. 3.8c). En base al análisis del
estado tensional proporcionado por el MEF encontraron que el arch presentaba
una menor concentraciones de tensiones comparadas con el transductor arc. A
su vez, la nueva variante arch fue la que generó experimentalmente un mayor
voltaje, siendo así la alternativa más prometedora.

Yesner y col. [125, 130] propusieron un novedoso transductor tipo bridge
formado por electrodos segmentados (véase Fig. 3.8d) capaz de generar hasta
cuatro veces más energía que el bridge tradicional gracias al cambio de la
dirección de la polarización, el cual era coincidente con la dirección princi-
pal de las tensiones. Mediante simulaciones en COMSOL, ellos encontraron
dimensiones que maximizaban la generación de energía. De esta manera, un
total de 64 transductores con la geometría optimizada fueron construidos y
embalados en una caja de aluminio en un arreglo de 4x4x4. Este dispositivo,
fue testeado experimentalmente utilizando un pistón neumático, alcanzando
una potencia máxima de 2,1mW para una resistencia eléctrica de 400kΩ. Se-
guido a este trabajo, los mismos autores estudiaron la falla por fatiga de este
modulo (debido a las carga repetitivas) basado en la observación numérica
de las concentraciones de tensiones en el bridge en los bordes de contacto del
tapa metálica y el piezoeléctrico [131, 132]. De esta manera, encontraron que
existía una condición de falla por fatiga en el actuador tipo bridge, afectando
la vida útil en gran medida.

otros transductores basados en tensión para la repp Además
de los transductores tipo cymbal y bridge otros transductores basadas en tensión
han sido propuestos para la REPP, incluyendo desde los tipo bulk directamente
embebidos en el pavimento hasta actuadores tipo pile o layered en diferentes
arreglos eléctricos y mecánicos.

Entre los estudios teóricos desarrollados para estudiar la REPP empleando
transductores tipo bulk, Xiang y col. [133] modelaron al pavimento como
una viga Bernoulli-Euler de infinita longitud, descansando en una fundación
elástica de Winkler y sometida a cargas distribuidas móviles. Ellos encontraron
que la velocidad del auto, la constante elástica del suelo y el amortiguamiento
del sistema tenían una gran influencia en los valores de generación. Un modelo
más sofisticado fue desarrollado por Zhang y col. [134] quienes emplearon
la teoría de placas de Kirchhoff para modelar el pavimento y cargas móviles
uniformemente distribuidas para cada rueda del vehículo circulante, logrando
identificar las mismas dependencias en los valores de voltaje, sumado a
la capacidad de estudiar la influencia de la posición del recolector en la
posición lateral del pavimento. Por último Zhao y col. [135] contemplaron la
interacción vehículo-pavimento asumiendo una viga simplemente apoyada
de gran longitud para el pavimentoy el modelo de un cuarto de vehículo.
Mediante una serie de estudios paramétricos, determinaron que cada velocidad
de vehículo estaba asociada a una resistencia óptima, que la energía máxima
recolectada no dependía del tipo de conexión entre piezoeléctricos (serie o
paralelo) pero si de la distancia entre transductores, y que el estado de la
carretera afectaba fuertemente a la generación.
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Por otro lado, una gran cantidad de investigadores evaluaron en campo y
laboratorio la viabilidad de emplear diferentes arreglos de discos bulk PZT
(o también denominados piles). Por ejemplo, Xiong y Wang [136], instalaron
6 módulos constituido por 9 discos piezoeléctricos cada uno en pavimento
real en una carretera cercana a la ciudad Roanoke, Estados Unidos. Su sis-
tema mostró la factibilidad de la REPP produciendo una potencia media de
3,106mW pese a que solo un 14.43 % de la carga aplicada fue transmitida a
los materiales piezoeléctricos. Jiang y col. [137] propusieron un dispositivo
compuesto por 36 discos piezoeléctricos, divididos en 3 pilas, sumados a una
placa rígida para garantizar la transmisión de fuerzas al transductor. Respecto
a la generación, ellos reportaron mediante estudios de laboratorio que existía
una carga eléctrica resistiva óptima, la cual era inversamente proporcional a
la frecuencia de excitación e independiente de su amplitud. Papagiannakis
y col. [138], emplearon el MEF pero esta vez mediante ABAQUS, sumado a
ensayos de prototipos en condiciones de laboratorio bajo estados tensionales
controlados. De esta manera, mostraron la factibilidad de este tipo de aplica-
ciones para la REPP y la alimentación de tanto luces LED como de sensores
inalámbricos. Más recientemente, una nueva variante de transducción fue
llevada a cabo de manera experimental por los mismos investigadores [139],
donde concluyeron que la generación debido al pasaje de vehículos de gran
envergadura (camiones) está asociada con mayores niveles de generación.
Yang y col. [140] desarrollaron un modulo piezoeléctrico formado por 9 pilas
de 3 cerámicas PZT cada una, apiladas y conectadas en paralelo para estudiar
la resistencia contra la fatiga, el agua y la influencia de la temperatura en
transductores piezoeléctricos. A través de un ensayo de 100 mil ciclos de carga,
pruebas de inmersión y de calentamiento, descubrieron que las propiedades
piezoeléctricas no eran afectadas en ninguno de los casos salvo para tempera-
turas cercanas a la necesaria para conformar la mezcla asfáltica, por lo que una
empaquetadura debía ser desarrollada. A su vez, cada modulo contaba con sus
respectivos puente rectificadores y conmutares para el acondicionamiento de
la señal eléctrica. Luego Yang y col. [141] integraron 20 módulos compuestos
por 12 unidades piezoeléctricas cada uno al pavimento como prueba piloto
en una carretera cercana a la ciudad de Zhaotong, China, recolectando su-
ficiente energía para iluminar un cartel LED. Además, identificaron que el
voltaje generado por los materiales piezoeléctricos era altamente sensible a la
velocidad del movimiento del vehículo circulante, donde mayores valores de
voltaje fueron asociados a una mayor rapidez.

Transductores basados en vibraciones

Los primeros estudios para cuantificar la energía mecánica disponible en
forma de vibraciones en túneles de carretera y vías de ferrocarriles fueron
llevados a cabo por Wischke y col. [142], quienes mediante la medición con
acelerómetros demostraron que las vibraciones en las carreteras eran pequeñas,
producto de la suspensión de los vehículos y la flexibilidad de los neumáticos.
Otros investigadores, también analizaron mediciones reales para el diseño
de REPP; como por ejemplo Elvin y col. [143], quienes estudiaron la energía
disponible en forma de vibración causada por terremotos, viento y cargas
dinámicas del trafico en puentes y edificios . De esta manera, establecieron que
un dispositivo para la REPP real debe variar entre 20 y 200cm3 para alimentar
un nodo sensor. Ye y col. [144] utilizaron algoritmos genéticos para encon-
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trar las dimensiones ideales de un REPP tipo viga cantilever considerando
excitaciones reales medidas en la boca de una alcantarilla, demostrando que
la técnica implementada era útil para la correcta selección de la frecuencia
natural del dispositivo. Peigney y Siegert [145] identificaron la frecuencia
natural de un puente del norte de Francia mediante mediciones de vibraciones.
Luego, diseñaron y construyeron un REPP tipo viga cantilever el cual fue
colocado en los soportes de los caños de agua de la estructura generando una
potencia promedio de 30¯W, suficiente energía para alimentar un sensor de
monitoreo estructural.

En contraste con los estudios previamente mencionados, otros investigado-
res optaron por simular las vibraciones productos de las cargas dinámicas de
los vehículos. Por ejemplo, Erturk [146] formuló analíticamente el problema
de vibraciones en puentes para la REPP, empleando la teoría de vigas de
Bernoulli-Euler y proponiendo dos enfoques bien diferenciados: (i) una viga
cantilever piezoeléctrica bimorfa suspendida en un punto arbitrario de un
puente simplemente apoyado, y (ii) considerando un parche piezoeléctrico cu-
briendo una región especifica del mismo puente. De esta forma, se determinó
que ambos enfoques son válidos para la REPP, además de la posibilidad de
extender su modelo a otros mecanismos de transducción (i.e. electromagnética
y electrostática). Zhang y col. [147] modelaron analíticamente un REPP tipo
viga cantilever adosado a diferentes puentes típicos de hormigón de Estados
Unidos. Para estudiar la dinámica de los puentes, un complejo modelo utili-
zando ANSYS fue desarrollado considerando las cargas dinámicas por el pasar
de los vehículos, demostrando que la generación aumentaba con las peores
condiciones del camino y con longitudes de tramos de puente más pequeños.
Karimi y col. [148] investigaron la cantidad de energía cinética disponible en la
vibración de puentes, modelando a este como una viga simplemente apoyada
y asumiendo dos tipos de excitaciones: una carga puntual o una carga distri-
buida móvil. Como resultado, encontraron que los resultados pueden diferir
debido a la diferentes excitaciones cuando la longitud de la carga distribuida
era grande comparada con la longitud del puente. Además, encontraron que
el voltaje máximo de generación producida para un REP tipo viga cantilever
aumentaba a medida que lo hacia la velocidad de los vehículos.

Por otro lado, los estudios más recientes de la REPP basados en vibraciones
fueron orientados a la implementación en reductores de velocidad. Por ejemplo,
Ekawati y col. [149] propusieron un sistema compuesto por tres módulos: el
primero formado principalmente por resortes capaces de capturar la energía
del vehículo y topes para limitar el desplazamiento máximo; el segundo
formado por 10 vigas piezoeléctricas cantilever con imanes en la punta; y
un tercer modulo rectificador y conversor para cargar un capacitor. De esta
forma, un total de 68,82mJ de energía fue capturada por el pasar de un
vehículo. Chen y col. [150] también propusieron un dispositivo REPP para
aplicar en reductores de velocidad conformado por vigas cantilever. Como
aspecto novedoso, ellos diseñaron un circuito de bajo consumo eléctrico capaz
de quedar inactivo (sleep mode) cuando ningún vehículo estaba excitando al
sistema [151]. En este caso, la energía generada por el pasaje de un solo
auto es de aproximadamente 1,26mJ. Por último, Song y col. [152] evaluaron
el rendimiento de un modulo conformado por 40 parches piezoeléctricos
diseñado para la REPP en reductores de velocidad. Cada parche, fue fijado de
sus extremos y deformado al pasar el vehículo con un desplazamiento máximo
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Tecnología
Eficiencia TRL LCOE

[65] [62] [5] [60] [62] [63] [60] [62] [63]

Fotovoltaica Med-Alt Med-Alt 4-7 9 3 4-9 0.5 0.45 19.8

Termoeléctrica N/A Med-Alt 3 3 3 3 95.74 0.89 0.89-2.31

Electromagnética N/A Med-Alt 3-4 4 2 4 278.95 N/A 37.36

Piezoeléctrica Med Med 4 4 4 3-5 106.387 27.9 19.5-240

Cuadro 3.2: Comparativas de los diferentes mecanismos de transducción para la REPa
en términos de Eficiencia, TRL y LCOE.

permitido de 2mm. El módulo fue construido y ensayado en condiciones
controladas, cargando hasta los 6V un capacitor de 10,000µF, suficiente para
operar un celular durante 200s, luego del pasaje de nueve vehículos.

3.4 discusión final

Hasta aquí fueron presentados los aportes más destacados de la REPa hasta
la fecha. Esta sección pretende discutir y analizar el estado actual de desarrollo
de cada una de las tecnologías documentadas.

En los últimos años, se ha observado cómo la implementación de soluciones
tecnológicas para aprovechar la energía disipada en el pavimento (en forma
de vibraciones y calor), ha atraído la atención tanto de la comunidad científica,
como del sector privado y entes gubernamentales. A la hora de comparar
los distintos resultados y/o conclusiones reportados en la literatura, existen
algunos desafíos o inconvenientes. Por lo general, los estudios conducidos
por investigadores y universidades presentan un mayor grado de desarrollo y
análisis; no obstante, en la mayoría de los casos, las pruebas se vieron limitadas
a la simulación computacional o pruebas en laboratorio de prototipos. Por otro
lado, las industrias han sido pioneras en implementaciones en pavimento real,
pero existe escasa información técnica fehaciente documentada [109]. Además,
aún cuando la información técnica está disponible, diferentes variables fueron
elegidas para evaluar el rendimiento, como por ejemplo: voltaje a circuito
abierto o para una resistencia especifica, potencia, potencia por unidad de
volumen, energía y eficiencia. Otra razón que dificulta la comparativa entre
dispositivos, sobretodo las tecnologías que intentan recolectar la energía me-
cánica, es que no todos fueron excitados de la misma forma: mientras que
algunos autores estudiaron el rendimiento de sus transductores considerando
fuerzas o tensiones armónicas, con distintos valores de frecuencia y amplitud
[122], otros lo hicieron de forma impulsiva [152] o incluso considerando ruido
blanco [38]. Por último, a la hora de extrapolar la generación de un solo
transductor, rara vez se utilizan las mismas consideraciones sobre kilómetros
de carretera, volumen de trafico, velocidad y/o tipo de vehículos, cantidad de
carriles, estado del asfalto, etc.

Con el fin de dar una comparativa más fehaciente del estado actual y viabi-
lidad de las distintas tecnologías, diversos autores recurrieron generalmente a
los siguientes indicadores presentados en el Cuadro 3.2:

Eficiencia: Entendiendo a esta como una descripción de la relación costo-
beneficio de su implementación.
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Nivel de madurez tecnológica (TRL): Método desarrollado por la NASA en laTRL: Technological
Readiness Level década del 70 y adoptado por la Comisión Europea en el 2014, que asigna

un valor numérico en una escala del 1 al 9 en base a la etapa asociada
al nivel de madurez de una cierta tecnología. Cada valor de la escala
representa lo siguiente: TRL 1 – Observación de principios básicos, TRL
2 – Formulación del concepto tecnológico, TRL 3 - Prueba de concepto
experimental, TRL 4 – Validación tecnológica en laboratorio, TRL 5 -
Validación tecnológica en un entorno relevante, TRL 6 - Demostración
tecnológica en un entorno relevante, TRL 7 - Demostración del prototipo
del sistema en el entorno operativo, TRL 8 - Sistema completo y calificado,
TRL 9 - Sistema real probado en el entorno operativo.

Coste nivelado de Energía (LCOE): Medida del costo neto promedio de laLCOE: Levelized
Cost of Energy generación de electricidad para una cierta tecnología durante toda su

vida útil. Su forma de calcularla es

LCOE =
suma de costos durante la vida útil

suma de energía eléctrica total producida en la vida útil
(3.3)

En el Cuadro3.2, donde las referencias están ordenadas de izquierda a derecha
en orden cronológico, puede observarse como el LCOE ha tendido a disminuir;
no obstante, esto no ha sido observado para el TRL. Esto sugiere que si bien
ciertas optimizaciones de los sistemas han sido llevadas a cabo recientemente
aumentando la eficiencia de conversión y/o disminuyendo los costos, el nivel
de madurez de ellas (exceptuando la fotovoltaica) es relativamente bajo.

Independientemente de lo anteriormente comentado, cada tecnología ofrece
ventajas y desventajas que la hacen más o menos aplicables para ciertas carre-
teras o aplicaciones, tal como se ha desarrollado en los apartados anteriores
y se sintetiza en el Cuadro 3.3. Observando este Cuadro puede notarse que
ninguna tecnología domina totalmente sobre las otras, por lo que la inves-
tigación y desarrollo de dispositivos basados en cualquiera de ellas podría
resultar viable para la REPa. Sin embargo, la transducción piezoeléctrica presenta
un gran atractivo sobre las otras debido a ser, dentro de las capaces de proveer
energía de manera continua por no depender de las condiciones climáticas, la
de mayor densidad de potencia; convirtiéndola así en una de las más prome-
tedoras para la REPa [153]. Es por ello, que en esta tesis nos centraremos en
este mecanismo de transducción para el desarrollo de dispositivos capaces de
recolectar energía del pavimento.

Condiciones de diseño para dispositivos de REPP

En base a lo observado y documentado por otros investigadores, existen
una serie de lineamientos y desafíos técnicos que deben ser considerados a la
hora de diseñar un REPP. Acorde a Zhao y col. [154], un dispositivo embebido
debe tener la capacidad de convertir la mayor cantidad de energía mecánica
en energía eléctrica, manteniendo su deformación entre valores mínimos en
orden de garantizar su integridad estructural. Además, el desplazamiento de la
superficie libre del pavimento no debe ser superior a lo normal sin el recolector
embebido, en orden de garantizar que tanto el confort de conducción como el
consumo del vehículo se vean afectados. Por otro lado, respecto a la rigidez
del transductor, ésta debe tener un valor cercano a la del pavimento, es decir,
lo suficientemente alta para garantizar la máxima transferencia de energía
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Tecnología Ventajas Desventajas

Fotovoltaica La mayor densidad de
potencia en comparación con
otros mecanismos de
transducción.
Es la tecnología más madura
en alternativas amigables al
medio ambiente.

Dependiente de las condiciones
climáticas.
Los paneles transparentes son
susceptibles a la suciedad y
disminuyen la fricción de frenado
de los vehículos.
Los paneles embebidos presentan
considerable menor rendimiento
que los colocados a un costado de
la carretera.
Compromiso estructural del panel
por las cargas mecánicas
Alto costo inicial por el uso de
baterías.

Termoeléctrica Simplicidad estructural sin
partes partes móviles.
Podrían colaborar a mitigar el
efecto de isla de calor.

Extremadamente baja potencia
generada y rendimiento, además
de alto costo.
Dependiente de las condiciones
climáticas.

Electromagnética Diversas técnicas pueden ser
utilizadas para capturar y
transmitir la energía.
Es también aplicable en
vehículos (suspensión,
frenado regenerativo, etc.)

Grandes desplazamientos son en
general requeridos, limitando su
aplicabilidad a puentes y
reductores de velocidad.
Tienen alto mantenimiento debido
a las componentes mecánicas
utilizadas y partes móviles.

Piezoeléctrica Gran densidad de potencia y
simplicidad estructural.
La conversión de energía
cinética a energía eléctrica se
da de forma directa.
Pueden ser instalados en
cualquier carretera y es
independiente de las
condiciones climáticas.

Alto costo en comparación con los
bajos niveles de energía,
recomendados solo a nivel micro
de recolección.
Difícil instalación en pavimentos
ya construidos
Requieren un cuidadoso diseño
de la empaquetadura capaz de
soportar las cargas

Cuadro 3.3: Ventajas y desventajas asociadas a los diferentes mecanismo de transduc-
ción para la REPa.
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mecánica, y lo suficientemente baja para no producir un deterioro prematuro
del pavimento [100, 155]. Otra variable importante es la profundidad de
embebido, siendo que menores valores de profundidad producirán mayores
niveles de generación pero con el aumento del riesgo de falla por fatiga del
pavimento [156]. De acuerdo a Walubita y col. [87], el almacenamiento de
la energía es un problema a resolver que no ha sido tratado en la mayoría
de los trabajos. El deterioro de las propiedades piezoeléctricas del material
debido a las cargas dinámicas repetitivas, también es un factor que no ha sido
ampliamente estudiado [60], sobretodo si no se tiene fácil acceso al transductor
instalado. Otro aspecto importante a considerar es la temperatura; si bien ha
sido probado que la misma no afecta el rendimiento del dispositivo una vez
colocado [139, 155], pueden existir problemas en el proceso de fabricación del
pavimento donde temperaturas de aproximadamente 180°C son alcanzadas,
la cual puede estar cerca a la temperatura de Curie del piezoeléctrico, entre
150°C y 250°C dependiendo del material [140].

Todos estos desafíos mencionados, implican un diseño acorde para la empa-
quetadura que contenga los materiales piezoeléctricos que debe ser llevado a
cabo para protegerlos de tensiones y temperaturas excesivas, pero a su vez,
siendo lo suficientemente flexible para transmitir la energía mecánica. Es por
esto que la REPP utilizando materiales embebidos en pavimentos presenta
gran cantidad de desventajas y problemas que aún no han sido resueltos.

A fines de eludir estos inconvenientes, los esfuerzos de desarrollar un dispo-
sitivo recuperador de energía en esta tesis se orientarán a la implementación
en reductores de velocidad [149-152]. Diversas ventajas ofrece la implementación
de REPP en reductores de velocidad por sobre los embebidos directamente en
el pavimento, las cuales pueden ser detalladas como:

1. Pueden emplearse velocidades bajas del vehículo para la REPP. Tener
velocidad altas de circulación no siempre está asociada a mayor gene-
ración de energía, pues si la velocidad del vehículo es demasiado alta
entonces el tiempo de aplicación de la carga será muy poco pequeño y
puede afectar significativamente la energía transmitida [157].

2. Es posible mejorar la cantidad de energía transmitida en la dirección
vertical mediante un correcto diseño del perfil del obstáculo [158]. En
este sentido, existen numerosos sistemas de reducción de velocidad:
lomas de burro, rampas y tachas son algunos de los más comunes de
utilizar.

3. La condición referida al desplazamiento máximo permitido en la super-
ficie no debe ser necesariamente tan restrictiva si se considera que el
recolector va a estar dentro de un obstáculo para el vehículo.

4. El no intervenir el pavimento trae ventajas técnicas asociadas a su fácil
instalación e inspección de mantenimiento involucrando menores costos.
Además, evita problemas de temperatura y puede instalarse en carreteras
ya construidas.

Por último, un estudio sistemático de la REPP fue desarrollado por Razali y col.
[159], quienes mediante el análisis de más de 30 artículos científicos observaron
que el material preferido para esta aplicación era el PZT-5H debido a sus
mayores niveles de generación. Esto, se encuentra en total concordancia con lo
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observado por las evaluaciones realizadas por otros autores que recomendaron
este material para esta aplicación [160, 161]





4
F O R M U L A C I Ó N M AT E M ÁT I C A

Debido a las dimensiones geométricas de los parches piezoeléctricos, diver-
sas formulaciones basadas en distintas teorías de vigas (p. ej. Bernoulli-Euler,
Rayleigh y Timoshenko) han sido utilizadas a la hora de desarrollar modelos
matemáticos de dispositivos recolectores de energía [162]. Dentro de la gran
cantidad de configuraciones que éstos pueden adoptar, la viga en voladizo o Referimos como

«configuración» a las
condiciones de borde
que el dispositivo se
encuentra sujeto.

cantilever, es la más comúnmente elegida, donde una o dos láminas piezoeléc-
tricas (unimorfa o bimorfa respectivamente) son colocadas tan cerca como sea
posible del extremo fijo donde las tensiones y deformaciones, y por lo tanto
también la generación, son máximas [163-165]. Este tipo de dispositivos son
usualmente modelados asumiendo hipótesis de linealización tanto para los
campos de desplazamiento, deformaciones y relaciones constitutivas con el
fin de dar un tratamiento matemático sencillo y simplificado. Actualmente,
incluso considerando las ventajas que presentan los recolectores piezoeléctri-
cos frente a otros mecanismos de transducción,como fuera mencionado en el
Capítulo 1, el rendimiento asociado a ellos presenta los siguientes problemas
y desafíos a resolver [166]:

1. Ancho de banda y sintonización: asumiendo una excitación armónica, los
osciladores lineales pueden alcanzar un rendimiento aceptable cuando
la frecuencia de excitación Ω se encuentra cerca a una de las frecuencias
naturales del sistema ωn. Esta comportamiento, se debe al fenómeno
que se conoce como resonancia y se manifiesta en el notable aumento
de amplitud, tanto para el desplazamiento como para el voltaje, como
puede observarse de manera esquemática y adimensional en la Figura
4.1. Sin embargo, tan pronto como Ω se aleja de ωn, una caída drástica
en la generación del dispositivo es identificada disminuyendo en gran
medida su rendimiento [167, 168]. Ante esto, la necesidad de aumentar el
ancho de frecuencia de funcionamiento, o bien poder variar la frecuencia
natural mediante la alteración de un parámetro, emergen como dos
alternativas de mejora posibles.
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Figura 4.1: Representación adimensional de la respuesta en frecuencia de un recolector
de energía en régimen lineal.
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Figura 4.2: Funciones de (a) fuerza restauradora y (b) energía potencial para diferentes
dispositivos de REP basados en vibración.

2. Baja frecuencia y escalabilidad: Muchas fuentes de vibraciones mecánicas
poseen bajas frecuencias [169]. Esto significa que a fin de obtener un
rendimiento razonable, la frecuencia natural del dispositivo debe ser sin-
tonizada a valores bajos. Con este objetivo, la mayoría de los dispositivos
se valen de grandes masas puntuales, p. ej. en el extremo libre para la
configuración cantilever [164]. No obstante, pese a que esta técnica logra
cumplir satisfactoriamente su propósito, este tipo de implementaciones
atenta contra la escalabilidad del dispositivo, debido al considerable
aumento de su tamaño y de sus desplazamientos.

Con el fin de buscar una solución a estos problemas, distintos investigadores
desarrollaron diversos dispositivos basados en distintos enfoques como: multi-
modalidad [170, 171], no linealidades [166], aumento en frecuencia [172, 173],El enfoque de

«aumento en
frecuencia» es
comúnmente

encontrado en la
literatura como

«frequency-up» por
sus nombres en

inglés.

biestabilidad o multiestabilidad[174-176], pluckling[150, 177], entre otros.

4.1 antecedentes

4.1.1 Breve introducción matemática a osciladores no lineales biestables

Entre los diversos enfoques utilizados para mejorar el rendimiento de
recolectores de energía piezoeléctricos, la inclusión de tanto fuentes de no
linealidad como de biestabilidad han sido estudiadas en profundidad como
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P

Figura 4.3: Representación esquemática de la solución al primer modo de pandeo para
una viga bi-empotrada. Lineas continuas representan soluciones estables
mientras que discontinuas, inestables.

una alternativa prometedora durante la última década [178]. Las principales
ventajas asociadas a este enfoque de recolector se asocian a: (i) la mayor
potencia debido a la amplificación de desplazamientos durante la oscilación
entre pozos de energía potencial (ver Figura (4.2b)), (ii) el aumento del ancho
de banda y la capacidad de generar energía a valores más bajos de frecuencia
debido al efecto de ablandamiento, y (iii) la innecesidad de energía extra para
mantener cualquiera de los puntos de equilibrio [179].

Con el fin de introducir los principales conceptos matemáticos de un sistema
oscilatorio no lineal, tanto en los regímenes mono- como biestable, la Ecuación
Diferencial Ordinaria (EDO) del oscilador de Duffing es presentada siguiendo
el enfoque de [167]

ẍ + cẋ + (1 − a) x + bx3 = F(t), (4.1)

donde ẍ representa la fuerza inercial, cẋ la fuerza de amortiguamiento viscoso,
F (t) la fuerza de excitación o motriz, mientras que f (x) = (1 − a) x + bx3

la fuerza restauradora (o elástica) no lineal. Acorde a los distintos valores
que toman los parámetros a y b en esta última función, diferentes caracterís-
ticas del sistema pueden ser alcanzadas. Sus influencias en la forma de la
fuerza restauradora, así como la denominación de los sistemas resultantes, se
encuentran esquemáticamente representados en la Figura 4.2a. El primer y
más simple escenario posible es cuando b = 0, que implica que el término no
lineal de orden cúbico desaparece y la Ec. (4.1) se reduce a un oscilador lineal.
En este caso, existe una relación directamente proporcional entre la fuerza
restauradora y los desplazamientos, lo cual facilita enormemente la obtención
de una solución analítica exacta. El segundo escenario, se da cuando a < 1 y
b ̸= 0, dando lugar al oscilador monoestable con comportamiento de endu-
recimiento (b > 1) o de ablandamiento (b < 1) . En estos casos, a diferencia Los comportamientos

de «endurecimiento»
y «ablandamiento»
son comúnmente
conocidos como
«hardening» y
«softening» por sus
nombres en inglés.

del oscilador lineal, la tasa de crecimiento de la fuerza restauradora tiende
a aumentar o disminuir respectivamente a medida que el desplazamiento
aumenta. Por último, el oscilador biestable es alcanzado cuando a > 1 y b > 0
debido a la existencia de múltiples valores de x que satisface la condición
f (x∗) = 0. Estos valores, usualmente referidos como puntos de equilibrio
y denotados como x∗, son frecuentemente estudiados utilizando la función
de energía potencial obtenida a partir de f (x) = dU/dx. La principal ventaja
radica en mostrar de una manera más clara la estabilidad dinámica de dichos
puntos [180]. Para el presente oscilador de Duffing dado por la Ec. (4.1), la
función U (x) resulta ser

U (x) =
1
2
(1 − a) x2 +

1
4

bx4, (4.2)

la cual se encuentra esquemáticamente representada en la Figura 4.2b. Se
puede observar que para cualquier configuración se verifica que x∗ = 0 es
un punto de equilibrio. Particularmente, si a < 1 nos referimos al oscilador
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monoestable y el único punto de equilibrio resulta estable debido a que
representa un mínimo absoluto de la Ec. (4.2). Sin embargo, tan pronto como
se verifique que a > 1 y b > 0, dos nuevos puntos de equilibrio estables
aparecen para x∗ = ±

√
(1−a)/b a la vez que se produce un cambio en la

estabilidad del punto x∗ = 0, convirtiéndose en inestable por tratarse ahora
de un máximo relativo. En esta configuración, el sistema es referido como
biestable debido a la coexistencia de dos pozos de energía potencial separados
por una barrera de una determinada altura. Comparado con el oscilador
monoestable, y dependiendo de la amplitud de excitación este sistema puede
exhibir oscilaciones entre los pozos o incluso caos, implicando así un análisisLas oscilaciones

entre y dentro del
pozo potencial son
también conocidas

como «inter-well» y
«intra-well

oscillations» por sus
nombres en inglés.

dinámico más complejo.
Existe una gran variedad de métodos para generar potenciales biestables en

recolectores de energía, incluyendo: métodos mecánicos puros [19, 181, 182],
fuerzas magnéticas involucrando imanes permanentes [175, 183-185] o incluso
una combinación de ambos [176, 186, 187]. Los métodos mecánicos puros
presentan diversas ventajas respecto al uso de imanes entre las que destacan:
simplicidad constructiva, costo, evitar una posible interacción magnética en la
aplicación de sensores inalámbricos, y beneficios en términos de la densidad
de potencia total [188]. Para una estructura en forma de viga, la biestabili-
dad es usualmente creada a través de una carga compresiva axial. Cuando
un elemento estructural esbelto es comprimido con una carga relativamente
pequeña, toda la estructura es deformada en la dirección axial con un insigni-
ficante cambio en su geometría. En este punto, podemos afirmar que la misma
se encuentra en su estado de pre-pandeo o, dinámicamente hablando, en su
régimen monoestable. Sin embargo, tan pronto como la carga sobrepasa a un
valor crítico , la estructura experimenta una gran deformación manifestadaLa carga crítica de

pandeo viene dada
por la expresión de
Euler que relaciona

características
materiales,

geométricas y de
sujeción de la

estructura.

en un desplazamiento fuera del plano transversal [189]. En este nuevo caso,
nos referimos a la estructura como en su estado de pos-pandeo o en régimen
biestable, donde la posición inestable corresponde a la configuración inicial
recta y las dos inestables a las configuraciones de pandeo superior e inferior.

Con el propósito de ilustrar este fenómeno, la Figura 4.3 representa las
soluciones al primer modo de pandeo inestable (linea discontinua) y estables
(lineas continuas) para una viga homogénea bi-empotrada.

4.1.2 Estudios experimentales de recolectores de energía piezoeléctricos cargados
axialmente

Los estudios pioneros de recolectores de energía piezoeléctricos sujetos
a cargas axiales fueron llevados a cabo por Leland y Wright [190], quienes
estudiaron experimentalmente una viga bimorfa simplemente apoyada con
una masa puntual en el centro durante su régimen de pre-pandeo. Ellos
demostraron que era posible sintonizar la frecuencia natural respecto a la
de excitación en un 24 % mediante una correcta regulación de la pre-carga.
Además, observaron que la pre-carga producía un aumento de aproximada-
mente el mismo porcentaje para el acoplamiento piezoeléctrico. Eichhorn y col.
[191-193] también estudiaron la pre-carga axial en el régimen de pre-pandeo
pero para vigas tipo cantilever ensambladas en conjunto con dos brazos latera-
les que distribuían una carga axial a la viga. De este modo, también lograron
demostrar la capacidad de sintonización observada por Leland y Wright, pero
asociado a otra configuración. En este punto, resulta necesario resaltar que si
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bien los trabajos mencionados fueron los primeros en involucrar una carga
axial, todos ellos fueron limitados al estado de pre-pandeo.

En lo referido a recolectores de energía basados en estructuras biestables,
Arrieta y col. [194] fueron precursores de esta área investigando experimental-
mente el comportamiento no lineal de una placa con diversos parches flexibles
de PZT-5A adheridos a la misma. En su estudio, ellos pudieron observar un
interesante comportamiento no-lineal producto de oscilaciones de ciclo límite
de gran amplitud así como también caos. En cuanto a vigas biestables por
pandeo, Ando y col. [195] estudiaron una lámina piezoeléctrica bi-empotrada
de electrodos interdigitados fabricados por impresión de inyección de tinta
sobre un PET flexible (tereftalato de polietileno). Al igual que Arrieta y col.,
estos autores observaron un comportamiento dinámico no lineal descripto por
el cambio de estabilidad alcanzado por la gran flexibilidad de la estructura.

Con el fin de modificar la función energía potencial y así facilitar las oscila-
ciones entre los pozos potenciales de vigas más rígidas, algunos investigadores El movimiento entre

pozos de energía
potencial es conocido
como «snap-through
motion» debido a la
rapidez con el que
este ocurre.

emplearon masas puntuales en distintas posiciones de sus dispositivos. Por
ejemplo, Jung y Yun [196] propusieron un diseño novedoso de un recolector
basado en una gran masa puntual conectada a un puente pandeado y un
conjunto de vigas cantilever piezoeléctricas unidas a dicha masa. En este
caso, el cambio de estabilidad del puente, servía como excitación de base
para las vigas cantilever. Otra alternativa fue propuesta por Ando y col. [197],
quienes colocaron dos transductores piezoeléctricos en los laterales de la viga
bi-empotraad que eran impactados por una masa puntual cuando la viga
pasaba de un estado estable a otro.

Por otra parte, la mayoría de los investigadores añadieron parches piezoeléc-
tricos y masas puntuales directamente en la viga pospandeada [181, 197-200].
Las conclusiones más relevantes de estas implementaciones fueron que el cam-
bio de estabilidad puede inducir respuestas periódicas entre pozos potenciales
y caos [181], un significativo incremento del rendimiento del recolector [198],
así como la posibilidad de recolectar energía a partir de bajas frecuencias y
bajos niveles de aceleración [199]. Por último, Zhu y Zu [201] presentó una
viga bi-empotrada con un imán permanente en el centro a fin de introducir
una fuerza magnética capaz de facilitar aún más la oscilación entre pozos
potenciales para bajas frecuencias y excitaciones. En el trabajo observaron que
la presencia del magneto inducia el segundo modo de pandeo de la viga y
proporcionaba un fuerte movimiento entre pozos que resulta beneficioso para
aplicaciones de recolección de energía.

4.1.3 Modelos matemáticos desarrollados para recolectores piezoeléctricos biestables
cargados axialmente

Con el fin de dar tratamiento matemático a recolectores de energía piezoeléc-
tricos sometidos a cargas axiales, una gran cantidad de modelos analíticos han
sido desarrollados. El primer modelo experimentalmente validado fue presen-
tado por Masana y Daqaq [166], quienes basaron su formulación en relaciones
constitutivas lineales para el material piezoeléctrico y en la teoría no lineal
de vigas Bernoulli-Euler durante el régimen de pre-pandeo. En este trabajo,
demostraron tanto de forma experimental como teórica (solución aproximada
obtenidas por el Método de Escalas Múltiples), la capacidad de sintonización
de la frecuencia natural, el aumento de desplazamientos y potencia de salida,



66 formulación matemática

así como del ancho de banda de funcionamiento, a medida que aumenta la
carga axial. Más tarde, los mismos autores compararon el rendimiento relativo
del mismo sistema considerando tanto los estados de pre- como pos-pandeo,
proponiendo las mismas condiciones de carga eléctrica y de forzamiento [202].
Sus resultados, probaron que la mejoría del ancho de banda de frecuencia
del dispositivo depende del nivel de aceleración de la base y de la forma de
la función de potencial. Complementariamente, los mismos autores Masana
y Daqaq [203] también investigaron numérica y experimentalmente el fenó-
meno de resonancia super-armónica para el oscilador biestable, probando que
para ciertos niveles de aceleración el oscilador biestable puede exhibir grandes
voltajes para valores de frecuencia de forzamiento de aproximadamente la
mitad de la frecuencia natural.

Otro modelo analítico experimentalmente validado fue desarrollado por
Cottone y col. [204], quienes consideraron relaciones constitutivas lineales,
una teoría de vigas de primer orden no lineal en el régimen de pos-pandeado
y excitaciones de base aleatorias. En este caso, ellos reportaron un orden de
magnitud superior de potencia eléctrica generada cuando la estructura se
encontraba pre-cargada. Años más tarde, los mismos autores emplearon este
modelo para un estudio teórico del efecto de las configuraciones bi-articulada
y bi-empotrada en vigas pos-pandeadas [205]. Considerando ruido gaussiano
como forzamiento, determinaron que un 26 % más de energía puede ser
recolectada con la configuración bi-empotrada.

Empleando otro enfoque, algunos investigadores propusieron dispositivos
piezoeléctricos donde la excitación se produce en la dirección axial. Por ejem-
plo, Zhu y col. [186] modelaron y validaron experimentalmente un recolector
conformado por una viga simplemente apoyada, restringida axialmente en
un extremo y con una masa móvil en el otro donde una fuerza magnética era
aplicada a través de un imán permanente. Una configuración diferente, fue
realizada por Ansari y Karami [206] quienes propusieron un recolector de
energía piezoeléctrico con características up-converting formado por una viga
piezoeléctrica pandeada y un mecanismo tipo tijera capaz de operar tanto en
dirección horizontal como vertical. En ambos trabajos, las ecuaciones diferen-
ciales a derivadas parciales (EDP) que gobiernan el problema fueron obtenidas
acorde a la teoría de vigas de Bernoulli-Euler, discretizadas espacialmente
mediante una expansión modal, y resueltas por integración numérica. En este
sentido, ambos autores confirmaron la capacidad mejorada de la generación
eléctrica debido a la biestabilidad.

En contraste con los modelos validados experimentalmente, diversos inves-
tigadores orientaron sus investigaciones a estudios puramente teóricos. Por
ejemplo, Garg y Dwivedy [207] desarrollaron un complejo modelo analítico
basado en la teoría de vigas Bernoulli-Euler en el régimen de pre-pandeo
considerando no linealidades provenientes de términos inerciales, rigidez y
acoplamiento electromecánico. En su trabajo, se centraron en el estudio de reso-Nos referimos a

oscilador biestable
«genérico», como
aquel al que no se

hace referencia sobre
como es físicamente

creado dicho
potencial.

nancias primarias, sub-armónicas y super-armónicas simultaneas mediante el
Método de Escalas Múltiples (MEM), concluyendo que la existencia de varias
condiciones de resonancia podría ser beneficioso para incrementar el ancho de
banda. Otro estudio de esta índole, pero considerando un oscilador biestable
genérico, fue llevado a cabo por Panyam y Daqaq [208], quienes empleando
ecuaciones adimensionales y métodos de perturbación, determinaron que el
rendimiento del recolector posee una compleja dependencia de la forma de la
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función potencial, de la amplitud de excitación y de la carga eléctrica externa.
A pesar de esto, concluyeron que el recolector en régimen biestable produce
una potencia mayor para todas las formas de la función potencial, siempre y
cuando la condición de carga eléctrica sea óptima. Con el objetivo de añadir
un parámetro sintonizador de la función energía potencial, Qian y col. [209]
introdujeron un resorte pre-comprimido en un extremo de una viga piezoeléc-
trica bi-empotrada. Como principal contribución, estudiaron la dinámica de
la viga empleando el método de balance armónico a la vez que analizaron
la estabilidad de su solución aproximada a partir del estudio de la matriz
Jacobiana. De esta manera, basados en sus resultados numéricos confirmaron,
de manera teórica, la posibilidad de recolectar energía en un amplio ancho de
banda. Por último, Chen y Yan [210] presentaron un modelo electromecánico
geométricamente no lineal para una viga Bernoulli-Euler unimorfa simple-
mente apoyada sometida a carga axial, incluyendo el efecto flexoeléctrico. En La flexoelectricidad

es un efecto de
acoplamiento
electromecánico que
existe en todos los
materiales
dieléctricos [211].

este caso, la configuración pre-deformada de la viga asociada al régimen de
pos-pandeo fue obtenida por primera vez de manera analítica en esta apli-
cación para luego ser considerada en la respuesta dinámica del sistema. Las
ecuaciones discretizadas del movimiento fueron numéricamente integradas
por el método de Runge-Kutta (RK), observando el efecto de ablandamiento y
endurecimiento para los regímenes mono- y biestables, respectivamente. Sin
embargo, y al igual que todos los artículos basados en desarrollos meramen-
te teóricos, ninguna de estas conclusiones fueron validadas por resultados
experimentales.

Para concluir, Derakhshani y col. [212] recientemente modelaron y ensayaron
experimentalmente una viga bi-empotrada fabricada en PVDF formada por
dos tramos unidos a una masa puntual en el centro. Basado en la teoría de
vigas geométricamente no lineal de Bernoulli-Euler, un modelo matemático
fue desarrollado considerando la configuración pre-deformada y ademas
verificado experimentalmente bajo diferentes condiciones de forzamiento con
una buena concordancia, incluyendo fenómenos como el cambio de estabilidad
y la resonancia secundaria, beneficiosos para la recolección de energía.

4.1.4 Condiciones de borde no ideales

En el modelado de vibraciones de vigas, así como en cualquier medio conti-
nuo, la elección de las condiciones de borde (CB) resulta un paso fundamental
debido a su gran influencia en la respuesta dinámica. En la mayoría de los
modelos matemáticos, las CB son aproximadas a casos idealizados adoptando
diferentes formas como p. ej. libre, simplemente apoyada, empotrada, entre
otras [213]. No obstante en escenarios reales, pequeños huelgos y/o fricción
pueden existir en los extremos, permitiendo pequeños desplazamientos o giros
en los soportes, resultando en un desvío de las CB ideales mencionadas ante-
riormente. En consecuencia, esto, puede llevar a desacuerdos indeseables entre
los resultados experimentales y las predicciones numéricas. Los recolectores
de energía piezoeléctricos no están exentos de este fenómeno, donde dichas
discrepancias pueden provocar resultados inaceptables. Por esta razón, tener
un modelo matemático confiable y capaz de tratar con condiciones de borde
no ideales resulta altamente atractivo para el diseño y optimización de reco-
lectores de energía, sobretodo para aquellos que involucran comportamientos
no lineales complejos.
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Con el propósito de dar tratamiento matemático a este problema, distintos
investigadores han modelado CB no ideales de diferentes maneras, las cuales
pueden generalmente clasificarse en dos grandes grupos: (i) aquellas que
añaden algún parámetro de perturbación o (ii) aquellas que añaden una
restricción elástica. A fines de clarificar sus diferencias, asumiendo una función
continua U(x) con un valor restringido en la posición x = a, las formulaciones
matemáticas para la CB ideal y las dos no ideales previamente mencionadas
resultan ser:

Ideal No ideal

U(a) = 0
U(a) = εα(t) (i)

U′(a) = −kU(a) (ii)

Cuadro 4.1: Formulaciones ideal y no ideales para una CB situada en x = a.

En estas expresiones, son necesarios (i) pequeños valores de ε, siendo α(t)
una función determinista del tiempo, o bien (ii) un valor tan grande de k como
pequeña sea la perturbación en la CB. A pesar de que ambas expresiones
pueden ser válidamente utilizadas, la condición de borde elástica posee la
principal ventaja de recrear las condiciones libre y empotrada estableciendo
k = 0 y k → ∞, respectivamente. Esto quiere decir, que cualquier valor finito
de k representa un caso intermedio entre los dos ideales. Esta ventaja no ocurre
con el caso (i), que mientras ε = 0 representa al caso fijo ideal, la condición de
borde libre no puede ser recuperada para ningún valor de ε.

Condición de borde perturbada

En el análisis de CB no ideales en vigas, uno de los estudios pioneros fue
llevado a cabo por Pakdemi y Boyaci [214] quienes introdujeron un parámetro
de perturbación pequeño en un extremo de una viga. Empleando la técnica
de Lindstedt-Poincaré, dieron solución del problema de vibraciones libres ,
demostrando que la frecuencia natural de la viga es el único cambio apreciable
introducido por la pequeña perturbación. Seguido a esto, los mismos autores
incluyeron la no linealidad geométrica debido al efecto de alargamiento, alEl efecto de

alargamiento es más
comúnmente

conocido como
«stretching» por su

nombre en ingles.

asumir extremos axiales inmóviles no ideales. Usando el MEM, observaron
que dependiendo del modo y la amplitud de vibración, la frecuencia natural
de la viga podía disminuir o aumentar dependiendo del valor numérico de
perturbación. Además, Pakdemi y Boyaci también estudiaron la vibración
forzada para una viga simplemente apoyada con un soporte intermedio no
ideal ubicado en diferentes posiciones [215, 216]. En este caso, sus estudios
relevaron que dependiendo del modo y la localización de este último apoyo,
la frecuencia natural podía aumentar, disminuir o mantenerse inalterada
mientras que la forma modal se veía afectada en un orden superior a ε2.
El problema de vibración forzada para una viga simplemente apoyada con
CB no ideales y considerando el efecto de alargamiento fue llevado a cabo
por Boyaci [217], quien arribó a conclusiones similares a los trabajos previos.
Para una viga con las mismas restricciones que la estudiada por Boyaci [217],
Eigoli y Ahmadian [218] investigaron la influencia de CB no ideales de las
vibraciones no lineales de una viga Bernoulli-Euler sometida a una forzante
armónica lateral en concordancia con una teoría de quinto orden. Añadiendo
un parámetro pequeño perturbador en la CB, observaron que una pequeña
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variación de dicho parámetro podía afectar fuertemente en la Función de
Respuesta en Frecuencia (FRF) en dos formas: modificando la frecuencia
natural, y modificando el efecto de endurecimiento a medida que la amplitud
de la excitación era aumentada.

Un enfoque ligeramente diferente a los previamente mencionados fue pro-
puesto por Lee [219], quien basó la condición de borde no ideal como una
combinación lineal de los casos ideales empotrado y simplemente apoyado. En
este caso, se utilizaron tanto las teorías de Bernoulli-Euler como de Timoshen-
ko para identificar numéricamente el rol de los coeficientes afectando la CB
ideal.

Condición de borde elástica

En lo que respecta a la utilización de restricciones elásticas para modelar CB
no ideales, Onur Ekici y Boyaci [220] combinaron condiciones de borde pertur-
badas para el desplazamiento transversal en conjunto con resortes helicoidales
para el giro en los soportes de una microviga simplemente apoyada. Utilizando
el MEM, ellos identificaron que el corrimiento en frecuencia se podía producir
en casos de resonancias secundarias. Xing y Wang [221] presentaron la solución
al problema de vibraciones libres de una viga con sección constante sometida a
una carga axial y sujeta tanto a resortes torsionales como transversales en cada
extremo. Dichas restricciones elásticas, resultaron altamente efectivas para
reproducir todos los casos ideales de las condiciones de borde, incluyendo
fijo y simplemente apoyado, mediante la correcta elección de la rigidez de
los resortes. Pese a que no estudiaron la influencia de la no idealidad en la
condición de borde axial, confirmaron mediante un estudio paramétrico que
la condición flexible en un extremo puede modificar significativamente la
frecuencia natural del sistema, pero el modo de vibración en menor medida.
Ni y Hua [222] utilizaron el método de matriz de transferencia para obtener
una solución analítica a los problemas de vibración libre y forzada para una
viga laminada y escalonada, cargada axialmente con condiciones de borde
arbitrarias basada en la teoría de la deformación cortante de primer orden.
Considerando el grado de libertad axial, realizaron estudios paramétricos de la
FRF variando la rigidez de las restricciones axiales, transversales y torsionales
asumidas. Los resultados analíticos fueron comparados con el método de los
elementos finitos, mostrando una excelente concordancia. Además, demostra-
ron que las frecuencias naturales transversales del sistema no son sensibles a
la rigidez del resorte axial. Sin embargo, debido a que su estudio se basó en
campos de desplazamiento y deformaciones lineales, el efecto de alargamiento
no fue capturado.

El acoplamiento axial flexional no lineal fue estudiado en profundidad por
Lenci y col. [223-225], quienes consideraron un resorte axial en un extremo de
una viga Timoshenko. En este caso, el desplazamiento axial en ese extremo
estaba perfectamente restringido o libre para los casos limites de k = 0 y
k → ∞. En sus estudios, demostraron que el valor de k posee una enorme
influencia en el efecto de endurecimiento de la respuesta transversal de la
viga. Sin embargo, pese a que pudieron explicar completamente la dicotomía
del comportamiento de endurecimiento (debido a la rigidez geométrica no
lineal) frente al ablandamiento (debido a términos inerciales no lineales), sus
estudios no tuvieron en cuenta el efecto de una carga axial aplicada.
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La consideración de CB elásticas para recolectores piezoeléctricos biestables
por pandeo inducido fueron consideradas por Liu y col. [200] quienes, con
el fin de utilizar la constante elástica como parámetro de modificación de
la función energía potencial, propusieron un recolector biestable formado
por dos vigas pandeadas, una masa central concentrada y condiciones de
borde elásticas como parámetros de imperfección. En su trabajo, los modos de
vibración fueron verificados mediante el MEF utilizando ANSYS® [226] con
excelentes resultados. Por parte de la formulación analítica, concluyeron que
la condición de borde elástica en el extremo y la rigidez influyen fuertemente
en la forma de la función energía potencial así como en la potencia generada
por el dispositivo.

4.1.5 Modelo electromecánico adoptado

Acorde a lo mencionado en los apartados anteriores, existe una gran can-
tidad de modelos e implementaciones experimentales de dispositivos piezo-
eléctricos basados en vigas bi-empotradas cargadas axialmente. En lo referido
a las formulaciones matemáticas, distintas alternativas han sido presentadas
respondiendo a diferentes hipótesis asumidas en: la teoría de vigas empleada,
condiciones de borde asumidas, fuentes de no linealidad y condiciones no
ideales, entre otras. Pese a que gran cantidad de trabajos han dado un correcto
tratamiento a alguno/s de estos puntos, no ha sido presentado aún un modelo
matemático que contemple la mayoría de ellos en simultaneo. Por ello, en esta
tesis presentamos una compleja formulación matemática para este tipo de
dispositivos con la idea de considerar los siguientes aspectos que presentan
gran influencia ante determinadas condiciones, a saber:

Inercia no lineal: Cuando los niveles de aceleración son lo suficientemente
grandes, es de esperar que los desplazamientos también lo sean. Por
ello, los términos provenientes del campo de desplazamiento no lineal
pueden tomar relevancia [227].

Rigidez no lineal geométrica: Cuando la viga es lo suficientemente esbelta,
la relación amplitud/longitud tiende a tomar niveles grandes, especial-
mente en configuraciones como la cantilever. Por ello, los términos de
rigidez geométrica no lineal provenientes del tensor de Green-Lagrange
serán tenidos en cuenta en la presente formulación [228].

Relaciones constitutivas no lineales: Tal como se comentó en la Subsección
2.2.2, los materiales piezoeléctricos presentan un comportamiento no
lineal incluso para bajos niveles de excitación o aceleración. Por ello, el
modelo constitutivo propuesto por Leadenham y Erturk [43] será em-
pleado debido a sus ventajas de poseer solo dos parámetros no lineales,
ademas de haber sido previamente experimentalmente verificado. Otra
gran ventaja de utilizar este modelo, es que la identificación de dichas
constantes ya ha sido previamente llevadas a cabo de forma exhaustiva
para los materiales utilizados en esta tesis[44, 229].

Disipación no lineal: Con el fin de contemplar los efectos de disipación
de energía no lineal de los materiales piezoeléctricos que aparecen con
niveles de aceleración moderado y altos, el modelo viscoso no lineal
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Figura 4.4: Esquema del recolector piezoeléctrico tipo viga sometido a una carga axial.

cuadrático propuesto por Stanton y col. [41], Gatti y col. [229] y Stanton
y col. [230] será considerado.

Condiciones de borde no ideales: Considerando el rol fundamental de las CB
en la respuesta dinámica del sistema, la configuración bi-empotrada será
seleccionada debido a ser una de las condiciones más prometedoras para
aplicaciones de recolección de energía [205]. Por otro lado, en lo referido
a las condiciones de borde axiales, una condición de borde no ideal será
planteada debido a su capacidad de representar tanto casos intermedios
como extremos ideales. Esta CB, resulta similar a la propuesta por Lenci
y col. [223-225]. Sin embargo aquí involucraremos también a la carga
axial, la cual no fue contemplada por dichos autores.

Configuración pre-deformada: Por último, obtener una solución apropiada
al problema de pandeo estático resulta fundamental a la hora de resolver
la respuesta dinámica en la configuración biestable. Para ello, la ecuación
diferencial asociada al problema de pandeo estático será obtenida [210,
231] y resuelta dando lugar, tanto a los valores de carga critica como a la
configuración pre-deformada.

De esta manera, las ecuaciones diferenciales a derivadas parciales (EDP)
que gobiernan el problema de acoplamiento electromecánico de una viga
bi-empotrada con una lámina piezoeléctrica cargada axialmente serán obteni-
das siguiendo una formulación Lagrangiana. Seguido a esto, la discretización
espacial del problema será desarrollada a partir de la descomposición modal
del sistema. Asimismo, el Método de Escalas Múltiples (MEM) será utilizado
para reducir el sistema de ecuaciones y obtener una solución analítica apro-
ximada. Luego, se presentará por primera vez una expresión analítica para
calcular la generación de energía de una viga piezoeléctrica pandeada, valida
tanto para el régimen de pre- como de pos-pandeo, contemplando todas las
características mencionadas anteriormente. Además, las expresiones serán
desarrolladas asumiendo una viga escalonada genérica de tramos J con el pro-
pósito de poder considerar la discontinuidad donde el material piezoeléctrico
se encuentra presente.

4.2 ecuaciones electromecánicas

Con el fin de obtener las ecuaciones electromecánicas para el dispositivo
esquemáticamente representado en la Figura 4.4, la teoría de viga Bernoulli-
Euler es asumida considerando que la viga es lo suficientemente esbelta y
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despreciando los efectos relacionados a la inercia rotacional y la deformación
por corte. De acuerdo a esta teoría, las secciones se mantienen planas y
perpendiculares a la linea de referencia de deformación, por lo tanto, el vector
desplazamiento puede ser expresado como

u =

 u (x, t)− z sin [ϑ (x, t)]
0

w (x, t)− z {1 − cos [ϑ (x, t)]}+ g (t)

 , (4.3)

donde u(x, t) y w(x, t) son las funciones asociadas al desplazamiento axial
y transversal, respectivamente; ϑ(x, t) es el ángulo de rotación de la sección
transversal; y g(t) es la función excitación lateral. Comúnmente, el campo
de desplazamiento es linealizado asumiendo pequeñas rotaciones, lo que
significa que el ángulo de rotación de la sección puede ser aproximada como
la derivada espacial del desplazamiento transversal (ϑ ≈ w′). Sin embargo, en
la formulación propuesta en la presente tesis se consideran valores pequeños
pero finitos para u y w, incluyendo los siguientes términos de orden superior
[227]

ϑ = arctan
(

w′

1 + u′

)
= w′ − u′w′ + u′2w′ − 1

3
w′3 + ..., (4.4)

cos(ϑ) =1 − 1
2

w′2 + u′w′2 + ..., (4.5)

sin(ϑ) =w′ − u′w′ + u′2w − 1
2

w′3 + ..., (4.6)

donde el subíndice ′ es utilizado para indicar derivadas respecto a la coor-
denada espacial (∂/∂x). Con el objetivo de considerar la influencia de una carga
axial estática en la dinámica transversal de la viga, se propone un campo de
deformaciones no lineal capaz de capturar el acoplamiento axial-flexional.
Acorde al tensor de deformaciones de Green-Lagrange, la única componente
no nula del mismo puede ser expresada como [228]

S1 =
∂u1

∂x
+

1
2

[(
∂u1

∂x

)2

+

(
∂u2

∂x

)2

+

(
∂u3

∂x

)2
]

. (4.7)

Donde uj representa la j-ésima componente del vector de desplazamiento
(x ≡ 1, y ≡ 2 y z ≡ 3). Remplazando las expresiones (4.5) y (4.6) en la Ec.
(4.3) y luego en la Ec. (4.7), despreciando la componente no lineal debida a la
deformada axial pura y manteniendo términos cúbicos en u o w, se obtiene la
siguiente expresión

S1 = u′ +
1
2

w′2 − z
(

w′′ − w′u′′ − 1
2

w′2w′′ + z
1
2

w′2
)

, (4.8)

la cual representa el campo de deformaciones no lineal propuesto, donde la
hipótesis O(u) = O(w2) fue implícitamente asumida a priori [232]. Las Ecua-
ciones diferenciales a Derivadas Parciales (EDP) que gobiernan el problema
electromecánico acoplado pueden ser obtenidas siguiendo una formulación
variacional mediante la aplicación del principio de mínima acción o principio
de Hamilton enunciado como [233]

ˆ t1

t2

(δT − δU + δWnc) dt = 0, (4.9)
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donde δT, δU y δWnc son las variaciones de la energía cinética, energía
interna, y el trabajo realizado por las fuerzas no conservativas, respectivamente.
En este último término, se considera tanto el trabajo realizado por las fuerzas
disipativas debido al amortiguamiento viscoso axial (c1), transversal (c2) y
cuadrático no lineal en la dirección transversal (c3), como la la energía disipada
en la resistencia eléctrica (R) por efecto Joule. Resolviendo la Ec. (4.9) se
obtienen las siguientes ecuaciones electromecánicas de Euler-Lagrange (véase
Apéndice C)

∂

∂t

(
∂L
∂u̇

)
+

∂

∂x

(
∂L
∂u′

)
− ∂2

∂x2

(
∂L
∂u′′

)
+ c1u̇ = 0, (4.10)

∂

∂t

(
∂L
∂ẇ

)
+

∂

∂x

(
∂L
∂w′

)
− ∂2

∂x2

(
∂L

∂w′′

)
+ c2ẇ + c3ẇ2 sgn(ẇ) = 0, (4.11)

∂

∂t

(
∂L
∂v

)
+

v
R

= 0, (4.12)

donde L = T − U es conocido como el funcional Lagrangiano, el cual se lo
define como la diferencia entre la energía cinética T y potencial del sistema
U. Los términos marcados con un punto superior (̇) denotan derivadas res-
pecto a la coordenada temporal (∂/∂t). A continuación, deben ser encontradas
expresiones tanto para T como U en términos de las variables del proble-
ma. Primeramente, la energía cinética total del sistema puede ser obtenida
a partir de la suma de la correspondiente a la estructura (Ts) y al material
piezoeléctrico (Tp) como

T{s,p} =
1
2

ˆ
V{s,p}

ρ{s,p}

[
3

∑
i=1

(
∂ui

∂t

)2
]

dV{s,p}. (4.13)

Donde ρs, ρp, Vs y Vp son las densidades y volúmenes de la estructura y del
piezoeléctrico, respectivamente. Por otro lado, las expresiones de la energía
interna pueden ser obtenidas a partir de la integración de las expresiones
para la entalpía especifica. Respetando la misma notación que el IEEE [37], las
ecuaciones constitutivas no lineales son asumidas de manera idéntica a las
propuestas por [43], como fuera señalada en la Sección (2.2.2). Asumiendo que
la polarización del elemento piezoeléctrico solo se produce en la dirección 3 ),
y que la única componente no nula del tensor de deformación es la expresada
en la Ec. (4.8), las expresiones de entalpía especifica resultan ser

Hs =
1
2

c11sS2
1,

Hp =
1
2

c11pS2
1 +

1
3

c111pS3
1 sgn(S1)− e31S1E3 −

1
2

e311S2
1 sgn(S1)−

1
2

ϵ33E2
3.

(4.14)

Donde c11s y c11p son los módulos de Young, de la estructura y el piezo-
eléctrico, respectivamente; e31 es una constante piezoeléctrica lineal; E3 es la
componente del campo eléctrico en la dirección 3 y ϵ33 es la constante die-
léctrica del piezoeléctrico asociada a la misma dirección. Además, c111p y e311

son constantes elásticas y piezoeléctricas provenientes de la no linealidad del
material [229]. La energía interna total del sistema puede ser calculada como
la suma de las energías provenientes de la estructura (Us) y del piezoeléctrico
(Up) como

U{s,p} =
ˆ

V{s,p}
H{s,p} dV{s,p}. (4.15)
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Por otra parte, debido a que el material piezoeléctrico puede ocupar una
parte de la longitud la estructura, se utiliza la función escalón Λ(x) igual a 1
en la longitud del piezoeléctrico e igual a 0 en caso contrario, cuya expresión
general para una viga con piezoeléctricos intercalados adopta la forma

Λ (x) =

∣∣∣∣∣J−1

∑
j=1

(−1)j H

(
x −

J−1

∑
k=j

LJ−k

)∣∣∣∣∣ , (4.16)

donde H(x) representa la función de Heaviside y J es el número de tramos.
Debido a que la diferenciación de la función H(x) resulta en la función de
Dirac δ(x), una relación útil entre ellas resulta [234]

∞̂

−∞

d(n)δ(x − x0)

dx(n)
f (x) dx = (−1)n d(n) f (x)

dx(n)

∣∣∣∣∣
x=x0

, (4.17)

siendo f (x) es cualquier función continua y diferenciable. La importancia
de esta función Λ(x) es para asegurar que el termino de acoplamiento electro-
mecánico lineal sobreviva a la diferenciación respecto a la coordenada espacial
en la aplicación de las ecuaciones de Euler-Lagrange (4.10) y (4.11). Además de
asumir que el campo eléctrico solo se produce en el espesor del piezoeléctrico,
otra hipótesis asumida es que el mismo es constante en dicha dirección [44],
es decir

E3 =
v(t)
hp

. (4.18)

Resolviendo la Ec. (4.10) en conjunto con las Ecs. (4.13) y (4.15) se obtiene la
ecuación de movimiento asociada a la dirección axial

mü − νẇ′ + c1u̇ − ∂

∂x

[
EA

(
u′ +

w′2

2

)]
− ∂

∂x

[
EI
(

3
2

w′2 + w′w′′′
)]

+Θ′
0v + Θ1vw′ − Ψ0v

[
u′ +

w′2

2

]′
sgn(w′′) + EIn

[
w′′2]′ sgn(w′′) = 0.

(4.19)

Mientras que los siguientes parámetros seccionales surgen a partir de la
integración en la dirección del espesor

ν =

ˆ
As

ρsz dAs + Λ

ˆ
Ap

ρpz dAp,

{EA, EI} =

ˆ
As

c11s
{

1, z2} dAs + Λ

ˆ
Ap

c11p
{

1, z2} dAp,

{EIn, EJn} =Λ

ˆ
Ap

c111p
{

z2, z3} dAp,

Θi =Λ

ˆ
Ap

e31

hp
zidAp

Ψi =Λ

ˆ
Ap

e311

hp
zidAp.

(4.20)

Donde Ap y As representan las áreas transversales asociadas a la estructura
y al piezoeléctrico, respectivamente; EA y EI son la rigidez lineal constitutiva
axial y flexional, respectivamente; EIn y EJn son las rigideces no lineales
constitutivas piezoeléctricas; mientras que Θi y Ψi denotan los acoplamientos
constitutivos lineales y no lineales, respectivamente. A esta altura, resulta
importante notar que las propiedades seccionales son funciones de x debido
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a la función Λ = Λ (x). Resolviendo la Ec. (4.11), se obtiene la ecuación de
movimiento asociada a la dirección transversal

mẅ + ν
∂

∂t
(
w′ẇ′)+ c2ẇ + c3ẇ |ẇ| − ∂

∂x

[
EA

(
u′ +

w′2

2

)
w′
]

+
∂2

∂x2

[
EIw′′]+ EI

[
u′′w′′ − 1

2
w′w′′2 − w′u′′′ + u′w′′′ − 1

2
w′w′′′2

]′
+Θ′′

1 v + (Θ0w)′ v − Ψ2v
[
wIV + u′wIV

]
sgn(w′′)

+EJn

[(
w′′2)′′ + 3u′w′′′2

]
sgn(w′′) = −mg̈.

(4.21)

Por último, la ecuación eléctrica puede ser obtenida resolviendo la última
ecuación de Euler-Lagrange (4.12)

Cpv̇ +
v
R
+

ˆ
Lp

∂

∂t

[
Θ0

(
u′ +

w′2

2

)
− Θ1

(
w′′)+ Θ2

(
1
2

w′2
)]

dx

−
ˆ

Lp

Ψ2
∂

∂t

(
1
2

w′2 − u′w′′2 − w′u′′w′′
)

sgn(w′′)dx = 0.
(4.22)

Donde Lp corresponde al dominio asociado al piezoeléctrico para la coorde-
nada x, mientras que Cp representa la capacidad equivalente del piezo, donde
para cerámicas tipo bulk puede ser calculada como

Cp =
ϵ33

hp

ˆ

Ap

dAp, (4.23)

donde Ap es el área del piezoeléctrico en el plano z.

4.3 consideraciones previas a la resolución del modelo

En la Sección anterior, se dedujeron las Ecs. (4.19), (4.21) y (4.22) que gobier-
nan el problema axial, flexional y eléctrico acoplado. Como se puede observar,
este conjunto de EDP presentan un grado de complejidad que dificulta su
resolución. Por ello en esta sección se presenta una versión reducida de estas
expresiones en base dos puntos que simplifican el problema:

1. Eliminación del grado de libertad axial basado en la hipótesis de gran esbeltez:
Cuando una estructura tipo viga posee una dimensión longitudinal lo
suficientemente grande comparada con sus dimensiones seccionales,
pueden ser asumidas diversas simplificaciones, permitiendo obtener
una relación explícita entre las variables dependientes u(x, t) y w(x, t).
Alcanzar una relación de este tipo resulta altamente atractivo debido a
que permite eliminar por completo el grado de libertad axial del movi-
miento. Para llevar a cabo esta simplificación es necesario definir las CBs
axiales, donde distintas relaciones son planteadas asumiendo diferentes
configuraciones. Por este motivo, serán estudiadas las posibilidades más
comunes incluyendo el caso de una CB no ideal, de principal interés
para esta tesis.

2. Análisis adimensional de las expresiones: El análisis dimensional es una
técnica ampliamente utilizada en problemas de ingeniería proporcio-
nando un método sistemático capaz de identificar aquellos términos
«pequeños» que puedan ser despreciados en ecuaciones diferenciales
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[180]. Una de las principales virtudes de esta técnica radica en que la
definición de «pequeño» no resulta en una arbitrariedad, sino que son
definidos por aquellos término que sean mucho menores a 1. De esta
manera, una ecuación diferencial puede ser adimensionalizada y algunos
términos puede ser despreciados, permitiendo de esta forma obtener
una solución más sencilla. Además, otra de las ventajas asociadas a
este análisis radica en la disminución de los parámetros asociados a la
ecuación diferencial, debido a que los términos quedan expresados en
cantidades adimensionales.

4.3.1 Hipótesis del acoplamiento axial-flexional basado en el grado de esbeltez

Para una viga esbelta sujeta a excitaciones laterales, es posible despreciar la
inercia longitudinal y la rigidez flexional frente a la rigidez axial [235] en la
ecuación de movimiento axial (Ec. 4.19). Tomando esto en consideración, los
términos inerciales, de amortiguamiento y piezoeléctricos también puede ser
despreciados en la Ec. (4.19) obteniendo así

∂

∂x

[
Ej Aj

(
u′

j +
w′2

j

2

)]
= 0. (4.24)

Donde el subíndice j ha sido introducido para indicar el j-ésimo tramo de
la viga j = 1..J, siendo J el número total de tramos. Integrando la ecuación
anterior respecto a la coordenada espacial x la siguiente relación es obtenida
[232]

Ej Aj

(
u′

j +
w′2

j

2

)
= Cj1(t), (4.25)

lo que indica que la deformación axial es una función constante a tramos.
Integrando una vez mas, la solución aproximada al desplazamiento axial es

uj = Cj2(t) +
xCj1(t)

Ej Aj
− 1

2

ˆ xj f

xj0

w′2
j dx, (4.26)

donde un total de 2J constantes de integración, denotadas por Cj1(t) y Cj2(t),
emergen y sus valores deben ser determinados mediante la aplicación de las
condiciones de borde y de compatibilidad axial. En esta última expresión, los
parámetros xjo y xj f son utilizados para denotar las coordenadas x de inicio y
fin de cada tramo. Distintas condiciones de borde pueden ser asumidas para el
problema axial obteniendo resultados diferentes en las ecuaciones reducidas.
Asumiendo que el primer extremo de la viga se encuentra perfectamente
empotrado, la condición de borde (ideal) resulta ser

u1(0, t) = 0. (4.27)
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L

P

Figura 4.5: Representación esquemática de la condición de borde axial para el Caso A.

Además, las ecuaciones de compatibilidad para cada par de tramos consecu-
tivos son los correspondientes a asumir desplazamientos y esfuerzos internos
continuos

ui

(
i

∑
n=1

Ln, t

)
= ui+1

(
i

∑
n=1

Ln, t

)
,

Ni

(
i

∑
n=1

Ln, t

)
= Ni+1

(
i

∑
n=1

Ln, t

)
,

(4.28)

donde i = 1, . . . , J − 1, Ln es la longitud del n-ésimo tramo, mientras que
Nj(x, t) es el esfuerzo normal correspondiente al j-ésimo tramo de la viga cuya
expresión es

Nj(x, t) = Ej Aj

(
u′

j(x, t) +
w′2

j (x, t)

2

)
. (4.29)

Por último, es necesario definir la condición de borde correspondiente al
otro extremo de la viga, donde es aplicada la carga axial. En este caso, se
estudia en profundidad diversas maneras de introducir la pre-carga basados
en tres enfoques distintos producto de considerar: (a) una fuerza axial aplicada,
(b) un desplazamiento prescrito, o (c) una fuerza axial sumado a una restric-
ción elástica. Los primeros dos representan las condiciones de borde ideales
propuestas. En el Caso A, asumiendo una fuerza axial, el desplazamiento axial
debido al acoplamiento flexional está totalmente libre, como será probado
luego. Por el contrario, asumiendo un desplazamiento prescrito como en el
Caso B, resulta equivalente a restringir totalmente el grado de libertad axial.
Por último, el Caso C resulta ser un caso intermedio, donde la rigidez de dicho
extremo puede ser modificada a través del parámetro k, el cual actúa como
una condición de borde no ideal.

Caso A: Fuerza axial aplicada en el extremo

Asumiendo que una fuerza axial estática es aplicada en el extremo derecho,
representada esquemáticamente en la Figura 4.5, la condición de borde para el
problema axial es [166]

N(L, t) = −P. (4.30)

Donde P es la fuerza axial estática aplicada. Reemplazando las Ecs. (4.27),
(4.28) y (4.30) en la Ec. (4.26), y resolviendo para las constantes de integración,
éstas adoptan los siguientes valores

Cj1 =
j

∑
k=1

(
PLk

Ek Ak
− PLk

Ej Aj

)
− 1

2

ˆ xji

0
w′2dx,

Cj2 =− P.

(4.31)
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P

Figura 4.6: Representación esquemática de la condición de borde axial para el Caso B.

Donde la variable w = w (x) es introducida por simplicidad para indicar el
desplazamiento lateral en todo el dominio, independiente de los tramos de la
viga. Luego, el campo de desplazamientos axial correspondiente al j-ésimo
tramo resulta de reemplazar la Ec. (4.31) en la Ec. (4.26)

uj(x, t) =

(
j

∑
k=1

PLk

Ek Ak
− PLk

Ej Aj

)
− Px

Ej Aj
− 1

2

ˆ x

0
w′2dx. (4.32)

Por último, derivando con respecto a la coordenada espacial, se obtiene la
siguiente expresión

u′
j = − P

Ej Aj
− 1

2
w′2

j , (4.33)

la cual representa la principal expresión a inyectar en la ecuación flexional
(4.21). Evaluando el desplazamiento dado por la Ec. (4.32) en el extremo donde
la carga se encuentra aplicada (x = L) se obtiene

u(L) = −
J

∑
j=1

PLj

Ej Aj
− 1

2

ˆ L

0
w′2 dx, (4.34)

donde el primer término corresponde al desplazamiento estático asociado
al problema axial y el segundo corresponde al acoplamiento axial flexional, el
cual varia con el tiempo a través de w = w (x, t). La existencia de este término
muestra que el extremo donde es aplicada la carga axial posee un grado de
libertad de movimiento, tal como se había mencionado previamente.

Resulta interesante identificar los términos que emergen en la ecuación
flexional al asumir un desplazamiento axial simplificado. Para ello, reemplaza-
mos la Ec. (4.33) en la ecuación flexional (4.21), determinamos que el término
de acoplamiento axial queda de la siguiente manera

− ∂

∂x

[
Ej Aj

(
u′

j +
w′2

j

2

)
w′

j

]
= Pw′′

j , (4.35)

donde el término obtenido da lugar a la influencia de la carga axial en la
dinámica transversal de la viga. Además, el término de la rigidez geométrica
no lineal queda definido a partir de la siguiente expresión

EI
[

u′′w′′ − 1
2

w′w′′2 − w′u′′′ + u′w′′′ − 1
2

w′w′′′2
]′

= EI
(
w′w′′2)′′ . (4.36)

Case B: Desplazamiento prescrito en el extremo

Otra condición de borde comúnmente utilizada es la de asumir un desplaza-
miento prescrito, igual al que se produciría si una carga axial estática P fuera
aplicada en dicho extremo [181, 204]. Este fenómeno, es comúnmente referido
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como alargamiento o stretching [227]. En este caso, la última CB asociado al
extremo derecho representada esquemáticamente en la Figura 4.6 es

uJ(L, t) = −
J

∑
j=1

PLj

Ej Aj
, (4.37)

Donde el valor desplazamiento asumido surge de resolver el problema axial
estático lineal para una viga de J tramos. Reemplazando las Ecs. (4.27), (4.28)
y (4.37) en la Ec. (4.26), la solución de las constantes de integración resulta
ahora

Cj1 =
j

∑
k=1

(
PLk

Ej Aj
− PLk

Ek Ak

)
− 1

2

J

∑
k=1

(
Ek Ak

Ej Aj

Lj

Le f f
k

ˆ L

0
w′2dx

)

+
J

∑
k=j

(
Ek Ak

Ej Aj

Lj

Le f f
k

ˆ L

xji

w′2
j dx

)
,

Cj2 =− P +
Ej Aj

2Le f f
j

ˆ L

0
w′2

j dx.

(4.38)

Que reemplazando la Ec. (4.38) en (4.26), y diferenciando respecto a la
coordenada espacial, la relación a inyectar en la ecuación flexional (4.21) es

u′
j(x, t) = − P

Ej Aj
− 1

2
w′2

j +
1

2Le f f
j

ˆ L

0
w′2 dx. (4.39)

Donde Le f f
j representa el largo efectivo del j-ésimo tramo de la viga cuyo

valor es determinado de la siguiente expresión

Le f f
j =

J

∑
k=1

LkEj Aj

Ek Ak
. (4.40)

En este caso, a diferencia del anterior, si se evalúa el desplazamiento para
el extremo x = L puede verificarse y obtenerse nuevamente la condición de
borde dada la Ec. (4.37). De esta manera, la CB resulta claramente más rígida
que la presentada en la Subsección anterior debido al grado de libertad axial
restringido en ambos extremos. Reemplazando la Ec. (4.39) en el término de
acoplamiento axial perteneciente a la ecuación flexional (4.21), la aproximación
de este correspondiente al modelo reducido es

− ∂

∂x

[
Ej Aj

(
u′

j +
w′2

j

2

)
w′

j

]
= Pw′′

j −
Ej Aj

2Le f f
j

w′′
j

ˆ L

0
w′2dx. (4.41)

Donde Ej Aj/Le f f
j es un parámetro constante para todo j. Comparando la Ec.

(4.41) con la Ec. (4.35), se obtiene: un primer término idéntico a la reducción
anterior, y un segundo termino adicional de O(EA) que emerge de la reduc-
ción en la ecuación flexional. Este término, de orden cúbico, representa la
no linealidad geométrica de la viga que se adicionara al término presentado
en la Ec. (4.36). Debido al hecho que O(EA) ≫ O(EI), es común encontrar
que el nuevo término expresado en la ecuación (4.36) es despreciado frente
al obtenido en la Ec. (4.41), tal como será demostrado luego en el análisis
dimensional.
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Figura 4.7: Representación esquemática de la condición de borde axial para el Caso C.

Caso C: Fuerza axial sumada a restricción elástica en el extremo

Los casos A y B presentados en las subsecciones anteriores significan con-
diciones de borde extremas en lo que respecta al grado de rigidez asumido
en la CB axial. Esto es, que mientras que la primera reducción no restringe el
movimiento axial, la segunda lo hace de manera total. En este sentido se ha
probado que la elección de esta CB influye fuertemente en la expresión final de
la no linealidad geométrica, donde, en el caso de movimiento axial sin restric-
ciones en el extremo, emergen solo términos de O(EI), mientras que en el caso
de movimiento axial totalmente restringido, emergen términos de O(EA). En
escenarios reales, resulta muy difícil que alguna de estas dos hipótesis logre
reproducir el comportamiento dinámico de la estructura debido a la existencia
de huelgos y fricción inherentes a cualquier montaje. A fin de estudiar un caso
intermedio donde el movimiento axial sea posible pero de manera limitada,
una alternativa es asumir que el extremo derecho se encuentra sometido a
una carga axial sumado a una restricción elástica. Acorde a esto, la expresión
matemática que modela este comportamiento, representada en la Figura 4.7,
puede ser expresada como

N(L, t) = −P − kc u(L, t). (4.42)

Donde kc representa la restricción elástica como fuente de no idealidad de
la CB. Reemplazando ahora las Ec. (4.27), (4.28) y (4.42) en la Ec. (4.26) la
solución de las constantes de integración es

Cj1 =
j

∑
k=1

(
PLk

ς j
− PLk

ςk

)
− 1

2

J

∑
k=1

(
Ek Ak

Ej Aj

kcLj

ς j

ˆ L

0
w′2dx

)

+
J

∑
k=j

(
Ek Ak

Ej Aj

kcLj

ς j

ˆ L

xji

w′2dx

)
,

Cj2 =− Ej Aj

ς j
P +

kcEj Aj

ς j

ˆ L

0
w′2 dx.

(4.43)

Donde ς j es una rigidez efectiva para cada tramo cuyo valor es definido
como

ς j = Ej Aj +
j

∑
k=1

kcLjEk Ak

Ej Aj
. (4.44)

Finalmente, reemplazando la Ec. (4.43) en (4.26), y diferenciando respecto a
x, se obtiene la siguiente expresión para inyectar en la ecuación flexional (4.21)

u′
j = − P

ς j
+

kc

2ς j

ˆ L

0
w′2 dx − 1

2
w′2

j . (4.45)
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Siguiendo un procedimiento análogo al realizado en las reducciones an-
teriores, la Ec. (4.45) es reemplazada en el término de acoplamiento axial
perteneciente a la ecuación flexional (4.21) obteniendo así

− ∂

∂x

[
Ej Aj

(
u′

j +
w′2

j

2

)
w′

j

]
= Pαw′′

j −
1
2

kcαw′′
j

ˆ L

0
w′2. (4.46)

Donde el parámetro adimensional y constante para cada tramo α = Ej Aj/ς j

fue introducido por simplicidad. Este coeficiente toma valores desde 0 a 1 a
medida que kc disminuye desde un valor grande a 0 y sirve como coeficiente
en la carga axial efectiva que sufre la viga a través del término Pαw′′. Como
primera observación, debe notarse que para kc = 0 α debe ser igual a 1 debido
a que ς j = Ej Aj, reduciendo la Ec. (4.46) al Caso A dado por la Ec. (4.35). Por
el el contrario, cuando kc tiende a infinito, es posible demostrar que

lı́m
kc→∞

[
Pαw′′

j −
1
2

kcαw′′
j

ˆ L

0
w′2
]
=

Ej Aj

2Le f f
j

w′′
j

ˆ L

0
w′2 dx. (4.47)

El cual representa la misma no linealidad geométrica de O(EA) que en
el Caso B, dada por la Ec. (4.41), pero con un valor de P = 0. A fines de
clarificar la diferencia de los distintos términos emergentes del acoplamiento
axial-flexional a la hora de reducir el desplazamiento axial de la viga, se
presenta la siguiente expresión

− ∂

∂x

[
EA

(
u′ +

w′2

2

)
w′
]
≈



Pw′′ Caso A

Pw′′ − EA
2Le f f w′′

ˆ L

0
w′2 dx Caso B

Pαw′′ − 1
2

kcαw′′
ˆ L

0
w′2 dx Caso C

(4.48)

Observando esta última expresión, resulta claro que es posible recuperar
los casos A y B a partir del Caso C mediante una correcta elección de los
parámetros kc y α. Un resumen más comprensible de los valores que deben
tomar estos parámetros se encuentra en el Cuadro 4.2.

kc α

Caso A 0 1

Caso B
EA
Le f f 1

Cuadro 4.2: Valores elegidos para kc y α pertenecientes al Caso C para recuperar los
Casos A y B.

Ecuaciones electromecánicas con hipótesis simplificativas basadas en el grado de
esbeltez

Como se mencionó anteriormente, es posible desarrollar la formulación
matemática a partir del Caso C y luego recuperar los casos ideales (A y B)
mediante la elección de parámetros presentados en el Cuadro 4.2. Por lo
tanto, se presentan las ecuaciones de movimiento para el desaplazamiento



82 formulación matemática

transversal de la viga y el voltaje del piezoeléctrico, que se obtienen eliminando
el grado de libertad axial por la hipótesis de gran esbeltez, y reemplazando la
Ec. (4.45) en las Ecs. (4.21) y (4.22)

mẅ + ν
∂

∂t
(
w′ẇ′)+ c2ẇ + c3ẇ |ẇ|+ Pαw′′ +

∂2

∂x2

[
EIw′′]− EI

(
w′w′′2)′′

−1
2

kcαw′′
ˆ L

0
w′2 dx + Θ′′

1 v + (Θ0w)′ v + Ψ2v
(

w′′ + 2
P
ς

w′′
)′′

sgn(w′′) + EJn

[
w′′2 + 3

P
ς

w′′2
]′′

sgn(w′′) = −mg̈,

(4.49)

Cpv̇ +
v
R
−
ˆ

Lp

[
Θ1

∂

∂t

(
w′′ +

P
ς

w′′
)
−
ˆ

Lp

Θ0
kc

ς

∂

∂t

(
1
2

w′′2
)

dx

]
dx

−
ˆ

Lp

Ψ2
∂

∂t

(
1
2

w′′2 +
P
ς

w′′2
)

sgn(w′′)dx = 0.

(4.50)

En estas expresiones es posible observar que la carga axial P afecta a
la rigidez lineal del sistema a través el termino Pαw′′, a los acoplamientos
electromecánico Θ1 y Ψ2, así como a la rigidez no lineal constitutiva EJn. Por
otro lado, se identifican dos términos asociados a la rigidez geométrica no
lineal, uno debido a la condición de borde no idealkcα, y el otro al campo
de deformaciones no lineal (EI

(
w′w′′2)′′). La contribución de los términos

involucrados en las Ecs. (4.49) y (4.50) es analizada mediante el proceso de
análisis dimensional.

4.3.2 Análisis dimensional

El análisis dimensional es una técnica ampliamente utilizada en problemas
de ingeniería proporcionando un método sistemático capaz de identificar
aquellos términos «pequeños» que puedan ser despreciados en ecuaciones
diferenciales [180]. Una de las principales virtudes de esta técnica radica en
que la definición de «pequeño» no resulta en una arbitrariedad, sino que son
definidos por aquellos término que sean mucho menores a 1. De esta manera,
una ecuación diferencial puede ser adimensionalizada y algunos términos
puede ser despreciados, permitiendo de esta forma obtener una solución más
sencillo. Por último, otra de las ventajas asociadas a este análisis radica en la
disminución de los parámetros asociados a la ecuación diferencial, debido a
que los términos quedan expresados en cantidades adimensionales.

Con el fin de proceder con este análisis, las siguientes cantidades adimen-
sionales asociadas a las variables dependientes e independientes del problema
son introducidas

W =
w
L

, X =
x
L

, T =
t

L2

√
EI
m

, V =v
Cp

L2

√
EI
m

. (4.51)
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Reemplazando las expresiones (4.51) en las Ecs. (4.49) y (4.50), las EDP
asociadas al desplazamiento flexional y al circuito eléctrico son obtenidas
como

Ẅ + ν̂
∂

∂T
(
W ′Ẇ ′)+ C2Ẇ + C3Ẇ

∣∣Ẇ∣∣+ P̂W ′′ + W IV

−1
2

KW ′′
ˆ 1

0
W ′2 dx − KG

(
W ′W ′′2)′′ + Θ̂ f ′′

1 V +
(

Θ̂ f
0W
)′

V

+
(

Ψ̂ f
2 + Ψ̂ f p

2

)
VW IV sgn(W ′′) +

(
KC + Kp

C

) [
W ′′2]′′ sgn(W) = −G̈,

(4.52)

V̇ +
V
R̂
−
[ˆ

lp

(
Θ̂1 + Θ̂p

1

) ∂W ′′

∂T
−
ˆ

lp

Θ̂0
∂W ′2

∂T
dX

]
dX

−
ˆ

lp

(
Ψ̂2 + Ψ̂p

2

) ∂ (W ′′)2

∂T
sgn(W ′′)dX = 0.

(4.53)

Donde los parámetros adimensionales son

ν̂ =
νr

L2m
, C2 =

c2L2
√

mEI
, C3 =

c3r
m

, P̂ =
PL2α

EI
,

K =
kcα

EA
, KG =

( r
L

)2
, Θ̂ f

1 =
Θ1L4

Cpr

√
m

EI3 , Θ̂ f
0 =

Θ0L5

Cpr

√
m

EI3 ,

Ψ̂ f
2 =

mr2Ψ2

C2
pEIL4 , Ψ̂ f p

2 =
Pmr2Ψ2

ςC2
pEIL4 , KC =

EJnr2

L4 , Kp
C =

EJnr2P
ςL4 ,

Θ̂1 =
rΘ1

L4

√
EI
m

, Θ̂p
1 =

PrΘ1

ςL4

√
EI
m

, Θ̂0 =
r2Θ0k

ςL4

√
EI
m

, Ψ̂2 =
r2Ψ2

2L6

√
EI
m

,

Ψ̂p
2 =

Pr2Ψ2

ςL6

√
EI
m

, R̂ =
CpR
L2

√
EI
m

, lp =
Lp

L
.

(4.54)

Donde r =
√

I/A representa el radio de giro de la sección. Aquí, los pará-
metros denotados con superíndice p indican la inclusión de la carga axial P,
frente a sus homónimos sin dicho superíndice. A su vez, el superíndice f ha
sido introducido a fines de referir los parámetros pertenecientes en la ecuación
flexional que se encuentran repetidos en la ecuación eléctrica. Observando la
Ec. (4.44) se puede notar que O(ς) = O(EA). De esta manera. para valores de
carga menores que la rigidez axial, se puede asumir fácilmente que

O
(

P
ς

)
≪ 1. (4.55)

Lo cual implica que las variables adimensionales deben satisfacer las si-
guientes relaciones

O
(

Ψ̂ f p
2

)
≪O

(
Ψ̂ f

2

)
, O

(
Kp

C

)
≪O (KC) ,

O
(
Θ̂p

1

)
≪O

(
Θ̂1
)

, O
(
Ψ̂p

2

)
≪O

(
Ψ̂2
)

.
(4.56)

Por lo tanto, cuatro términos pueden ser despreciados de las Ecs. (4.52) y
(4.53). Por otro lado, para la ecuación flexional, se observa que existen dos
parámetros referidos a la no linealidad geométrica de orden cúbico asociados
a aquellos que involucran a los parámetros adimensionales K y KG. En el
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análisis adimensional de teorías de vigas, una de las relaciones generalmente
impuestas resulta ser

O
(

r2

L2

)
≪ 1. (4.57)

Lo cual implica que

O (KG) ≪ O (K) . (4.58)

Siendo posible despreciar la no linealidad geométrica proveniente del campo
de deformaciones no lineal, frente a la emergente por la condición de borde
axial no ideal. En base a lo desarrollado, un total de cinco términos pueden ser
eliminados de las EDP. A partir de ahora y por conveniencia, se eliminan de
las ecuaciones dimensionales aquellos términos que han sido apropiadamente
despreciados en el análisis dimensional. Por consecuente, las Ecs (4.49) y (4.50)
toman la forma

mẅ + ν
∂

∂t
(
w′ẇ′)+ c2ẇ + c3ẇ |ẇ|+ Pαw′′ +

∂2

∂x2

[
EIw′′]

−1
2

kcαw′′
ˆ L

0
w′2 dx + Θ′′

1 v + (Θ0w)′ v + Ψ2vwIV sgn(w′′)

+EJnw′′2 sgn(w′′) = −mg̈,

(4.59)

Cpv̇ +
v
R
−
ˆ

Lp

[
Θ1

∂

∂t
(
w′′)− ˆ

Lp

Θ0
kc

ς

∂

∂t

(
1
2

w′′2
)

dx

]
dx

−
ˆ

Lp

Ψ2
∂

∂t

(
1
2

w′′2
)

sgn(w′′)dx = 0.

(4.60)

Que serán las Ecs. a considerar en las secciones siguientes de esta tesis.

4.4 modelo electromecánico en estado de pre-pandeo

Con el fin de introducir el procedimiento matemático para resolver las EDP
del recolector en la configuración bi-empotrada, resolveremos en una primera
instancia el problema en el estado de pre-pandeo, donde no existe ningún tipo
de configuración pre-deformada.

4.4.1 Discretización espacial en régimen de pre-pandeo

La solución de las Ecs. (4.59) y (4.60) es obtenida mediante el proceso de
discretización espacial o análisis modal. Anulando los términos no lineales, de
amortiguamiento, piezoeléctricos y la forzarte de la Ec. (4.59), el problema de
vibraciones libres para una viga uniforme a tramos puede ser expresada como
[213, 236]

Ej IjwIV
j + Pαw′′

j + mjẅj = 0. (4.61)

Donde el subíndice j es usado nuevamente para representar cada uno de
los tramos de la viga. Aplicando el método de separación de variables, se
asume una respuesta armónica para la solución temporal, el desplazamiento
transversal puede ser expresado como

wj(x, t) = ϕj(x) (A cos ωt + B cos ωt) . (4.62)
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Reemplazando la Ec. (4.62) en la Ec. (4.61) y separando la parte temporal del
problema se puede obtener la siguiente relación

ϕIV
j − β4

j ϕj + κ2
j ϕ′′

j = 0, (4.63)

siendo κ2
j = Pα/Ej Ij y β4

j = ρj Ajω
2/Ej Ij. La solución a la Ec. (4.63) se obtiene

asumiendo la solución de Euler, que tiene la forma

ϕj(x) = Cjesjx. (4.64)

Donde Cj son constantes a determinar y los valores de s puede ser determina-
dos a partir de resolver

s4
j + κ2

j s2
j − β4

j = 0. (4.65)

Cuya solución es

s2
j1, s2

j2 =

√
κ2

j

4
+ β4

j ±
κ2

j

2
. (4.66)

Por lo tanto, la solución a la Ec. (4.63) puede ser expresada mediante
funciones trigonométricas de la forma

ϕj(x) = Cj1 cosh(sj1x) + Cj2 sinh(sj1x) + Cj3 cos(sj2x) + Cj4 sin(sj2x). (4.67)

Como se ha expuesto, las Cji representan las constantes de integración
asociadas a cada tramo. La cantidad de constantes de integración asociada es
igual al orden de derivación de la Ec. (4.61), por lo que deben ser determinadas
un total de 4J constantes de las ecuaciones de borde y compatibilidad. Las
mismas pueden ser expresadas si se considera la configuración bi-empotrada
como

ϕ1(0, t) =0,

ϕ′
1(0, t) =0,

ϕi

(
i

∑
n=1

Ln, t

)
=ϕi+1

(
i

∑
n=1

Ln, t

)
,

ϕ′
i

(
i

∑
n=1

Ln, t

)
=ϕ′

i+1

(
i

∑
n=1

Ln, t

)
,

Ei Iiϕ
′′
i

(
i

∑
n=1

Ln, t

)
=Ei+1 Ii+1ϕ′′

i+1

(
i

∑
n=1

Ln, t

)
,

Ei Iiϕ
′′′
i

(
i

∑
n=1

Ln, t

)
=Ei+1 Ii+1ϕ′′′

i+1

(
i

∑
n=1

Ln, t

)
,

ϕJ(L, t) =0,

ϕ′
J(L, t) =0,

(4.68)

donde i = 1, . . . , J − 1. Remplazando la Ec. (4.67) en la Ec. (4.68), un sistema
de ecuaciones algebraicas lineal y homogéneo es obtenido. Dicho sistema
puede ser escrito de forma matricial como

MC = 0. (4.69)

Donde C = [ C11 C12 C13 ... CJ4 ]T es un vector columna compuesto
por todas las constantes de integración, mientras que M es una matriz cua-
drada de orden 4J. Con el fin de encontrar soluciones distintas a la trivial
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para la Ec. (4.69), se debe verificar que el det(M) = 0. Dicha expresión da
lugar a lo que se conoce como ecuación de frecuencias con infinitas soluciones
para ωj, las cuales representan las distintas frecuencias naturales del sistema y
sus valores pueden ser obtenidos fácilmente mediante cualquier método de
búsqueda de raíces, como por ejemplo Newton-Raphson. Del análisis modal,
cada uno de estos valores obtenidos representa un auto-valor y posee un
auto-función asociada, comúnmente llamado modo de vibración. Los modos
son luego obtenidos imponiendo la condición de orto-normalidad respecto a
la matriz de masa

Lˆ

0

mϕiϕj dx = δij. (4.70)

Donde

δij =

{
0, i ̸= j

1, i = j
(4.71)

Por último, el desplazamiento total de la viga puede ser determinado como
la combinación lineal de las auto-funciones como

w(x, t) =
N

∑
i=1

qi(t)ϕi(x). (4.72)

Donde qi (t) es la i-ésima coordenada generalizada, mientras que N el
numero de modos a considerar en la solución. Reemplazando la Ec. (4.72) en
las Ecs. (4.59) y (4.60), multiplicando por el modo ϕi(x) e integrando entre
x = 0 y x = L, se obtiene el siguiente conjunto de N + 1 ecuaciones, para la
amplitud de cada modo qi(t)

q̈i +
N

∑
j,k=1

χijk
(
q̇jq̇k + qjq̈k

)
+ µ2i q̇i +

N

∑
j,k=1

µ3ijk q̇jq̇k sgn(q̇j) + ω2
i qi

+
N

∑
j,k,l=1

KGijkqjqkql +
N

∑
j,k=1

KCijkqjqk sgn(qj)

+v

[
θi +

N

∑
j=1

θGijqj +
N

∑
j=1

θCijqj sgn(qj)

]
= −Fi cos(Ωt),

(4.73)

Cpv̇ +
v
R
−

N

∑
i=1

ψi q̇i +
N

∑
i,j=1

ψGijqi q̇j −
N

∑
i,j=1

ψCijqi q̇j sgn(qj) = 0. (4.74)

Donde la información espacial del sistema está representada en los siguientes
parámetros modales

χijk = ν

ˆ L

0
ϕiϕ

′
jϕ

′
k dx, (4.75)

µ2ij = c2

ˆ L

0
ϕiϕj dx, (4.76)
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µ3ijk = c3

ˆ
Lp

ϕiϕjϕk sgn
(
ϕj
)

dx, (4.77)

ω2
i =

ˆ L

0
ϕi

(
EI (x) ϕIV

i + Pαϕ′′
i

)
dx, (4.78)

KGijkl = −1
2

kcα

(ˆ L

0
ϕiϕ

′′
j dx

)(ˆ L

0
ϕ′

kϕ′
l dx

)
, (4.79)

KCijk = EJn

ˆ
Lp

ϕi

[
ϕ′′

j ϕ′′
k

]′′
sgn

(
ϕ′′

j

)
dx, (4.80)

θi =

ˆ
Lp

Θ′′
1 ϕi dx, (4.81)

θGij =

ˆ
Lp

Θ0ϕiϕ
′′
j dx, (4.82)

θCij = Ψ2

ˆ
Lp

ϕiϕ
IV
j sgn

(
ϕ′′

j

)
dx, (4.83)

Fi = G
ˆ L

0
m (x) ϕi dx, (4.84)

ψi =

ˆ
Lp

Θ1ϕ′′
i dx, (4.85)

ψGij =

ˆ
Lp

Θ0
kcL2

ς
ϕ′

iϕ
′
j dx, (4.86)

ψCij = Ψ2

ˆ
Lp

[
ϕ′′

i ϕ′′
j

]
sgn

(
ϕ′′

j

)
dx. (4.87)

4.5 modelo electromecánico en estado de pos-pandeo

A diferencia del caso anterior, para obtener las ecuaciones discretizadas
del régimen de pos-pandeo, es necesario obtener la solución al problema de
pandeo estático de forma de poder calcular la configuración pre-deformada
para luego ser inyectada en las Ecs. (4.59) y (4.60).
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4.5.1 Modos de pandeo estático

Eliminando las derivadas temporales y los términos no lineales de la Ec.
(4.59), la ecuación asociada al problema de pandeo estático puede ser expresa-
da como [210, 231]

Ej IjwIV
sj + Pαw′′

sj =
1
2

kcαw′′
sj

ˆ L

0
w′2

s dx, (4.88)

donde wsj = wsj(x) representa el desplazamiento transversal estático asociado
al j-ésimo tramo mientras que ws = ws (x) es introducido por simplicidad
para indicar la misma variable pero en todo el dominio. Observando esta
última expresión, el término integral del miembro derecho resulta constante,
por lo que es convenientemente redefinido como

Γ =
1
2

kc

ˆ L

0
w′2

s dx. (4.89)

De esta manera, la Ec. (4.88) es reescrita como

wIV
sj + λ2

j w′′
sj = 0. (4.90)

Donde fueron introducidos los parámetros λ2
j = P̃α/Ej Ij, y P̃ = P − Γ. La

solución general a la Ec. (4.90) puede ser definida como [189]

wsj = Kj1 + Kj2x + Kj3 cos
(
λjx
)
+ Kj4 sin

(
λjx
)

. (4.91)

Donde Kji representa cada una de las cuatro constantes de integración
asociadas a cada tramo de la viga, que deben satisfacer las condiciones de
borde y compatibilidad del problema. Remplazando la Ec. (4.91) en las mismas
condiciones de borde del problema de pre-pandeo dado por las Ecs. (4.68), pero
ahora en términos de ws (x), se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas
lineal y homogéneo compuesto por 4J incógnitas. La expresión de dicho
sistema en forma matricial toma la forma

NK = 0. (4.92)

Donde K = [ K1 K2 K3 ... K4J ]T es un vector columna que contiene
las constantes de integración y N es una matriz de orden 4J. De forma análoga
al análisis de modos de vibración en régimen de pre-pandeo, se resuelva la
Ec. det(N) = 0 para obtener soluciones distintas a la trivial. Dicha expresión
da lugar a una ecuación con infinitas soluciones de P̃ que representa cada
valor de la carga crítica. Luego de encontrar los valores de carga critica, el
desplazamiento transversal de los modos de pandeo puede ser determinado
obligando a los modos satisfacer la condición previamente impuesta para λj

Ej Ijλ
2
j = P − Γ. (4.93)

Donde dado que Γ depende del modo de pandeo, esta última expresión
representa una relación implícita entre la amplitud de desplazamiento trans-
versal y el valor de la carga P.

4.5.2 Ecuaciones diferenciales de pos-pandeo

Las ecuaciones diferenciales que gobiernan la dinámica de pos-pandeo
pueden ser obtenidas descomponiendo al desplazamiento transversal total
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como la suma del desplazamiento estático (dado por ws resuelto en el problema
de pandeo estático) y una nueva variable dinámica wd(x, t) como sigue

w(x, t) = ws(x) + wd(x, t), (4.94)

donde wd es la componente dependiente del tiempo que representa las vibra-
ciones alrededor de esa configuración pre-deformada. Reemplazando la Ec.
(4.94) en la Ec. (4.59), se obtiene la siguiente ecuación

mẅd + ν
∂

∂t
(
w′

dẇd
′)+ c2ẇd + c3ẇd |ẇd|+ Pαw′′

d + EIwIV
d

−1
2

kcα
(
w′′

s + w′′
d
) Lˆ

0

(
w′

s + w′
d
)2 dx

 dx + Θ′′
1 v +

[
Θ0
(
w′

s + w′
d
)]′ v

+Ψ2v
(

wIV
s + wIV

d

)
sgn(w′′

s + w′′
d ) + EJn

[(
w′′

s + w′′
d
)2
]′′

sgn(w′′
s + w′′

d ) = −mg̈,

(4.95)

donde, ws no produce términos inerciales ni de amortiguamiento debido a
que el mismo no varía con el tiempo. Además, los términos de rigidez lineal
desaparecen si se impone la condición dada por (4.88).

Siguiendo con la ecuación eléctrica, el campo de desplazamientos dado por
la ecuación (4.94) es reemplazado en (4.60) obteniendo así

Cpv̇ +
v
R
−
ˆ

Lp

[
Θ1

∂

∂t
w′′

d − Θ0
kc

2ς

ˆ
Lp

(
w′′2

s + w′′2
d
)

dx

]
dx

−
ˆ

Lp

Ψ2

2
∂

∂t
(
w′′2

d
)

sgn(w′′
s + w′′

d )dx = 0.

(4.96)

De esta manera, queden representadas las dos ecuaciones diferenciales a
derivadas parciales que incluyen la configuración pre-deformada.

4.5.3 Discretización espacial en régimen de pos-pandeo

Con el fin de dar solución al problema de vibración forzada en pos-pandeo,
el problema asociado a vibraciones libres debe ser resuelto en una primera
instancia. Anulando términos no lineales, de amortiguamiento, piezoeléctricos
y forzante de la Ec. (4.95), se obtiene la siguiente expresión [210, 231]

mẅdj + P̃αw′′
dj + EIwIV

dj = kcαw′′
sj

Lˆ

0

w′
sw

′
d dx. (4.97)

Aplicando una vez más el método de separación de variables, y asumiendo
una solución armónica para la coordenada temporal, la solución para wd es

wd(x, t) = ϕj(x) (A cos ωt + B cos ωt) . (4.98)

Reemplazando la Ec. (4.98) en la Ec. (4.97), la dependencia temporal puede
ser anulada obteniéndose

ϕIV
j − β4

j ϕj + κ2
j ϕ′′

j = djw′′
sj

Lˆ

0

w′
sϕ

′ dx, (4.99)
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donde las constantes κ2
j = P̃α/Ej Ij, β4

j = ρj Ajω
2/Ej Ij y dj = kcα/2Ej Ij fueron in-

troducidos por simplicidad. En esta última ecuación, el miembro izquierdo
representa el problema de discretización espacial en caso de que no se asuma
ningún tipo de configuración previa (i. e. ws = 0), lo que corresponde al
problema de pre-pandeo dado por la Ec. (4.63). En este caso, la principal
diferencia es que la Ec. (4.99) representa una EDO no homogénea, por lo que
su solución general puede ser expresada como

ϕj = ϕhj + ϕpj. (4.100)

Donde ϕhj y ϕpj representan la soluciones homogénea y particular, respecti-
vamente. La solución homogénea puede ser obtenida resolviendo

ϕIV
hj − β4

j ϕhj + κ2
j ϕ′′

hj = 0, (4.101)

La cual fue previamente resuelta en el apartado anterior por tratarse de la
misma Ec. (4.63). Para este caso es

ϕhj(x) = Cj1 cosh(sj1x)+Cj2 sinh(sj1x)+Cj3 cos(sj2x)+Cj4 sin(sj2x). (4.102)

Esta expresión corresponde a la misma forma modal que para P < Pcrit .
Por otro lado, la solución particular puede ser obtenida resolviendo

ϕIV
pj − β4

j ϕpj + κ2
j ϕ′′

pj = djw′′
sj

Lˆ

0

w′
sϕ

′
h dx + djw′′

sj

Lˆ

0

w′
sϕ

′
p dx. (4.103)

Analizando el extremo derecho, los términos integrales resultan constantes,
por lo que ϕpj debe tener la forma

ϕpj(x) = Cj5w′′
sj. (4.104)

Reemplazando en la Ec. (4.103), se puede obtener

−Cj5β4
j w′′

sj = djw′′
sj

Lˆ

0

w′
sϕ

′
h dx + Cj5djw′′

sj

Lˆ

0

w′
sw

′′′
s dx. (4.105)

Donde la relación dada por la Ec. (4.88) fue utilizada una vez más [210, 231].
Definiendo las siguientes cantidades integrales por comodidad

Λp =

Lˆ

0

w′
sϕ

′
h dx, Λq =

Lˆ

0

w′
sw

′′′
s dx , (4.106)

y asumiendo que w′′
sj ̸= 0, la condición que debe satisfacer las condiciones

de borde Cj5 puede ser expresadas como

djΛp + Cj5

(
djΛq + β4

j

)
= 0. (4.107)

Reemplazando las Ecs. (4.102) y (4.104) en la Ec. (4.100), se obtiene la forma
modal asociada al problema de vibraciones en el régimen de pos-pandeo

ϕj (x) =Cj1 cosh(sj1x) + Cj2 sinh(sj1x) + Cj3 cos(sj2x) + Cj4 sin(sj2x)

+ Cj5w′′
sj.

(4.108)

A diferencia de la forma modal para el problema de pre-pandeo, dado por
la Ec. (4.67), un total de 5J constantes de integración deben ser determinadas.
Estos valores emergen de las mismas condiciones de borde del problema
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de pre-pandeo, dadas por la Ec. (4.68), sumado a las J condiciones que se
adicionan por la Ec. (4.107), la cual sirve como una CB adicional.

Una vez más, al igual que en el caso de pre-pandeo, la discretización espacial
involucra un problema de autovalores y autovectores con infinitos valores
de ωj asociados. Por lo tanto, el desplazamiento total de la viga puede ser
determinado como la combinación lineal de las auto-funciones

w(x, t) =
N

∑
i=1

qi(t)ϕi(x), (4.109)

Siendo N el número de modos a considerar en la solución discretizada.
Reemplazando (4.109) en las Ecs. de desplazamiento transversal (4.95) y voltaje
(4.96), se obtiene el siguiente conjunto de N + 1 ecuaciones discretas

q̈i +
N

∑
j,k=1

χijk
(
q̇jq̇k + qjq̈k

)
+ µ2i q̇i +

N

∑
j,k=1

µ3ijk q̇jq̇k sgn(q̇j)

+ω2
i qi +

N

∑
j,k=1

Ks
Gijkqjqk +

N

∑
j,k,l=1

KGijkqjqkql +
N

∑
j=1

Ks
Cijqj sgn(qj)

+
N

∑
j,k=1

KCijkqjqk sgn(qj) + v

[
θi + θs

Gi + θs
Ci sgn(qj) +

N

∑
j=1

θGijqj

+
N

∑
j=1

θCijqj sgn(qj)

]
= −Fi cos(Ωt),

(4.110)

Cpv̇ +
v
R
−

N

∑
i=1

(ψi − ψs
Gi) q̇i +

N

∑
i,j=1

ψGijqi q̇j −
N

∑
i=1

ψs
Ci q̇i sgn(qi)

−
N

∑
i,j=1

ψCijqi q̇j sgn(qj) = 0.

(4.111)

Donde los parámetros indicados con superíndice s reflejan la contribución
adicional de considerar que la viga se encuentra inicialmente pre-deformada,
debido al pandeo de la estructura. Si estos términos son eliminados (i. e.
ws = 0), se obtienen las mismas expresiones asociadas al estado de pre-pandeo
Ecs. (4.73) y (4.74). Los nuevos parámetros modales involucran tanto los
modos de vibración como a la configuración pre-deformada como se observa
a continuación en las siguientes expresiones

ω2
i =

ˆ L

0
ϕi

EIϕIV
i + P̃αϕ′′

i − kcαw′′
s

Lˆ

0

w′
sϕ

′
i dx

 dx, (4.112)

Ks
Gijk = −kcα

Lˆ

0

ϕi

w′′
s

1
2

Lˆ

0

ϕ′
jϕ

′
k dx

+ ϕ′′
j

 Lˆ

0

w′
sϕ

′
j dx

 dx, (4.113)

Ks
Cij = EJn

ˆ
Lp

ϕi

[
2w′′

s ϕ′′
j

]′′
sgn

(
ϕ′′

j

)
dx, (4.114)

θs
Gi =

ˆ
Lp

Θ0ϕiw′′
s dx, (4.115)
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θs
Ci = Ψ2

ˆ
Lp

ϕiwIV
s sgn

(
ϕ′′

i
)

dx, (4.116)

ψs
Gi =

ˆ
Lp

Θ0
kcL2

ς
ϕ′

iw
′
s dx, (4.117)

ψs
Ci = Ψ2

ˆ
Lp

[
ϕ′′

i w′′
s
]

sgn
(
ϕ′′

i
)

dx. (4.118)

Por último, para excitaciones armónicas cerca de la frecuencia fundamental
del sistema, la contribución de modos superiores puede ser despreciada de
la solución asumiendo N = 1. En este caso, las Ecs. (4.110) y (4.111) toman la
forma

q̈ + χ̃
(
q̇2 + qq̈

)
+ ω2q + µ̃2q̇ + µ̃3q̇2 sgn(q̇) + K̃s

Gq2 + K̃Gq3

+K̃Cq2 sgn(q) + v
[
θ̃ + θ̃s

G + θ̃s
C sgn(q) + θ̃Gq

+θ̃Cq sgn(q)
]
= −F̃ cos(Ωt),

(4.119)

Cpv̇ +
v
R
− (ψ̃ − ψ̃s

G) q̇ + ψ̃Gq q̇ − ψ̃s
C q̇ sgn(q)− ψ̃Cqq̇ sgn(q) = 0. (4.120)

4.6 solución reducida por método de perturbación

4.6.1 Método de Escalas Múltiples

Diferentes métodos de perturbación han sido utilizados para dar soluciones
analíticas aproximadas a sistemas electromecánicos acoplados no lineales,
como pueden ser: el método de Lindstedt-Poincaré [237], balance armónico
[43, 209], método de promediación [238], y el método de escalas múltiples[239,
240], entre otros. Para dar solución numérica a las Ecs. (4.110) y (4.111), es
válido emplear métodos numéricos para ecuaciones diferenciales ordinarias
como Runge-Kutta. Sin embargo, las soluciones analíticas aproximadas resul-
tan ser convenientes para estudiar diferentes configuraciones de parámetros
geométricos y/o constitutivos con un mínimo costo de computo o cálculo.
Aquí, el Método de Escalas Múltiples (MEM) ha sido elegido como método
de reducción por ser uno de los más apropiados para analizar la respuesta
dinámica tanto para vigas en régimen de pos-pandeo [241, 242] como para re-
colectores piezoeléctricos en configuración cantilever [207, 239, 240], y ademas,
sometidas a cargas axiales [166]. Siguiendo este método, la variable indepen-
diente temporal es expandida en n nuevas variables de tiempo teniendo la
forma [235, 243]

Tn = εnt, (4.121)

donde ε es un parámetro de contabilidad adimensional (comúnmente de-
nominado en ingles bookkeeping parameter) que eventualmente será igualado a
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uno. Las funciones q(t) y v(t) deben ser expandidas acorde este parámetro
como

q(t) ≈ q0(T0, T1, T2) + εq1(T0, T1, T2) + ε2q2(T0, T1, T2), (4.122)

v(t) ≈ v0(T0, T1, T2) + εv1(T0, T1, T2) + ε2v2(T0, T1, T2), (4.123)

donde T0 = t es la escala de tiempo original mientras que T2 y T3 son
escalas de tiempo más lentas. Como se puede observar, se proponen tres
escalas distintas para el problema a analizar. Esto es debido a que el sistema
de ecuaciones presenta no linealidades de orden cuadrático y cúbico, las cuales
ocurren en diferentes escalas de tiempo y deben ser capturas por separado.
Los parámetros del sistema deben ser escalados acorde a ε también como

ψ̃ → ε0ψ, K̃s
G → εKs

G, K̃s
C → ε2Ks

C, θ̃C → ε2θC, ψ̃s
C → ε2ψs

C.

ψ̃s
G → ε0ψs

G, F̃ → ε2F, θ̃s
C → ε2θs

C, ψ̃C → ε2ψC, θ̃s
G → ε2θs

G,

χ̃ → εχ, K̃G → ε2KG, µ̃2 → ε2µ2, µ̃3 → ε2µ3,

ψ̃G → εψG, θ̃G → ε2θG, K̃C → ε2KC, θ̃ → ε2θ,

(4.124)

Mientras que las derivadas respecto al tiempo se convierten ahora en expan-
sión en términos de derivadas parciales respeto a las nuevas escalas temporales
como

d
dt

=
∂

∂T0

dT0

dt
+

∂

∂T1

dT1

dt
+ ... = D0 + εD1 + ε2D2 + ..., (4.125)

d2

dt2 =D2
0 + 2εD0D1 + ε2 (D2

1 + 2D0D2
)
+ ..., (4.126)

donde las derivadas parciales son denotadas acorde a la notación de Euler
como Dj

i = ∂j/∂T j
i , siendo i la escala de tiempo y j el orden de la derivada.

Remplazando las Ecs. (4.122), (4.123) y (4.124) en las Ecs. (4.119) y (4.120); y
agrupando términos acorde el orden de εn se obtiene el siguiente conjunto de
ecuaciones

O(ε0) :

D2
0q0 + ω2q0 = 0, (4.127)

CpD0v0 +
v0

R
= (ψ + ψs

G) D0q0. (4.128)

O(ε1) :

D2
0q1 + ω2q1 = −2 (D0D1q0)− χ (D0q0)

2 − χq0
(

D2
0q0
)
− Kq

Gq2
0, (4.129)

CpD0v1 +
v1

R
= −CpD1v0 + (ψ + ψs

G) (D0q1 + D1q0)−ψGq0 (D0q0) . (4.130)

O(ε2) :

D2
0q2 + ω2q2 =− F cos (T0Ω)− 2χ (D0q0) (D0q1 + D1q0)− χq0

[
D2

0q1

+2 (D0D1q0)]− χq1
(

D2
0q0
)
− (µ2 + µ3|D0q0|) D0q0

− D2
1q0 − 2D0D1q0 − 2D0D2q0 − KGq3

0 − 2Ks
Gq0q1

− KCq2
0 sgn(q0)− Ks

Cq0 sgn(q0)− v0 [θ + θs
G

+θGq0 + θs
C sgn(q0) + θCq0 sgn(q0)] ,

(4.131)
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CpD0v2 +
v2

R
=− Cp (D1v1 + D2v0) + (ψ + ψs

G) (D0q2 + D1q1 + D2q0)

+ (D0q0) (q0ψC + ψs
C) sgn (q0)− ψG (D0q0) q1.

(4.132)

La solución a la Ec. (4.127) puede ser encontrada como

q0 = A(T1, T2)eiωT0 + cc, (4.133)

donde cc denota los términos complejos conjugados. Remplazando la Ec.
(4.133) en la Ec. (4.128) la solución al voltaje en la primera escala de tiempo
puede ser obtenida como

v0 = B(T1, T2)e
− T0

Cp R − ψRω

−i + CpRω
A(T1, T2)eiωT0 + cc. (4.134)

Debido a que solo interesa la respuesta dinámica en el estado estacionario,
el primer término puede ser eliminado debido a que a medida que T0 → ∞

el término e−
T0

Cp R → 0. Remplazando las Ecs. (4.133) y (4.134) en la Ec. (4.129)
y tomando los términos seculares , la condición de solución para la segundaLos términos

seculares son
aquellos que

producen
singularidades en la
respuesta temporal.

escala de tiempo puede ser obtenida

D1A = 0. (4.135)

Lo cual implica que A = A(T2). Eliminando los términos seculares en
las Ecs. (4.129) y (4.130), las siguientes soluciones para la segunda escala de
tiempo son obtenidas

q1 =
Ks

G
3ω

(
A2e2iωT0 − 2AA + A2e2iωT0

)
− 2χ

3

(
A2e2iωT0 + A2e−2iωT0

)
+ cc,

(4.136)

v1 =

(
4
3

χRω − 2
3ω

Ks
GR
)
(ψ + ψs

G)

(
A2e2iωT0

−i + 2CpRω

)
−ψGRω

(
A2e2iωT0

−i + 2CpRω

)
+ cc.

(4.137)

Remplazando las Ecs. (4.133) y (4.137) en la Ec. (4.131), y tomando los
términos seculares una vez más, la condición de solución asociada a la tercera
escala de tiempo resulta

1
2

eiσT2 F + iAµ2ω +
µ3

2π

2πˆ

0

D0q0|D0q0|e−iT0dT0 +
KC

2π

2πˆ

0

q2
0 sgn (q0) e−iT0dT0

+
Ks

C
2π

2πˆ

0

q0 sgn (q0) e−iT0dT0 +
ARψω

(
θ + θs

G
)

−i + CpRω
+

θs
C

2π

2πˆ

0

v0q0 sgn (q0) e−iT0dT0

+

(
3KG +

5
3

Ks
Gχ − 10

3ω3 Ks2
G − 2χ2ω2

)
A2A + 2iω(D2A) = 0.

(4.138)
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Donde los términos que involucran funciones signos fueron promediados
en un periodo, y el parámetro de sintonización σ fue introducido acorde a

Ω = ω + ε2σ. (4.139)

La variable compleja A puede ser expresada en forma polar como

A =
1
2

a(T2)eiβ(T2), (4.140)

que reemplazando la Ec. (4.140) en la Ec. (4.138) y separando la parte real e
imaginaria, las ecuaciones de modulación pueden ser obtenidas

1
2

µ2ωa +
Rψωa

(
θ + θs

G
)

2
(

1 + C2
pR2ω2

) +
2RθCa2 sin (η)

3π
+

4µ3ω2a2

3π

+
1
2

gsin(γ) + ωȧ = 0,

(4.141)

−σωa +
CpR2ψω2a

(
θ + θs

G
)

2
(

1 + C2
pR2ω2

) +

(
3
8

KG +
5
24

Ks
Gχ − 5

12ω3 Ks2
G

− 1
14

χ2ω

)
a3 +

4KCa2

3π
+

4RθCa2 cos (η)
3π

+
1
2

gcos(γ) + ωaγ̇ = 0.

(4.142)

Donde η es el desfasaje entre los primeros armónicos del voltaje y despla-
zamiento, cuyo valor será presentado más adelante, mientras que γ es una
nueva variable introducida para volver al sistema autónomo cuya expresión
es

γ = σT2 − β. (4.143)

Como fue previamente mencionado, es de interés conocer las soluciones
correspondientes al estado estable. Por esta razón, asumimos valores nulos
para las derivadas respecto al tiempo ȧ y γ̇ en las Ecs. (4.141) y (4.142). En dicho
caso, dichas ecuaciones pasan de ser ecuaciones diferenciales, a ecuaciones
algebraicas. Despejando las funciones trigonométricas que involucran a γ en
el forzamiento, y mediante la aplicación de la identidad pitagórica, la solución
para la amplitud de desplazamiento a puede ser obtenida

a2
(Dl

2
+ aDnl

)2

+

[
a3KG + a2KC − a

(DP

2
− σ

)]2

= F . (4.144)

Donde fueron incluidos los siguientes parámetros

Dl = µ2 −
Rψ
(
θ + θs

G
)

C2
pR2ω2 + 1

, (4.145)

Dnl =
4µ3ω

3π
+

2θC sin (η)

3πω
, (4.146)

DP =
Rψ
(
θ + θs

G
)

C2
pR2ω2 + 1

, (4.147)

KC =
4KC

3πω
+

4θC cos (η)
3πω

, (4.148)
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KG =
3KG

8ω
+

5Ks
Gχ

24ω
− 5Ks2

G
12ω3 − χ2ω

4
, (4.149)

F =
g2

4ω2 . (4.150)

Cada uno de estos parámetros posee un significado físico:

Dl representa un amortiguamiento lineal efectivo, provocado por el amorti-
guamiento estructural (de la portante y el piezoeléctrico) y por el efecto
piezoeléctrico lineal y no lineal geométrico.

Dnl representa un amortiguamiento no lineal efectivo, provocado por el
amortiguamiento no lineal piezoeléctrico y el efecto piezoeléctrico no
lineal constitutivo.

DP representa el amortiguamiento piezoeléctrico, mismo término que se
encuentra restando en Dl .

KC representa la no linealidad constitutiva efectiva, donde Kp
C depende de

la rigidez y θ
p
C del acoplamiento.

KG representa la no linealidad geométrica efectiva, donde Kq
G es la rigidez

no lineal de orden 2, Kp
G la de orden 3 y χ el término dependiente de la

inercia no lineal.

La expresión dada por la Ec. (4.144) representa una relación implícita entre a y
σ, y por lo tanto, la respuesta en estado estacionario del sistema. Puede ser
probado que, para cierta configuración de parámetros, puede existir más de
una solución para a y ciertos valores de σ, una propiedad típica de los sistemas
no lineales donde el valor de amplitud de desplazamiento depende de las
condiciones iniciales para adoptar una u otra solución. Una vez determinado
el valor de amplitud, el valor de la variable γ puede ser determinado a partir
de cualquiera de las Ecs. (4.141) o (4.142).

Por otro lado, una vez obtenida la amplitud de desplazamiento, la amplitud
de voltaje puede ser determinada a partir de las Ecs. (4.134) y (4.137). Sin
embargo, los acoplamientos piezoeléctricos no lineales constitutivos (ψC y ψS

C )
presentes solamente en la Ec. (4.132), no serían considerados en la solución,
por cómo han sido escalados en la Ec. (4.124). Con el fin de capturar su
influencia en el voltaje, resulta necesario determinar una solución a esta última
ecuación; no obstante, dado que la misma involucra funciones signo, no existe
solución analítica exacta disponible. Para lidiar con ello, estos términos deben
ser expandidos en una serie trigonométrica de Fourier como:

D0q0 (ψCq0 + ψs
C) sgn (q0) ≈

∞

∑
n=1

[
an

(
ψC

Ar1
√

AA
Ar2

(−1)r2 ieinωT0

)
.

+bn

(
ψs

C
Ar3

√
AA

Ar3
(−1)r3−1ieinωT0

)]
+ cc.

(4.151)

Donde los exponentes son:

r1 =
n + 1

2
, r2 =

n − 1
2

, r3 =
n
2

. (4.152)
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Y los parámetros an y bn, coeficientes de la serie de Fourier, son obtenidos
como:

an =
2ω

π

ˆ 2π

0
|sin θ| cos θ cos nθ dθ,

bn =
2ω

π

ˆ 2π

0
|sin θ| cot θ sin nθ dθ.

(4.153)

Observando la expresión anterior, an presenta valores distintos de cero para
valores impares de n mientras que bn para valores pares de n, por lo que
observando la Ec. 4.151, ψs

C producirá una serie de armónicos de orden par
mientras que ψC de ordenes impares. Reemplazando la Ec. (4.151) en la Ec.
(4.132), la solución general, expresada como una serie infinita de armónicos,
puede ser obtenida:

v2 ≈
∞

∑
n=1

[
an

(
ψC

Ar1 R(−1)r2
√

AA(
−i + nCpRω

)
Ar2

ieinωT0

)

+bn

(
ψs

C
Ar3 R(−1)r3−1

√
AA(

−i + nCpRω
)

Ar3
ieinωT0

)]
+ cc,

(4.154)

donde esta última expresión permite tomar tantos armónicos como sean
deseados para aproximar los acoplamientos que involucren funciones signos
debido a la no linealidad constitutiva.

4.6.2 Soluciones en el dominio temporal

La re-composición temporal es definida como el proceso donde las distintas
soluciones, obtenidas en distintas escalas de tiempo, son agrupadas en una
sola expresión como función armónica del tiempo. Remplazando la Ec. (4.140)
en las Ecs. (4.133) y (4.136), y luego ambas en la Ec. (4.122), la primera y
segunda aproximación del desplazamiento son obtenidas como

q(t) = a cos (ωt + β)+ a2 Ks
G − 2χω2

6ω2 cos (2ωt + 2β)− a2Ks
G

2ω2 +O
(
ε2) . (4.155)

Además, recordando que β = σT2 − γ a partir de la Ec. (4.143) y reempla-
zando la Ec. (4.139) en la Ec. (4.155), la respuesta en términos de la frecuencia
de forzamiento es obtenida como

q(t) = a cos (Ωt − γ)+ a2 Ks
G − 2χω2

6ω2 cos (2Ωt − 2γ)− a2Ks
G

2ω2 +O
(
ε2) , (4.156)

que representa la solución temporal en estado estacionario del desplaza-
miento para el sistema forzado. Además, haciendo cero a ȧ y γ̇ en las Ecs.
(4.141) y (4.142), el valor de γ para un cierto valor de a puede ser obtenido a
partir de cualquiera de esas expresiones. Siguiendo un procedimiento similar,
la solución temporal en estado estacionario del voltaje puede ser obtenida
reemplazando la Ec. (4.140) en las Ecs. (4.134), (4.137) y (4.154) y luego estas
tres en la Ec. (4.123) de forma que

v(t) = V cos (Υ1) + VG cos (Υ2) +
∞

∑
n=1

VC
n cos (Υn) , (4.157)
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donde las amplitudes de los armónicos quedan determinados por

V =aRωφ1 (ψ + ψs
G) ,

VG =a2Rωφ2

[
ψs

G +

(
ψ + ψs

G
) (

Ks
G − 2χω2)

ω2

]
,

VC
n =a2Rωφn (anψC + bnψs

C) ,

(4.158)

siendo φi =
(

1 + i2C2
pR2ω2

)−1/2
. Es importarte remarcar que todos los tér-

minos que tienen superíndice s, son términos que sólo son distintos de cero
cuando la estructura se encuentra en su estado de pos-pandeo. En el caso
de pre-pandeo, y despreciando la inercia no lineal χ, las expresiones son
reducidas a

V =aRωφ1ψ,

VG =a2Rωφ2ψs
G,

VC
n =a2Rωφnanψs

C.

(4.159)

Por otro lado, los argumentos de las funciones trigonométricas, dependientes
del tiempo son

Υi = i (Ωt − γ) + ηi, (4.160)

donde ηi = − arctan
(
−iCpRω

)
representa los desfajases entre los diferentes

armónicos que componen al voltaje.
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V E R I F I C A C I Ó N N U M É R I C A Y VA L I D A C I Ó N
E X P E R I M E N TA L

Hasta aquí, las ecuaciones diferenciales que gobiernan la electrodinámica
del dispositivo propuesto han sido presentadas. Ahora, la validez de dichas ex-
presiones para predecir el comportamiento piezoeléctrico en escenarios reales
debe ser puesta a prueba. Para ello, se llevarán a cabo dos procedimientos
bien diferenciados, los cuales consisten en una primera verificación numérica
seguida de otra validación experimental.

En orden de llevar a cabo estos procedimientos, dos muestras son selec-
cionadas como se observa en la Figura 5.1. De las Figuras es posible deducir
que ambas muestras están conformadas por parches o laminas de material
piezoeléctrico, denominadas Compuestos de Macro Fibras o Macro Fiber Compos-
ites (MFC por sus siglas en inglés) del tipo P2 y manufacturados por Smart
Materials [50] , adosados a una viga portante metálica y empotradas en ambos La denominación

comercial P2
representa al modo
d31.

extremos (Figs. 5.1a y 5.1c). Las dimensiones de las muestras son bastante dife-
rentes, tanto para el material piezoeléctrico como para la estructura. La razón
principal de esta elección es la de estudiar la configuración biempotrada invo-
lucrando valores notablemente distintos de rigidez así como de acoplamiento
electromecánico. Esto significa que, a la hora de resolver numéricamente el El valor de

acoplamiento
electromecánico
depende tanto de la
geometría como de
las propiedades
piezoeléctricas.

modelo propuesto, la contribución de los términos emergentes son diferentes,
aspecto de interés para una verificación más precisa de la formulación pro-
puesta. Aún mas, motivados por este mismo punto, la Muestra 1 es estudiada
adoptando la configuración cantilever, tal como se puede observar en la Figura
5.1b, dando lugar a un caso menos rígido que los dos anteriores.

Las dimensiones y constantes del modelo constitutivo de las muestras se
encuentran definidas en el Cuadro 5.1. En relación a los parámetros no lineales
e311, c111p y ζni = c3/2ωi, la identificación de los mismos puede ser encontrada
en trabajos previos [244].

5.1 verificación numérica

Con el objetivo de verificar el modelo reducido y la solución obtenida
por el MEM, los resultados pueden ser contrastados con los obtenidos por
la integración numérica de las Ecs. (4.119) y (4.120). En el procedimiento
de cálculo de la integración numérica se utiliza la función solve_ivp librería
SciPy dentro de un código propio implementado en Python [245]. La solución
obtenida por MEM es verificada para tres configuraciones diferentes: (a)
cantilever (b) biempotrada con carga axial en el régimen de pre-pandeo y (c)
en régimen de pos-pandeo. La principal motivación de realizarlo de esta forma
es la de comprobar la precisión de la solución reducida para distintos valores
de parámetros que pueden tener gran influencia sobre la respuesta dinámica.

La metodología numérica es llevada a cabo de la siguiente forma: las Ecs.
(4.119) y (4.120) son integradas numéricamente de forma implícita acorde al
Método de Runge-Kutta de cuarto orden, asumiendo condiciones iniciales
nulas y por un largo intervalo de tiempo a fin de asegurar que la solución de

99
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(a)

(b)

(c)

Figura 5.1: Muestras ensayadas (a) Muestra 1 (MFC 2814-P2) en configuración biem-
potrada, (b) Muestra 1 en configuración cantilever, (c) Muestra 2 (MFC
8507-P2) en configuración biempotrada.

estado estacionario haya sido alcanzada. Luego, la amplitud de la respuesta
dinámica es obtenida a partir de registrar y promediar los valores picos
positivos y negativos tanto del desplazamiento como de generación de voltaje.
Este procedimiento, se realiza para diferentes valores de la condición de
excitación. Seguidamente, estos resultados son comparados con la soluciónLa «condición de

excitación» queda
determinada tanto

por la frecuencia
como por la amplitud

de la forzante.

reducida del MEM obtenida en la sección 4.6. Además, con el objeto de tener
un mayor entendimiento del grado de correlación entre ambas soluciones, la
respuesta temporal numérica para cada condición de excitación es también
comparada con la solución analítica dada por las Ecs. (4.156) y (4.157).

Resulta importante resaltar que a la hora de validar numéricamente el
modelo, todos de los parámetros geométricos y/o constitutivos deben estar
debidamente definidos. Por ello, el amortiguamiento modal lineal (ζi = µi/2ωi)
y el valor de la constante kc asociada a la restricción elástica axial deben
ser previamente definidos. En este apartado, los valores a utilizados son de
0,0005 < ζi < 0,015 y k = 5,5 × 105. Estos valores numéricos fueron identifi-El valor de ζi

considerado varía
según la muestra y
el valor de la carga

axial P

cados experimentalmente, como se mostrará en la sección 5.2 denominada
validación experimental.
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Parámetro
Valor

Muestra 1 (BE) Muestra 1 (C) Muestra 2 (BE)

c11s 230GPa

c11p 60,336GPa

ρs 8100kg/m3

ρp 5400kg/m3

L1 81,5mm 3mm 12mm

L2 28mm 28mm 85mm

L3 2,9mm 99,5mm 17,5mm

hs 0,495mm 0,381mm

hp 0,3mm 0,3mm

bs 19,8mm 12,7mm

bp 14mm 7mm

e31 −12,67Cm−2

e311 9,4553 × 10−3Cm−2

c111p −2,685 × 1012Pa

ζn1 3,0071 × 10−4

Cp 36nF 48nF

Rl 109kΩ

Cuadro 5.1: Parámetros geométricos y de materiales de las distintas muestras (BE:
Biempotrada, C: Cantilever)

5.1.1 Configuración cantilever

Como ha sido comentando previamente, una de las configuraciones más
comúnmente adoptada para la REP es la cantilever. Entre las diferencias
que pueden ser establecidas entre ésta y la biempotrada, probablemente
la más importante es la menor rigidez a la flexión alcanzada para la viga
cantilever, presentando valores de frecuencia natural más bajos para las mismas
dimensiones geométricas. Además, una viga en configuración cantilever sufrirá
desplazamientos claramente mayores con respecto a la bi-empotrada, lo que
a priori sugiere una mayor contribución de términos no lineales. Otra de las En la configuración

cantilever existe una
mayor contribución
de la rigidez no
lineal proveniente del
campo de
desplazamientos con
respecto a la
bi-empotrada, pero
no existe efecto de
alargamiento.

razones por la que esta configuración es seleccionada para las verificaciones
numéricas y experimentales en las siguientes secciones es su mayor sencillez
de implementación debido a la presencia de un solo empotramiento y a la
inexistencia del acoplamiento axial-flexional.

A pesar de estas ventajas, resulta necesario realizar algunas aclaraciones
en lo que respecta a la formulación matemática desarrollada en el Capítulo
4. En la teoría de vigas Bernoulli-Euler, para una configuración cantilever,
la hipótesis comúnmente empleada es la de viga inextensible [227]. En este

La elección de
asumir viga
inextensible depende
de la configuración
adoptada.

caso, el campo de deformaciones no contempla el grado de libertad axial



102 verificación numérica y validación experimental

26 26.5 27 27.5 28 28.5 29 29.5 30
0

2

4

6

·10−3

Frecuencia [Hz]

D
es
pl
az
am

ie
nt
o
[m

] 0.5g
1g
1.4g
RK

(a)

26 26.5 27 27.5 28 28.5 29 29.5 30
0

20

40

Frecuencia [Hz]

G
en

er
ac
ió
n
[V

]

0.5g
1g
1.4g
RK

(b)

Figura 5.2: Comparativa entre soluciones obtenidas por Método de Escalas Múltiples
(MEM) frente a la integración numérica de las ecuaciones (RK: Runge-
Kutta). Respuestas en frecuencia de la amplitud para la Muestra 1 en la
configuración cantilever. (a) Desplazamiento, (b) Generación de voltaje.
Lineas discontinuas y continuas representan contribución de uno y tres
armónicos respectivamente.

u = u (x, t), resultando ser ligeramente diferente al asumido previamente en
la Ec. 4.8, siendo ahora [244]

S1 = −z
(

w′′ +
1
2

w′2w′′
)

. (5.1)

Sin embargo, siguiendo un procedimiento de discretización espacial similar
al presentado en el Capítulo 4, se pueden obtener las mismas Ecs. (4.73) y
(4.74), pero con distintas definiciones de los parámetros modales [244]. El
hecho de que las EDOs obtenidas sean las mismas no es un detalle menor y
representa una gran ventaja debido a que la solución reducida obtenida por el
MEM en la Sección 4.6 resulta de total aplicación para esta configuración.

Una vez mencionadas estas salvedades, la comparativa de la respuesta en
frecuencia del desplazamiento obtenidas tanto por integración numérica (RK)
como analíticamente a través del MEM es mostrada en la Figura 5.2a para la
configuración cantilever. En este gráfico, se identifica una muy buena correla-La cantidad de

armónicos asumidos
no depende de la

cantidad de modos de
vibración (n = 1),

sino de la expansión
en serie de Fourier

del voltaje.

ción entre ambas soluciones,incluso para valores de excitación altos y cerca de
la condición de resonancia. Ademas, se observa un ligero comportamiento de
endurecimiento (respuesta curvada hacia la derecha) a medida que aumentan
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los valores de amplitud de excitación. Este fenómeno, es atribuible al efecto
de la no linealidad geométrica de orden cúbico. Por el otro lado, en la Figura
5.2b, se muestra también la respuesta en frecuencia del voltaje generado por el
piezoeléctrico. En esta Figura, se analiza también la influencia del número de
armónicos considerados en la Ec. (4.157) provenientes de la expansión en series
de Fourier del acoplamiento no lineal constitutivo. De esta forma, se grafican
con lineas discontinuas la amplitud del voltaje obtenida asumiendo un solo
armónico, mientras que las lineas continuas corresponden al valor máximo
alcanzado por la solución en un periodo completo de oscilación al asumir tres
armónicos (n = 3 en la Ec. 4.157). Asumiendo la solución dada por integración
numérica como referencia, es evidente que la hipótesis de un solo armónico
subestima la amplitud de generación eléctrica cerca de resonancia, donde
se identifica una diferencia de aproximada de 10V para una frecuencia de
28Hz (condición resonante) y la máxima amplitud de excitación 1,4g. Para un
mejor entendimiento de este efecto, las respuestas temporales son analizadas
en la Figura 5.3 para distintas condiciones de excitación. En la Figura 5.2b,
se observa que cuando la frecuencia de excitación se encuentra lejos de la
frecuencia natural del sistema, la solución de un solo armónico representa una
aproximación precisa para el voltaje generado, incluso considerando grandes
amplitudes de excitación. Esto puede ser confirmado mediante la observación
de la Figura 5.3a, donde se representa la comparativa de las soluciones tem-
porales obtenidas para ambas variables y por ambos métodos, considerando
una amplitud de aceleración de 1,4g y un corrimiento de 3Hz de la condición
resonante de ωn = 28Hz. Por contrapartida, a medida que este corrimiento
se hace mas pequeño y nos acercamos a la condición de resonancia, los otros
armónicos que componen la Ec. (4.157) pasan a tener un rol mas significativo
para la respuesta de voltaje, y no así para el desplazamiento. Este compor-
tamiento se encuentra representado en la Figura 5.3b, donde pese a que la
amplitud de aceleración se mantuvo en 1,4g, se estableció la condición de
resonancia. Además, este fenómeno es aún más marcado para valores mayores
de aceleración, como se puede observar en la última Figura 5.3c, donde la
amplitud de excitación fue incrementada a 5g.

Para identificar con mayor detalle la influencia del número de armónicos so-
bre la respuesta de voltaje generado, en la Figura 5.3se utilizan diferentes tipo
de lineas, a saber: rojas continuas para el primer armónico (Ω), discontinuas
para el segundo (2Ω) y punteadas para el tercero (3Ω). De esta manera, es
posible comprender en forma detallada cómo son adicionados los armónicos,
y analizar su respectiva influencia en la solución dada por MEM, para todos
los escenarios discutidos anteriormente. La identificación de estos armónicos
por separado resulta de gran utilidad para el análisis cualitativo de los acopla-
mientos piezoeléctricos que tienen mayor relevancia en la respuesta dinámica.
Observando la Figura 5.3 se puede notar que en todos los casos el segundo
armónico, que depende exclusivamente del valor del acoplamiento no lineal
piezoeléctrico (ψG), no representa una contribución significativa en la solución.
Esto confirma que las hipótesis utilizadas en este sentido por diversos autores
son validas [166, 186, 206], quienes despreciaron los acoplamientos no lineales
resultantes del campo de deformación no lineal.

Por otra parte, la presente solución reducida dada por la Ec. (4.157) es
también capaz de contemplar el efecto del acoplamiento piezoeléctrico no
lineal constitutivo ψC a través del parámetro VC

n , (Ec. 4.158), cuyo efecto es
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Figura 5.3: Comparativa entre soluciones obtenidas por Método de Escalas Múltiples
(MEM) frente a la integración numérica de las ecuaciones (RK: Runge-
Kutta). Respuestas temporales para la Muestra 1 en la configuración
cantilever (ωn = 28Hz) para: (a) Ω = 25Hz y G = 1,4g; (b) Ω = 28Hz y
G = 1,4g; (c) Ω = 28Hz y G = 5g.
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Figura 5.4: Comparativa entre soluciones obtenidas por Método de Escalas Múltiples
(MEM) frente a la integración numérica de las ecuaciones (RK: Runge-
Kutta). Respuestas de amplitud en frecuencia para la Muestra 1 en la
configuración biempotrada (Régimen de pre-pandeo, P = 104N). (a) Des-
plazamiento, (b) Generación de voltaje. Lineas discontinuas y continuas
representan suposición de uno y tres armónicos respectivamente.

aproximado como una serie de armónicos impares. Como se comprobó en
la Figura 5.3, y contrariamente con el acoplamiento no lineal geométrico,
ψC tiene una gran influencia sobre la respuesta eléctrica para este caso de
estudio. Este fenómeno, representa un punto destacable debido a que no ha
sido señalado en estudios previos donde se utilizaron constitutivas similares,
y su no inclusión puede llevar a resultados incorrectos de la solución. Por
último, se puede destacar que la solución de tres armónicos resultó suficiente
para predecir correctamente el voltaje generado, al menos para los valores de
excitación numéricamente probados (5g).

5.1.2 Configuración biempotrada en pre-pandeo

Continuando con la configuración biempotrada en el estado de pre-pandeo,
la respuesta en frecuencia tanto del desplazamiento como del voltaje, obtenidas
por los métodos RK y MEM para las Muestras 1 y 2, se encuentran presentadas
en las Figuras 5.4 y 5.5, respectivamente. Como se mencionó anteriormente, las
ecuaciones discretizadas para esta configuración son en esencia las mismas que
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Figura 5.5: Comparativa entre soluciones obtenidas por Método de Escalas Múltiples
(MEM) frente a la integración numérica de las ecuaciones (RK: Runge-
Kutta). Respuestas de amplitud en frecuencia para la Muestra 2 en la
configuración biempotrada (Régimen de pre-pandeo, P = 35,5N). (a)
Desplazamiento, (b) Generación de voltaje. Lineas discontinuas y continuas
representan suposición de uno y tres armónicos respectivamente.

para una viga cantilever, pero con diferentes definiciones para los parámetros,
asociados a las distintas condiciones de borde y al acoplamiento axial-flexional.
En este caso, los valores de rigidez global más altos están asociados con
menores amplitudes de desplazamiento así como también con valores más
altos de frecuencia natural. En este punto, vale la pena mencionar que las
Muestras 1 y 2 presentan la misma condición de borde, y las diferencias
se encuentran en la longitud del material piezoeléctrico y las características
seccionales de la viga portante (véase Cuadro (5.1)).

Comenzando el análisis para las curvas presentadas para la Muestra 1 en la
Figura 5.4, se observa un comportamiento de ablandamiento caracterizado por
una leve inclinación de la curva de respuesta en frecuencia hacia la izquierda.
En este caso, este fenómeno es atribuido a la rigidez no lineal constitutiva
del material piezoeléctrico KC [43]. Además, es posible observar que en esteEn la estado de

pre-pandeo, el único
término responsable

del ablandamiento es
KC debido a la

inexistencia de una
configuración

pre-deformada (
Ks

G = 0).

caso la rigidez no lineal geométrica KG no contribuye significativamente en
la respuesta dinámica, debido al efecto de endurecimiento, caracterizado por
un corrimiento de las curvas de FRFs hacia la derecha no es observado. Estos
resultados, resultan razonables si tenemos en cuenta que la amplitud de los
desplazamientos de las coordenadas generalizadas resultan ser aproximada-
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Figura 5.6: Comparativa entre soluciones obtenidas por Método de Escalas Múltiples
(MEM) frente a integración numérica de las ecuaciones (RK: Runge-Kutta).
Respuestas temporales para la Muestra 1 en la configuración biempotrada,
(ωn = 137Hz, Régimen de pre-pandeo, P = 104N) para Ω = 128Hz y
G = 5g.

mente diez veces menores que los asociadas a la configuración cantilever
(véase Figuras 5.2a y 5.4a). Además, el término KC representa una no lineali-
dad cuadrática mientras que KG es de orden cúbico como puede observarse
en la Ec. (4.73), por lo que es de esperar que KC tenga mayor influencia sobre
la respuesta dinámica para valores de amplitud más bajos. Comparando los
resultados numéricos obtenidos con ambos métodos, puede notarse que existe
un gran grado de concordancia entre ambos métodos, para todos los valores
de amplitud y frecuencia mostrados.

En lo referido a la Muestra 2, observando la respuesta dinámica presentada
en la Figura 5.5, ocurre el efecto contrario al caso anterior, donde la curva
se encuentra notablemente curvada hacia la derecha (endurecimiento). Esto
indica, que la influencia de la rigidez no lineal geométrica KG (asociada
a la restricción elástica kc) fue considerablemente mayor con respecto a lo
observado anteriormente en la Muestra 1. Esto tiene sentido, si consideramos
que los desplazamientos generalizados de esta Muestra fueron mayores a
la anterior (véase Figs. 5.5a y 5.4a), el mismo fenómeno que ocurrió con la
Muestra 1 en la configuración cantilever. A esta altura, vale la pena apuntar
que en esta sección solo interesa analizar la correlación entre ambos métodos
de solución, donde las diferencias en la generación serán analizadas mas
adelante en detalle.

A la hora de evaluar el grado de correlación entre los dos métodos de
resolución (RK y MEM), se puede observar una notable semejanza para los
valores del desplazamiento utilizando ambos métodos de solución, tal como
fue observado en la configuración cantilever (véase Figs. 5.4a y 5.5a). Por otro
lado, en lo referido a la generación de voltaje, prácticamente la misma solución
fue alcanzada tanto para uno como para tres armónicos en ambas muestras
(véase Figs. 5.4b y 5.5b). Esto parece indicar que la consideración de un solo
armónico es suficiente en este caso, debido a la mayor rigidez global asociada
a la configuración biempotrada. Esta idea, se ve confirmada observando la
respuesta temporal obtenida por ambos métodos (MEM y RK) de la Muestra 1

con una excitación de (5g), presentada en la Figura 5.6. Allí puede observarse
que, pese a los valores altos de la amplitud de excitación, las contribuciones
del segundo y tercer armónico son prácticamente nulas. En este caso, se eligió



108 verificación numérica y validación experimental

90 100 110 120 130
0

2

4

6
·10−4

Frecuencia [Hz]

D
es
pl
az
am

ie
nt
o
[m

] 0.5g
1g
1.4g
RK

(a)

90 100 110 120 130
0

5

10

15

Frecuencia [Hz]

G
en

er
ac
ió
n
[V

]

0.5g
1g
1.4g
RK

(b)

Figura 5.7: Comparativa entre soluciones obtenidas por Método de Escalas Múltiples
(MEM) frente a integración numérica de las ecuaciones (RK: Runge-Kutta).
Respuestas de amplitud en frecuencia para la Muestra 2 en la configuración
biempotrada (Régimen de pos-pandeo, P = 80,5N). (a) Desplazamiento,
(b) Generación de voltaje. Lineas discontinuas y continuas representan
suposición de uno y tres armónicos respectivamente.

un valor de Ω ligeramente menor al de ωn, debido al efecto de ablandamiento,
el cual disminuyó el valor de frecuencia de desplazamientos máximos.

En síntesis, es posible afirmar que para la configuración biempotrada con
carga axial, la hipótesis de un solo armónico arrojó excelentes resultados
incluso para valores de excitación grandes. Esto es importante debido a que
simplifica en gran medida la solución reducida del modelo en esta configu-
ración. Algo importante a aclarar es que considerar la solución de un solo
armónico no significa que el acoplamiento electromecánico no lineal constituti-
vo ψC sea despreciado, debido a que, como puede observarse en la Ec. (4.158),
la amplitud de VC

1 depende de dicho parámetro.

5.1.3 Configuración biempotrada en pos-pandeo

Por último, se desarrolló la verificación numérica para el estado de pos-
pandeo. En este caso, el análisis se basa en la Muestra 2 debido a ser la más
sensible a las no linealidades geométricas (por su menor rigidez), como consti-
tutivas (por su mayor cantidad de material piezoeléctrico). Matemáticamente,
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Figura 5.8: Comparativa entre soluciones obtenidas por Método de Escalas Múltiples
(MEM) frente a integración numérica de las ecuaciones (RK: Runge-Kutta).
Respuestas temporales para la Muestra 2 en la configuración biempotrada
(ωn = 90Hz, P = 80,5N) para Ω = 85Hz y G = 2g.

el estado de pos-pandeo representó un caso más complejo que el de pre-
pandeo dado que involucra una mayor cantidad de términos, (denotados con
el superíndice s en las Ecs. (4.110) y (4.111)), provenientes de la configuración
pre-deformada de la viga ws.

La comparativa entre los métodos de resolución aquí propuestos para
el estado de pos-pandeo se encuentran representados en la Figura 5.7. En
este caso, la respuesta dinámica está caracterizada por un notable efecto de
ablandamiento, comportamiento que es contrario al de endurecimiento del
caso anterior de pre-pandeo (véase Fig. 5.5). Este resultado es atribuido a
la presencia del nuevo término de rigidez no lineal Ks

G de orden cuadrático,
que emerge al considerar la configuración pre-deformada de la viga. En lo
que se refiere al grado de concordancia entre ambos métodos, se observa una
destacada correlación tanto para los desplazamientos como para el voltaje,
existiendo una ligera diferencia para los valores máximos, cerca de la zona
donde se produce el salto en la respuesta. El «salto» o

«jumping» es un
fenómeno propio de
los sistemas no
lineales en el cual
una pequeña
variación de la
frecuencia de
excitación produce
una gran variación
en la amplitud de la
respuesta dinámica.

Al igual que para los casos anteriores, las respuesta temporales de despla-
zamiento y voltaje fueron analizadas tal como se muestra en la Figura 5.8.
Un fenómeno interesante a destacar es que si bien los desplazamientos en la
Figura 5.8 presentan un comportamiento armónico, los mismos mostraron
un ligero corrimiento respecto a la posición de equilibrio q = 0, con valores
máximos y mínimos aproximadamente de 4,1mm y −0,23mm. Este fenómeno
es correctamente predicho por la segunda aproximación del desplazamiento
en la Ec. (4.156) y es debido a la existencia de la no linealidad cuadrática Ks

G a
través del término de valor constante (no oscilante) a2Ks

G/2ω2. En lo referido al
término oscilante con frecuencia 2Ω de la Ec. (4.156), el mismo no posee tanta
relevancia. Por otro lado, en lo referido al voltaje y la cantidad de armónicos
asumidos en la respuesta, puede confirmarse que la aproximación de un solo
armónico es una elección precisa para el estado de pos-pandeo.

5.1.4 Discusión sobre la verificación numérica

En base a lo presentado en esta sección de verificación numérica, donde el
propósito es validar la solución reducida obtenida por el MEM frente a la
solución numérica por integración de las ecuaciones a través de RK, se puede
arribar a las siguientes conclusiones:
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1. La solución reducida del MEM arrojó excelentes resultados para predecir
la respuesta dinámica del sistema tanto en la FRF de desplazamiento y
voltaje, como en las respuestas temporales comparada con RK. Los casos
estudiados fueron: (i) configuración cantilever, (ii) configuración biem-
potrada en régimen de pre-pandeo y (iii) configuración biempotrada en
régimen de pos-pandeo. Además, las dos muestras consideradas para la
configuración biempotrada, tuvieron valores geométricos notablemente
diferentes tanto para la estructura como para el piezoeléctrico lo que
extiende la comparación para un régimen más amplio de parámetros.

2. Para la configuración cantilever y para diferentes amplitudes de excita-
ción, la amplitud del desplazamiento se mantuvo puramente armónica.
Esto no se observó con la respuesta del voltaje, donde los términos corres-
pondientes a las constitutivas no lineales que involucran funciones signo
producen respuestas no armónicas cerca de la condición de resonancia.
En este caso, la aproximación de las funciones signos en una serie de
Fourier logra predecir correctamente soluciones no armónicas a partir de
la solución reducida del MEM. En este sentido, la aproximación de tres
armónicos resulta ser suficiente para obtener una buena aproximación a
la forma de onda del voltaje, comparada con RK.

3. Por otro lado, para la configuración biempotrada, el desplazamiento y
el voltaje prestaron una forma de onda armónica en la solución dada
por el método de integración numérica, para todas las condiciones de
excitación e incluso en resonancia. Esto implica, que asumir armónicos
puros para estas variables es una aproximación suficiente de la respuesta,
lo cual simplifica en gran medida la descripción de la respuesta dinámica
de la solución reducida del MEM.

5.2 validación experimental

El esquema experimental completo utilizado para llevar a cabo las verifica-
ciones experimentales se encuentra presentado en la Figura 5.9a. Las muestras
fueron montadas en un excitador electromecánico Labworks Inc. ET-132 [246]
excitado de forma armónica a través de un generador de funciones RIGOL
DG4062 [247] cuya señal de salida fue amplificada por un amplificador fabri-
cado por técnicos de CONICET pertenecientes al Centro Científico Tecnológico
Bahía Blanca. Además, fue empleado un vibrómetro láser Polytec PDV-100 [248]
para medir la velocidad en un punto específico de la muestra. A fines de medir
la excitación que experimentan las muestras, un acelerómetro piezoeléctrico
PCB Piezotronics 352C68 [249] fue situado en la parte móvil del excitador elec-
tromecánico donde se situan las muestras. Por otro lado, los distintos parches
piezoeléctricos fueron conectados a una resistencia eléctrica, sobre la cual
se midió la generación eléctrica. Por último, las señales correspondientes al
acelerómetro, vibrómetro y piezoeléctrico fueron adquiridas por una placa
adquisidora National Instruments, chasis: 9174, módulos 9230 y 9234 [250].

Una vista más cercana de una de las muestra ensayadas en la configuración
biempotrada puede ser observada en la Figura 5.9b. En este caso, un tornillo
fue utilizado para provocar la pre-carga axial en el extremo de la viga sobre el
cual se colocó una celda de carga piezorresistiva TE Connectivity FX-29 [251],
alimentada por una placa Arduino UNO [252] para mediar la fuerza axial
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Figura 5.9: Configuración experimental. (a) Esquema completo. (b) Vista detallada de
la muestra.

inducida a la muestra. Con el fin de garantizar que no existan variaciones en
las CB durante la realización de cada ensayo, se registraron y compararon
los valores de carga axial antes y después de los mismos, los cuales debían
permanecer inalterados.

A fin de relevar el procedimiento realizado durante la verificación experimen-
tal, diferenciaremos cinco pasos empleados para las muestras:

1. El primer paso es la identificación del amortiguamiento mecánico µ2i =

2ωiζi, donde ζi es el i-ésimo amortiguamiento modal lineal del sistema.
La correcta estimación de este parámetro resulta fundamental debido a
la alta sensibilidad que posee en la amplitud de la respuesta dinámica
cerca de la condición de resonancia.

2. Seguidamente, se realiza el análisis de la influencia de la restricción
elástica kc como fuente de la condición de borde no ideal y se determina
numéricamente su valor para la configuración experimental empleada
en esta tesis. Este parámetro afecta a la rigidez no lineal geométrica tanto
de orden cúbico como cuadrático a través las Ecs. (4.113) y (4.113), por lo
que es de esperar que tenga influencia en los efectos de ablandamiento
y/o endurecimiento del sistema.

3. Tercero, se analiza la inestabilidad estática debido a la carga axial. Para
ello, la carga axial es progresivamente aplicada mediante el tornillo
hasta sobrepasar el punto de pandeo tal como se muestra en la Figura
5.10. Este valor es medido mediante la utilización de la celda de carga,
mientras que el desplazamiento transversal es registrado en simultaneo
mediante un sensor de proximidad Provibtech TM-0182 [253]. Para este
ensayo, las predicciones numéricas de los valores de carga crítica de
pandeo fueron dadas por los autovalores de la Ec. (4.92). Por otro lado,
las predicciones del desplazamiento lateral de pandeo fueron obtenidas
por la Ec. (4.93).
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(a)

(b)

Figura 5.10: Configuraciones de pos-pandeo (lineas continuas) contra su configuración
no pandeada (lineas discontinuas) de las Muestras (a) 1 y (b) 2.

4. Seguido al paso anterior, se estudia la modificación de la rigidez transver-
sal del sistema, y por lo tanto, de la frecuencia natural a medida que varia
P. Este proceso es llevado a cabo de una manera similar al previamente
mencionado análisis de la inestabilidad estática: mientras que la carga
axial es progresivamente incrementada, la vibración libre de la viga
debido a una perturbación inicial fue adquirida usando el acelerómetro
piezoeléctrico. Esta señal es pos-procesada utilizando el algoritmo de
la Transformada Rápida De Fourier (FFT) con el fin de identificar la
frecuencia natural del sistema. Por otro lado, los valores teóricos son pre-
dichos por la Ec. (4.112). En este caso, para valores cada vez más grandes
de la carga axial P, se obtiene una tendencia decreciente o creciente de
la frecuencia natural para P < Pcrit o P > Pcrit, respectivamente. Para
clarificar este comportamiento, la Figura 5.11 muestra una representación
típica adimensional de la variación de la frecuencia natural para una
viga sometida a una carga axial. Aquí, las dos tendencias previamente
comentadas pueden ser observadas, donde la frecuencia natural de la
viga se hace cero (en forma teórica) para el valor exacto de P = Pcrit.

5. Finalmente, se lleva a cabo la verificación experimental de la respuesta
dinámica basada en la respuesta en estado estacionario de la viga. En
este caso, las muestras son excitadas armónicamente utilizando el ex-
citador electromecánico. Cinco niveles objetivo de carga axial fueron
definidos para el procedimiento experimental como son esquemática-
mente representados en la Figura 5.11 [202]. El primer caso, referido
como P0, corresponde al estudio sin carga axial (P = 0). El segundo
caso P1 involucra a un nivel de carga axial dentro de la configuración
de pre-pandeo, mientras que el caso P2 a su recíproco pero en la con-
figuración de pos-pandeo. En este punto, resulta necesario aclarar que
referimos a estos casos como recíprocos debido a que poseen el mismo
valor de frecuencia natural, pese a estar sujetos a niveles diferentes de P.
El cuarto caso P3 corresponde al recíproco de P0, mientras que el último
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Figura 5.11: Representación adimensional de la variación frecuencia natural funda-
mental de una viga producto de una carga axial. Las lineas de puntos
indican los niveles de carga axial objetivo que serán ensayados, que invo-
lucran estados en condición de pre- y pos-pandeo con iguales frecuencias
naturales.

caso P4 representó el más rígido testeado, el cual no tiene caso recíproco
asociado en pre-pandeo.
Además de variar la carga axial, fueron elegidos diferentes valores de
amplitud y frecuencia de excitación (cercanos a la frecuencia natural del
sistema en cada caso). Para cada condición de excitación, los valores de
aceleración fueron adquiridos por el acelerómetro piezoeléctrico junto
con el voltaje generado, mediante la placa adquisidora. Luego, la infor-
mación almacenada es utilizada para construir las curvas de respuesta
en estado estacionario del voltaje para la lámina piezoeléctrica. En este
caso, los valores predichos por el modelo son calculados a partir de la
Ec.(4.157).

5.2.1 Identificación del amortiguamiento lineal

Para sistemas electromecánicos sometidos a muy bajas excitaciones, es
sabido que las contribuciones de los términos no lineales en la respuesta
dinámica son despreciables debido a las bajas amplitudes del desplazamiento
como del voltaje. En este escenario, la disipación de energía del sistema puede
ser atribuida a dos fuentes: (i) amortiguamiento mecánico lineal, comúnmente
propuesto como proporcional a la velocidad y, (ii) disipación de energía a
través de la resistencia eléctrica por efecto Joule. Estableciendo la condición
de circuito abierto para el piezoeléctrico, no existe ninguna disipación de
energía eléctrica, por lo tanto, la única fuente de disipación es la mecánica. En
esta condición, la variable βi es definida como el cociente entre la velocidad
evaluada en un punto y la aceleración de la base, la cual se representa como
función de la frecuencia de forzamiento Ω como [164]

βi(Ω) = − i
Ω

+
iFiΩϕi(xvib)

ω2
i + i2ωiζiΩ − Ω2

. (5.2)

Donde i es la unidad imaginaria, xvib es la coordenada espacial donde la
velocidad es medida, ζi es amortiguamiento modal asociada al i-ésima modo
normal del sistema, Fi es la forzante modal, Ω es la frecuencia de excitación,
mientras que ωi y ϕi la i-ésima frecuencia natural del sistema y su modo de
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Figura 5.12: Resultados del ajuste por mínimos cuadrados para la identificación del
amortiguamiento modal lineal. Muestra 1 en configuración cantilever.
(ζ1 = 0,00923).

vibración asociado, respectivamente. En la Ec. (5.2), la única variable descono-
cida resulta ser el amortiguamiento modal. Utilizando esta ecuación, es posible
identificar dicho valor experimentalmente, al realizar un barrido en frecuencia
a muy baja excitación de la muestra, adquiriendo de manera simultanea la
aceleración de la base (utilizando el acelerómetro) y la velocidad para el punto
x = xvib (mediante la utilización del vibrómetro). Una vez obtenidas ambas
señales, el amortiguamiento mecánico puede ser perfectamente determinado
mediante la técnica de ajuste por mínimos cuadrados entre la Ec. (5.2) y la las
señales experimentales.

Como primera instancia, se realiza la identificación del amortiguamiento
modal de la Muestra 1 en su configuración cantilever. La Figura 5.12 muestra
el ajuste de curvas por mínimos cuadrados entre los resultados experimentales
y el modelo analítico. En este caso, el valor del amortiguamiento modal carac-
terizado fue de 0,00923, el cual se encuentra dentro de los valores esperados,
reportados en la literatura [254]. Por otro lado, la identificación del amorti-
guamiento de la misma muestra pero en su configuración biempotrada puede
encontrarse en la Figura 5.13a. En este caso, a diferencia de la configuración
cantilever, la identificación del amortiguamiento modal se realiza para distin-
tos niveles de la carga axial P, donde cada uno de estos puntos corresponde a
un valor obtenido mediante el ajuste entre aquellos que surgen de las curvas
del modelo analítico, dado por la Ec. (5.2), y de las curvas experimentales
(semejante al presentado en la Fig. 5.12). Para esta muestra, la identificación se
realiza para ocho niveles de pre-carga incluyendo el caso P = 0. Respecto al
máximo de pre-carga valor testeado, el mismo fue de P = 172N, valor mayor
al crítico teórico el cual se ubicó en los 154N.

Un procedimiento similar es llevado a cabo para la Muestra 2 tal como se
representa en la Figura 5.13b. En este caso se experimentaronseis niveles de
caga axial, donde el valor máximo fue de P = 72N, superior al crítico teórico
de 64N aproximadamente.

Analizando los valores identificados del amortiguamiento modal para am-
bas muestras, los mismos se situaron entre 0,005 < ζ1 < 0,015, donde no se
identifica una tendencia clara que refleje una dependencia con la carga axial P.
Comparado con otros autores, este comportamiento no parece obedecer a la
tendencia creciente del amortiguamiento a medida que P aumenta reportada
por Leland y Wright [190] o Eichhorn y col. [191]. Sin embargo, estos dos
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Figura 5.13: Amortiguamiento modal lineal identificado para distintos valores de la
carga axial P para las Muestras (a) 1 y (b) 2.

estudios se basaron en la configuración cantilever y dentro del régimen de
pre-pandeo. Por otro lado, Masana y Daqaq [166], reportaron una tendencia
creciente del amortiguamiento modal a medida que P aumenta para la confi-
guración biempotrada. No obstante, sus resultados no resultan comparables
con los aquí presentados debido a que basaron en el amortiguamiento efecti-
vo (el cual incluye el amortiguamiento eléctrico producto del acoplamiento
electromecánico), restringiéndose a una predicción teórica en el régimen de
pre-pandeo .

5.2.2 Identificación de la constante elástica asociado a la condición de borde no ideal

Como fue previamente comentado en la Subsección 4.3.1, la condición de
borde axial posee una fuerte influencia en la rigidez no lineal geométrica del
desplazamiento transversal. Con el objetivo de identificar el rol del parámetro
kc, asociada a la CB no ideal, aquí se presenta un estudio paramétrico de los
coeficientes emergentes de la Ec. (4.48) para el Caso C y para ambas Muestras
en la Figura 5.14. Ambos gráficos son presentados usando escala logarítmica
para un mejor entendimiento del rol de este parámetro, considerando un
amplio rango de valores. Primero, se muestra en la Figura 5.14a la variación
del coeficiente kcα/2, que representa la no linealidad geométrica asociada a la
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Figura 5.14: Rol de la constante k en (a) coeficiente de la no linealidad geométrica,
líneas punteadas denotan los valores de EA/2Le f f como caso extremo B; y
(b) relación entre la carga axial efectiva P0 aplicada a la viga comparada
con la real P.

condición de borde, en función de los valores de kc. Como caso extremo, se
grafica en lineas punteadas horizontales el valor que emergen el Caso B, es decir,
EA/2Le f f . Para la Muestra 1, este valor fue de 1,03× 107Pa mientras que, para la
Muestra 2 fue 0,526 × 107Pa. Como se puede observar, a medida que aumenta
kc los términos de rigidez emergentes del Caso C crecen asintóticamente hacia
la rigidez asociada al Caso B, lo que representa una demostración gráfica del
limite cuando kc → ∞. En la Figura 5.14b se presenta la variación de la relación
de carga P0/P = α en función de kc. En este caso, P es la carga real aplicada a
la estructura mientras que P0 = Pα es la carga axial efectiva que sufre la viga.
Resulta claro que a medida que kc aumenta, existe una tendencia decreciente
para α y para el caso limite de kc → ∞, desaparece α → 0. Esto significa, que
si la rigidez axial del extremo derecho tiende a infinito, no es posible aplicar ni
un desplazamiento prescrito ni una carga axial. Comparando ambas muestras,
es posible observar que los valores de kc afectan en mayor medida a la Muestra
2, dado que los valores de α decrecen más rápidamente en la Figura 5.14b a
medida que kc es variado. Este fenómeno se debe al menor valor de rigidez
axial EA de la Muestra 2, que la hace más sensible frente al valor de rigidez
kc.
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Figura 5.15: Comparativas de la FRFs predichas numéricamente frente a resultados
experimentales correspondientes a la Muestra 2 para (a) P = 0 (b) P =
36N. Niveles de excitación: 0,2g, 0,5g, 1g, 1,4g y 2g. kc = 5,5 × 105 para
el Caso C.

La Figura 5.15 compara las curvas de las Funciones de Respuesta en Fre-
cuencia (FRFs) de la Muestra 2 obtenidas experimentalmente contra las curvas
numéricas que surgen de los tres casos posibles de reducción del modelo
matemático obtenidos por MEM (Casos A, B y C). Para esta muestra, la con-
dición biempotrada sin carga axial (P = 0) y con pre-carga de P = 36N,
son presentadas en las Figuras 5.15a y 5.15b, respectivamente, para niveles
de excitación de entre 0,2 y 2g. Como fue previamente comentado y será
estudiado en profundidad más adelante, la frecuencia natural del sistema
tiende a disminuir con una carga axial. En este caso, puede observarse como
esta misma varió desde 155Hz hasta 112Hz desde el caso sin carga (Fig. 5.15a
para 0,2g) hasta la condición pre-cragada (Fig. 5.15b para 0,2g). Analizando
la forma de las FRF, puede identificarse un efecto de ablandamiento en el
Caso A el cual estuvo en total desacuerdo con los resultados experimentales
que mostraron un claro endurecimiento. El comportamiento asociado al Caso
A fue producto de la no linealidad constitutiva emergente por el material
piezoeléctrico y es mas notorio para valores mayores de P y de niveles de
excitación de la base. En este caso, la rigidez no lineal geométrica de O(EA)

fue igual a cero como fue mencionado en la Ec. (4.35). Continuando con el Caso
B, fue observada una tendencia contraria a la del Caso A, con un fuerte efecto
de endurecimiento a medida que aumenta la amplitud de excitación y la carga
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axial. Este comportamiento, ocurre debido a la rigidez no lineal geométrica,
la cual tomó su valor máximo para este caso debido al efecto de alargamiento.
Pese a predecir un efecto de endurecimiento, los resultados del Caso B no
concuerdan con los resultados experimentales debido a lo pronunciada que
resultó la curva predicha numéricamente. Por ello, resulta claro que ni el Caso
A ni el Caso B pudieron predecir correctamente los resultados experimentales.
Esto indica que en el extremo donde se aplica la carga, la condición de la
viga no se encuentra ni perfectamente restringida ni móvil. Como solución a
esto, el Caso C tiene la capacidad de actuar como un caso intermedio entre los
dos. Los resultados presentados han sido provistos para un valor identificado
experimentalmente de la constante kc = 5,5 × 105 que representa al Caso C.
Con este valor, es posible calcular el parámetro adimensional α resultando
a ser de 0,9739. Este parámetro, modifica ligeramente el valor efectivo de la
carga axial P, comparado con los Casos A y B donde esto no ocurre como
puede verse en la Ec. (4.48). Sin embargo, la variación de la carga axial no
produce un efecto significativo en la variación de la frecuencia natural en
ninguno de los Casos A, B o C (véase Figura 5.15b). Para el valor elegido de
kc, el cual no es alterado en ninguna condición, el efecto de endurecimiento
debido a la rigidez no lineal geométrica es perfectamente reproducido en
todos los resultados experimentales. Esto indica que la propuesta condición
de borde no ideal es una alternativa adecuada para predecir correctamente la
respuesta dinámica desde la condición sin carga hasta la cargada del sistema
real, por medio de una correcta elección del parámetro kc.

Por otro lado, con el fin de verificar el valor identificado de kc, la Figura 5.16

presenta la misma comparativa anterior pero para la Muestra 1. En este caso, se
presentan las condiciones sin carga (P = 0) así como con pre-carga (P = 65N)
para 0,2g, 0,5g y 1g. La diferencia en los niveles de excitación respecto a la
Muestra 2 es debido a limitaciones experimentales, por presentarse algunas
dificultades para alcanzar niveles mayores de excitación debidas al excitador
electromecánico en el espectro de frecuencia más alto. En esta muestra, la
frecuencia natural se vio modificada desde los 215Hz hasta los 180Hz debido a
la presencia de la carga axial. Observando estos resultados, el Caso A presentó
una vez mas un comportamiento de ablandamiento debido a la rigidez no
lineal constitutiva, pero no tan notable como la otra muestra debido a la
menor dimensión del parche piezoeléctrico. Continuando con la el Caso B, el
modelo mostró un acentuado endurecimiento que no se correlacionó en lo
absoluto con los resultados experimentales. Finalmente, el Caso C, con el valor
de kc = 5,5 × 105 previamente identificado, muestra una buena concordancia
con los resultados experimentales. En síntesis, puede decirse que ambos Casos
A como C aproximan correctamente los resultados experimentales. La buena
predicción del Caso A, ocurre debido a que la Muestra 1 es mas ancha y
de mayor espesor (véase Cuadro 5.1), lo que significa mayor rigidez global,
menores desplazamientos y por lo tanto menor contribución de los términos
no lineales. Por esta razón, puede ser observado que si la muestra presenta
una rigidez mucho mayor a la asumida por la restricción elástica kc (en esta
Muestra al menos 4 veces mayor), el Caso A puede arrojar resultados similares
a los obtenidos por el Caso C.



5.2 validación experimental 119

190 200 210 220 230
0

2

4

6

8

Frecuencia [Hz]

G
en

er
ac
ió
n
[V

]

Exp
Caso A
Caso B
Caso C

(a)

160 170 180 190 200
0

5

10

Frecuencia [Hz]

G
en

er
ac
ió
n
[V

]

Exp
Caso A
Caso B
Caso C

(b)

Figura 5.16: Comparativas de la FRFs predichas numéricamente frente a resultados
experimentales correspondientes a la Muestra 1 para (a) P = 0 (b) P =
65N. Niveles de excitación: 0,2g, 0,5g, 1g. kc = 5,5 × 105 para el Caso C.

5.2.3 Estudio del desplazamiento lateral de pandeo

En el análisis de la dinámica de pos-pandeo, la correcta determinación de
la configuración pre-deformada ws resulta un paso fundamental debido a la
influencia directa en la determinación de los parámetros modales asociados,
denotados con superíndice s en las Ecs. 4.110 y 4.111. Por ello, en esta sub-
sección se presentan los resultados numéricos y experimentales referidos a la
inestabilidad estática para las Muestras 1 y 2 en la configuración biempotrada tal
como es mostrado en las Figs. 5.17a y 5.17b, respectivamente. Como es sabido
el desplazamiento fuera de plano asociado al pandeo lateral posee una forma
prototípica que responde a la bifurcación tridente supercrítica, teniendo a P como La «bifurcación

tridente» es más
conocida como
«pitchfork bifurcation»
por su nombre en
inglés

parámetro de bifurcación [255]. Las predicciones matemáticas descriptas por el
modelo analítico fueron dadas por la Ec. (4.93) y gráficamente presentadas con
lineas rojas en las Figs. 5.17a y 5.17b. En estas Figuras, puede ser observado
cómo para valores de P menores que los críticos (P(1)

crit = 154N y P(2)
crit = 64N),

la única solución es la nula debido a la inexistencia de un estado de pandeo.
Sin embargo, tan pronto como P excede el valor crítico, tres posibles solucio-
nes aparecen: dos estables (líneas continuas), asociadas con cada dirección
posible del primer modo de pandeo, y una inestable (línea discontinua) re-
presentando la configuración inicialmente recta de la viga. Como se observa,
la solución matemática de este problema responde a un sistema simétrico.
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Figura 5.17: Diagramas de bifurcación tipo tridente del desplazamiento lateral eva-
luado a x = L/2 a medida que la carga axial es variada. Lineas continuas
representan soluciones estables mientras que las discontinuas, inestables.
Soluciones numéricas y experimentales para la (a) Muestra 1, (b) Mues-
tra 2. (c) Representación adimensional de los diagramas de bifurcación
perfectos e imperfectos para una viga pandeada para a = P/Pcrit, b = 1 y
h = 0,05 en la Ec. (5.3).
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Sin embargo, los resultados experimentales presentan una respuesta diferente
que es representada con puntos azules en las Figuras 5.17a y 5.17b. La mayor
diferencia se observa cerca de la condición critica de pandeo, donde los valores
experimentales muestran pequeños valores de desplazamiento lateral incluso
para P < Pcrit. Este comportamiento, puede corresponder a la existencia de
imperfecciones, las cuales se encuentran presentes, en mayor o menor medida,
en todos los problemas reales de bifurcación. Las fuentes de imperfección
posibles, pueden ser debidas a diversos factores como: geométricos, p. ej. la
viga no posee una configuración inicialmente recta, materiales p. ej. el material
no es homogéneo ni isótropo, y de la fuerza aplicada, p. ej. ésta no se encuentra
perfectamente centrada ni paralela al eje de la viga [256]. En este punto, resulta
importante remarcar que ninguno de estos efectos son incluidos en la presente
formulación matemática.

En un caso general, cuando una imperfección se introduce matemáticamente
en el modelo del pandeo lateral de una viga, la simetría de la bifurcación
tridente se rompe, por lo que aparece un camino primario y otro secundario.
Las diferencias entre los diagramas de bifurcación adimensionales para vigas
genéricas perfectas e imperfectas se encuentran ilustrados en la Figura 5.17c.
En este caso, los valores numéricos son encontrados a partir de las raíces
de la fuerza restauradora f (x) asociada al oscilador de Duffing dado por la
Ec. (4.1), sumando un parámetro de imperfección constante h, comúnmente En este caso

asumimos una
imperfección del tipo
h = cte debido a ser
la más sencilla de
modelar.

obtenido por asumir una viga con una deformación inicial previa al pandeo,
de la siguiente manera [257, 258]

(1 − a) x∗ + bx∗3 + h = 0. (5.3)

Los caminos de bifurcación se dividen en uno principal (superior) y uno
secundario (inferior). La forma asociada al camino principal, resulta similar a
los resultados experimentales identificados en las Figuras 5.17a y 5.17b, donde
el desplazamiento lateral existe para valores de P < Pcrit. Por esta razón, es
posible confirmar la existencia de imperfecciones en la configuración experi-
mental, así como también una buena correlación cualitativa entre el modelo
matemático y los resultados experimentales, donde las mayores discrepancias
se dan cerca de P ≈ Pcrit.

5.2.4 Estudio de la variación de rigidez transversal por pre-carga

Para el recolector sometido a una carga axial, probablemente una de las
características más interesantes radica en la posibilidad de modificar la rigidez
global del sistema y con ello su frecuencia natural mediante la modificación
del valor de la carga axial. En esta subsección, se estudia la influencia de
la carga axial en la frecuencia natural de las muestras como se observa en la
Figura 5.18. En este caso, la frecuencia natural para los casos sin carga axial
(P = 0) son de 207 y 154Hz para las Muestras 1 y 2, respectivamente (Figs.
5.18a y 5.18b). La diferencia es debida al nivel rigidez de la viga, dependiente
del área seccional y longitud de la portante y del material piezoeléctrico,
debido a que los parámetros constitutivos son los mismos. A medida que la
carga axial aumenta, se pueden identificar dos zonas, unapara los valores
decrecientes de la frecuencia natural correspondiente al estado de pre-pandeo
y otra para los valores crecientes correspondiente al estado de pos-pandeo.
Comparando los resultados numéricos y experimentales, se observan ciertas
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Figura 5.18: Modificación de la frecuencia natural transversal para distintos valores
de la carga axial P. (a) Muestra 1, (b) Muestra 2.

diferencias pese a tener una tendencia similar. Por ejemplo, cerca de la zona
crítica de pandeo, donde la frecuencia natural se hace cero, en ninguna de las
muestras es posible alcanzar esa situación mediante ensayos experimentales.
Este fenómeno esta asociado a la existencia de imperfecciones inherentes al
sistema [257], como fue mencionado en el apartado anterior. En Figs. 5.18a
y 5.18b se observa como se produce el cambio de tendencia para valores de
P < Pcrit (P(1)

crit = 154N y P(2)
crit = 64N, respectivamente), un efecto típico que

producen las imperfecciones en la modificación de la frecuencia natural de
la viga [259]. Este comportamiento resulta razonable y en concordancia con
lo previamente observado en el estudio de la inestabilidad estática donde los
desplazamientos fuera del plano lateral también ocurrieron para P < Pcrit
(véase Fig. 5.17). Desde un punto de vista cuantitativo, puede observarse cómo
las discrepancias son más significativas cuando P ≈ Pcrit.

5.2.5 Estudio de la respuesta en frecuencia del voltaje generado

En esta Subsección se estudia la respuesta en frecuencia en el estado estacio-
nario del voltaje generado asociada a ambas configuraciones. Comenzando
con la Muestra 1 en la configuración cantilever, los resultados experimentales
son comparados con los predichos por la solución reducida del MEM dada
por la Ec. (4.157). Primero, la Figura 5.19a presenta la generación del voltaje
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Figura 5.19: Generación de voltaje para la Muestra 1 en configuración cantilever.
Los puntos representan resultados experimentales mientras que lineas
continuas, las predicciones de la solución reducida del MEM: (a) 0,05g y
(b) 1g

para bajos niveles de excitación (0,05g), donde se obtiene una respuesta lineal
como era de esperar debido a los pequeños desplazamientos de la viga. Luego,
incrementando la amplitud de la forzante a 1g, las predicciones del modelo y
los resultados experimentales son comparadas en la Figura 5.19b. Se observa
una buena concordancia entre los resultados numéricos y experimentales junto
con una ligera modificación de la frecuencia natural del sistema atribuida a
la contribución de la rigidez no lineal constitutiva proveniente del material
piezoeléctrico, provocando un efecto de endurecimiento.

La respuesta en estado permanente de la Muestra 2 en la configuración
biempotrada es estudiada en la Figura 5.20. En ella pueden observarse los
resultados numéricos y experimentales asociados al estado de pre-pandeo.
Primero se muestran los resultados sin ningún tipo de carga axial aplicada
(P0 = 0) en la Figura 5.20a. En este caso, un efecto de endurecimiento es
identificado a medida que la excitación de base aumenta, donde los valores
de frecuencia asociados a los valores picos de generación se desplazan hacia
la derecha. Este comportamiento, aparece matemáticamente debido a la pre-
sencia de la rigidez no lineal geométrica de orden cubico KG. En este caso, el
modelo analítico es capaz de reproducir perfectamente este comportamiento
para el valor de la restricción elástica obtenido anteriormente, kc =5,5 × 105.
Por otro lado, cuando la misma muestra es sometida a una carga axial de
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Figura 5.20: Generación de voltaje para la Muestra 2 en configuración biempotrada.
Régimen monoestable. Los puntos representan resultados experimentales
mientras que lineas continuas predicciones de la solución reducida del
MEM: (a) P0 = 0 y (b) P1 = 36N.

P1 = 36N,los efectos asociados al decrecimiento global de la rigidez de la es-
tructura por la carga axial, así como un mayor efecto de endurecimiento por el
incremento de los desplazamientos (y por lo tanto un rol más significativo de
la rigidez no lineal geométrica KG) son predichos por el modelo y confirmados
experimentalmente en la Figura 5.20b. Vale la pena señalar que la rigidez no
lineal geométrica no es la única fuente de no linealidad en el presente modelo.
Existen otras fuentes (véase Ecs. 4.110 y 4.111) como por ejemplo: la inercia
no lineal χ, sin contribución significativa en la respuesta dinámica; el amor-
tiguamiento no lineal µ3 con un rol similar al amortiguamiento lineal pero
con mayor contribución para amplitudes de excitación mas elevados [41, 230,
244], la rigidez no lineal constitutiva, asociada al efecto de ablandamiento en
la respuesta permanente de la generación del voltaje [43] ; y los acoplamientosEn la muestra 2, el

efecto de
ablandamiento

proveniente por la no
linealidad material

KC es superado por
el efecto de

endurecimiento
producto por la no

linealidad geométrica
KG durante el estado

de pre-pandeo.

no lineales geométricos (θG y ψG) y constitutivos (θC y ψC), que afectan a la
respuesta pero en una menor medida si se las compara con los acoplamientos
lineales (θ y ψ). Por otro lado, los estados de carga axial seleccionados en esta
sección corresponden a los definidos en la Figura 5.11, donde P0 es el caso sin
carga axial, mientras que P1 es un valor de carga axial menor a la carga critica
Pcrit (régimen de pre-pandeo).

Respecto al voltaje generado en el estado de pre-pandeo, el caso P1 presenta
un mejor rendimiento debido a los valores picos más altos, mayor generación
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fuera de resonancia y la capacidad de recolectar energía para valores de
frecuencia más bajos. Estas observaciones estuvieron en total acuerdo con lo
reportado por otros autores para la misma configuración [166, 207, 208]. De
estas observaciones surge de manera natural el interrogante de cómo afectara
a la generación, el estado de pos-pandeo o régimen biestable para los casos P0

y P1.
Los resultados numéricos y experimentales de la misma muestra en el

estado de pos-pandeo (P > Pcrit) se encuentran presentados en la Figura
5.21. Primero, la Figura 5.21a presenta la respuesta en estado estacionario del
voltaje obtenido para P2 = 81N. Para dicho nivel de carga axial, el estado
recíproco al asociado a P1 = 36N (véase Figura 5.11) fue alcanzado teniendo
aproximadamente los mismos valores de frecuencia natural de 115Hz, pero en
los regímenes mono- y biestables, respectivamente. En la Figura 5.21a, se puede
observar un comportamiento de ablandamiento predicho de los resultados
analíticos y confirmado por los experimentales. Este comportamiento ocurre
debido a la presencia de la rigidez no lineal geométrica de orden cuadrático
Ks

G, emergente de la configuración pre-deformada ws. El segundo estado de
pos-pandeo estudiado corresponde a P3 = 95N y se encuentra presentado en
la Figura 5.21b, cuyo caso fue P0, teniendo ambos frecuencias naturales de
aproximadamente 154Hz. En este punto, se puede realizar el mismo análisis
que el anterior sobre el efecto de endurecimiento en estado de pre-pandeo
y de ablandamiento en estado de pos-pandeo. Por último, el caso de mayor
carga P4 = 107N, corresponde al mas rígido y es presentado en la Figura 5.21c.
A este valor de la carga axial, el efecto de ablandamiento es, el mas acentuado
entre todos los estudiados. A diferencia del caso de pre-pandeo, no existe
reportes de otros autores para la misma configuración.

Observando las Figuras 5.20 y 5.21 en conjunto, se pueden destacar algunos
resultados contrastando los regímenes mono- y biestables. Al igual que con el
efecto de endurecimiento en el estado de pre-pandeo, el efecto de ablandamien-
to en el pos-pandeo también tiende a ser más notorio para valores de carga
axial P mayores, incluso considerando un crecimiento en el nivel de rigidez
global del sistema. Estoultimo se debe al incremento del desplazamiento fuera
del plano ws junto con la carga axial P, el cual afecta fuertemente el parámetro
modal Ks

G (véase Ec. 4.113) acentuando la no linealidad cuadrática. Es impor-
tante remarcar que si bien ambos efectos de endurecimiento y ablandamiento
son magnificados para valores mas altos de la carga axial, estos ocurren por
causas bien diferenciadas.

Por otro lado, en lo referido a los niveles de correlación entre los resultados
numéricos y experimentales, los asociados con el estado pre-pandeo tuvie-
ron una mayor correspondencia con los experimentales comparados con los
encontrados en el estado pos-pandeo. Esto se debe a las dificultades asocia-
das con las incertidumbres de la condición pre-deformada ws debido alas
imperfecciones presentes en el sistema real, tal como fue mencionado en las
validaciones experimentales del desplazamiento lateral de pandeo (subsección
5.2.3) y de la variación de la rigidez transversal (subsección 5.2.4). La existencia
de estas imperfecciones, resulta en valores de voltaje teóricos ligeramente
diferentes a los experimentales en la respuesta de voltaje de estado estable.
Con el fin de dar un tratamiento cuantitativo, se obtuvieron la porcentaje de
acuerdo promediado (PAP) y la raíz del error cuadrático medio (RECM) para los
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Figura 5.21: Generación de voltaje para la Muestra 2 en configuración biempotrada.
Régimen biestable. Los puntos representan resultados experimentales
mientras que lineas continuas predicciones de la solución reducida del
MEM: (a) P2 = 81N, (b) P3 = 95N y (c) P4 = 107N.
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valores más bajo y alto de P ensayados en pre- y pos-pandeo respectivamente,
definidas como

PAP = ∑
|(Vt−Ve)/Ve|

n
,

RECM =

√
∑ (Vt − Ve)

2

n
,

(5.4)

donde Vt y Ve corresponden a los valores de voltaje teóricos y experimentales
respectivamente, mientras que n el número de mediciones. Comenzando con
el caso de P = 0, presentando en la Figura 5.20a, y considerando todos los
niveles de excitación ensayados, el PAP fue de 90,5 % mientras que la RECM
fue de 0,71V. Estos resultados son más que aceptables. Por otro lado, para el
valor más grande de carga axial P = 107N, presentando en la Figura 5.21c, los
valores fueron de PAP = 76,2 % y RECM = 0,92V, lo cual evidencia cómo las
incertidumbres asociadas al estado de pre-pandeo o régimen biestable afectan
a las predicciones numéricas. Sin embargo, resulta importante notar que las
predicciones menos precisas de los resultados experimentales se encuentran
localizadas para frecuencias menores a las asociadas a los picos de voltaje.
Si estos puntos no son tomados en consideración, las estimaciones de PAP
y la RECM son mejoradas a 82,2 % y 0,75V, respectivamente (para un rango
de entre 178Hz a 210Hz en la Figura 5.21c), lo cual sugiere que el modelo
matemático es más preciso para valores mas altos de frecuencia.

5.3 importancia de la consideración de términos no lineales

En esta subsección, se analiza la importancia de los parámetros no lineales
del presente modelo para una correcta predicción de los resultados experimen-
tales. En este proceso se busca identificar el rol específico de cada uno de los
parámetros, tanto en los estados de pre- como de pos-pandeo del recolector.

La Figura 5.22a presenta la influencia de los parámetros no lineales junto con
los resultados experimentales para la Muestra 1 en su estado de pre-pandeo.
En este caso, la Muestra 1 fue sometida a una carga axial P = 104N y una
aceleración G = 1,4g, la cual representa la condición de mayor amplitud
de excitación testeada experimentalmente durante el estado de pre-pandeo.
Comenzando con la respuesta lineal, puede observarse que al despreciar los La solución lineal es

obtenida mediante la
solución de MEM
haciendo nulos los
parámetros no
lineales.

parámetros no lineales se sobrestima en gran medida la generación de energía,
incluso para valores de frecuencia de excitación alejadas de la condición
resonante. Por ejemplo, para una frecuencia de excitación de 142Hz(fuera de
resonancia), los valores de voltaje de la solución lineal son de 12V, mientras
que los resultados experimentales se situaron en 8V, lo cual representa una
diferencia del 50 %. Siguiendo con el análisis, la inclusión del amortiguamiento
no lineal junto con el acoplamiento no lineal constitutivo (µ2 + θC + ψC), dan
lugar a una disminución del pico de voltaje hasta un comportamiento similar
al experimental. Dado que el efecto de estos parámetros en la FRF es similar, la
relevancia de alguno de ellos puede identificarse si observamos la curva donde
el amortiguamiento es considerado junto con la rigidez no lineal geométrica
(µ2 +KG). En este caso, comparando estas dos ultimas situaciones, la diferencia
de los picos de generación es debida solamente al acoplamiento no lineal
constitutivo ψC, recordando que KG solo produce un corrimiento de frecuencia.
De esta manera, se confirma la gran influencia del amortiguamiento no lineal
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Figura 5.22: Influencia de los términos no lineales en el estado permanente de la
respuesta dinámica de la (a) Muestra 1, configuración biempotrada en el
estado de pre-pandeo (P = 104N, G = 1,4g). (b) Muestra 2 configuración
biempotrada en el estado de pos-pandeo (P = 107N, G = 2g).

µ2. Adicionalmente, un ligero efecto de endurecimiento es observado en esta
curva debido a la inclusión de KG. Sin embargo, este efecto es fuertemente
contrarrestado cuando la rigidez no lineal constitutiva es agregada (µ2 + KG +

KC), donde el ablandamiento posee un mayor peso en la respuesta. Por último,
todos los términos fueron incluidos en la última curva (µ2 + KG + KC + θC +

ψC), que en comparación con los resultados experimentales, alcanzó la mejor
predicción en comparación con los escenarios anteriormente planteados.

A esta altura, resulta importante aclarar que tanto los acoplamientos no
lineales geométricos (θG y ψG) como la inercia no lineal (χ) fueron incluidas
en todas las curvas de la Figura 5.22. La razón por la que no fue hecha ningún
tipo de mención sobre su influencia es debido a que su contribución fue
prácticamente inapreciable.En pos-pandeo, los

parámetros no
lineales son siempre
añadidos de a pares,

donde cada uno es
agregado junto con

su homónimo que
incluye la

configuración
pre-deformada ws
(por ejemplo KG y

Ks
G)

De igual forma que en el caso anterior, se analizó el rol de los términos no
lineales en el estado de pos-pandeo para la Muestra 2 tal como se observa en
la Figura 5.22b, donde se eligieron P = 107N y G = 2g porque representan
la condición de mayor excitación para esta Muestra en este estado. Nueva-
mente, el amortiguamiento modal con el acoplamiento no lineal constitutivo
(µ2 + θC + ψC) fueron añadidos en una primera instancia demostrando el
mismo comportamiento que en el estado de pre-pandeo. Seguido a esto, la
influencia de la rigidez no lineal constitutiva fue añadida al estado anterior
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(µ2 + KC + θC + ψC), confirmando una vez más el efecto de ablandamiento
propio de estas relaciones constitutivas. Sin embargo, a diferencia del estado
de pre-pandeo de la Muestra 1, donde el efecto de ablandamiento quedaba
correctamente predicho al incluir KC, la inclinación a la izquierda de los resul-
tados experimentales resulta ahora bastante más pronunciada. Esto es debido
a la necesidad de incluir la rigidez no lineal geométrica Ks

G, la cual posee un
efecto de ablandamiento por tratarse de una no linealidad de orden cuadrático.
Una vez más, puede notarse que la solución que incluye todos los términos no
lineales es la que mejor predijo los resultados experimentales, confirmando la
conveniencia del modelo aquí presentado.





6
M O D E L O I N T E R A C C I Ó N V E H Í C U L O - PAV I M E N T O

A nivel mundial, la cantidad de vehículos en circulación es una cifra que se
encuentra en aumento año tras año. En el año 1970, 30 millones de vehículos
fueron producidos y 246 millones se encontraban registrados a nivel mundial,
mientras que para el 2005, 65 millones fueron producidos y 800 millones
registrados [260]. Solamente en nuestro territorio nacional, la cantidad de
vehículos registrados ha aumentado de 7 millones en el año 2005 a 13 para el
2015 [261]. La Organización Mundial de la Salud (OMS) determinó que la gran
cantidad de vehículos en circulación causa que aproximadamente 50 millones
de persona por año en el mundo sufran traumatismos producto de accidentes
de transito, donde la velocidad inapropiada es el factor más contribuyente a la
ocurrencia de estos infortunios. Por consiguiente, el control de la velocidad
mediante la implementación de distintos tipos de obstáculos (loma de burro,
tachas, badén, etc.) que cumplan la función de disminuir la energía cinética
de los vehículos, resulta una herramienta necesaria para mejorar la seguridad
vial.

Los reductores de velocidad son elementos que sobresalen de la superficie
del pavimento colocados intencionalmente en carreteras con el fin de evitar
accidentes. Su función principal es la de obligar a los conductores a disminuir
su velocidad de circulación, generando un malestar a la conducción cuando
son atravesados a una rapidez por encima de la de diseño o recomendada.
Durante el proceso de frenado gran cantidad de energía cinética es disipada,
siendo la mayor parte en forma de calor en el sistema de freno. Sin embargo,
parte de esa energía es disipada en las deformaciones y vibraciones de los
sistemas de amortiguación y de la misma carretera. Por lo tanto, resulta lógico
creer que una gran cantidad de energía se disipa en los reductores de velocidad,
lo que los hacen una fuente de energía a explorar para la implementación y
desarrollo de dispositivos basados en la REP.

El aumento de la cantidad de vehículos circulando a nivel mundial, ha
también motivado el desarrollo de la rama de la ingeniería denominada
dinámica vehicular, la cual estudia el comportamiento dinámico de los vehículos
de transporte incluyendo múltiples aspectos como seguridad, confiabilidad,
confortabilidad, optimización de combustible y su interacción con el ambiente:
(i.e. pavimento y aire) [262, 263]. Actualmente, existen algunas alternativas
comerciales y de código abierto que pueden satisfactoriamente modelar la
dinámica vehicular y cuantificar las fuerzas introducida por el pavimento,
como por ejemplo: CarSim [264], VeDyna [265], AutoSIM [266], Modelon [267]
o MSC ADAMS. Sin embargo, el uso de estas herramientas presentan dos
grandes desventajas: (i) la mayoría de ellas requieren licencias de uso las cuales
resultan costosas, y además (ii) están orientadas específicamente a la dinámica
vehicular, donde el impacto del vehículo a la carretera y la respuesta de ésta
queda en un segundo plano.

En este contexto, en el presente Capítulo se desarrolla una formulación ma-
temática capaz de predecir la dinámica acoplada de un vehículo atravesando
una superficie irregular u obstáculo el cual posee un grado de libertad vertical.
Para ello, distintos modelos basados en la cantidad de grados de libertad son
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(b) Modelo de medio vehículo

Figura 6.1: Esquema representativo de los modelos de (a) cuarto y (b) medio vehículo
de 2 y 4 GDL respectivamente.

propuestos. Una vez identificada su influencia, diversos estudios paramétri-
cos son llevados a cabo con el fin de identificar el rol de cada parámetro en
la respuesta dinámica con un especial énfasis en la fuerza vertical máxima
experimentada. Por otro lado, respecto al perfil del reductor de velocidad, dos
geometrías diferentes son tenidas en cuenta, una «cóncava» y una «trapezoidal»
asociadas a los reductores de velocidad tipo «loma de burro» y «tacha vial»,
de mayor implementación en escenarios reales. Por último, las ecuaciones
dinámicas son obtenidas basadas en las siguientes hipótesis simplificativas:

1. El vehículo se mueve en linea recta y en el caso más general acorde a un
Movimiento Rectilíneo Uniformemente Variado (MRUV).

2. Tanto la suspensión como los neumáticos presentan un comportamiento
lineal.

3. La disipación de energía del vehículo se produce solamente en la sus-
pensión, siendo despreciable la del neumático, la cual posee un compor-
tamiento puramente elástico.

4. Los efectos aerodinámicos no son considerados.

6.1 formulación matemática

6.1.1 Modelos de vehículos

En el estudio de la dinámica vehicular, diversos modelos han sido desa-
rrollados para estudiar la respuesta del vehículo frente a las irregularidades
presentes en el camino [260, 262, 268, 269]. Uno de los modelos más sencillos es
el modelo de cuarto de vehículo esquemáticamente representado en la Figura 6.1a.El modelo de cuarto

de vehículo (Fig.
6.1a) es más

conocido por su
nombre en inglés

como «quarter-car
model»

Este modelo, esta conformado por dos masas vinculadas que admiten solo el
desplazamiento vertical, contabilizando un total de 2 GDL (grados de libertad).
En este caso, las masas son representadas como mv (masa suspendida), dada
por un cuarto del total del cuerpo del vehículo y mn (masa no suspendida)
dada por la masa de una sola rueda. Por otro lado, cs es el coeficiente de
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Figura 6.2: Esquema del modelo completo de vehículo de 7 GDL.

amortiguamiento de la suspensión, mientras que ks y kn son las constantes
elásticas asociadas a la suspensión y al neumático, respectivamente. En este
punto, resulta importante notar la hipótesis asumida donde la disipación de
energía en el neumático se asume despreciable frente a la que se produce en
la suspensión. Por último, la función y(t) representa la excitación del sistema
dada por las imperfecciones y/o obstáculos presentes en el pavimento.

Otro modelo comúnmente utilizado, y con un cierto grado de sofisticación,
es el modelo de medio vehículo, representado en la Figura 6.1b. En este caso, El modelo de medio

vehículo (Fig. 6.1b)
es también
encontrado como
«half-car» o «bicycle
model»

tres masas son consideradas: una suspendida representando la mitad del
cuerpo del vehículo y otras dos masas representando las ruedas delanteras
y traseras, respectivamente. Como resultado, un total de cuatro grados de
libertad (representados por xv, θ, xn1 y xn2) son obtenidos dados por el despla-
zamiento vertical de las tres masas, sumadas al giro de la masa suspendida θ,
el cual es comúnmente llamado pitch o cabeceo. Una de las principales ventajas
de este modelo, además de la evidente posibilidad de la incorporación del
pitch, es la capacidad de considerar distintos parámetros para las suspensiones
como para los neumáticos en los trenes delanteros y traseros, así como la
posibilidad de capturar el efecto de la posición del centro de gravedad del
vehículo en el plano transversal del mismo. Como desventaja evidente es la
mayor cantidad de información requerida para modelar el sistema, puesto que
es necesario identificar la posición del centro de masa en el plano lateral (de-
terminado por las cotas a1 y a2), así como el momento de inercia Iz, alrededor
de un eje pasante por dicho punto, y normal al plano lateral.

Por último, uno de los modelos más completos utilizados para estudiar la
vibración del vehículo, es el denominado modelo de vehículo completo (o
full car model por su nombre en inglés), presentado esquemáticamente en la
Figura 6.2. En esta formulación, un total de cinco masas son asumidas: una
por cada rueda sumada al cuerpo de vehículo. Como resultado, se alcanza
un total de siete grados de libertad (xv, ϕ, θ, xn1, xn2, xn3 y xn4) representado
por: los desplazamientos verticales de cada rueda, el del cuerpo del vehículo,
y las dos rotaciones de este: el cabeceo anteriormente comentado, y el nuevo
grado de libertad respecto al modelo anterior denominado ángulo de rolido o
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roll. La inclusión de este nuevo grado de libertad implica una mayor cantidad
de datos de entrada al modelo numérico, donde el centro de gravedad debe
ser posicionado también en el plano frontal (dada por las cotas b1 y b2), y
debe conocerse el momento de inercia en dicho plano respecto al centro de
gravedad G.

Deducción de las ecuaciones diferenciales del movimiento

Una vez introducidos los distintos modelos, se presentan las ecuaciones
de movimiento considerando un marco de referencia absoluto. Para ello, se
utilizan las ecuaciones de Lagrange considerando fuerzas generalizadas Qk

∂

∂t

(
∂L
∂q̇k

)
− ∂L

∂qk
= Qk, (6.1)

donde L = T − U representa al funcional lagrangiano, qk la k-ésima coor-
denada generalizada del sistema y Qk la k-ésima fuerza generalizada. Estas
expresiones pueden ser llevadas a una forma más simple y practica si conside-
ramos vibraciones lineales a la siguiente forma [269]

∂

∂t

(
∂T
∂q̇k

)
− ∂T

∂qk
+

∂D
∂q̇k

+
∂V
∂q̇k

= fr, (6.2)

donde fr es ahora fuerza externa aplicada al sistema, T y U representan
la energía cinética y potencial respectivamente, mientras que D la función
disipación o de Rayleigh. Estas cantidades escalares, pueden ser obtenidas a
partir de las siguientes expresiones

T =
1
2

ẋTMẋ =
1
2

n

∑
i=1

n

∑
j=1

ẋimij ẋj,

V =
1
2

xTKx =
1
2

n

∑
i=1

n

∑
j=1

xikijxj,

D =
1
2

ẋTCẋ =
1
2

n

∑
i=1

n

∑
j=1

xicijxj.

(6.3)

Donde M, K, y C son las matrices de masa, rigidez y amortiguamiento y x el
vector desplazamiento. Comenzando con el modelo más sencillo, el de cuarto
vehículo representado en la Figura 6.1a, las expresiones anteriores pueden ser
obtenidas como:

T =
1
2

mv ẋ2
v +

1
2

mn ẋ2
n,

U =
1
2

ks(xv − xn)
2 +

1
2

kn(xn − y)2,

D =
1
2

cs (ẋv − ẋn)
2 .

(6.4)

Reemplazando las expresiones dadas por la Ec. (6.4) en la Ec. (6.2), las ecua-
ciones diferenciales del movimiento para este modelo pueden ser obtenidas

mv ẍv + cs (ẋv − ẋn) + ks (xv − xn) = 0,

mn ẍn − cs (ẋv − ẋn)− ks (xv − xn) + kn (xn − y) = 0,
(6.5)
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las cuales pueden ser representadas de manera más sencilla si empleamos
la notación matricial como

Mẍ + Cẋ + Kx = f, (6.6)

donde f es el vector forzamiento del sistema. En este caso, las matrices del
sistema pueden ser expresadas de la siguiente forma

M =

[
mv 0
0 mn

]
; C =

[
cs −cs

−cs cs

]
; K =

[
ks −ks

−ks ks + kn

]

x =

[
xv (t)
xn (t)

]
; f =

[
0

kny (t)

] (6.7)

El mismo procedimiento anterior puede aplicarse para el modelo de medio
vehículo de la Figura 6.1b. En este caso, las funciones asociadas a las energías
cinética y elástica, así como la función de disipación resultan

T =
1
2

mv ẋv
2 +

1
2

mn1 ẋ2
n1 +

1
2

mn2 ẋ2
n2 +

1
2

Iy θ̇2,

U =
1
2

ks1(xv − xn1 − a1θ)2 +
1
2

ks2(xv − xn2 − a2θ)2+

1
2

kn1(xn1 − y1)
2 +

1
2

kn2(xn2 − y2)
2,

D =
1
2

cs1
(
ẋv − ẋn1 − a1θ̇

)2
+

1
2

cs2
(
ẋv − ẋn2 − a2θ̇

)2 .

(6.8)

Reemplazando las expresiones dadas por la Ec. (6.8) en las Ec. (6.2) se
obtienen un total de cuatro ecuaciones diferenciales, una por cada grado
de libertad. Dicho sistema puede ser expresado de manera matricial de la
misma manera que el dado por la Ec. (6.6), donde ahora las matrices de masa,
amortiguamiento y rigidez, así como el vector desplazamiento y forzamiento
toman la forma

M = diag (mv, Iz, mn1, mn2) (6.9)

C =


cs1 + cs2 a2cs2 − a1cs1 −cs1 −cs2

a2
1cs1 + a2

2cs2 a1cs1 −a2cs2

cs1 0
sym cs2

 (6.10)

K =


ks1 + ks2 a2ks2 − a1ks1 −ks1 −ks2

a2
1ks1 + a2

2ks2 a1ks1 −a2ks2

ks1 + kn1 0
sym ks2 + kn2

 (6.11)

x =
[

xv (t) θ (t) xn1 (t) xn2 (t)
]T

(6.12)

f =
[

0 0 kn1y1 (t) kn2y2 (t)
]T

(6.13)
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Por último, se obtienen las ecuaciones diferenciales para el modelo completo
del vehículo donde las expresiones de las energías cinética y potencial y
función disipación son

T =
1
2

mv ẋv
2 +

1
2

mn1 ẋ2
n1 +

1
2

mn2 ẋ2
n2 +

1
2

mn3 ẋ2
n3 +

1
2

mn4 ẋ2
n4

+
1
2

Ixϕ̇2 +
1
2

Iy θ̇2,

U =
1
2

ks1(xv − xn1 + b1ϕ − a1θ)2 +
1
2

ks2(xv − xn2 − b2ϕ − a1θ)2+

1
2

ks3(xv − xn3 − b1ϕ + a2θ)2 +
1
2

ks4(xv − xn4 + b2ϕ + a2θ)2

+
1
2

kR

(
ϕ − xn1 − xn2

w

)2

+
1
2

kr1(xn1 − y1)
2 +

1
2

kr2(xn2 − y2)
2

+
1
2

kr3(xn3 − y3)
2 +

1
2

kr4(xn4 − y4)
2,

D =
1
2

cs1
(
ẋv − ẋn1 + b1ϕ̇ − a1θ̇

)2
+

1
2

cs2
(
ẋv − ẋn2 − b2ϕ̇ − a1θ̇

)2
+

1
2

cs3
(

ẋv − ẋn3 − b1ϕ̇ + a2θ̇
)2

+
1
2

cs4
(
ẋv − ẋn4 − b2ϕ̇ + a2θ̇

)2 .

(6.14)

Donde ahora kR es la rigidez asociada a la barra estabilizadora del eje
delantero mientras que w = b1 + b2 representa el ancho total del eje del
vehículo. Empleando nuevamente la Ec. (6.2), y considerando que ahora
el sistema dinámico posee siete grados de libertad, las matrices de masa,
amortiguamiento y rigidez de la misma Ec. (6.6) toman la forma

M = diag (mv, Ix, Iz, mn1, mn2, mn3, mn4) (6.15)

C =



c11 c12 c13 −cs1 −cs2 −cs3 −cs4

c23 c23 −b1cs1 b2cs2 b1cs3 −b2cs4

c33 a1cs1 a1cs2 −a2cs3 −a2cs4

cs1 0 0 0
cs2 0 0

cs3 0
sym cs4


(6.16)

Siendo

c11 = cs1 + cs2 + cs3 + cs4,

c21 = c12 = b1 (cs1 − cs3) + b2 (cs4 − cs2) ,

c31 = c13 = a2 (cs3 + cs4)− a1 (cs1 + cs2) ,

c22 = b2
1 (cs1 + cs3) + b2

2 (cs2 + cs4) ,

c32 = c23 = a1b2cs2 − a1b1cs1 − a2b1cs3 + a2b2cs4,

c33 = a2
1 (cs1 + cs2) + a2

2 (cs3 + cs4) ,

(6.17)
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K =



k11 k12 k13 −ks1 −ks2 −ks3 −ks4

k23 k23 k24 k25 b1ks3 −b2ks4

k33 a1ks1 a1ks2 −a2ks3 −a2ks4

k44 − kR
w2 0 0

k55 0 0
kn3 + ks3 0

sym kn4 + ks4


(6.18)

Siendo

k11 = ks1 + ks2 + ks3 + ks4,

k21 = k12 = b1 (ks1 − ks3) + b2 (ks4 − ks2) ,

k31 = k13 = a2 (ks3 + ks4)− a1 (ks1 + ks2) ,

k22 = kR + b2
1 (ks1 + ks3) + b2

2 (ks2 + ks4) ,

k32 = k23 = a1b2ks2 − a1b1ks1 − a2b1ks3 + a2b2ks4,

k42 = k24 = − kR

w
+ b1ks1,

k25 =
kR

w
+ b2ks2,

k33 = a2
1 (ks1 + ks2) + a2

2 (ks3 + ks4) ,

k44 = kn1 + ks1 +
kR

w2 ,

k55 = kn2 + ks2 +
kR

w2 .

(6.19)

Mientras que el vector desplazamiento y forzamiento resultan

x =
[

xv (t) ϕ (t) θ (t) xn1 (t) xn2 (t) xn3 (t) xn4 (t)
]T

, (6.20)

f =
[

0 0 0 kn1y1 (t) kn2y2 (t) kn3y3 (t) kn4y4 (t)
]T

, (6.21)

Fuerzas verticales inducidas por el vehículo

En el apartado anterior, las ecuaciones diferenciales que gobiernan el movi-
miento del vehículo fueron obtenidas para tres tipos distintos de modelos de
vehículos. En dichas expresiones, las fuerzas verticales dinámicas ejercidas por
el vehículo en la carretera emergen naturalmente considerando la posición y
rigidez del neumático en conjunto con el valor del perfil de la carretera. Sin
embargo, ningún tipo de consideración respecto a las fuerzas dependientes
del peso del vehículo fue realizada. La fuerza vertical total Fv ejercida por cada
neumático a la carretera (igual y opuesta a la fuerza que la carretera le ejerce a
cada neumático), puede ser expresada como

Fv = F(d)
v + F(e)

v = kn (xn − y) + F(e)
v (6.22)

Donde F(d)
v = kn (xn − y) es la componente vertical dinámica, mientras

que F(e)
v es la fuerza estática producida por el peso total del vehículo. Esta

última fuerza F(e)
v es, en el caso más general, una función dependiente de

la configuración y aceleración del vehículo y adopta distintas expresiones
dependiendo de la cantidad de GDL asumidos. Comenzando con el modelo
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de cuarto de vehículo, F(e)
v puede ser obtenida simplemente considerando la

suma en la dirección vertical del peso de la masa suspendida y de la rueda
como

F(e)
v = (mv + mn) g (6.23)

Donde g representa la aceleración de la gravedad. Por otro lado, para
el modelo de medio vehículo, las fuerzas verticales ejercidas por el peso
deben ser obtenidas considerando tanto la sumatoria de fuerzas verticales
como horizontales, así como la sumatoria de momentos respecto a un punto
arbitrario. Considerando una carretera sin inclinación, las fuerzas verticales
producidas en el tren delantero y trasero pueden ser expresadas comoDebe recordarse que

para el modelo de
medio vehículo la

masa mv considerada
corresponde a la

mitad del vehículo
vehículo

F(e)
v1 =

(
mv

a2

l
+ mn1

)
g; F(e)

v2 =
(

mv
a1

l
+ mn2

)
g (6.24)

Donde l = a1 + a2 es la distancia total entre los ejes del vehículo. Para el
caso del modelo de vehículo completo, donde el ángulo de rolido es incluido,
las fuerzas verticales estáticas no pueden ser totalmente determinadas debido
a que se trata de un sistema estáticamente indeterminado [269]. Por ello, en
este modelo, se emplean las mismas expresiones que para el caso del medio
vehículo, lo cual implica despreciar la influencia del ángulo de rolido.

Por otro lado, cuando un vehículo se mueve y/o acelera en una superficie
inclinada, la distribución del peso en el eje delantero y trasero se ve ligera-
mente afectada. Este fenómeno se manifiesta en mayor medida para valores
mayores del ángulo de inclinación de la carretera y/o aceleración. Siguiendo
un procedimiento similar al utilizado para obtener las fuerzas estáticas, la
distribución del peso en cada eje puede ser recalculada considerando estos
dos efectos como [269]

F(e)
v1 =

(
mv

a2

l
cos θ − mv

h
l

sin θ + m1

)
g − mav

h
l

;

F(e)
v2 =

(
mv

a1

l
cos θ + mv

h
l

sin θ + m2

)
g + mav

h
l

;
(6.25)

donde av es la aceleración del vehículo y h la altura del centro de masa del
vehículo medida desde el suelo. Por otro lado, resulta importante aclarar, que
para el modelo de 2 GDL, la distribución del peso no se ve afectada cuando el
vehículo se encuentra acelerando en una superficie inclinada, por lo que la Ec.
(6.23) sigue teniendo validez.

De esta manera, con el fin de determinar las fuerzas verticales que se
desarrollan por el paso del vehículo sobre un obstáculo, se incorporan las
fuerzas estáticas en el término de fuerza f de la Ec. (6.6), dependiendo del
modelo seleccionado, ya sea por la Ec. (6.23) del modelo de 2 GDL o por las
Ecs. (6.25) del modelo de 4 y 7 GDL .

Movimiento del vehículo

Como último aspecto referido al modelo de vehículo, se define la función
desplazamiento del mismo. Para ello, se asume como caso mas general que el
vehículo se encuentra en un estado de aceleración constante y en linea recta, lo
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Figura 6.3: Distribución de presión vertical del neumático en la dirección de movi-
miento.

cual corresponde un movimiento rectilíneo uniformemente variado (MRUV).
En este caso, las ecuaciones de posición sv (t) y velocidad vv (t) resultan

sv (t) =s0 + v0t +
1
2

avt2

vv (t) =v0 + avt
(6.26)

Donde s0 y v0 representan la posición y velocidad inicial del vehículo.

6.1.2 Modelo de neumático e interacción vehículo pavimento

Durante el desplazamiento del vehículo, el único punto de contacto que exis-
te entre este y la superficie del pavimento se da a través del neumático. Dicho
contacto, se produce siempre a través de una área comúnmente denominada
huella, parche de contacto o región de contacto, la cual posee un rol fundamental
en las fuerzas transmitidas. Dichas fuerzas, son comúnmente divididas entre
normales y de fricción las cuales son las responsables de la adherencia entre
ambas superficies, aspecto de gran relevancia en las condiciones de arranque
y frenado. Otra de las funciones de gran importancia que posee el neumático,
ademas de la función obvia de sostener el vehículo, radica en su capacidad
de absorber los impactos producto de las pequeñas irregularidades presentes
en el camino. Por todos estos motivos, la dinámica del neumático cumple un
rol fundamental en el comportamiento del vehículo, influenciando en enorme
medida su nivel confort.

A la hora de modelar matemáticamente los neumáticos, diversos enfoques
analíticos han sido propuestos con el fin de predecir correctamente la inter-
acción con el pavimento. En todas las expresiones presentadas hasta aquí,
ningún tipo de consideración respecto a la forma del contacto ha sido rea-
lizada aún, es decir, que la resolución de la Ec. (6.6) tal como se presenta El modelo de

neumático de Punto
de Contacto Único se
conoce como Single
Point Contact Model
(SPC) por su nombre
en inglés

equivale a asumir que el contacto entre el neumático y la carretera se da en
un solo punto, dado por por y (t). Este enfoque es uno de los más empleados
debido a su sencillez y es denominado modelo de neumático de Punto de
Contacto Único (PCU), siendo conocido por despreciar la existencia del par-

Las capacidad del
neumático de copiar
pequeñas
irregularidades se
denominan
propiedades
envolventes.

che de contacto. Entre las aplicaciones más comunes donde este modelo es
adoptado se destacan el cálculo de los modos de vibración del vehículo, así
como el estudio transitorio del mismo cuando es sometido a excitaciones de
baja frecuencia relativa o de gran longitud de onda [268]. Sin embargo, para
carreteras con obstáculos lo suficientemente «abruptos», este modelo tiende a
sobrestimar notoriamente las fuerzas de interacción debido a su incapacidad
de contemplar las características envolventes del mismo. El primer estudio de
modelos capaces de contemplar estas características fue llevado a cabo por
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Lippmann y col. [270] quienes investigaron las propiedades de filtrado de alta
frecuencia debido a la capacidad envolvente del neumático. Basado en este
mismo fenómeno, Guo [271] propuso un modelo de neumático basado en el
filtrado geométrico del perfil de la carretera, donde una entrada suavizada
ye (t) es considerada como excitación al sistema, el cual fue llamado como de
Contacto de Rolido Rígido (CRR) . Como principales ventajas, en este modeloUn modelo más

sofisticado de
contacto es conocido

como Rigid Roller
Contact Model

(RRC) por su
nombre en inglés.

el alcance del contacto es automáticamente tenido en cuenta debido al radio
de la rueda, ademas de contemplar diferentes excitaciones para irregularida-
des positivas como negativas. Sin embargo, como desventaja, la huella del
neumático no es introducida y el contacto continua actuando en un punto.
Años más tarde, Guo y Liu [272] solucionaron este problema introduciendo
un modelo mejorado denominado de Contacto de Rolido Flexible (CRF), el cualTambién conocido

como Flexible Roll
Contact Model

(FRC) por su nombre
en inglés.

contemplaba tantos las propiedades de filtrado geométrico como por flexi-
bilidad. Sui e Hirshey [273] compararon los distintos modelos previamente
mencionados en conjunto con simulaciones tridimensionales del método de
elementos finitos utilizando LS-DYNA, probando que las soluciones dadas
por el modelo CRF y el software comercial eran las que más se asemejaban.
Luego, Yang y col. [274] presentaron un modelo Revisado de Contacto de Rolido
Flexible (RCRF) el cual incluyó el amortiguamiento y el desplazamiento del
pavimento. Por último, otra variante de modelo de neumático fue utilizada
más recientemente por Duarte y col. [158] con el fin de determinar la fuerzaEl modelo de

contacto desarrollado
por Duarte y col.

[158] presenta una
excelente relación

costo-beneficio.

vertical ejercida por el neumático sobre un reductor de velocidad capaz de
desplazarse verticalmente, problema similar al planteado en esta tesis. En este
caso, se logró una excelente solución costo-beneficio donde si bien el modelo
presentaba limitaciones debido a la hipótesis de longitud de huella constante
y su incapacidad de contemplar que el neumático se despegue del pavimento,
las aproximaciones a la interacción real resultaron superiores a las obtenidas
por el modelo de PCU, principalmente debido a que la carga era aplicada de
manera gradual. Debido a esto, en nuestra formulación se emplea un modelo
semejante al de Duarte y col. [158], donde el contacto entre ambas superficies
se asume a través de un parche de contacto de longitud constante a inversa-
mente proporcional a la presión del neumático y directamente proporcional al
peso estático soportado por el vehículo, con una distribución de presión no
homogénea dada por la siguiente función [269, 275]

σ (sr) = σm

[
1 − 4n (sr − sn)

2n

a2n +
(sr − sn)

2a

]
, (6.27)

Para la mayoría de
los neumáticos se

suele asumir n = 2 .
donde sr es un sistema de coordenada móvil solidario a la posición del centro

de masa del neumático sn (sn = sv para el modelo de 2 GDL o sn1 = sv + a1,
sn2 = sv − a2 para el modelo de 4 y 7 GDL), n es un coeficiente adimensional
empírico de la distribución de presión dependiente del tipo de neumático
cuya influencia se encuentra esquemáticamente representada en la Figura 6.3,
mientras que σm es el valor de presión promediada en el área, cuyo valor surge
de resolverˆ

AP

σ (sr) dx = Fv, (6.28)

donde la Fv es determinada acorde a la Ec. (6.22), mientras que AP es la
longitud asociada al área total del parche de contacto. De esta forma, la fuerza
desarrollada por el vehículo al reductor de velocidad, a medida que la rueda
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Figura 6.4: Modelo de cuarto de vehículo con reductor acoplado a reductor de veloci-
dad móvil.

alcanza o supera al reductor, será gradual y determinada considerando la
integral de área del miembro izquierdo de la Ec. (6.28), pero en el área de
contacto.

6.1.3 Modelo de reductor de velocidad

Hasta aquí, se dedujeron las ecuaciones de movimiento capaces de predecir
el comportamiento dinámico del vehículo sujeto a una excitación de base
y(t) producto de las irregularidades de la carretera. Ahora, se plantean las
ecuaciones del movimiento correspondientes al reductor, el cual incluye un
perfil sumado a un grado de libertad vertical, siendo éste excitado por el pasar
del vehículo. La representación esquemática del reductor en conjunto con el
vehículo circulante (bajo modelo de cuarto de vehículo en este caso), se encuen-
tra en la Figura 6.4. Tal como puede notarse, el mismo es modelado como una
masa suspendida de valor mr con valores de rigidez y amortiguamiento kr y
cr. En este caso, la ecuación del movimiento del mismo puede ser obtenida de
manera sencilla mediante la aplicación de la segunda Ley de Newton llegando
así

mr ẍr + cr ẋr + krxr = −Fv si xr > xt

mr ẍr + cr ẋr + krxt = −Fv + Ft si xr = xt
, (6.29)

donde xr (t) es el desplazamiento vertical, mientras que Fv es la fuerza vertical
inducida por el vehículo. En particular, se asume un valor de desplazamiento
máximo xt admitido para el reductor de velocidad, es decir, que si xr = xt, se
adiciona una fuerza de contacto Ft introducida por un tope.

Como fue previamente mencionado, la fuerza vertical Fv inducida por el
vehículo depende del perfil de la carretera y (t), de la posición de la rueda
xn (t), del modelo de neumático y del peso del vehículo (véase Ec. 6.22). Si
se considera el cambio de variable y = xr + f , donde f = f [sv (t)] es el
perfil del reductor, las ecuaciones asociadas al vehículo y al reductor quedan
mutuamente acopladas a través de las fuerzas verticales Fv.
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Perfil Función analítica

Reductor tipo
escalón

f (x) =


0 x < 0
hmax 0 ⩽ x < L
0 x ⩾ L

L

hmax

x

f (x)

Reductor tipo
trapezoidal

f (x) =



0 x < 0
hmax
L1

x 0 ⩽ x < L1

hmax L1 ⩽ x < L2

− hmax
L3−L2−L1

x + hmax L3
L3−L2−L1

L2 ⩽ x < L3

0 x ⩾ L3

L1 L2 L3

hmax

x

f (x)

Reductor tipo
cóncavo

f (x) =


0 x < 0

hmax − r +
√

r2 − (x − x0)
2 0 ⩽ x < 2x0

0 x ⩾ 2x0

;

donde x0 =
√

2rh − h2

2x0

hmax

x

f (x)

Reductor tipo
triangular

f (x) =


0 x < 0
hmax
L1

x 0 ⩽ x < L1

− hmax
L2−L1

x + hmax

(
1 + L1

L2−L1

)
L1 ⩽ x < L2

0 x ⩾ L2

L1 L2

hmax

x

f (x)

Reductor tipo
rampa

f (x) =


0 x < 0
hmax

L x 0 ⩽ x < L
0 x ⩾ L

L

hmax

x

f (x)

Cuadro 6.1: Distintas funciones para representar perfiles de carretera.
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Perfiles de reductores de velocidad

A la hora de diseñar perfiles de reductores de velocidad existe una enorme
cantidad variantes posibles que podrían ser empleadas. Actualmente, en lo
que respecta a nuestro país, no existe ningún tipo de legislación que regule las
dimensiones geométricas y/o materiales que deben utilizarse obligatoriamente
para ser incorporados en calles. Esto implica, que a la hora de simular numéri-
camente el pasar de un vehículo sobre un reductor móvil, un gran número de
perfiles dados por la función f (x) podrían ser considerados. Algunos ejemplo
con las geometrías mas simples, se encuentran en el Cuadro 6.1. De todas
estas, resultan de principal interés el perfil tipo trapezoidal y cóncavo, debido
a que son los perfiles que representan los empleados comúnmente.

6.2 simulaciones y resultados numéricos

Con el fin de realizar la simulación numérica, las Ecs. (6.6) y (6.29) son
resueltas en simultaneo. En lo referido a la metodología numérica, la misma es
llevada a cabo de la siguiente manera: asumiendo condiciones iniciales nulas,
las ecuaciones del movimiento son integradas numéricamente empleando el
método Runge-Kutta (RK) de cuarto orden empleando la función solve_ivp
de la librería SciPy, durante un intervalo de tiempo de t f = 10s y con un
paso tiempo máximo de T = 0,01s. La posición espacial del reductor en la
dirección de movimiento del vehículo es elegida de forma que la interacción
vehículo-reductor se produzca para t = 5s. Por otro lado, los primeros 5s de
la simulación se emplean para que el vehículo oscile producto de su peso
propio, hasta alcanzar una posición de equilibrio dependiente de los valores
de rigidez de la suspensión y del neumático. Considerando que los ejes del
movimiento fueron definidos positivos hacía arriba (véase Figs. 6.1 y 6.2), la
posición de equilibrio se dan siempre para valores negativos de xv y xn.

En lo referido a los parámetros de las simulaciones, en el Cuadro 6.2 se
presentan los distintos valores adoptados para cada elemento que conforma el
sistema. Tal como se puede notar, y como se había mencionado anteriormente,
se seleccionan dos tipos de perfiles para el reductor: el «cóncavo» y el «tra-
pezoidal». Por otro lado, dos columnas se encuentran representadas en este
Cuadro para la mayoría de los parámetros necesarios, denotadas como «Valor»
y «Estudio paramétrico». La primera columna denota los valores de referencia
que se usaran para las simulaciones, mientras que la segunda muestra el rango
de valores utilizados para estudiar su influencia en la respuesta dinámica.

6.2.1 Identificación de la influencia de los grados de libertad del vehículo

En primera instancia se busca identificar la influencia del modelo de vehículo
empleado en la predicción de la dinámica del mismo al atravesar un reductor
de velocidad. Por ello, la Figura 6.5 compara la respuesta temporal de algunas
variables temporales para un mismo vehículo modelado con de 2, 4 y 7 grados
de libertad y atravesando un reductor tipo cóncavo. La Figura 6.5a, denota Las variables

elegidas para realizar
la comparación son
aquellas capaces de
ser reproducidas por
los tres modelos.

el desplazamiento vertical del cuerpo del vehículo pudiendo identificarse
que los modelos de 4 y 7 GDL arrojan soluciones con formas exactamente
idénticas pero ligeramente diferentes en amplitud. El desplazamiento inicial
del modelo de 4 GDL se encuentra aproximadamente 0,2mm por debajo del
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Parte Elemento Valor Estudio paramétrico

Vehículo

Masa del vehículo, mv 1085 [kg] 700 − 2500 [kg]

Masa rueda, mn 40 [kg] 25 − 85 [kg]

Inercia frontal, Ix 820
[
kgm2]

Inercia lateral, Iz 1100
[
kgm2]

Cota frontal al CG, a1 1,4 [m]

Cota trasera al CG, a2 1,5 [m]

Cota lateral izquierda
al CG, b1

0,7 [m]

Cota lateral derecha al
CG, b2

0,8 [m]

Altura centro de
gravedad, h 0,75 [m]

Velocidad inicial, v0 5,5 [m/s] 1 − 18 [m/s]

Aceleración, a 0 0 − 3 [m/ss]

Rigidez barra
estabilizadora, kr

25000 [N/m]

Suspensión
Rigidez suspensión, ks 10000 [Pa] 5000 − 20000 [Pa]

Amortiguamiento
suspensión, cs

800
[
N/

(
ms−1)] 400 −

1600
[
N/

(
ms−1)]

Neumático
Rigidez neumático, kn 100000 [Pa] 50000 − 150000 [Pa]

Largo parche de
contacto, a 8 [cm]

Coeficiente de
distribución de presión,

n
2

Reductor
(trapezoidal)

Altura máxima, hmax 5,5 [cm] 1 − 5,5 [cm]

Largo, L 40 [cm]

Masa, mr 5 [kg] 2 − 10 [kg]

Rigidez, kr 80 [kPa] 40 − 100 [kPa]

Amortiguamiento, cr 3600
[
N/

(
ms−1)] 800 −

5000
[
N/

(
ms−1)]

Reductor
(cóncavo)

Altura máxima, hmax 4,5 [cm] 1 − 5,5 [cm]

Largo, L 20 [cm]

Masa, mr 5 [kg] 2 − 10 [kg]

Rigidez, kr 80 [kPa] 40 − 100 [kPa]

Amortiguamiento, cr 3600
[
N/

(
ms−1)] 800 −

5000
[
N/

(
ms−1)]

Cuadro 6.2: Valores asumidos para la simulación numérica de la interacción vehículo-
pavimento, teniendo en cuenta un vehículo típico real.
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Figura 6.5: Influencia del modelo de vehículo para reductor cóncavo en (a) desplaza-
miento vertical del vehículo, (b) desplazamiento del centro de la rueda y
(c) fuerzas verticales totales. (v0 = 5m/s).

modelo de 7 GDL. Estas discrepancias indican una diferencia en la posición
de equilibrio alcanzadas por la deformación inicial de la suspensión y los
neumáticos debido al peso propio. Esto se debe a que el modelo de 7 GDL La coordenada xv

siempre se mide
respecto al centro de
gravedad G.

contempla la distribución de la masa en el ancho del vehículo; donde se ha
asumido que centro de gravedad no se encuentra exactamente en el centro de
vehículo respecto al plano frontal, tal como se observa en los valores distintos
de b1 y b2 del Cuadro 6.2. Por esta razón, pese a que los parámetros del
sistema adoptan los mismos valores numéricos en los dos casos, el sistema de
referencia xv se encuentra localizado en lugares diferentes en el espacio; lo que En el modelo de

medio vehículo no
existe distribución de
masa en el ancho del
vehículo, mientras
que en el de cuarto
vehículo no existe ni
en el ancho ni a lo
largo del eje de
movimiento del
vehículo.

da lugar a esta pequeña discrepancia. Por otro lado, para el caso de 2 GDL, se
observan discrepancias mayores en comparación con los otros dos modelos,
las cuales pueden ser entendidas considerando que: (i) El primer pico de
aproximadamente −28,5mm localizado entre 5 y 5,5s presenta un fenómeno
similar al anteriormente mencionado, donde la coordenada xv, es medida
justo por encima de la rueda (véase Figura 6.1) debido a que este modelo no
considera la distribución de masa en la longitud del movimiento del vehículo.
Estas diferencias, resultan en que la medición de la coordenada xv asociada
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Figura 6.6: Influencia del modelo de vehículo para el reductor tipo trapezoidal en (a)
desplazamiento vertical del vehículo xv, (b) desplazamiento del centro de
la rueda xn y (c) fuerzas verticales totales Fv. (v0 = 5m/s).

el modelo de 2 GDL se vea amplificada respecto a los otros dos modelos. (ii)
Segundo, los desplazamientos a partir de los 5,5s resultan bastante diferentes
tanto en forma como amplitud; en este caso, estas diferencias están asociada
al «golpe» del eje trasero del vehículo para los modelos de 4 y 7 GDL, el cual
no es contemplado en el modelo de 2 GDL. Continuando con otro aspecto, la
Figura 6.5b presenta la comparativa del desplazamiento del centro de la rueda
del vehículo. En este caso, es posible notar cómo los tres modelos presentan
un compartimiento idéntico, demostrando que en el estudio de esta variable
es indistinto el modelo de vehículo empleado. Debido a esto, resulta lógico
esperar que las fuerzas verticales calculadas sean iguales para los tres modelos,
como se observa en la Figura 6.5.

El mismo análisis se realiza para el caso de un reductor trapezoidal en la
Figura 6.6, donde se destaca que la predicción de la fuerza vertical Fv, mostrada
en la Figura 6.6c, es la misma para cada uno de los modelos del vehículo
considerados. ,Además, respecto a la forma de la fuerza vertical en el tiempo
representada en la Figura 6.6c, el reductor tipo trapezoidal presenta cambios
mas «abruptos» al igual que un valor pico mayor de aproximadamente 6,2kN
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versus los 6kN del reductor tipo cóncavo pero en un tiempo de aplicación
más corto de 0,08s (véase Fig. 6.5c) contra 0,04s del trapezoidal. Estas dos
observaciones, pueden ser fácilmente atribuibles a la mayor irregularidad del
perfil y a la longitud más corta del reductor trapezoidal, efectos que pueden
ocasionar una sensación de mayor malestar sobre el conductor del vehículo

En base a estos resultados, es posible concluir que el modelo de 2 GDL
resulta ser la mejor solución, en términos de costo computacional, a la hora de
predecir la fuerza experimentada por el reductor de velocidad al ser atravesado
por un vehículo. Sin embargo, carece de la posibilidad de estudiar una posible
interacción del reductor con el pasaje de los dos ejes del vehículo.

6.2.2 Identificación de la influencia de los parámetros del vehículo

En esta sección se busca identificar el rol de los parámetros que intervienen
en el modelo del vehículo sobre los valores de fuerzas verticales máximas
transmitidas al reductor de velocidad. Para ello, se presentan distintos es-
tudios paramétricos variando tanto las masas del vehículo y de la rueda, la
amortiguación de la suspensión, rigideces de la suspensión y del neumático
en las Figs. 6.7 y 6.8, considerando cuatro velocidades del vehículo y para
el reductor tipo «cóncavo» y «trapezoidal», respectivamente. Como prime-
ra observación, comparando las Figuras, resulta claro que la velocidad del
vehículo juega un rol fundamental en todos los casos, donde los valores más
altos de fuerza vertical máxima Fv corresponden a mayores velocidades del
vehículo, siendo ésta uno de los factores más determinantes. Segundo, en lo
referido a los parámetros del vehículo, valores crecientes de los parámetros de
masa, rigidez y amortiguamiento provenientes de cualquier elemento resulta
siempre en valores más altos de fuerza vertical. Sin embargo, de todos ellos
probablemente el factor que más relevancia muestra es la rigidez del neu-
mático, donde la mayor variación se observa para el reductor tipo «cóncavo»
con una velocidad v = 10m/s, donde en el intervalo de valores propuestos
de la rigidez del neumático kn, la fuerza vertical aumentó desde 4,4kN hasta
los 8,1kN, significando un aumento del 84 %. Es importante mencionar que
el valor de kn depende de múltiples factores como ser el tipo de neumático
(radial o convencional), material, geometría, y sobretodo de presión de inflado
[268]. Esto último podría representar un inconveniente para obtener una buena
predicción de la fuerza en situaciones reales.

Por otro lado, comparando cualitativamente los dos perfiles de reductor,
es posible notar que el reductor tipo «trapezoidal» presenta valores de fuer-
za vertical más constantes en función de los distintos parámetros y de las
velocidades del vehículo. Gráficamente, esto se puede observar en como las
lineas de la Figura 6.11 poseen una tendencia mucho más horizontal (menor
influencia de los parámetros constitutivos) así como se encuentran más juntas
entre si (menor influencia de la velocidad) que las de la Figura 6.10.

Por último, un parámetro importante a estudiar es el largo del parche de
contacto del neumático a, donde su influencia, junto con la velocidad del
vehículo sobre la fuerza vertical máxima se encuentra ilustrada en las Figs.
6.9a y 6.9b para el perfil tipo cóncavo y trapezoidal, respectivamente. De las
figuras se identifica en ambos casos el aumento de las fuerzas verticales con
la velocidad del vehículo como se mencionó anteriormente. Sin embargo, la
influencia del parche de contacto es distinta para ambos perfiles. En el caso del
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Figura 6.7: Influencia de los parámetros del vehículo en la fuerza vertical total máxima
para reductor cóncavo: (a) Masa del vehículo mv, (b) Masa de la rueda mn,
(c) Rigidez suspensión ks, (d) Amortiguamiento de la suspensión cs y, (e)
Rigidez del neumático kn.
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Figura 6.8: Influencia de los parámetros del vehículo en la fuerza vertical total máxima
para reductor tipo trapezoidal: (a) Masa del vehículo mv, (b) Masa de la
rueda mn, (c) Rigidez suspensión ks, (d) Amortiguamiento de la suspensión
cs y, (e) Rigidez del neumático kn.
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Figura 6.9: Influencia de la longitud del parche de contacto a y velocidad del vehículo
v0 en las fuerzas verticales máximas para los reductores (a) cóncavo, (b)
trapezoidal.

perfil trapezoidal, los valores de fuerza disminuyen a medida que la longitud
del parche es incrementada. Dicha influencia, es aún más notoria para valores
menores de la velocidad del vehículo, donde por ejemplo para una velocidad
de 2m/s, la fuerza vertical máxima disminuyó en un 20 % (de 6 a 5kN) cuando
la longitud del parche fue aumentada de 4 a 12cm. Dicho efecto es menor para
una velocidad de 10m/s, donde la la fuerza disminuye de 6,3 a 6,2kN para la
misma variación de la longitud del parche. Por el otro lado, en el reductor
cóncavo los valores de fuerza son independientes de los valores testeados de
longitud del parche. Este comportamiento puede ser atribuidos a la superficie
más «suave» y la mayor longitud del reductor cóncavo respecto al trapezoidal
(véase Cuadro 6.2).

6.2.3 Identificación de la influencia de los parámetros del reductor de velocidad

En el apartado anterior se identificó el rol de los parámetros del vehículo
sobre los valores máximos de la fuerza vertical. En esta sección, se realiza un
análisis similar pero sobre los parámetros del reductor de velocidad, como
ser la altura máxima del perfil hmax, la velocidad v0, el amortiguamiento cr,
la rigidez kr del reductor, distancia tope xt y la masa mr del reductor. Los
resultados de las simulaciones se encuentran representados en las Figs. 6.10 y
6.11 para el reductor «cóncavo» y «trapezoidal», respectivamente.

En primera instancia, las Figs. 6.10a y 6.11a muestran los resultados ob-
tenidos a medida que la altura del perfil y la velocidad del vehículo son
modificados mutuamente. En este caso, los valores de fuerza vertical más
grandes son identificados a medida que cualquiera de los dos parámetros
aumentan. Adicionalmente, se puede notar como la relevancia de la velocidad
del vehículo aumenta a medida que crece la altura del perfil. Estos paráme-
tros representan la variación más significativa de la fuerza vertical, donde
se registra un aumento máximo de aproximadamente 58 % para el reductor
cóncavo en la Fig.6.10a (de 3,9kN a 6,2kN). En segunda instancia, se analiza la
influencia de la rigidez y amortiguamiento del reductor en las Figs. 6.10b y
6.11b para los distintos reductores. Aquí, puede notarse que en ambos casos
existe una combinación entre kr y cr que produce que la fuerza vertical sea
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Figura 6.10: Influencia de los parámetros dinámicos del vehículo y del reductor en las
fuerzas verticales máximas para el reductor cóncavo. (a) altura máxima
del perfil hmax - velocidad v0, (b) amortiguamiento cr - rigidez kr del
reductor; y (c) xt distancia tope y masa mr del reductor.

mínima, la cual gráficamente se observa como un valle en la superficie esque-
matizada. Sin embargo, estos dos parámetros no provocan grandes cambios
porcentuales en la fuerza vertical para el intervalo propuesto, donde se registra
un aumento máximo de solo 8 % para el reductor cóncavo en la Fig. 6.10b
(de 5,8kN a 6,25kN). Por último, las Figs. 6.10c y 6.11c muestran en conjunto
cómo el valor máximo del desplazamiento admitido xt y de la masa total del
recolector afectan a la fuerza vertical máxima. En este caso, los valores de kr y
cr son elegidos mediante el criterio de que para una velocidad de v0 = 5m/s

el desplazamiento máximo sea aproximadamente de 1cm. De esta forma, se
puede observar que cuando el tope del reductor es elegido de forma que sea
menor a esta cantidad, el valor que adopte la masa mr no tiene gran relevancia
en la fuerza transmitida. Sin embargo, si el tope se encuentra más allá del
máximo del desplazamiento máximo experimentado por el vehículo, entonces
la fuerza tiende ligeramente a aumentar con la la masa. Finalmente, resulta
importante destacar que estos parámetros tampoco afectaron significativa-
mente los valores máximos de fuerza vertical, donde se registran variaciones
máximas por debajo del 5 % para el reductor cóncavo en la Fig. 6.10c (de 6,1kN
a 6,4kN).



152 modelo interacción vehículo-pavimento

5

10
20

40

4

6

v0 [ms−1] hmax [mm]

F v
[K

N
]

(a)

2,000

4,000 500
1,000

1,500

6.6

6.8

7

cr [Nsm−1] kr [kPa]

F v
[K

N
]

(b)

0.5
1

1.5
5

10

6.5

7

xt [cm] mr [kg]

F v
[K

N
]

(c)

Figura 6.11: Influencia de los parámetros dinámicos del vehículo y del reductor en las
fuerzas verticales máximas para el reductor tipo trapezoidal. (a) altura
máxima del perfil hmax - velocidad v0, (b) amortiguamiento cr - rigidez
kr del reductor; y (c) xt distancia tope y masa mr del reductor.



7
A P L I C A C I Ó N A L A R E C O L E C C I Ó N D E E N E R G Í A

A lo largo del Capítulo 4 se presentó la formulación matemática del reco-
lector de energía piezoeléctrico conformado por una viga bi-empotrada, en
sus estados de pre- y pos-pandeo. Por otro lado, en el Capítulo 6 se desarrolló
el modelo de interacción de un vehículo atravesando un reductor de veloci-
dad. En este capítulo se analiza la interacción entre ambas partes con el fin
de evaluar la factibilidad de recolectar energía proveniente del paso de un
vehículo.

En procedimiento adoptado consiste en resolver el problema de manera
desacoplada, es decir, resolver en una primera instancia la interacción vehículo-
reductor sin considerar la presencia del recolector de energía piezoeléctrico.
De esta manera, se desprecia la influencia del recolector de energía en la
dinámica vehículo-pavimento, considerando que la masa involucrada por el
reductor de velocidad es lo suficientemente grande comparada con la del
recolector de energía. Aplicando esta hipótesis se obtiene la aceleración que
sufre la masa del reductor de velocidad mr mediante la derivación numérica La velocidad del

reductor se obtiene
de la integración
numérica de las
ecuaciones acopladas
del
vehículo-reductor.

de su velocidad, utilizando el método de diferencias finitas. Luego, se utiliza la
aceleración calculada como la excitación de entrada al modelo matemático del
piezoeléctrico, asumiendo que el recolector de energía se encuentra solidario
a la masa del reductor de velocidad. La aceleración es incorporada a través
de la función de excitación de base g (t), tal como se observa en la Ec. 4.59

y las ecuaciones del movimiento son resueltas nuevamente por integración
numérica acorde al método de Runge-Kutta de cuarto orden empleando la
función solve_ivp de la librería de SciPy en Python.

7.1 consideraciones sobre la forma de onda de la generación

A la hora de estudiar el rendimiento del recolector piezoeléctrico, se realizan
algunas observaciones en lo que se refiere a la naturaleza de la excitación. A
diferencia de lo estudiado en el Capítulo 5, en este caso la forzante dista de
ser una componente armónica estacionaria en el tiempo. En la Figura 7.1a
se muestra el comportamiento mencionado, donde se presenta la evolución
temporal del desplazamiento del neumático, del cuerpo de vehículo y del
reductor de velocidad para una simulación típica. De estas tres respuestas, la
de mayor interés es la del «Reductor», debido a que se trata de la función de
entrada g (t) para el modelo piezoeléctrico. Se puede observar que la respuesta
temporal posee una forma impulsiva, donde los picos de aceleración (derivada
segunda del desplazamiento del reductor) corresponden a la situación en
que el neumático alcanza y abandona el reductor. En la Figura 7.1bse grafica
una respuesta típica de la salida de voltaje del recolector. Tal como se puede
observar, la respuesta posee un comportamiento armónico decreciente en
el tiempo causado por el amortiguamiento mecánico y eléctrico; donde los
máximos de voltaje se encuentran en los instantes en que la rueda alcanza y
abandona el reductor, para t = 0 y t = 0,2s respectivamente.
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Figura 7.1: Respuestas temporales típicas para la REPP de los (a) Desplazamientos, y
(b) Voltaje generado.

Por otra parte, debido sus características físicas, los dispositivos piezoeléc-
tricos generan energía en forma de corriente alterna (CA). De esta manera, la
señal de voltaje debe ser rectificada y acondicionada para poder ser utilizada
como fuente de alimentación en dispositivos electrónicos de baja potencia
que utilizan corriente continua (CC) para su funcionamiento. Para llevar esto
adelante, existen distintos circuitos eléctricos (basados en arreglos de diodos,
capacitores y resistencias eléctricas), que realizan una determinada función en
base a los requerimientos de potencia de la carga eléctrica:

Rectificado (R): Consiste en colocar un puente rectificador de diodos
entre el transductor piezoeléctrico y la carga eléctrica R a alimentar tal
como se muestra en la Figura 7.2a. De esta manera, el puente consigue
convertir la CA piezoeléctrica de la Figura 7.3a en crestas positivas
«rizadas» como se muestra en la Figura 7.3b.

Rectificado y filtrado (RF): En base al esquema anterior, se incorpora
un capacitor en paralelo entre la resistencia eléctrica a alimentar y elLas ventajas

asociadas a los
supercapacitores

radica en su
densidad de energía,

velocidad de carga,
ciclos de vida útil y
menor cantidad de

elementos
desechables, posibles

contaminantes.

puente rectificador (Figura 7.2b). La función del mismo es la de suavizar
el efecto «rizado», logrando mantener valores constantes de generación
como se observa en la Figura 7.3c.

Rectificado, filtrado y almacenamiento (RFA): La opción más completa
consiste en añadir un elemento en serie con la carga resistiva con el
fin de acumular la energía (Figura 7.2c). En aplicaciones de REP, los
elementos más utilizados para esta función son los supercapacitores, por
sus ventajas frente a las baterías de litio. También se suelen emplear
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Figura 7.2: Esquemas de los circuitos eléctricos comúnmente acoplados a los materia-
les piezoeléctricos. (a) Rectificado, (b) Rectificado y filtrado, (c) Rectificado,
filtrado y almacenamiento.

circuitos temporizadores con el fin de controlar los niveles de carga y
descarga del capacitor, empleando modos de operación donde el circuito
se encuentra desconectado o conectado (conocidos como sleep mode y
awake mode) [150]

En todos los casos anteriores, el comportamiento real de los circuitos eléctricos
puede ser complejo y no lineal, dependiendo de las características de los
distintos elementos constituyentes. Para el análisis propuesto en esta tesis y
con el fin de evaluar la cantidad de energía generada, se asume un circuito
eléctrico con un puente de diodos como el de la Figura 7.2a, el cual presenta
una forma de onda como la de la Figura 7.3b. Adicionalmente, se asume la
hipótesis de diodos ideales, lo que implica que los mismos se comportan como
conductores perfectos (sin caída de tensión) en la dirección de funcionamiento
y como aislantes perfectos en los casos donde se invierte la polarización.
Además, en los diodos ideales se asumen nulos: el voltaje de umbral, la
resistencia interna y la corriente de fuga, así como un valor infinito del voltaje
de ruptura. Con el fin de evaluar el rendimiento en la REPP, se elijen tres
variables diferentes:

Voltaje máximo (vmax): Como se mencionó previamente, la forma de on-
da es armónica y decreciente en el tiempo. Por ello, una de las primeras
variables a identificar resulta ser el pico de voltaje. Debido a la dependen-
cia de la dirección de la polarización del material piezoeléctrico, el pico
máximo podría ser negativo. Sin embargo, esto no resulta posible si se
tiene en cuenta que se verifica que v (t) ≥ 0 ∀t producto de la presencia
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Figura 7.3: Formas de onda (a) Generación, (b) Rectificado, (c) Rectificado y filtrado

del puente de diodos (véase Fig. 7.2a). Por lo tanto, el valor de voltaje
máximo puede ser obtenido como

vmax = máx [|v (t)|] . (7.1)

Potencia máxima (pmax): En los dispositivos empleados para la REP,
existe un valor de resistencia eléctrica R que maximiza la generación,
dependiendo de la frecuencia de excitación Ω y la capacidad del material
piezoeléctrico Cp [165, 276]. Dicho fenómeno se denomina teorema de
máxima transferencia potencia e implica en este caso que la impedancia
de salida del piezoeléctrico y de la carga deban ser iguales. Debido a
esto, el pico de potencia resulta una variable interesante a ser estudiada
calculada mediante la siguiente expresión

pmax =
v2

max
R

. (7.2)

Energía total transferida a la resistencia eléctrica (Ep): A pesar de la
utilidad de las variables anteriores, las mismas representan cantidades
instantáneas sin aportar información global de la evolución temporal del
voltaje. Este procedimiento puede resultar inexacto cuando, por ejemplo,
se desea comparar dos recuperadores de energía piezoeléctricos, donde
uno tenga un pico de generación mayor al otro pero su onda decae
rápidamente. Por este motivo, estudiar la energía total disipada en la
resistencia eléctrica resulta una idea útil y atractiva, dado que se trata de
una cantidad integral respecto al tiempo que da una idea global de la
energía recuperada

Ep =

ˆ t f

t0

v i dt =
ˆ t f

t0

v2

R
dt. (7.3)
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Figura 7.4: Estudio paramétrico P − R del pico de voltaje. Reductor tipo trapezoidal.
Estados de (a) pre-pandeo y (b) pos-pandeo. (v0 = 5m/s).

7.2 estudios numéricos

Con el fin de llevar a cabo los distintos estudios numéricos, se deben elegir
los valores de los parámetros del modelo. En lo referido al recolector, se
consideran las dimensiones geométricas dadas por la Muestra 2 del Cuadro
5.1, que consiste en un parche piezoeléctrico MFC 8507 adosado a una portante
de acero de un largo total de 114,5mm. La razón de la elección de esta muestra
por sobre la Muestra 1 (que posee un parche MFC 2814), está basada en la
mayor área cubierta por el material piezoeléctrico, que resulta en mayores
niveles de generación. Por otro lado, los valores asociados al vehículo y al El área cubierta por

el parche MFC 8507
es aproximadamente
un 50% más
respecto al MFC
2814.

perfil del reductor de velocidad se pueden encontrar en el Cuadro 6.2. En este
caso, los estudios se basan en el reductor del tipo «trapezoidal» debido a que,
comparado con el «cóncavo», presenta la ventaja de desarrollar fuerzas menos
dependientes de los parámetros del vehículo, tal como fue observado en el
Capítulo anterior (véase Figs. 6.7 y 6.8). Por otro lado, en lo referido al modelo
del neumático, se asume el modelo de contacto de huella constante en todas
las simulaciones.

Considerando el dispositivo propuesto en esa tesis, uno de los primeros
interrogantes que emerge de manera natural, es saber si existe algún valor de
carga axial P que maximice la generación de energía. Por ello, se adopta en
primera instancia un estudio paramétrico donde se varían simultáneamente los
valores de P y de la resistencia eléctrica del circuito, R. La razón de variar estos
parámetros en simultaneo radica en el hecho de que la carga axial P posee la
capacidad de alterar la rigidez transversal de la viga y por ello su frecuencia
natural (véase Fig. 5.11), mientras que R regula la máxima transferencia de
energía. Además, estos dos parámetros son los únicos que no dependen ni de
la geometría ni de las relaciones constitutivas de los materiales en el modelo
matemático. Los intervalos elegidos para estos parámetros van desde son
P = 0 a 63N y P = 65N a 120N, (con 30 muestras para cada intervalo) para
los estados de pre- y pos-pandeo, respectivamente, mientras que R es variado El valor de carga

critica de pandeo se
situá en Pcrit = 64N
para la muestra 2,
aproximadamente

entre 10 y 200kΩ (tomando 30 muestras) en ambos casos, totalizando un total
de 1800 combinaciones. Respecto a la excitación dada por el vehículo, se asume
en este primer estudio que la velocidad del vehículo se mantiene constante en
5m/s o 18km/h, un valor típico al atravesar un reductor de velocidad.
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Figura 7.5: Estudio paramétrico P − R del pico de potencia. Reductor tipo trapezoidal.
Estados de (a) pre-pandeo y (b) pos-pandeo. (vv0 = 5m/s).

En las Figs. 7.4, 7.5 y 7.6 se muestra el primer estudio paramétrico P − R, co-
rrespondiente a los resultados del pico de voltaje, pico de potencia y de energía
total transferida a la resistencia eléctrica, respectivamente. Comenzando con
el pico de voltaje generado, la Figura 7.4a muestra los valores numéricos obte-
nidos para el estado de pre-pandeo mientras la Figura 7.4b los de pos-pandeo.
Como era de esperar, en ambos casos el valor de resistencia eléctrica R juega
un rol primordial en los valores de voltaje, resultando en valores más altos a
medida que la resistencia aumenta. Respecto a la carga axial P, los resultados
demuestran que durante el estado de pos-pandeo el voltaje generado aumenta
a medida que la fuerza es mayor, donde por ejemplo, para una resistencia de
200kΩ el pico de voltaje máximo crece de aproximadamente 50 a 85V cuando
la carga axial aumenta desde 65 a 120N. En contrapartida, este fenómeno, no
es tan apreciable para el estado de pre-pandeo, donde los valores de pico de
voltaje se mantienen prácticamente inalterados a medida que varía P, excepto
por un intervalo comprendido entre los 35 y 45N donde se registran valores
ligeramente superiores. Por otro lado, comparando ambos estados entre si,
resulta claro que los valores de voltaje asociados al estado de pos-pandeo son
claramente mayores para todo el espacio de parámetros, excepto para el caso
de R en el límite inferior de los valores considerados R = 10kΩ

Los valores pico de potencia, se muestran en la Figura 7.5. Al igual que en el
caso anterior, el estado de pos-pandeo, que presenta valores picos de 100mW
(Fig. 7.5b) sobrepasando de manera global al recolector en el estado de pre-
pandeo, cuyo valor pico máximo considerando todo el rango de parámetros
es ligeramente superior a los 50mW (Fig. 7.5a). Además, se encuentra una
tendencia similar al caso anterior, donde en el estado de pos-pandeo hay una
importante variación de los valores picos a medida que aumenta P, fenómeno
no tan significativa para el estado de pre-pandeo. Por otro lado, puede notarse
como para ambos estados el pico de potencia corresponde a un valor de R
de aproximadamente 25kΩ, el cual se mantiene constante pese a la variación
de la frecuencia natural dependiente de P para cada caso. Como se mencionó
anteriormente, para este es un valor óptimo de R en el cual ocurre el fenómeno
de máxima transferencia de potencia del piezoeléctrico a la carga (resistencia
eléctrica).
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Figura 7.6: Estudio paramétrico P − R de la energía transferida. Reductor tipo trape-
zoidal. Estados de (a) pre-pandeo y (b) pos-pandeo. (v0 = 5m/s).

Por último, se presenta en la Figura 7.6 el estudio de la energía total transfe-
rida a la resistencia eléctrica para el mismo estudio paramétrico P − R. Esta
variable resulta una de las más interesantes para comparar el rendimiento
de los distintos estados del recolector, producto de que no solo depende de
los valores máximos de la onda (los cuales se desarrollan en un determinado
instante), sino que también de su decaimiento en el tiempo, incluso después
de que la fuerza vertical es removida. Comparando globalmente los resultados
asociados a ambos estados, se presentan valores máximos de aproximadamen-
te 1,8mJ para ambas muestras. Al igual que en el estudio de pico de potencia,
la máxima generación se encuentra en el mismo valor de aproximadamente
R = 25kΩ. Esto resulta lógico, debido a que este valor depende de la capaci-
tancia Cp del material piezoeléctrico así como de la frecuencia de excitación,
determinada por la velocidad del vehículo, la cuales permanecen inalteradas
en todo el espacio de parámetros. En lo referido a los valores de carga axial
para la cual se presenta la máxima energía, los mismos fueron localizados
para aproximadamente P = 45N y P = 105N para los estados de pre- como
pos-pandeo, respectivamente. Con esas cargas las frecuencias naturales son
de aproximadamente fn = 91Hz y fn = 141Hz para los estados de pre- como
pos-pandeo, respectivamente.

Una vez definidos los valores que maximizan la generación de energía para
la velocidad propuesta (v0 = 5m/s), se procede a analizar la influencia de
la velocidad del vehículo circulante, la cual varía en función del estilo de
conducción del conductor. Manteniendo el valor de las cargas axiales P en los
valores que maximizan la energía, se varía la velocidad del vehículo v0 en un
intervalo comprendido entre 2 y 10m/s que corresponde a valores de entre 7 y
36km/h. De esta forma, se realiza el estudio paramétrico v0 − R de las mismas
variables asociadas al pico de generación, pico de potencia y energía total
transferida a la resistencia eléctrica en las Figs. 7.7, 7.8 y 7.9, respectivamente.
Respecto a la variable R, es elegida en el rango de valores de 10 a 200kΩ
debido a su gran influencia en las variables eléctricas (vmax, pmax y Ep), como
ha sido mostrado anteriormente.

Comenzando nuevamente el análisis de los picos de voltaje, las Figs. 7.7a y
7.7b muestran los resultados para los estados de pre- y pos-pandeo elegidos.
Al igual que en el estudio paramétrico anterior, los voltajes picos identificados
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Figura 7.7: Estudio paramétrico v0 − R del pico de voltaje. Reductor tipo trapezoidal.
Estados de (a) pre-pandeo con P = 45N y (b) pos-pandeo con P = 105N.
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Figura 7.8: Estudio paramétrico v0 − R del pico de potencia. Reductor tipo trapezoidal.
Estados de (a) pre-pandeo con P = 45N y (b) pos-pandeo con P = 105N.

para el estado de pos-pandeo son claramente mayores; registrándose valores
máximos de 85V frente a los 50V asociados al estado de pre-pandeo para una
resistencia y velocidad de 200kΩ y 10m/s, respectivamente. Comparado con el
barrido paramétrico P − R, es posible evaluar la influencia de la velocidad del
vehículo vv0 en la generación. Como es posible observar, en las Figs. 7.7a y 7.7b,
la velocidad a la que el vehículo atraviesa el reductor de velocidad no afecta
significativamente al pico de generación para ninguno de los dos estados. Esto
puede ser atribuido a lo observado en el capítulo anterior, donde los valores
de fuerza vertical máxima Fv no son afectados significativamente para este
reductor a medida que varia la velocidad (véase Fig. 6.8). Sin embargo, se
observa una serie de oscilaciones que presentan valores máximos y mínimos
relativos, lo cual podría deberse a un fenómeno resonante entre la excitación
provocada por el paso del vehículo y las las frecuencias naturales del reductor
y del recolector piezoeléctrico.

En el análisis de pico de potencia las Figs. 7.8a y 7.8b muestran los resultados
en pre- y pos-pandeo, respectivamente. De igual forma que en el análisis
anterior, los valores máximos de picos de potencia corresponden al estado
de pos-pandeo siendo alrededor de los 100mW frente a los 50mW del estado
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Figura 7.9: Estudio paramétrico v0 − R de la energía transferida. Reductor tipo tra-
pezoidal. Estados de (a) pre-pandeo con P = 45N y (b) pos-pandeo con
P = 105N.

de pre-pandeo. Aún mas, lo valores picos de generación se encuentran una
vez más en un valor de resistencia optima R de aproximadamente 25kΩ,
independientemente de la velocidad v0. De esta manera, pese a las pequeñas
oscilaciones en los valores respecto a la velocidad v0, (tal como fue observado
con el voltaje), no se observa una gran influencia de la velocidad del vehículo
sobre los valores picos de potencia para los casos analizados.

El último análisis corresponde a la energía total disipada en la resistencia
eléctrica del estudio paramétrico v0 − R, el cual es presentado en las Figs. 7.9a
y 7.9b para los estados de pre- como pos-pandeo, respectivamente. Como se
había mencionado previamente, esta variable es particularmente atractiva para
analizar el rendimiento de ambos estados del dispositivo. Comenzando con el
estado de pre-pandeo (Fig. 7.9a), se observa una alta dependencia del valor de
la resistencia eléctrica en la cantidad máxima de energía, donde se identifica
nuevamente un valor óptimo de aproximadamente de R = 25kΩ. Respecto
a la variación con la velocidad del vehículo v0, los valores de energía total
crecen y decrecen con mínimos y máximos locales tal como se había observado
en las variables del pico de voltaje y potencia. Por otro lado, estas mismas
tendencias son observadas para el estado de pos-pandeo, pero de manera
más desordenada (Fig. 7.9a), donde pese a que los valores de velocidad
que maximizan la generación son diferentes al estado de pre-pandeo, se
observa también una superficie ondulada con máximos en aproximadamente
R = 25kΩ. En comparación con la respuesta del estado de pre-pandeo, resulta
importante remarcar lo «errático» que parece ser la superficie en pos-pandeo,
lo cual puede ser atribuible a la influencia de la configuración pre-deformada
de la estructura, lo cual se traduce en una respuesta dinámica del recolector
más compleja y sensible producto de la mayor cantidad de términos asociados
a las ecuaciones del movimiento en este estado (véase Ecs. 4.110 y 4.111)

Con el propósito de estudiar con mayor profundidad la energía transferida
en ambos estados, la Fig. 7.10a presenta la variación de energía en función de
la velocidad del vehículo v0 para R = 25kΩ (valor aproximado para la máxima
transferencia de energía). En la Figura, se aprecia el comportamiento «errático»
de la dependencia de la velocidad, donde no se observa ningún tipo de tenden-
cia creciente o decreciente para el rango de valores propuestos. Por otro lado,
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Figura 7.10: Comparativas del rendimiento de los recolectores de energía óptimos
en regímenes de pre- (P = 45N) y pos-pandeo (P = 105N,R = 25kΩ):
(a) Energía total en función de la velocidad; y formas de onda para (b)
v0 = 6m/s y (c) v0 = 9m/s.

se trazan en dos lineas punteadas el valor promedio de energía total respecto
a la velocidad v0. Como se puede notar, el estado de pre-pandeo constituye un
valor medio más alto, el cual se sitúa en 1,24mJ frente a los 0,97mJ asociados
al estado de pos-pandeo, implicando una mejora de 21 %. Con el propósito de
entender este comportamiento, las Figs. 7.10b y 7.10c muestran las respuestas
temporales del voltaje para ambos estados considerando valores de velocidad
de 6 y 9m/s, respectivamente. Los valores de velocidad son elegidos debido a
que representan casos antagónicos, donde en un caso el estado de pre-pandeo
genera más energía mientras que en el otro el de pos-pandeo. Comenzando
con la Fig. 7.10b, donde la energía en el estado de pre-pandeo es superior,
puede observarse como dos picos de generación de aproximadamente 45V son
alcanzados primero por el recolector en pos-pandeo frente a los de aproxima-
damente 35V del estado de pre-pandeo, lo cual se encuentra en concordancia
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con lo observado en los estudios paramétricos presentados en la Fig. 7.7. Estos
valores máximos están vinculados a la «entrada» y «salida» de la rueda, que
producen los valores de aceleración máximos debido a los cambios abruptos
de la evolución temporal del desplazamiento. Una vez que la rueda abandona
el reductor, comienza el periodo de oscilación libre donde la onda decrece
gradualmente. En este caso, la amplitud inicial del modelo de pre-pandeo es El decrecimiento no

es logarítmico debido
a que el modelo
cuenta con
amortiguamiento
cuadrático.

claramente mayor, atributo que afecta positivamente a la energía total gene-
rada (debido a la notable mayor área -y por ende mayor energía- que cubre
la forma de onda respecto con el eje horizontal). Por otra parte, analizando
el periodo de vibraciones libres, puede notarse cómo el periodo de la señal
de voltaje en pos-pandeo es claramente menor a la de pre-pandeo, debido a
su mayor valor de frecuencia natural con los valores de carga axial asumidos
( fn = 91Hz y fn = 141Hz).

En el caso de la Fig. 7.10c se incrementa la velocidad a 9m/s. Como primer
aspecto distintivo se observa que los picos máximos asociados a la «entrada»
y «salida» de la rueda al reductor se dan en un intervalo temporal menor,
tal como era de esperarse debido a la mayor velocidad del vehículo. Al igual
que en el caso anterior, el recolector en el estado de pos-pandeo alcanza
valores mayores de pico de voltaje. Sin embargo, la diferencia con el caso
anterior se encuentra en la amplitud inicial asociada al periodo de vibraciones
libres, la cual en este caso es mayor para el estado de pos-pandeo, afectando
positivamente al área bajo la curva.

En lo referido al decrecimiento de la amplitud de voltaje, se distinguen dos
zonas limitadas, antes y después de t = 0,1s. Es posible observar en la Fig.
7.10c, una mayor amplitud de generación para el estado de pos-pandeo antes
de t = 0,1s; sin embargo, su tasa de decrecimiento fue considerablemente
mayor en comparación con el estado de pre-pandeo, provocando que ambas
amplitudes sean prácticamente iguales al llegar a t = 0,1s. Estas diferencias
en las tasas de decrecimiento, son debidas a la presencia del amortiguamiento
cuadrático, el cual tiene mayor predominancia con altas amplitudes. A partir
del valor t = 0,1s, se nota cómo los voltajes de ambos estados decrecen
prácticamente al mismo ritmo. Esto es debido al menor valor de amplitud,
por lo que la contribución del amortiguamiento cuadrático es claramente
menor. En función a estas observaciones, resulta importante notar que no se
aprecia la influencia del amortiguamiento cuadrático en la Fig. 7.10b, donde
la amplitud correspondiente al caso de pre-pandeo decrece lentamente. De
esta manera, se puede afirmar que el amortiguamiento cuadrático afecta en
mayor medida al modelo de pos-pandeo. Esto puede deberse a que, tal como
se mencionó al comienzo del Cap. 5, el amortiguamiento modal no lineal ζni
se mantuvo constante; sin embargo, el amortiguamiento que experimenta el
dispositivo dependerá del parámetro parámetro µ3i el cual además depende
de la frecuencia natural y forma modal (véase Ec. 4.110). Este comportamiento
fue observado para otras velocidades del vehículo, sin embargo los resultados
no son presentadas en la tesis para no extender el volumen de la misma.

En base a todo lo aquí expuesto, resulta adecuado pensar el que el recolector
sometido al estado de pre-pandeo resulta más atractivo para este tipo de
excitación.
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C O N C L U S I O N E S

En la presente tesis, se estudió la posibilidad de recolectar la energía di-
sipada en pavimentos, o más específicamente en reductores de velocidad,
proveniente de la circulación de un vehículo e implementando la transducción
piezoeléctrica. El estudio se realizó sobre un dispositivo conformado por una
portante bi-empotrada con un parche piezoeléctrico pegado a la misma y
sometida a una carga axial estática en uno de sus extremos, la cual permitía
variar la rigidez transversal de la viga y por lo tanto su frecuencia natural.
Durante el desarrollo de este trabajo, se alcanzaron una serie de contribuciones
y conclusiones significativas, las cuales se detallan y resumen a continuación.

Comenzando con la formulación matemática del recolector, se desarrolló un
complejo modelo electromecánico no lineal del acoplamiento piezoeléctrico
empleando la teoría de vigas Bernoulli-Euler. Entre los aspectos destacados
del modelo se puede mencionar: primero, un campo de desplazamiento y
de deformaciones no lineal, dando así lugar a efectos inerciales y de rigidez
geométrica no lineales. Segundo, la inclusión de otras fuentes de no linealidad
como el amortiguamiento cuadrático y constitutivas no lineales para el material
piezoeléctrico. De esta forma, en base al análisis del estado del arte, esta fue
la primera vez que se consideran todas estas fuentes de no linealidad para el
análisis de recolección de energía. En lo referido a las ecuaciones diferenciales
electrodinámicas, las mismas fueron obtenidas siguiendo una formulación
Lagrangiana y luego discretizadas para una cantidad genérica de modos
siguiendo el método de Galerkin o de descomposición modal. Además, se
consideró a la carga axial mayor a la carga crítica de pandeo; en consecuencia,
también fue estudiado el estado de pos-pandeo, para lo que debió obtenerse
la solución al problema de pandeo estático no lineal.

En otro aspecto, durante el desarrollo de la formulación matemática también
se contempló por primera vez la inclusión de una condición de borde no
ideal para un transductor piezoeléctrico cargado axialmente. Dicha condición,
asumida como elástica, fue capaz de actuar como caso intermedio entre los
dos casos extremos comúnmente encontrados en la literatura, donde los
desplazamientos axiales son totalmente o nulamente restringidos. Este aspecto
es de suma importancia debido a que en la realidad cualquiera de estas dos
situaciones ideales son difícil de encontrar. Dicha condición de borde demostró
poseer un carácter extremadamente relevante, sobretodo en la forma de la
función de respuesta en frecuencia del recolector de energía.

Adicionalmente, las expresiones más relevantes obtenidas por la presente
formulación matemática fueron verificadas experimentalmente considerando
distintos ensayos y contemplando distintas muestras y configuraciones del
recolector. De esta forma, la verificación se realizó para un amplio espectro
de parámetros. En lo referido a las no-linealidades asumidas al modelo, las
mismas demostraron tener un rol primordial en la respuesta dinámica tan-
to para los estados de pre- como pos-pandeo, y el no considerarlas puede
arrojar resultados alejados de los experimentales. Además, la determinación
analítica de la configuración pre-deformada jugó un papel clave en el estado
de pos-pandeo, pues de ella depende gran cantidad de parámetros modales
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asociados a este estado. En base a los resultados, se demostró la existencia
de imperfecciones, la cual significó ligeras desviaciones entre las resultados
teóricos y experimentales cuando la carga axial se encuentra próxima a la
carga crítica, afectando la configuración pre-deformada asociada al problema
de pandeo lateral.

Considerando las ecuaciones unimodales, se empleó el Método de Escalas
Múltiples (MEM) para obtener la solución al problema del acoplamiento
piezoeléctrico tanto para el estado de pre- como pos-pandeo y asumiendo
excitaciones de base armónicas. Como aspecto destacado del método de
reducción empleado, la inclusión del efecto piezoeléctrico representa un avance
en la formulación matemática de dispositivos de esta índole dado que, si bien
el MEM ya había sido empleado para dar solución a la dinámica de pos-
pandeo de vigas [242], el efecto piezoeléctrico no había sido incluido. La
solución obtenida fue comparada con resultados experimentales y numéricos
(donde las ecuaciones del movimiento fueron integradas empleando el método
de Runge-Kutta), mostrando un excelente acuerdo en ambas casos. Por lo
tanto, el Método de Escalas Múltiples (MEM) demostró ser una herramienta
de gran utilidad para el estudio de la dinámica del dispositivo excitado
armónicamente.

Por otro lado, también se desarrolló un modelo de la interacción vehículo-
pavimento considerando distintos modelos de vehículo, de perfiles de reductor
y un modelo de neumático de parche de contacto constante. De esta forma, se
logró simular la dinámica acoplada de un vehículo atravesando un reductor
de velocidad con un grado de libertad vertical. Por consiguiente, se obtuvo
la excitación a la cual es sometida la viga piezoeléctrica y se estudió su
dinámica empleando soluciones basadas en el método de Runge-Kutta. Como
conclusión, se probó que el modelo de vehículo más sencillo, considerando dos
grados de libertad resultaba suficiente para predecir la interacción vehículo-
pavimento. Además, se encontró que los parámetros de rigidez del neumático,
así como el tipo y altura de perfil son los que más afectan de manera porcentual
a las fuerzas verticales desarrolladas por el vehículo al atravesar un reductor
de velocidad.

En base a las predicciones numéricas, acoplando los modelos del recolector
y de la interacción vehículo-pavimento y considerando circuitos eléctricos
ideales, se concluyó que es posible recuperar un promedio de aproximada-
mente 1mJ por el pasar de un solo vehículo para condiciones de carga axial P
y resistencia eléctrica elegidos apropiadamente, tanto en los regímenes de pre-
como pos-pandeo. Además de la exhaustiva comparación para ambos estados,
se determinó que el dispositivo en el estado de pre-pandeo muestra ser una
mejor alternativa para la aplicación propuesta.

Por último, uno de los objetivos propuestos para la presente tesis, trata
sobre la utilización de materiales piezoeléctricos de origen nacional libres
de plomo fabricados por INTEMA para la recolección de energía. Entre los
distintos sistemas posibles los del tipo BNKT y KNL-NTS fueron comparados
experimentalmente frente al PZT donde se observó un rendimiento inferior en
comparación con los PZT comerciales. Sin embargo, el desarrollo de estos ma-
teriales resulta prometedor y atractivo debido a su principal ventaja asociadas
a la no toxicidad durante su proceso de fabricación.
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trabajos futuros

Considerando lo expuesto en esta tesis, se presentan algunos trabajos a
futuro :

Considerar la presencia de imperfecciones en la formulación matemá-
tica con el fin de dar dar un tratamiento más preciso al problema de
inestabilidad elástica o pandeo lateral.

Incluir la influencia del circuito eléctrico con el propósito de estudiar
el rendimiento del recolector, incluyendo la presencia del puente recti-
ficador (con diodos no ideales), así como los capacitores de filtrado y
almacenamiento y temporizador.

Explorar la implementación de otros tipos de actuadores piezoeléctri-
cos basados en tensión como ser: piezocomposites, piezostacks, bridge y/o
cymbal.

Implementar mediciones en campo y controladas de las fuerzas verticales
del vehículo así como de la generación de voltaje para el dispositivo
propuesto con el fin de validar el modelo en entornos reales.
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A
E VA L UA C I Ó N D E M AT E R I A L E S L I B R E S D E P L O M O D E
O R I G E N N A C I O N A L PA R A G E N E R A C I Ó N D E E N E R G Í A

En este apéndice se presenta una breve descripción del procedimiento para
la obtención de materiales piezoeléctricos libres de plomo, conformados por
reacciones de estado sólido. Como valor agregado, las muestras desarrolla-
das son de fabricación nacional, específicamente producidas por la división
«cerámicos» del Instituto de Investigación en Ciencia y Tecnología de Materiales
(INTEMA). La metodología empleada para conformar los distintos tipos de
sistemas piezoeléctricos es similar, donde las diferencias entre cada uno se en- Llamamos «sistema»

a los diferentes
compuestos
piezoeléctricos, p. ej.
BNKT, BNT-BT, etc.

cuentra en las relaciones estequiométricas, tiempos y temperatura de calcinado
o sinterización, y/o voltaje empleado para la polarización de las muestras.

Adicionalmente al proceso de elaboración, serán también descriptos el
conjunto de métodos necesarios para su caracterización, así como la evaluación
del rendimiento de las muestras para la recolección de energía.

a.1 proceso de conformación de la muestras

La conformación de cerámicas piezoeléctricas es un largo y trabajoso proceso
de varios días de duración donde deben ser realizados una gran cantidad de
pasos. El procedimiento comienza con la preparación de los reactivos (carbonatos
y óxidos) presentados en la Figura A.1a, los cuales son:

Oxido de titanio (IV).

Carbonato de sodio (Anhidro).

Carbonato de potasio.

Oxido de bismuto (III).

Oxido de niobio (V).

(a) (b)

Figura A.1: (a) Preparación de reactivos, (b) Molino planetario de bolas Fritsch Pul-
verisette 7 Classic Line.
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(a) (b)

Figura A.2: (a) Horno eléctrico Indef 273 empleado para calcinación y sinterizado, (b)
Prensa hidráulica utilizada para la conformación de las muestras.

En este primer paso, los reactivos deben ser molidos y llevados un tamaño
de grano parejo, utilizando un molino planetario de bolas marca Fritsch
Pulverisette 7 Classic Line Fritsch [277], mostrado en la Figura A.1b. Este tipo
de equipos son ideales para triturar el material a moler y operan mediante
impacto de alta energía por medio de bolas de molienda en vasos rotativos queLos materiales más

comunes para las
bolas de molienda

son acero inoxidable
y carburo de

tungsteno.

giran una velocidad nominal de 1100RPM. En este caso, el elemento utilizado
como vehículo es alcohol isopropílico, , lo que significa una molienda del tipo
húmeda. La razón de la utilización de este líquido es que luego puede ser
eliminado mediante la evaporación en un horno de secado (realizado durante
aproximadamente 12 horas a una temperatura de 80ºC). Una vez completado
el secado, se utilizan tamices de una granulometría de 62 micrómetros para
garantizar un tamaño por debajo de dicho nivel.

Seguidamente, se procede a la preparación de cada vaso con las cantidades
estequiométricas del sistema buscado, donde se repite el proceso de molienda,
secado y tamizado . Luego de esto, el compuesto debe ser calcinado, donde
se busca la eliminación de la fase orgánica existente. Este procedimiento es
llevado a cabo en un horno eléctrico marca Indef 273 [278], presentado en la
Figura A.2a. En lo referido a las temperaturas y tiempos elegidos, estos varían
ligeramente dependiendo del sistema, situándose los mismos entre rangos de
aproximadamente 700 a 800ºC durante 2 a 3 horas. Una vez completado este
proceso, el compuesto debe ser molido, secado y tamizado por una tercera y
última vez.

El siguiente paso consiste en la conformación geométrica de la muestra. Este
paso es llevado a cabo mediante una prensa hidráulica fabricada por técnicos
del INTEMA que opera con una presión nominal de 100kg/cm2 . Con el fin
de dar cohesión a las muestras, acetato de polivinilo (PVA) en una solución
acuosa es agregado como ligante previo al prensado. La forma final de las
muestras depende de la forma del molde, donde tanto discos como placasLas placas son

obtenidas a partir del
corte de muestras en

forma de disco.

pueden ser obtenidas como resultado final.
Seguido a esto, las muestras deben ser sinterizadas, donde se busca dar

cohesión a los polvos, creando enlaces entre las partículas y dándole una
estructura granular definida. El sinterizado es llevado a cabo en el mismo
horno Indef 273 de la Figura A.2a, y tanto las temperaturas, sus intervalos
temporales, así como la velocidad de enfriamiento dependen fuertemente delLa velocidad de

enfriamiento posee
un rol crucial para

evitar fracturas por
tensiones térmicas.
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(a) (b)

Figura A.3: Proceso de polarización. (a) Tester de alta potencia Vitrek V73, (b) Muestra
sometida a temperatura.

sistema. Estos valores, deben ser obtenidos experimentalmente a partir de
la literatura y/o ensayos anteriormente realizados. En este paso, se busca la
formación de la estructura cristalina del tipo perovskita con la mayor cantidad
de distorsiones posibles en conjunto con la creación de fases secundarias, las
cuales están asociadas un mayor efecto piezoeléctrico [32, 35].

Por último, las muestran deben ser polarizadas utilizando un tester de alta
potencia Vitrek V73 [279] mostrado en la Figura A.3a. En una primera instancia,
se utiliza pintura de plata para la conformación de los electrodos. Luego, las
muestras son colocadas en un baño de aceite de silicona como protección de
los posibles arcos eléctricos que se puedan producir. La tensión necesaria a
aplicar, así como el tiempo requerido dependen una vez más del sistema. Aun
más, para algunos sistemas el proceso de polarización debe ser realizado con
temperatura, como puede ser el caso de BNKT mostrado en la Figura A.3b.
Una vez finalizado este paso las muestras piezoeléctricas ya se encuentran
listas para ser caracterizadas y estudiadas.

a.2 métodos de caracterización de las muestras

Una vez conformadas las muestras, se realizan una serie de ensayos de
caracterización del material a fines de identificar las propiedades del mismo.
Estos estudios involucran tanto análisis estructurales, micro-estructurales,
eléctricos y físicos, tal como se presentan a continuación:

1. Densidad, mediante la aplicación del método de Arquímedes y utilizando
balanzas de precisión.

2. Módulo de elasticidad, empleando un nanoindenter marca Bruker Hysitron
TI 980 [280] y de acuerdo a la norma ISO 14577.

3. Difracción de Rayos X, para caracterizar las diferentes fases cristalinas
utilizando un analizador marca PANalytical X’pert Pro [281] representado
en la Figura A.4a.

4. Microscopio electrónico de barrido (o SEM por sus siglas en inglés), para SEM: Scanning
Electron Microscopeel estudio de la morfología de grano y presencia de fases secundarias

empleando un microscopio marca Jeol JSM-6460LV [282].
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(a)

(b)

(c)

Figura A.4: Instrumental empleado (a) Analizador de rayos X PANalytical X’pert Pro,
(b) Impedancímetro Hewlett-Packard 4284A, (c) Medidor de d33 SINOCERA
YE2730A.
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5. Espectroscopia Raman, para identificar la presencia de distorsiones en la
estructura perovskita mediante un equipo marca Renishaw inVia Raman
Microscope [283].

6. Curvas de polarización-campo (P-E), para medir la histéresis ferroeléctrica
del material, en un baño de aceite de silicona utilizando un circuito
Sawyer-Tower modificado.

7. Influencia de la temperatura en las propiedades dieléctricas del material
permitiendo la determinación de la pérdida dieléctrica tan δ así como
el calculo indirecto de la capacidad Cp considerando la geometría de
la muestra. En este caso, se utilizó un impedancímetro marca Hewlett-
Packard 4284A [284] que opera en un rango de 20Hz-1MHz acoplado a
una estufa para realización del ensayo a diferentes temperaturas. Adicio-
nalmente, el factor de acoplamiento planar electromecánico (Kp) puede
ser determinado a partir de las curvas de impedancia de las cerámicas
polarizadas acorde a

Kp =

√
2,51

{
fa − fr

fa

}
(A.1)

donde fa y fr representan las frecuencias de anti-resonancia y resonancia
respectivamente [33].

8. Por último, la medición del d33 se realiza utilizando un equipo marca
SINOCERA YE2730A [285] diseñados por Global Sensor Technology y
representado en la Figura A.4c.

a.3 evaluación para la recolección de energía

Una vez realizada la caracterización de la mayor parte de las propiedades
de las muestras piezoeléctricas libres de plomo, es posible llevar a cabo
la evaluación de estos materiales para la recolección de energía. Con este
propósito, se preparan dos vigas que contienen dos muestras piezoeléctricas
conformadas por los sistemas BNKT y KNL-NTS. fueron, adheridos una viga
de acero en configuración cantilever, tan cerca del empotramiento como sea
posible. La razón de la elección de estos sistemas se debe a que fueron las
que demostraron mejores propiedades (mayor valor de d33en el ensayo 8).
En este procedimiento, las muestras fueron excitadas de manera armónica a
baja amplitud con el fin de garantizar una respuesta lineal, buscando de esta
manera completar dos objetivos:

1. Identificar el valor de la constante de acoplamiento piezoeléctrico d31, a
partir del ajuste por mínimos cuadrados entre el resultado experimental
y numérico de la curva V/g.

2. Comparar el rendimiento de estos materiales frente a alternativas basa-
das en PZT. Las muestras libres de plomo desarrolladas son cerámicas
tipo bulk, por lo tanto para realizar una comparación adecuada se utiliza
una cerámica del mismo tipo basada en PZT. Por ello, se utilizó un
zumbador (o más conocido como buzzer por su denominación en inglés)
fabricado en PZT-5H y pegado a una muestra de acero similar a las
otras muestras . Las dimensiones de los tres sistemas se encuentran
presentados en el Cuadro A.1.
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BNKT KNL-NTS PZT-5H

Muestra Placa Disco Disco

Espesor, hp 0,71 1,1 0,2

Ancho, bp [mm] 9,17 - -

Largo, Lp [mm] 12,4 - -

Diámetro, dp [mm] - 16,4 18

Cuadro A.1: Dimensiones geométricas de las muestras elegidas para la evaluación de
la recolección de energía.

En lo referido a la formulación matemática, las ecuaciones lineales discreti-
zadas que gobiernan el problema asociado al acoplamiento electromecánico
pueden ser obtenidas eliminando los términos no lineales constitutivos y
geométricos de las Ecs. (4.73) y (4.74)

q̈i + µ2i q̇i + ω2
i qi + θiv = −Fi cos(Ωt),

Cpv̇ +
v
R
− ψi q̇i = 0.

(A.2)

siendo los parámetros modales asociados los siguientes:

Fi =G
ˆ L

0
mϕi dx,

θi =ψi =
d31

c33hp

(ˆ
Ap

z dAp

)(ˆ
Lp

Λ′′ϕi dx

)
,

µ2i =2ωiζi

ˆ L

0
ϕ2

i dx

(A.3)

donde para nuestras muestras, los únicos parámetros desconocidos resultan
ser ζi y d31. Debido a tratarse de un problema lineal, los modos de vibración
pueden desacoplarse entre sí, permitiendo hallar una solución analítica exacta
mediante, por ejemplo, la aplicación de balance armónico, donde se asume la
siguiente dependencia de las variables independientes

qi =qie
iΩt

v =veiΩt,
(A.4)

siendo v y qi las amplitudes (complejas) del voltaje y de la i-ésima coordenada
generalizada respectivamente. Reemplazando las expresiones (A.4) en (A.2),
las soluciones para el módulo de las variables son

qi (Ω) =
FiθiΩR√[

ωi − Ω2 − µ2iCpRΩ2
]2

+
[
µ2iΩ + RΩ

(
θ2

i + Cpω2
i − CpΩ2

)]2
,

v (Ω) =
N

∑
i=1

θiΩR√
1 + C2

pR2Ω2
qi.

(A.5)
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(a) (b)

Figura A.5: Obtención del modo de vibración a partir de COMSOL (a) Malla desarro-
llada, (b) Solución del primer modo de vibración.
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Figura A.6: Ajuste por mínimos cuadrados para las muestras (a) BNKT (placa) y (b)
KNL-NTS (disco).

Mientras que la recomposición espacial resulta:

w (x, t) =
N

∑
i=1

ϕiqie
iΩt. (A.6)

Tal como puede observarse, las expresiones dadas por (A.3) dependen de la
forma modal ϕi. Cuando la geometría es una placa (BNKT), ésta puede ser
obtenida analíticamente de forma exacta como [213]

ϕi(x) = C1 cosh(βix) + C2 sinh(βix) + C3 cos(βix) + C4 sin(βix), (A.7)

donde βi = 4
√

ω2ρA/EI. Sin embargo, dicha solución no es valida para la
muestra en forma de disco (KNL-NTS), donde no existe una solución ana-
lítica. Para salvar esto, un modelo tridimensional de elementos finitos fue
desarrollado en el software COMSOL Multiphysics [286] tal como se encuentra
presentado en la Figura A.5. De esta manera, el modo de vibración asociado al
primer modo flexional fue calculado, exportado y normalizado respecto a la
matriz de masa. Luego, los parámetros modales (Ecs. A.3) quedan definidos
mediante realizar el calculo de las derivadas e integrales de forma numérica..

El ajuste por mínimos cuadrados para ambas muestras se encuentra repre-
sentado en la Figura A.6 mientras que los valores identificados se encuentran
presentados en el Cuadro A.2. En el caso propuesto, la caracterización del
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BNKT KNL-NTS

Muestra Placa Disco

d31 [pC/N] 12,8 22

d33 [pC/N] 129 117

c33 [GPa] 92 136

ρ [kg/m3] 5760 4667

Cp [nF] 1,28 1,54

ζ1 0,0031 0,0037

V/g (pico) 19,9 22,3

fn [Hz] 56, 6 57,9

Cuadro A.2: Valores caracterizados para las muestras libres de plomo de los resulta-
dos experimentales. Valores resaltados grises denotan aquellos obtenidos
por mínimos cuadrados.
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Figura A.7: Densidad de potencia generada para distintos materiales sobre una R =
248kΩ

material fue realizada para las muestras BNKT y KNL-NTS, mientras que para
para el PZT-5H dichos valores fueron obtenidos de la literatura. Si considera-
mos que para una cerámica PZT-5H, los coeficientes d31 y d33 usualmente se
encuentran aproximadamente en 300 y 600pC/N respectivamente, los valores
identificados para las muestras libres de plomo estuvieron muy por debajo
de estos números, representando entre 6 a 20 veces menos. Como cálculo
adicional se presenta una comparativa experimental entre estas muestras y el
buzzer, en términos de la densidad de potencia, con el objeto de eliminar la
dependencia del volumen de la muestra y/o la resistencia eléctrica empleada
para la comparativa. De esta forma la variable de comparación introducida es

p (Ω) =
v2 (Ω)

RVp
. (A.8)

La Figura A.7 muestra los resultados obtenidos de la Ec. (A.8), donde cada
curva fue normalizada en el eje de las abscisas para cada valor de frecuencia
natural ωn a fines facilitar la comparativa. Observando esta Figura, la mayor
densidad de potencia corresponde a la muestra basada en plomo (PZT). Esto
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confirma, que las muestra de PZT son bastante superiores comparadas con las
estudiadas en esta sección y que deber ser llevados a cabo mayores desarrollos
para mejorar su rendimiento. Sin embargo, no debe perderse de vista las
ventajas de las muestras libres de plomo, las cuales son una prometedora
alternativa a futuro debido a que representan menor grado de contaminación
en comparación con los PZT, siendo posible poder fabricarlas en el país.





B
F O R M A S C O N S T I T U T I VA S M AT E R I A L E S
P I E Z O E L É C T R I C O S

Las ecuaciones constitutivas de un material piezoeléctrico pueden ser ex-
presadas de diversas formas en función del arreglo elegido para las variables
independientes, dando así lugar a diferentes matrices constitutivas. La sim-
bología, así como el orden tensorial, tamaño y unidades de estas matrices se
presentan de manera resumida en la siguiente Cuadro:

Símbolo
Tipo de
objeto

Tamaño Unidades Significado

T Vector 6x1
N
m2 Tensión mecánica

S Vector 6x1 N/D Tensor de deformaciones

E Vector 3x1
N
C Campo eléctrico

D Vector 3x1
C

m2 Desplazamiento eléctrico

s Matriz 6x6
m2

N Conformidad mecánica

c Matriz 6x6
N
m2 Elasticidad mecánica

ϵ Matriz 3x3
F
m Permitividad eléctrica

d Matriz 3x6
C
N

Acoplamiento piezoeléctrico
(forma Deformación-Carga

eléctrica)

e Matriz 3x6
C

m2

Acoplamiento piezoeléctrico
(forma Tensión-Carga

eléctrica)

g Matriz 3x6
m2

C
Acoplamiento piezoeléctrico
(forma Deformación-Voltaje)

q Matriz 3x6
N
C

Acoplamiento piezoeléctrico
(forma Tensión-Voltaje)

Cuadro B.1: Simbología utilizada para variables y parámetros constitutivos en mate-
riales piezoeléctricos.

Por otro lado, las expresiones para convertir las ecuaciones constitutivas de
una forma a otra, pueden ser sintetizadas como:

De Deformación-Carga eléctrica (Strain-Charge) a Tensión-Carga eléctrica
(Stress-Charge)

cE = s−1
E

e = d.s−1
E

ϵS = ϵT − d.s−1
E dt

(B.1)
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De Deformación-Carga eléctrica (Strain-Charge) a Deformación-Voltaje
(Strain-Voltage)

sD = sE − dtϵ−1
T .d

g = ϵ−1
T .d

(B.2)

De Tensión-Carga eléctrica (Stress-Charge) a Tensión-Voltaje (Stress-Voltage)

cD = cE − etϵ−1
s .e

q = ϵ−1
s .e

(B.3)

De Deformación-Voltaje (Strain-Voltage) a Tensión-Voltaje (Stress-Voltage)

cD = s−1
D

q = g.s−1
D

ϵ−1
S = ϵ−1

T + g.s−1
D gt

(B.4)



C
E C UA C I O N E S E L E C T R O M E C Á N I C A S D E
E U L E R - L A G R A N G E

Las ecuaciones electromecánicas de Euler-Lagrange para el dispositivo
desarrollado son obtenidas a partir del principio de Hamilton el cual puede
ser enunciado comoˆ t1

t2

(δT − δU + δWnc) dt = 0 (C.1)

donde δT, δU, δWnc representan las variaciones de la energía cinética, la
energía potencial y el trabajo de las fuerzas no conservativas respectivamente.
En la obtención de las ecuaciones se tendrán en consideración como trabajo de
fuerzas no conservativas a (i) amortiguamiento viscoso lineal axial y (ii) flexio-
nal, (iii) amortiguamiento cuadrático no lineal y por último, (iv) disipación de
energía en la resistencia eléctrica por efecto Joule. El efecto del amortiguamiento
en la dirección axial no será contemplado.

La dependencia del funcional L = T − U puede ser expresada como

L = L(x, t, u, w, Φ̇, u̇, ẇ, u′, u′′, w′, w′′) (C.2)

donde x y t son la coordenada espacial y temporal que representan las
variables independientes y u, w y Φ el desplazamiento axial, transversal y
flujo eléctrico que representan las variables dependientes del problema. La
variación del funcional puede ser expresada como

δL =
∂L
∂u̇

δu̇+
∂L
∂ẇ

δẇ+
∂L
∂u′ δu′ +

∂L
∂u′′ δu′′ +

∂L
∂w′ δw′ +

∂L
∂w′′ δw′′ +

∂L
∂Φ̇

δΦ̇ (C.3)

donde cada uno de los términos de la Ec. (C.3) debe ser integrado como

ˆ t1

t2

∂L
∂u̇

δu̇dt =
∂L
∂u̇

δu
∣∣∣t2

t1

−
ˆ t1

t2

[
∂

∂t

(
∂L
∂u̇

)
δu
]

dt (C.4)

ˆ t1

t2

∂L
∂ẇ

δẇdt =
∂L
∂ẇ

δw
∣∣∣t2

t1

−
ˆ t1

t2

[
∂

∂t

(
∂L
∂ẇ

)
δw
]

dt (C.5)

ˆ t1

t2

(
∂L
∂u′ δu′

)
dt =

ˆ t1

t2

[
∂L
∂u′ δu

∣∣∣L
0
− ∂

∂x

(
∂L
∂u′

)
δu
]

dt (C.6)

ˆ t1

t2

∂L
∂u′′ δu′′ =

ˆ t1

t2

[
∂L
∂u′′ δu′

∣∣∣L
0
− ∂

∂x

(
∂L
∂u′′

)
δu′
]

dt

=

ˆ t1

t2

[
∂L
∂u′′ δu′

∣∣∣L
0
− ∂

∂x

(
∂L
∂u′′

)
δu
∣∣∣L
0
+

∂

∂x2

(
∂L
∂u′′

)
δu
]

dt
(C.7)
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ˆ t1

t2

(
∂L
∂w′ δw′

)
dt =

ˆ t1

t2

[
∂L
∂w′ δw

∣∣∣L
0
− ∂

∂x

(
∂L
∂w′

)
δw
]

dt (C.8)

ˆ t1

t2

(
∂L

∂w′′ δw′′
)

dt =
ˆ t1

t2

[
∂L

∂w′′ δw′
∣∣∣L
0
− ∂

∂x

(
∂L

∂w′′

)
δw′
]

dt

=

ˆ t1

t2

[
∂L

∂w′′ δw′
∣∣∣L
0
− ∂

∂x

(
∂L

∂w′′

)
δw
∣∣∣L
0
+

∂

∂x2

(
∂L

∂w′′

)
δw
]

dt

(C.9)

ˆ t1

t2

(
∂L
∂Φ̇

δΦ̇
)

dt =
ˆ t1

t2

[
− ∂

∂t

(
∂L
∂Φ̇

)
δΦ
]

dt. (C.10)

A su vez, la variación del trabajo de las fuerzas no conservativas resulta

ˆ t1

t2

δWnc dt =
ˆ t1

t2

[
−c1u̇δu − c2ẇδw − c3ẇ2 sgn(ẇ)δw − iδΦ

]
dt (C.11)

Reescribiendo el principio de Hamilton, y agrupando en términos comunes
la siguiente expresión es obtenida

ˆ t1

t2

{
[
− ∂

∂t

(
∂L
∂u̇

)
− ∂

∂x

(
∂L
∂u′

)
− c1u̇

]
δu

+

[
− ∂

∂t

(
∂L
∂ẇ

)
− ∂

∂x

(
∂L
∂w′

)
+

∂

∂x2

(
∂L

∂w′′

)
− c2ẇ − c3ẇ2 sgn(ẇ)

]
δw

+

[
− ∂

∂t

(
∂L
∂Φ̇

)
− i
]

δΦ +
∂L
∂u̇

δu
∣∣∣L
0
+

∂L
∂u′ δu

∣∣∣L
0

+

[
∂L
∂w′ −

∂

∂x

(
∂L

∂w′′

)]
δw
∣∣∣L
0
+

∂L
∂ẇ

δw
∣∣∣L
0
+

∂L
∂w′′ δw′

∣∣∣L
0
} dt = 0

(C.12)

Donde, por arbitrariedad de los desplazamientos virtuales, y reemplazando
Φ̇ = v, las ecuaciones electromecánicas son obtenidas como

∂

∂t

(
∂L
∂u̇

)
+

∂

∂x

(
∂L
∂u′

)
− ∂2

∂x2

(
∂L
∂u′′

)
+ c1u̇ = 0

∂

∂t

(
∂L
∂ẇ

)
+

∂

∂x

(
∂L
∂w′

)
− ∂2

∂x2

(
∂L

∂w′′

)
+ c2ẇ + c3ẇ2 sgn(ẇ) = 0 (C.13)

∂

∂t

(
∂L
∂v

)
+

v
R

= 0

Sumado a las siguientes condiciones de borde
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∂L
∂u′ δu

∣∣∣L
0
= 0 (C.14)

∂L
∂u̇

δu
∣∣∣L
0
= 0 (C.15)

∂L
∂w′′ δw′

∣∣∣L
0
= 0 (C.16)

∂L
∂ẇ

δw
∣∣∣L
0
= 0 (C.17)[

∂L
∂w′ −

∂

∂x

(
∂L

∂w′′

)]
δw
∣∣∣L
0
= 0 (C.18)


