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Abstract

Analytical mechanics is a solid mathematical tool for modeling mechanical systems. The “Dynamic
Model” of a robotic manipulator analyzes the relationship between the movement produced in the robot
and the torques/forces applied to its joints. A process of construction of the dynamic model of a
manipulator robot is presented based on the formulation of the Lagrange equations, which describe the
dynamics of a manipulator robot by balancing the kinetic and potential energy of its links). With this
model, physical phenomena such as: "Inertial Effects" - "Centripetal and Coriolis Forces" -
"Gravitational Couple" and "Friction" are analyzed. This process has as “input inputs” the dynamic
parameters (masses, lengths and moments of inertia of links) and the homogeneous transformation
matrix supplied by direct kinematic model and as “output products” the forces and torques that are due
apply to each joint.

Resumen

La mecanica analitica constituye una solida herramienta matematica para formular modelos de sistemas
mecanicos. El “Modelo Dindmico” de un manipulador robdtico analiza la relacion entre el movimiento
producido en el robot y los pares/fuerzas aplicados en las articulaciones del mismo. Se presenta un
proceso de construccion del modelo dindmico de un robot manipulador en base a la formulacion de las
ecuaciones de Lagrange, las cuales describen la dinamica de un robot manipulador mediante el balance
de la energia cinética y potencial de sus eslabones). Con este modelo se analizan fendmenos fisicos
como: “Efectos Inerciales” — “Fuerzas Centripetas y de Coriolis” — “Par Gravitacional” y “Friccion”.
Este proceso posee como “insumos de entrada” los parametros dindmicos (masas, longitudes y
momentos de inercia de eslabones) y la matriz de transformacion homogénea suministrada por modelo
cinemético directo y como “productos de salida” las fuerzas y pares de torsion que se deben aplicar en
cada articulacion.
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I. INTRODUCCION

El modelo dindmico (Reyes Cortes, 2011) del robot manipulador permite explicar una gran variedad
de fendmenos fisicos presentes en la estructura mecanica del sistema — robot; tales como, fuerzas centrifugas
y de Coriolis (Barrientos et al., 2004), efectos inerciales, par gravitacional y fendmenos de friccion (viscosa,
Coulomb y estatica). Estos fenomenos son intrinsecos de la naturaleza dinamica del robot (Santos, 2004). En
la Figura 1 se ve la relacion entre momentos de torsion t, las variables articulares O y la trayectoria (T) que
desarrolla el extremo del robot desde un punto A hasta el B.
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Figura 1. Relacion entre los momentos de torsion t, las variables articulares © y la trayectoria (T) que desarrolla el
organo terminal del robot desde un punto A hasta el B

El grupo de investigacion en “Robotica aplicada a la Ingenieria" desarrolla un modelo de proceso de
investigacion en base a tres fases que procuran optimizar el disefio de un manipulador robético industrial. La
primera fase corresponde a la Cinematica del Robot, para la obtencion de los Modelos Cinematico Directo e
Inverso y del Modelo Diferencial de los manipuladores roboticos industriales; la segunda fase corresponde a
la Dinamica del Robot, que se aplica a la obtencion del Modelo Dinamico de estos brazos; y una tercera fase
vinculada a los aspectos que hacen al Control del Robot, cuyos algoritmos permiten mejorar las caracteristicas
de velocidad y precision. El problema que se analiza en este articulo se encuadra dentro de la segunda fase del
modelo de proceso de investigacion, correspondiente a la Dindmica del Robot (Hossian ef al.,2016)

El modelo de proceso de investigacion y desarrollo con sus tres fases (Cinematica del Robot, Dinamica
del Robot y Control del Robot), se detalla en la Figura 2.

Proceso de Investigacion

g
- TN,

Swuministra hswmos
A
Cinemdtica > Dindmica > Control del Robot
del Robot o del Robot
Seministra Suministra
Inswmos Insumos
Ecuaciones

de Lagrange

Modelo Cinemdatico Control Control
Directo e verso Cinemdtico Dindmico

Figura 2. Modelo de Proceso de Investigacion y Desarrollo

Se resalta el Modelo Dinamico Directo e Inverso y su vinculacion con la fase de Dinamica del Robot;
asi como también, el suministro de insumos entre las diferentes fases del proceso. La fase de cinematica debe
suministrar a la de dindmica las ecuaciones cinematicas necesarias para desarrollar los balances de energia que
exige la formulacion Lagrangiana. Para obtener el modelo dinamico inverso es preciso contar con la forma
adaptada de las ecuaciones de Lagrange; las cuales son suministradas desde la fase de dindmica del robot al
modulo de construccion de los modelos dinamicos directo e inverso. Por su parte, la fase de cinematica del
robot genera referencias a las fases de dinamica y control del robot (Arntz et al., 2016); y la fase de dindmica
suministra insumos a la fase de control, para la realizacion del control dindmico (Bartlett, 2015).

En las siguientes sub — secciones siguientes se analizan los aspectos fundamentales del proceso de
construccion.
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I1. DESCRIPCION DEL PROBLEMA

a. Descripcion global del modulo de construccion del modelo dinamico

El proceso de construccion del modelo dindmico del manipulador robdtico se sustenta en la mecéanica
Lagrangiana. Los insumos de entrada que recibe este proceso; son los parametros dindmicos (masas, longitudes
y momentos de inercia de eslabones), y los que suministra el médulo cinematico (la matriz de transformacion
homogénea con la informacion de las coordenadas cartesianas del extremo en funcion de las variables
articulares (Opn(t) en funcion de q(t)1), respecto al sistema de referencia asociado a la base del robot). El
producto que se obtiene a la salida de este proceso, es un vector (1) de fuerzas y momentos de torsion aplicados
en los actuadores de las articulaciones para obtener determinadas trayectorias articulares (posicion, velocidad
y aceleracion).

En Figura 3 se ilustra se exhibe un esquema global con la entrada y la salida al médulo de construccion
del modelo dinamico (directo e inverso) para la implementacion del mencionado proceso. Cabe sefialar, que
se obtiene el vector T en forma general conforme a la configuracion del robot en cuestion, para luego hallar
este vector T para las trayectorias articulares en linea con las prestaciones que debe realizar el robot.

Insumo de Enfrada Producto de Salida
Modulo de
»  Construccion del >
Modeb Dinamico
Matrizde Transformacion Homogénea Trayectonias Arficulares

Figura 3. Insumos de Entrada y Producto de Salida al Mo6dulo de Construccion del Modelo Dindmico

En las dos sub — secciones siguientes se analizan las caracteristicas de las dos herramientas principales
del proceso propuesto; considerando que ambas provienen de la mecénica analitica y se adaptan al analisis
dindmico de un robot manipulador.

b. Aspectos fundamentales del modelo dindamico para un robot manipulador

La descripcion matematica del modelo dindmico de un robot manipulador de n grados de libertad, esta
dada por la ecuacion diferencial compleja y de naturaleza continua. Esta ecuacion es multivariable con

dindmica fuertemente acoplada y “no lineal” en el vector de estados [¢"-¢"1"; ademas de ser valida para un robot
con una estructura en cadena cinematica abierta, que no incluye el fenomeno de elasticidad en la ecuacion (1).

()= M(@)4+C(g.004+ G@)+F, . 1.) 0

Donde 7() es el vector de fuerzas o pares que se aplica a cada articulacion, q € Rn es el vector de

posiciones articulares o coordenadas generalizadas®, 4R es el vector de velocidades articulares, 7<®" es el
vector de aceleraciones articulares. A su vez, el modelo dindmico posee propiedades fundamentales para el
estudio del control de robots manipuladores; las cuales estan asociadas a cada uno de los términos.

Efectos inerciales: esta representado por el producto entre la matriz de inercia y la aceleracion articular

M@a , ¥ cuyo principal significado se manifiesta en el cambio de estado de movimiento del robot. A su vez,
la matriz M (q)nxn (siendo n los grados de libertad del robot) es una matriz simétrica M (@9)=M @', definida
positiva M (q) > 0 y, por lo tanto, que admite inversa (3¥(@").Los elementos de la matriz M dependen de las

variables articulares y sus coeficientes son expresiones que incluyen las masas concentradas y las longitudes
entre ellas.

Fuerzas Centripetas y de Coriolis: 4.9 <R™ eg la matriz de fuerzas centripetas (fuerzas radiales en
movimientos curvilineos hacia adentro del centro de curvatura) y de Coriolis (esta fuerza representa la
desviacion del movimiento de traslacion a raiz de su componente de rotacion (Colvin et al., 2014) y, al igual

! Para la especificacion de las trayectorias articulares, se usa en forma indistinta q(t) y ©(t). De igual manera para sus derivadas.
2 Para estas coordenadas se destaca que pueden variar cada una fisicamente independientemente de la otra.
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que la matriz M(q), también es vital en el estudio de la estabilidad del sistema de control del robot (Brynjolfsson

y McAfee, 2014), .A su vez, (€@ D). +) depende de 7 g y no es Unica; pero el vector €@ D .0 si 10 es. Las
fuerzas centripetas son radiales y se originan debido al movimiento de rotacion; mientras que las fuerzas de
Coriolis, se deben al movimiento relativo existente entre los distintos elementos que dependen de la
configuracion instantanea del manipulador, y siempre contienen el producto de dos velocidades de articulacion
distintas.
Efecto gravitacional: G(q) € Rn es el vector de pares gravitacionales (vector gradiente de la energia potencial)
y depende de las variables articulares qi.

Efecto de friccion: el vector ©1@-/)=R" es el vector de pares de friccion (viscosa, Coulomb y estatica)
de cada articulacion del manipulador. Este fendmeno posee el efecto fisico de oponerse al movimiento del
robot. Un modelo clasico de friccion es el que combina la friccion viscosa y la de Coulomb, el cual depende

de la velocidad de la variable articular y estd dado por el vector 1 @=/ua+/.25€1@ Donde fml y fm2 son
matrices diagonales definidas positivas. Los elementos de la diagonal de fm1 son los parametros de la friccion
viscosa, y los de fm2 son los de la friccion de Coulomb. La friccion es un fendémeno disipativo (no
conservativo) que se traduce en desgaste de las partes mecanicas del sistema; por lo es complejo modelar con
exactitud estos términos.

c. Aspectos fundamentales de la formulacion lagrangiana

Las ecuaciones de Lagrange permiten describir la dindmica de un manipulador mediante un balance
de energia, la cual se expresa en términos de la energia cinética y potencial de sus eslabones. Para realizar la
formulacion Lagrangiana, es preciso contar con la cinematica directa del manipulador, lo que brinda la
posibilidad de llevar a cabo cuatro procedimientos de calculo: A) calculo de la energia cinética (X(a().4()
),B) célculo de la energia potencial (V@®), C) calculo del Lagrangiano (£ =K¢®.9()-U(¢() ) y D) formulacion
de las ecuaciones escalares dinamicas de movimiento de Lagrange para un robot manipulador de n grados de

libertad (gdl); las cuales se desarrollan para cada uno de ellos, donde el miembro *-#/@/J se refiere a fuerzas o
pares no conservativos en cada articulacion visto en la ecuacion (2).

d|dlg.9)| olig.q)

—r—F(q,f) i=12..n
. f e

i

(2)
d. Desarrollo del modulo de construccion del modelo dinamico

Como se detallo en la seccion a., este modulo presenta como “insumos de entrada” los parametros
dinamicos (masas, longitudes y momentos de inercia de eslabones) la matriz de transformacion homogénea
suministrada por modelo cinematico directo. Por su parte, este proceso provee como “producto de salida” las
fuerzas y pares de torsion que se deben aplicar en cada articulacion, ajustados a las trayectorias articulares que
se proponen. De acuerdo al esquema global de Figura 3, en la Figura 4 se exhibe el nucleo de aplicacion del

proceso; el cual se conforma de tres fases que permiten obtener las fuerzas y pares de torsion 7=7(¢().4(1),q())
. La 1ra fase desarrolla la “Formulacion Lagrangiana” mediante los cuatro procedimientos citados en sub —
seccion 2.3. En la 2da fase se obtienen los pares de torsion en forma matricial; en otros términos, el modelo
dinamico inverso general en funcion de la configuracion del robot manipulador que se estudia. Para la

realizacién de la 3ra fase se incorporan las trayectorias articulares («®.2().90). Se calculan los pares de torsion
a aplicar en las articulaciones del robot para que el extremo del robot respete dichas trayectorias; una vez que
se consideren los fenémenos de friccion u otras perturbaciones. Cabe sefalar, que los resultados obtenidos
constituyen importantes referencias hacia el modulo de control dinamico, siendo sustanciales en el disefio del
sistema de control del robot.
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Figura 4. Nucleo y desarrollo del Proceso del Médulo de Construccion del Modelo Dinamico
e. Condiciones experimentales

En la Figura 5 se ilustra un manipulador robdtico de dos (gdl) con 2 articulaciones rotacionales (RR)
y 2 eslabones rigidos, donde la mufieca se considera fija.

| \
q:

Masa 2 (m;)

R
- s Centrode masa 2 (c2]

Masal(m,)

D: FlIA

Centrode masa 1 (cl) ¥

D. FlJA

I ]
'

Figura 5. Manipulador Robdtico Industrial de 2 Grados de Libertad

Insumos de entrada al proceso: 1) parametros dinamicos: longitudes y masas de eslabones (11, 12, m1
y m2), distancias entre los centros de masas (c1 y ¢2) y los ejes de giro (Ic1 y Ic2) y los momentos de inercia
de cada eslabon con respecto al eje que pasa por su centro de masa (J1 y J2). 2) matriz de transformacion
homogénea respecto a la base, la cual3, la Gltima columna indica las componentes (X, y) del vector posicion
del extremo del robot, respecto al sistema de referencia asociado a la base S0(X0, YO0).
¢, —s, 0 le+he,
0 S, ¢y 0 Lis+ls,
1o 0 1 0
0O 0 O 1

3 Se abrevia cos (q1) = Ci, cos (q2) = Ca, cos (q1 + q2) = Ci2, sen (q1) = Si & sen (qi + q2) = Si2
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Se inicia el Proceso del Mddulo de Construccion del Modelo Dinamico, conforme a sus 3 fases para
obtener las fuerzas y pares de torsion en las articulaciones del robot.

Fase 1: Formulacion Lagrangiana: se desarrollan los 4 procedimientos.

Calculo de la Energia Cinética (¥(2(1).4())): 1a energia cinética total del robot es la suma de la energia
almacenada en cada eslabon (KTotal = K1 + K2). Para cada eslabon, la energia cinética total es la suma de
traslacion mas la de rotacion De la cinematica diferencial se obtiene las coordenadas y velocidades del CM de
cada eslabon. Para el eslabon 1: x1 =1c1C1 y1 =1c1S1; luego es:

);1 D) q1 * < LS q.l )l T
v=l,|= sluego v v, =-1.S,q, L,Cq, | . |=l. g, laenergiacinéticade
Y e ql 1.C g,

traslacion del eslabonles: K, = ;mll

c

g, ,yla deenerglacmetlcaderotaczones:K1R=5J1 q,

La energia cinética total del eslabon 1 es igual a la suma de ambas contribuciones donde se observa en
la ecuacion (3)

. 1 1 o2
K\(q.9)=K;+K = zmlla q1+2'] q,

A3)

Analogamente, para el eslabon 2 es: x2 =11C1 +1¢2 C12, y2 =11S1 +1¢2S12. Aqui se debe considerar
que la energia cinética rotacional es la suma de las velocidades @ +4.). La energia cinética total del eslabon 2
es la de traslacion mas la de rotacion, tal como figura en la ecuacion (4).

. 1 1 . .
K,(q,9)=K,; +K,, = 5 myviv, + EJz (g,+q,)*;desarrollando esta exp resion setiene :

o2 m o2 o2 1
K,(q, CI) [ % ZLz CI1+2%Q2+Q2 +myll, ‘L"‘%qZ C+- J(Ql"’Qz)
2 2 2 (4)
Para la energia cinética total se reemplaza 3) y 4) en KTotal = K1 + K2 obteniéndose la ecuacion (5):

1 2 m 2 m 2 . . .2
Ko (45 CI) mllc] Q1+2J1 q,+ 22 112 %"'7213 [ql"'qu q9,%4,

2 . .
myll., [‘]1 +4q, Q2JC2 +%Jz(Q1+Qz)z
(5)
Obtencion de la Energia Potencial: la energia potencial total del robot es la suma de la energia
almacenada en cada eslabon, visualizado en la ecuacion (6).
(UTotal = U1 + U2 =mlglc1S1 + m2g (11S1 + 1c2512) (6)
Obtencion del Lagrangiano: para esto se calcula la diferencia entre la energia cinética total y la energia

potencial gravitatoria total. L =K, (9(0),q9(1))=Up,, (9(1))
Luego sustituyendo 5) — 6) en la expresion anterior se obtiene la ecuacion (7):
<2 o2 m, m, o2 . . o2
L(g.q) =~ mldqﬁ Jyq,+ 720 q1 "or g+ 24, 4,44, [+
2 2 2
2 . 1 . .
myll ., [‘11 +4,9, ) G+ EJz (g,+4q, )? —-m gl S, —m,g (S, +1.,S,,) (7)
Formulacion de las ecuaciones de Lagrange: de la ecuacion 2) para cada coordenada generalizada ql

y g2)4, se tienen las ecuaciones (8), (9), (10) y (11): derivando L respecto a la posicion y velocidad articular
de cada coordenada, tal como se observa en la Figura 6.

aL(q’q) =[ml a4 gy, (B 4+ 200,6,) g [md (.G, 1)+, gy~ [2md 1,5,

dt a%

.- .2
q, qz_[mZIlerSZ]qZ ®)

4 Se omite para este analisis los fendmenos de friccion (viscosa, Coulomb y estatica) de cada articulacion.
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d| oL ’. . .
. M =|:mzlfz+J2:|q2+[mzlcz(llcz+lc2)+‘]2]%_[mzll LZS ]ql qz

dt
4, )
aLéq,q) g[(ml, +m,1)C, +m,l,C,]
7, (10)
OL(q,9) q) ~[my1,1,,S, ] —[m,11.,S, ]611 Qz gml,Cy,
g, (1n
t(Nm) 4 . Ty . q,(rad) $
200
. 304 fpommmmmmmmmmmmmm o5
100 200
. — I R i

t (seg)

Sp——

-50

.

=200

100 200 t(seg)

Figura 6. a) Evolucion temporal de los pares de torsion 74 y 7, correspondientes al caso 1.
b) Evolucion temporal de las variables articulares correspondientes al caso 1

Fase 2: Obtencion de los pares de torsion en forma matricial: se aplica la ecuacion 2) para las coordenadas
articulares 1 y 2; operando con las ecuaciones (8), (9), (10) y (11) de Ila forma:

=(8)-(010) & 7,=(9)-(11) , se obtiene la ecuacion (12). Por simplicidad de se omiten J1 y J2.
Luego, si se efectia el producto matricial en (12); y se expresa cada par de torsion por separado, se arriba a las
ecuaciones (13) y (14):

{fl}_[mllj+m2(1]2+132+21,1dc2) myl, (LC, +1,, )1 @, _2mzzlzdszq°2 —mzlllczqu.z q'1 .
7, myl, (1,Cy+l,) (mzle) q2 mll,S, q.. 0 q'z

{ gl (md, Crm, (1C,+,C,))]

gm,l,C, (12)
o= |:m1151 +m, (112 +12,+201,C, ) :| q, +|:mzlc2 (ZICZ +.s ):'.q.z - (2mzlllc2S2 )él éz
.2
- (mzlllczsz )qz +g I:(mllclcl +m, (ZICI +1.,C), ))] (13)

o2
Tzz[mzlcz(llcz"' )]Q1 (mz cz)Q2+(mzll [.2S, )Q1 +gm,l.,C, (14)

Fase 3: Célculo de los pares de torsion a aplicar en las articulaciones de acuerdo a las Trayectorias Articulares:

en esta fase, se disponen de ciertas trayectorias articulares, como: (@()-¢(0.4() v se calculan los pares de
torsion en cada articulacion del robot, para que el 6rgano terminal desarrolle estas trayectorias. Se plantean 2
casos experimentales cuyos parametros dindmicos se corresponden con los de la figura 5: m1 = m2 = 10kg, 11
=12=1m, Icl =1c2 = 0,5m, g = 10m/seg2 (no se consideran J1 y J2). En ambos casos se adopta un lapso de
tiempo de 0 a 200 seg.

Caso 1: durante los 200 seg la variable articular q1 desarrolla velocidad constante de 0,0157rad/seg y
g2 = 0. Es decir, ql varia de 0 a 180° en los 200 seg y el brazo completo del manipulador permanece estirado.
Se tienen las siguientes expresiones para las variables articulares:

_ rad . B ud . . .
4,(1=0,0157 Aeg*t ’ q‘([)—0,0157r%gg y =0y 0, =0,=4,=0
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Sustituyendo estos valores y los pardmetros dinamicos en las ecuaciones (13) y (14), se tienen las
ecuaciones (15) y (16) para los pares de torsion, cuya representacion se ve en la figura (6b):

r.=2001%1*cos(0,0157m%eg*t) (15)
rz=50%*c05(0,0157’"a%eg*t) (16)

Caso 2: durante los 200 seg la variable articular q2 desarrolla velocidad constante de 0,0157rad/seg y
ql =0. Es decir, g2 varia de 0 a 180° en los 200 seg y el eslabon 1 permanece estirado. Se tienen las siguientes
expresiones para las variables articulares:

1)=0,015774d/ ¢ 7 (f) = rad - ..
() Keg (figura (7a)), q,(1)=0,0157 Aeg y 1:=0Y4=¢,=¢,=0

Sustituyendo estos valores y los parametros dindamicos en (13) y (14), se tienen las (17) y (18) para los
pares de torsion, cuya representacion se ve en la figura (7b):

- N, rad _ rad
7,=150Nm+50 /n*cos(0,0157 Aeg*t) 0,00123Nm*sen(0,0157 Aeg*l) a7

_soN d
7,=50 A*cos(0,0lSW’aﬁeg*t) (s

T (Nm)
200

150 q: (rad)

100 JJ 4 f---="=""=m==-===="2

T2

50
157 ====mmm-

t(seg)

A

200

.

-50

Figura 6. a) Evolucion temporal de los pares de torsion 7, y 7, correspondientes al caso 2.
b) Evolucion temporal de las variables articulares correspondientes al caso 2.

III. RESULTADOS Y DISCUSION

Se discuten los resultados de los casos 1 y 2 para esas variables articulares.

Caso 1: las ecuaciones 15 y 16 indican que los pares de torsion que los actuadores proveen en ambas
articulaciones deben contrarrestar el efecto gravitatorio de ambos eslabones (solo quedan términos en cos ql).
El efecto mecénico es que no contribuyen los efectos inerciales (las dos aceleraciones articulares son nulas),
ni el término de Coriolis (una velocidad articular es nula), ni los términos de las fuerzas centripetas (el brazo
2 esta siempre estirado, g2 = 0 y es nula la velocidad articular 2). Un breve analisis de la situacion fisica real,
en sintonia con el grafico de figura 6a indica que: en t = Oseg es ql = q2 = 0° (ambos brazos estirados en forma
horizontal, figura 8a), T1 = 200Nm y 12 = 50Nm (requiriendo ambas articulaciones pares de torsidon maximo
en este instante). En t = 100seg es q1 = q2 = 90° (n/2) (ambos brazos estirados en forma vertical, figura 8b),
11 =12 = ONm (en este instante el par de torsion es nulo en ambas articulaciones. Si continian aumentando las
variables articulares pasados los 90° hasta los 180° en t = 200seg, ambos pares vuelven a crecer en su valor,
pero con signo contrario. Esto se debe a que ambos brazos tienden a caer por efecto gravitatorio; y debe graduar
esa “caida” mediante los pares aplicados en las articulaciones para que el manipulador “baje” conforme a la
trayectoria propuesta. Es decir, en t =200seg es q1 = q2 = 180° (1) (ambos brazos estirados en forma horizontal,
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figura 10), 11 =-200Nm y 12 = -50Nm (requiriendo ambas articulaciones pares maximo en este instante). Ver
Figura 8c.

(a) (b) (c)

Figura 8. Posiciones del Manipulador q1 = 0,0157rad/seg.t y q2 = 0° y para t =0, 100 y 200 seg

Caso 2: segun las ecuaciones (17) y (18), y similar al caso 1, ambos pares de torsion deben contrarrestar
el efecto gravitatorio de ambos eslabones; con la salvedad que existe el término de la fuerza centripeta de m2
sobre la articulacion 1 (aunque se puede despreciar frente a los otros valores). También se anula el término de
Coriolis por las mismas razones; y como ql = 0, hay un término independiente de 150Nm en la ecuacion 17
para t1. Este hecho modifica sustancialmente la situacion con respecto al caso 1, dado que no se anula el par
11 en ninglin instante. Un breve analisis de la situacion fisica real, en sintonia con el grafico de figura 7a indica
que: en t = O0seg es ql = g2 = 0° (ambos brazos estirados en forma horizontal, Figura 9a), t11 =200Nm y 12 =
50Nm (requiriendo ambas articulaciones pares de torsion maximo en este instante). Es decir que para este
instante la situacion es igual al caso anterior. En t = 100seg es q1 = 0°y q2 = 90° (n/2) (situacion que se ilustra
en la Figura 9b); aqui t1 = 150Nm y 12 = ONm. En este instante la articulacion 1 requiere un par de 100Nm
ejercido por el peso del eslabon 2 en posicion vertical (se redujo en SONm con respecto al caso anterior porque
se acorto el brazo de palanca en 0,5m con respecto a cudndo €ste esta estirado), mas el otro par de 5S0Nm
proveniente del peso del eslabon 1. Si el eslabon 2 contintia girando respecto a la vertical y la variable articula
supera los 90° hasta llegar a los 180° en t = 200seg, permaneciendo siempre el eslabon 1 en posicion horizontal,
sera ql = 0°, g2 = 180° (m) (el brazo 2 doblado sobre el 1 en forma horizontal, Figura 9¢), 1 = 100Nm (valor
minimo que adopta el par 11 sobre la articulacion 1) y 12 = -50Nm. Desde el punto de vista fisico, el valor del
par t1 se compone de 50 Nm que aporta el peso del eslabon 1, el cual siempre par de torsion a la articulacion
1 porque permanece en posicion horizontal los 200 segundos), mas los otros 50 Nm que aporta el eslabon 2
(también en posicion horizontal para este instante de 200 segundos). El par sobre la articulacion 2, vale 12 = -
50Nm, dado que al invertirse la posicion del eslabon 2 (como se ve en Figura 9c¢), el par de torsion mantiene
su valor, pero ahora la articulacion 2 debe reaccionar con un par en sentido contrario (anti horario) al primer
caso en donde g2 = 0.

Iy I oy

(a) I (b) . (©)

Figura 9. Posiciones del Manipulador q1 =0°y q2 = 0,0157rad/seg.t y para t =0, 100 y 200 seg

IV.  CONCLUSIONES

Se extraen las siguientes conclusiones de esta propuesta: 1) el problema analizado se encuadra en el
modelo de proceso de investigacion y desarrollo, 2) se desarrolla un proceso de construccion del modelo
dinamico de un manipulador en base a la formulacion Lagrangiana en base a tres fases que se desarrollan en
forma interconectada, 3) este proceso se nutre con la matriz de transformacion homogénea y los parametros
dinamicos del robot, y proporciona como salida las fuerzas y pares de torsion que se deben aplicar en cada
articulacion, de acuerdo a las trayectorias articulares que se proponen. 4) se describe un caso de estudio de un
manipulador de 2 gdl y se analizan en detalle los resultados de 2 casos experimentales.

Se desarrollan las siguientes lineas de investigacion: I) probar el modelo analitico obtenido en banco
experimental donde los eslabones y sistemas de trasmision se construyen en nuestro laboratorio. II) disefio y
evaluacion del sistema de control dinamico del robot utilizando los pares de torsion obtenidos como entrada
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al sistema. III) probar trayectorias articulares mas complejas. 1V) introducir fricciones viscosas en las
articulaciones y medir la respuesta del sistema en condiciones similares.
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