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RESUMEN 

Cuando un vehículo experimenta un choque la energía del impacto causa deformaciones de su 
estructura, las que deben estar limitadas para evitar que los pasajeros sean “aplastados” por 
componentes de la propia estructura u otros. A tales efectos, se han emitido numerosas 
normas y reglamentos que exigen la evaluación de la energía de deformación elastoplástica de 
los componentes de las estructuras de protección contra vuelco de vehículos, generalmente 
tubos de sección circular o rectangular de acero u otro material.   
Por ejemplo, para automóviles, una de las normas de USA es FMVSS 216 TP-216-05 (2006), 
para vehículos de transporte de pasajeros está vigente el Reglamento Nº 66 de la Comisión 
Económica de las Naciones Unidas para Europa (CEPE) 2011, para máquinas de trabajo fuera 
de ruta una de las normas es SAE J1040 1994, para tractores agrícolas una de las normas es 
SAE J1194_201611.  
En todos los casos la energía de deformación elastoplástica está determinada por las fuerzas 
del impacto y por las deformaciones de la estructura, cuyos valores pueden calcularse con 
programas de elementos finitos especializados.    
Para simplificar los procesos de cálculo, en este trabajo se propone un método, basado en una 
hipótesis de resistencia de materiales en el rango elastoplástico, para relacionar los valores del 
momento flexor actuante y del resultante radio de curvatura de un tubo de acero, de sección 
circular o rectangular, cuyo espesor es suficiente para evitar el aplastamiento de la sección.  
El método se validó mediante ensayos. Se determinó la curva tensión-deformación del acero de 
un tubo de sección circular ensayando probetas fabricadas con tramos del mismo. Con esos 
datos se realizaron los cálculos. Se ensayó a flexión pura normal una viga formada por el tubo.  
Las diferencias entre valores calculados y medidos de flechas elásticas resultan menores a 3%.    
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1. INTRODUCCIÓN  

En algunas normas de estructuras de protección contra vuelco se definen los puntos de 

aplicación, las direcciones y los valores de las fuerzas a aplicar en un ensayo de prototipo, por 

ejemplo: “Laboratory Test Procedure for FMVSS 216 Roof Crush Resistance” TP-216-05 (2006) 

[1], norma de la cual se tomó la Figura 1a. En otras normas, como la SAE J1194 SEP94 [2], 

para el ensayo de prototipo estático (Figuras 2a, 2b) se definen los puntos de aplicación y las 

direcciones de las fuerzas, las máximas deformaciones permitidas y el valor de la energía de 

deformación elastoplástica a aplicar (Figura 1b), pero no se definen los valores de las fuerzas, 

éstos resultan en función de la energía a aplicar y de las deformaciones permitidas. Para el 

diseño y dimensionamiento de componentes de estructuras de protección contra vuelco se 

requiere utilizar métodos de cálculo que relacionen las variables mencionadas: fuerzas, 

deformaciones y energía de deformación elastoplástica de la estructura, y tensiones en las 

secciones principales. En las siguientes páginas se propone un método de cálculo que 

contribuye a resolver ese problema.   

     . 

Figura 1: (a) Ensayo según norma TP-216-05; (b) Curva Fuerza-Desplazamiento (F-D) 
 

       . 

Figura 2: (a) Carga desde atrás en ensayo estático; (b) Carga lateral en ensayo estático  

1.1 Análisis simplificado de un pórtico hiperestático con deformaciones plásticas  

Muchas estructuras de protección contra vuelco vehiculares forman sistemas hiperestáticos.  



 

 

Para calcular sus tensiones y deformaciones en el período elástico se pueden aplicar los 

métodos establecidos, como el método de las fuerzas o el de los desplazamientos. Pero 

cuando se producen deformaciones plásticas se deben utilizar otros métodos, como los 

expuestos en [3]. La Figura 3 se obtuvo de [3] Sección 8.12 pág. 253, donde se explica este 

ejemplo de aplicación del método del trabajo virtual.  

. 

Figura 3: (a) Pórtico hiperestático ejemplo; (b,c,d) 3 hipótesis posibles deformaciones plásticas.  

En la Figura 3 se muestra un pórtico estáticamente indeterminado de primer grado, formado por 

una viga y dos columnas cuyas secciones son iguales. Muchas estructuras de protección 

contra vuelco tienen esas características. El desarrollo de una articulación plástica lo convertirá 

en estáticamente determinado, y la formación de una segunda articulación puede crear un 

mecanismo. Pero podrían ocurrir varios tipos de mecanismos, por ejemplo: la Figura 3b 

muestra un posible mecanismo de viga, la Figura 3c muestra un posible mecanismo de ladeo, 

la Figura 3d muestra un posible mecanismo combinado de viga y ladeo. La condición crítica es 

aquella en la cual el valor de la fuerza Pn resulte ser el menor. La superposición de efectos no 

es aplicable en el análisis plástico. Para cada mecanismo se debe considerar la situación en la 

que se tenga el menor número posible de articulaciones plásticas que causen el colapso. El 

valor menor de Pn ocurre en la Figura 3d, en donde se forman dos articulaciones plásticas 

marcadas A y B. En [3] pág. 241 se define a Mn como “momento nominal de la sección” y se lo 

calcula como el producto de la tensión de fluencia del material Fy por el módulo resistente 

plástico de la sección Wxp. En aceros sin “escalón” de fluencia, Fy es σ cuando Ɛ es 0,2 %. 

Wxp es igual al momento estático de las áreas sometidas a tracción y a compresión respecto 

del eje neutro plástico. En las secciones de uso habitual el valor de Wxp es mayor al del módulo 

resistente elástico Wx en un porcentaje que depende de la forma de la sección.  



 

 

El momento de fluencia My se calcula como el producto de Fy por Wx. Entonces Mn es mayor a 

My con el mismo porcentaje con el que Wxp es mayor a Wx. Cuando sobre una barra actúa un 

momento flexor menor a My, las deformaciones son solamente elásticas, si Fy es también igual 

al límite elástico, esto se cumple en aceros con “escalón” de fluencia en su diagrama σ-Ɛ. 

Cuando el momento actuante es Mn, con la hipótesis simplificada de este enfoque, en todas las 

fibras de la sección el valor absoluto de la tensión debería ser igual a Fy. En los casos reales 

esta hipótesis se aproxima mejor al comportamiento real si el material de la barra es por 

ejemplo un acero dúctil de bajo contenido de carbono. En este análisis simplificado no se 

incluye el estudio del sistema cuando el momento flexor es mayor a My pero menor a Mn, en 

cambio ese rango sí es considerado en el método explicado a continuación. 

1.2. Flexión elastoplástica de barra recta de sección con dos ejes de simetría normales  

En la Figura 4a, tomada de [4] pág. 384, se muestra un trazado que forma parte de un método 

semigráfico para relacionar el momento flexor Mf aplicado en una sección de una barra, con el 

radio de curvatura ρ resultante, considerando tensiones y deformaciones elastoplásticas. 

Feodosiev [4] págs. 384 a 386, expone este método para flexión pura normal aplicada a barras 

rectas de sección transversal constante con dos ejes de simetría normales entre sí, y cuyo 

material presenta diagramas iguales de tensiones σ de tracción y de compresión en función de 

la deformación específica Ɛ. Entonces el eje neutro, en ambos períodos elástico y plástico, 

coincide con el eje de simetría normal al plano del momento flexor. Se considera como 

hipótesis que las secciones permanecen planas en ambos períodos elástico y plástico, por eso 

la deformación específica Ɛ de cada fibra de la sección es directamente proporcional a su 

distancia y al eje neutro, e inversamente proporcional al radio de curvatura ρ de la línea elástica 

que pasa por el eje neutro de la sección estudiada. Se debe conocer el diagrama σ-Ɛ del 

material, que en la Figura 4a está ubicado en su zona superior. Para un determinado radio de 

curvatura ρ se calcula la máxima deformación específica Ɛmax como ymax de la sección dividida 

por ρ. Para Ɛmax se obtiene del diagrama σ-Ɛ del material el valor de σmax que actúa en la fibra 

más alejada ymax. Para cada fibra de coordenada y, se obtiene del diagrama σ-Ɛ del material el 

valor de σ correspondiente. En la Figura 4a se representa este proceso: a la derecha de la 

sección se traza un diagrama de las tensiones σ que actúan en cada fibra. A la derecha de ese 

diagrama se traza otro: para cada fibra el producto σ.y.b, el área encerrada por este diagrama 

es igual al Mf actuante, esto se demuestra en [4] con el desarrollo de este método. Si a una 

barra recta de esas características se le aplica un Mf cuyo valor es el calculado, se curvará con 

radio de curvatura ρ cuyo valor en esa sección es igual al definido inicialmente en este proceso, 

el cual se repite para otros valores de ρ, obteniéndose para cada uno el correspondiente valor 

de Mf. Con varios pares de valores Mf y 1/ρ se traza otro diagrama como el de la Figura 4b, 

tomado de [4] pág. 386, que es la curva que relaciona al radio de curvatura ρ con el momento  

flexor Mf aplicado en una sección de la barra (Mf está denominado como M).  
 



 

 

 

   

Figura 4: (a) Trazado para relacionar el momento flexor con el radio de curvatura de una barra;  

(b) Curva que relaciona el momento flexor M con el radio de curvatura ρ de una barra. 

2. MÉTODO NUMÉRICO QUE RELACIONA MOMENTO FLEXOR Y RADIO DE CURVATURA   

En esta Sección se propone un método numérico, basado en el método semigráfico explicado 

en la Subsección 1.2, para relacionar el momento flexor actuante y el resultante radio de 

curvatura de un tubo de acero, de sección circular o rectangular, cuyo espesor es suficiente 

para evitar el aplastamiento de la sección. El material debe presentar diagramas iguales de 

tensiones σ de tracción y de compresión en función de la deformación específica Ɛ.  

Se asumen las mismas hipótesis definidas en la Subsección 1.2. Las secciones permanecen 

planas en ambos períodos elástico y plástico, por eso la deformación específica Ɛ de cada fibra 

de la sección es directamente proporcional a su distancia y al eje neutro, e inversamente 

proporcional al radio de curvatura ρ de la línea elástica que pasa por el eje neutro de la sección 

estudiada. Se explica este método con un ejemplo de flexión pura normal aplicada a un tubo de 

sección circular que se utilizó en el ensayo de validación experimental, cuyos datos son:        

diámetro ext. D = 26,8 mm | espesor e = 2,53 mm | radio ext. R = 13,4 mm | radio int. r = 10,87 

mm | momento de inercia Jx = 1,435766 cm4 | módulo resistente elástico Wx = 1,071467 cm3 | 

área A = 192,903528 mm2 | módulo resistente plástico Wxp = 1,495651 cm3 | acero ASTM A 53. 

Para calcular el valor de Wxp se obtuvo la ubicación del baricentro de la semisección utilizando 

la ecuación correspondiente para un sector de sección circular hueca, de [7] Tabla A.1 caso 21. 

Luego Wxp es igual al producto de la distancia entre ese baricentro y el eje neutro por el área de 

la sección, eso equivale a dos veces el producto de esa distancia por el área de la semisección. 

2.1. Modelo matemático para representar la curva tensión-deformación del material 

El método propuesto requiere conocer la curva de ingeniería del material del tubo que relaciona 

a la tensión σ con la deformación Ɛ. Para determinar la curva en este ejemplo se fabricaron dos 

probetas de longitud 50 mm cada una, mecanizadas con un torno, a partir de tramos cortados 



 

 

del tubo que se utilizó luego en el ensayo de validación experimental. Se midió su dureza y se 

realizaron dos ensayos de compresión axil en una máquina de ensayos del Laboratorio de 

Ingeniería Mecánica de UTN FRGP, la cual grafica la fuerza aplicada en función del 

desplazamiento. Con los datos obtenidos se trazó la curva mostrada en la Figura 5. Para esto 

también se consultó la norma ASTM A 53 [5] y el libro Atlas of Stress-Strain Curves [6]. Se 

calculó σ como la fuerza dividida por el área de la sección original, se calculó Ɛ como el 

porcentaje del decremento de la longitud con respecto a la longitud original de 50 mm.  

 
Figura 5: Relación σ- Ɛ del material del tubo definida en base a datos de ensayos de probetas 

En este tubo las tensiones de fluencia y rotura resultaron ser mayores a las mínimas definidas 

en la norma de su material. Esta curva debe expresarse con ecuaciones de regresión que 

permitan calcular σ en función de Ɛ. Las siguientes relaciones, que representan los resultados 

de los ensayos realizados, se definieron por aproximación:    

 Para:      0 ≤ Ɛ < 0,00206   corresponde:   σ = 200000 Ɛ [MPa]                                              (1)          

   Para:   0,00206 ≤ Ɛ ≤ 0,01  corresponde:   σ = 412 [MPa]                                                        (2)     

   Para:        0,01 < Ɛ ≤ 0,25   corresponde:   σ = (412 + 103 sen (90°.(Ɛ - 0,01) /0,12)) [MPa]  (3)  

De este modo, se puede calcular σ en función de Ɛ en todo el rango de variación de Ɛ. Se tiene 

la hipótesis de que este diagrama es igual en tracción y en compresión. 

2.2. Modelo matemático para calcular momento flexor en función del radio de curvatura 

En la Figura 6 se muestra un cuarto de la sección del tubo ensayado, dividida en 30 elementos 

de igual área Ao para el cálculo del momento flexor Mf en función del radio de curvatura ρ 

mediante el valor medio de Ɛ correspondiente a cada elemento i, calculado con la relación: 

                                                                    Ɛi = Yi / ρ                                                              (4)    

Yi es la coordenada del baricentro de cada elemento respecto del eje neutro. Esta relación se 

deduce de la hipótesis de que las secciones siempre permanecen planas. Con σi = f (Ɛi) 

multiplicada por Ao y por Yi se obtiene el momento Mi que aporta cada elemento i, luego el 



 

 

momento flexor total Mf se obtiene con la suma de todos los momentos Mi. Para simplificar el 

cálculo se sacó Ao como factor común, que luego multiplica a la suma de los productos Yi . σi 

de un cuarto de sección, multiplicando esto por 4 se obtiene el momento flexor Mf total.  

 
Figura 6: Un cuarto de la sección del tubo dividida en 30 elementos de igual área Ao. 

                              Ao = Asección /(4x30) = π (R2 – r2) /120 = 1,6075294 mm2                             (5) 

Para que todos los elementos tengan el mismo valor de área Ao, el radio ro del círculo que 

separa las 2 capas se calcula con la Ecuación (6):     

                                                              ro = ((R2 + r2) /2)0,5                                                         (6) 

Para determinar las distancias radiales R1 y R2 de los baricentros de los elementos de las 

capas 1 y 2 se calcula la ubicación del baricentro de un elemento de cada capa utilizando la 

ecuación correspondiente, para un sector de sección circular hueca, de [7] Tabla A.1 caso 21. 

Denominamos Ɵi al ángulo formado entre el eje horizontal y un segmento que une el baricentro 

del elemento i con el baricentro de la sección del tubo. R1 es la longitud del segmento en la 

capa 1 y R2 en la capa 2. Las coordenadas Yi se calculan con las Ecuaciones (7) y (8): 

                                                   En la capa 1:    Yi = R1 . sen Ɵi                                                (7) 

                                                   En la capa 2:    Yi = R2 . sen Ɵi                                                (8) 

Se puede utilizar una hoja de cálculo para determinar la relación entre el momento flexor Mf y el 

radio de curvatura ρ, con un archivo para cada valor de ρ. Se calculan R1 y R2. Para cada 

elemento i se calcula: su ángulo Ɵi (ΔƟ = 6° = 0,1047198 radianes), Yi con las Ecuaciones (7) u 

(8), Ɛi con la Ecuación (4), se determina σi, se realiza el producto σi .Yi, se suman los productos 

σi .Yi , esta suma se multiplica por Ao y por 4, este resultado es el momento flexor Mf para ese 

radio ρ. En la Figura 7 se muestra como ejemplo la hoja de cálculo para radio ρ = 1,2 m. Para 

definir cada valor de σi se utilizó la correspondiente Ecuación (1), (2) o (3), según cada valor de 

Ɛi. Se calculó Mf para 24 valores de ρ, se presentan en la Tabla 1 (Rc = ρ). En las Figuras 8a y 

8b se muestra la curva de la relación entre Mf y 1/ρ trazada con los valores de la Tabla 1.    



 

 

 

Figura 7: Una página de hoja de cálculo como ejemplo con radio de curvatura ρ = 1200 mm. 

Tabla 1. Relación calculada entre el momento flexor Mf y el radio de curvatura ρ (Rc = ρ) 

  



 

 

  
Figura 8: Relación entre Mf [Nm] y 1/ρ [1/m]; (a) curva completa; (b) curva para 0 < 1/ρ < 1,6 

3. EVALUACIÓN DE LOS RESULTADOS 

3.1. Validación de la discretización con cálculos exactos clásicos en el período elástico 

Para el tubo del ejemplo se puede calcular el momento flexor My que causa el inicio de 

tensiones de fluencia, en las fibras más alejadas al eje neutro, con la relación exacta clásica:    

                          My = Fy . Wx = 412 [N/mm2] x 1,071467 [cm3] = 441,444 [Nm]                          (9)   

De [4] pág. 137 se obtiene la ecuación exacta clásica que relaciona Mf con ρ: 

             ρ = E . Jx / Mf = 200000 [N/mm2] x 1,435766 [cm4] / 441,444 [Nm] = 6,505 [m]           (10)  

En la Tabla 1 a este valor de ρ le corresponde un Mf de 440,634 [Nm], el error relativo έ es: 

ΔMf = (440,634 – 441,444) [Nm] = - 0,81 [Nm] 

                              έ = ΔMf / Mf = - 0,81 / 441,444 = - 0,001835 = - 0,1835 %                         (11) 

Es un error pequeño para cálculos de estructuras, entonces la discretización realizada es 

aceptable para el período elástico. Luego en el período plástico, la relación entre σ y Ɛ no es un 

valor constante, por eso es conveniente validar el método con un ensayo experimental.      

3.2. Validación del método con un ensayo experimental 

Se ensayó a flexión pura normal una viga formada por un tubo recto cuyos datos se dan en la 

Sección 2. En la Figura 9 se muestra un esquema del montaje y cargas aplicadas. La longitud 

del tubo es 4,080 m, con apoyos simples inmóviles con luz de 3,630 m y extremos en voladizo 

iguales de 0,225 m. El tubo se desliza sobre los apoyos cuando las deflexiones son grandes. 

En la Figura 9 la carga aplicada 2.P1 incluye el peso propio del dispositivo (33 N) pero no el 

peso propio del tubo (60,6 N), que se considera aparte. La distancia L = 380 mm está referida a 

centros de placas del dispositivo separadas por Li = 368 mm. Dimensiones a y c en mm.  



 

 

El montaje fue diseñado para lograr momentos flexores mayores a My con esfuerzos de corte Q 

muy pequeños (menores a 2,83 N) en el tramo central de longitud L. En la sección central la 

flexión normal es pura porque se tiene: Q = 0, y es prácticamente pura en todo el tramo de 

longitud L. Con Li y Δy1 se puede calcular, con una relación geométrica, el radio de curvatura 

de valor prácticamente constante en el tramo central, dado que es muy pequeña la variación 

del momento flexor entre el centro y los extremos del tramo central (0,266 Nm), causada por el 

peso propio del tubo. El momento nominal de la sección es: Mn = Fy . Wxp = 616,2 Nm.    

 

Figura 9: Montaje para ensayo experimental a flexión pura normal del tubo ejemplo. 



 

 

De [8] Tabla 10.2.2.1.9.3. caso 13 pág. 1110 se obtiene la ecuación exacta para calcular la 

flecha máxima elástica causada por el peso propio entre apoyos del tubo (Pp = 54N), para 

simplificar no se considera el efecto del peso de los extremos (3,3 N c/u), entonces aprox. es:    

                                             yp = 5 Pp . a3 / (384 E . Jx) = 11,7 mm                                         (12) 

De [8] Tabla 10.2.2.1.9.2. caso 7 pág. 1109 (pie de página) se obtiene la ecuación para la 

flecha máxima causada por las dos cargas P1, solamente en el período elástico se cumple:  

                                     y1 = P1 . c (3 a2 – 4 c2) / (24 E . Jx) = 0,68305 P1                                (13) 

En la Ecuación (13) se obtiene y1 en mm ingresando P1 en N. En la Tabla 2 se dan valores de 

las variables, cada columna es: A) carga aplicada (se adicionaron pesos conocidos), B) flecha 

y1 medida (causada por 2.P1), C) flecha calculada con la Ecuación (13), D) Δy1 medida (aprox.), 

E) radio de curvatura (aprox.) determinado con relaciones geométricas entre Δy1 medida y Li, 

F) radio de curvatura calculado con la Ecuación (10) válido sólo en el período elástico, G) radio 

de curvatura determinado con el método presentado en la Subsección 2.2, H) momento flexor 

total causado por carga 2.P1 y peso propio del tubo Pp. En las columnas C y F los datos entre 

corchetes no son válidos, se calcularon para compararlos con las mediciones. La Figura 10 es 

una fotografía del tubo con deformación permanente luego del ensayo. El tubo no se aplastó ni 

deformó diametralmente más de 0,2 mm en ninguna sección. En el ensayo, con carga máxima 

se alcanzó ρ= 1,19 m en el tramo central, al retirar la carga la recuperación elástica finalizó con 

ρ= 1,65 m. Para estudiar casos con radios de curvatura menores se puede consultar [9]. El Mf  

máx. alcanzado (611,9 Nm) difiere del momento nominal de la sección Mn (616,2 Nm) en 0,7 %.  

Tabla 2. Resultados obtenidos con cálculos y en el ensayo experimental 

 

 

Figura 10: Tubo ensayado a flexión pura normal con deformación permanente 



 

 

3.3. Trazado de la viga deformada en función de los radios de curvatura calculados   

En las Figuras 11 y 12 se definieron 9 tramos, se trazaron arcos (tangentes en sus extremos) 

con radios de curvatura en función del Mf medio de cada tramo. Resultó una flecha máxima de 

515,6 mm (causada por 2.P1 mas Pp). Según la Ecuación (12), la flecha causada por Pp es 11,7 

mm, al restar ese valor a 515,6 mm se obtiene 503,9 mm, que es la flecha debida solo a 2.P1. 

Este valor es menor a la flecha real medida (510 mm) en 1,2 %. El trazado se puede mejorar 

dividiendo la viga en mayor cantidad de tramos. Este método gráfico también se aplicó con 

carga 2.P1 de 500 N, resultó una flecha causada por 2.P1 de 169,3 mm, esto es 0,86 % menor 

al valor 170,76 mm calculado con la Ecuación (13), exacta para el período elástico.   

  
Figura 11: Trazado de la viga deformada para comparar con mediciones 

 
Figura 12: Trazado de la viga deformada (dibujo rotado 90⁰). 



 

 

4. CONCLUSIONES 

El método presentado en la Sección 2 permite encontrar el radio de curvatura ρ en una sección 

de una barra (formada por un tubo como el del ejemplo dado en su explicación) en función del 

momento flexor Mf aplicado en esa sección. En ese ejemplo se obtuvieron diferencias menores 

a 0,2 % con respecto al cálculo clásico de ρ en función de Mf en el período elástico, y 

diferencias menores a 9 % con respecto a mediciones realizadas en el ensayo experimental de 

validación en el rango elastoplástico de Mf variando entre My y Mn. Esos porcentajes resultan 

de comparar los datos registrados en la Tabla 2 en las columnas E, F, G. El método de la 

Sección 2 permite generar curvas de Mf en función de 1/ρ como la de la Figura 8, trazada con 

los datos de la Tabla 1. Con esos datos y el método gráfico descripto en la Subsección 3.3 se 

puede trazar la viga deformada, en el ejemplo planteado la diferencia de la flecha máxima 

obtenida con el trazado y la flecha máxima de la barra ensayada es 1,2 %.   
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