SIMULACION DE PROBLEMAS DE IMPACTO UTILIZANDO UN
METODO LAGRANGIANO AUMENTADO EN EL MARCO DE LA
DINAMICA NO SUAVE

Eliana Sanchez T, Alberto Cardona ' y Federico Cavalieri '

tCentro de Investigacion de Métodos Computacionales (CIMEC), Universidad Nacional del Litoral-CONICET, Santa
Fe, Argentina , [esanchez,acardona,fcavalieri) @cimec.unl.edu.ar

Resumen: Los problemas de contacto e impacto han sido analizados a lo largo de los anos desde un punto de vista ex-
clusivamente matematico a partir del estudio de desigualdades variacionales, con aplicaciones a problemas de geometria
simple. Mds recientemente, las formulaciones variacionales fueron utilizadas junto a herramientas de andlisis numérico
para resolver problemas de ingenieria haciendo uso de técnicas de optimizacién en conjunto con el método de los ele-
mentos finitos. En este trabajo se presenta una formulacién dual mixta basada en un Lagrangiano aumentado y el método
de los elementos finitos aplicada a la solucién de problemas de impacto. Las ecuaciones del movimiento se resuelven por
medio del integrador temporal implicito « generalizado no suave, donde las restricciones a nivel de posicién y velocidad
se satisfacen de manera exacta.
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1. INTRODUCCION

La solucién de problemas de contacto mecdnico o impacto, presentan severos problemas de convergencia
cuando se usan técnicas del tipo Newton-Raphson debido a que son relaciones no suaves y multi-valuadas. Una
de las aproximaciones ampliamente utilizadas para resolver este tipo de problemas es el de penalidad. Este
método agrega un término al funcional de energia el cual regulariza las restricciones. En este caso, el desplaza-
miento es la tnica variable primaria en la formulacién y, consecuentemente, la implementacién computacional
es relativamente sencilla. La principal desventaja es que el método admite penetracién entre los cuerpos y el
usuario debe elegir en forma arbitraria el valor de un pardmetro, denominado factor de penalidad. La solucién
exacta es Unicamente obtenida cuando el factor de penalidad toma un valor infinito, sin embargo, en términos
computacionales, valores elevados de penalidad producen matrices mal condicionadas [8].

Una forma de evitar este inconveniente es por medio del uso de multiplicadores de Lagrange, que generan
un problema de punto de silla que es resuelto en cada iteracién. Normalmente, el método de multiplicadores
de Lagrange se utiliza conjuntamente con un método de doble lazo tipo Uzawa [7]. De esta forma se resuelve
el problema del mal condicionamiento, aunque produce un incremento en el tamafo de las matrices y en los
tiempos de cémputo debido a la incorporacién de los multiplicadores de Lagrange como variables globales del
problema y a la utilizacién de un esquema de doble lazo.

Una combinacién del método de penalidad y de multiplicadores de Lagrange es el denominado Lagrangiano
aumentado el cual fue inicialmente propuesto por Hestenes y Powell [6, 4] para la resolucion de problemas de
optimizacién con restricciones de igualdad. La adicién del término de penalidad a las restricciones del La-
grangiano permite obtener una funcién objetivo convexa la cual mejora la convergencia sin alterar la precision
de los resultados. Por ejemplo, Alart y Curnier [2] inspirados en el trabajo seminal de Rockafellar aplicado
a optimizacion no lineal [5], utilizaron un Lagrangiano aumentado orientado a la resolucidon de problemas de
contacto. Este Lagrangiano permite la regularizacién de los términos no diferenciales asociados al contacto
dando un funcional diferenciable hasta su primera derivada, permitiendo utilizar un método Newton-Raphson
estdndar con excelentes tasas de convergencia.

En este trabajo se presenta una formulacion para la simulacién de impacto entre cuerpos rigidos y/o flexibles,
donde la regularizacién del problema variacional se realiza con una aproximacién dual mixta basada en el
Lagrangiano aumentado de Alart y Curnier [2]. Por otro lado, las ecuaciones del movimiento son integradas
con el integrador temporal a generalizado no suave [9] y la descripcién de la cinemadtica de los cuerpos se
realiza mediante el Método de los Elementos Finitos (MEF).



2. DEFINICION CONTACTO - LEY DE CONTACTO UNILATERAL

La solucién general al problema del contacto unilateral en el marco del método de los elementos finitos
viene dada por el siguiente problema no lineal de minimizacidn sujeto a restricciones con desigualdad,

(U, v) = argmin [IT1°(U, v)] (1a)
gNZ()? VN207 VNgNZO (lb)
donde II° = —gnvy es el potencial de contacto, gy es el huelgo en la direccién normal a la superficie de

contacto de uno de los cuerpos contactores, vy es un multiplicador de Lagrange que representa la fuerza de
contacto (en problemas cuasi-estaticos) con la misma direccién que gy, U es el vector de desplazamientos glo-
bales y por dltimo, v es el vector de multiplicadores de Lagrange globales. En contacto sin friccién se pueden
presentar dos escenarios: i) huelgo, donde los cuerpos no estdn en contacto, entonces gy > 0y vy = 0, ver
Fig.1-a y ii) contacto, donde gy = 0y vy > 0, ver Fig. 1-b. Estas dos condiciones se formulan matemaéti-
camente mediante el conjunto de ecuaciones definidas en la Ec.(1b). Por ultimo, en la tercera condicién de la
Ec.(1b), se presenta la condicién de complementariedad que indica que gy y vy no pueden ser simultdneamente
no nulos.

(a) Antes del contacto. (b) En el instante de contacto

Figura 1: Contacto entre dos cuerpos rigidos

3. ENFOQUE SUBDIFERENCIAL PARA PROBLEMAS DE CONTACTO SIN FRICCION
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(a) Ley de Contacto unilateral. (b) Funcién ’lZJR+ (z). (¢) Subdiferencial 81/~JR+ ().

Figura 2: Contacto entre dos cuerpos rigidos

La Figura 1-a, que surge de una representacion grafica de las desigualdades de la Ec.(1b), muestra que la ley
de contacto es una relacion no suave y multi-valuada. En esta seccidn, se utilizara el concepto de subdiferencial
para considerar la no diferenciabilidad del problema de contacto. Para ello, primero se define una funcién no
diferenciable 1) en R™ = {z € R|z > 0}, denominada funcién indicadora,

Yr+(z) =0 si >0 Ypt(x) =00 si <0 (2)



Luego, 1g-+ (z) puede aproximarse con una funcién lineal-constante (por partes) Y+ (), esto es,
Ype(x) =0 si x>0 Ype(z)=—rz si z<0 y r>1. 3)

ver Fig. 2-b. Finalmente, derivando la funcién de la Ec. (3) cuando x 75 0 se tiene,
z,Z () =0 si >0 & (x) = si <0 “)
— — — _ — l
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cuya representacion grafica se muestra en la Fig.2-c. En un sentido clasico de andlisis matemadtico, la funcién
de la Ec.(3) no es diferenciable en el origen. Sin embargo, las derivadas a izquierda y a derecha existen y son las
que se presentan en la Ec.(4). A partir del andlisis convexo, la generalizacion de la derivada de @E en el origen
es el segmento [0, —r]. Este conjunto se llama subdiferencial de ¢ en z = 0 y se denota como d%)(0). Luego,
cualquier elemento s de este conjunto se llama subgradiente y se escribe de la siguiente manera,

s € dY(0) = [0, —r] &)

En el marco del andlisis convexo [3], el subdiferencial de una funcién f(z) en un punto T también se define
como,

of(@) = {slf(z) > f(T) + s(z —T)} (6)
Desde un punto de vista geométrico, un subgradiente en ¥ es la pendiente de cualquier linea que soporta la

grafica de una funcién convexa en ese punto, ver por ejemplo s; y so en la Fig. 2-b. En la Eq.(5), haciendo que
r tienda al infinito, el subdiferencial OYg+ (x) de la funcién indicadora Vg + () es

OYr+(0) =[0,—00) si x=0. g+ (z) = %@Rﬁu(az) =0 si >0 (7)

Notar que 91+ (x) no estd definido para z < 0. La Figura 2-c muestra que el subdiferencial de la funcién
indicadora es andloga a la funcién de la Fig. 2-a y que representa las condiciones de contacto, ver Ec.(1b). Por lo
tanto, la Ec.(1b) se puede escribir de manera equivalente utilizando la Ec.(7), como una inclusién subdiferencial,
es decir, estdn representadas por el subdiferencial de la funcién indicadora.

—vN € Og+(9n) ®)

Esto muestra que la funcién indicadora 1r+ () se puede considerar como una funcién de pseudopotencial y la
fuerza de contacto vy se deriva de ella en forma subdiferencial.

4. METODO DEL LAGRANGIANO AUMENTADO

El problema de optimizacién con restricciones de la Ec. (1) se reformula siguiendo la propuesta de Alart y
Curnier para problemas cuasi estaticos [2] por medio de un Lagrangiano aumentado:

P 2 1
LP(@ni1, VN nt1) = —KgNnt1VNnt1 + 5(9N,n+1) - %dlst2 [kUN n41 — PIN g1, R )

donde p > 0 es un pardmetro de penalizacién , k > 0 es un factor de escala para los multiplicadores de Lagrange
y q es el vector de coordenadas nodales. Tanto p como & contribuyen a mejorar la tasa de convergencia sin
afectar los resultados. Finalmente, la funcién dist(z, C) representa la distancia entre un punto z € R™ y un
conjunto convexo C, ver [1]. En el caso de considerar efectos de impacto, se tiene que resolver la Ec.(1), pero
a nivel de velocidad. En este caso, el Lagrangiano aumentado estd dado por:

p

£v(vn+17AN,n+1) — _kéN,n—l-lAN,n—&—l + 9

(vs)? = odis? [BAy = pi RY] - (10)
donde v,,+1 es el vector de velocidades generalizadas, Ay es un multiplicador de Lagrange que representa
el impulso en la direccién normal y g?vn 11 = YNgn+1Vnt1 + ENGNgnUn €s la ley de impacto de Newton
con ey € [0,1] denominado coeficiente de restitucién y gng el gradiente de la restriccién. Las variaciones
virtuales de los Lagrangianos de las Ecs.(9,10) dan como resultado los vectores de fuerzas correspondientes a
nivel posicion y velocidad, respectivamente y la linealizacién de estos vectores resulta en las matrices Hessianas
correspondientes.



5. EJEMPLO NUMERICO

Para demostrar la capacidad del método propuesto, se resuelve el problema de un péndulo flexible, inicial-
mente en posicidn horizontal, que tiene una masa puntual m = 0,14 kg unida a uno de sus extremos y que cae
debido a la accién de la gravedad y luego impacta contra un obstdculo rigido en (0,-0.3). El péndulo se discre-
tiza con 4 elementos finitos de viga cuyas propiedades mecdnicas y geométricas se muestran en la Fig. 3-a. El
desplazamiento y la velocidad del extremo libre de la viga se presentan en las Figs. 3-b-c, respectivamente. Se
observa que el desplazamiento es continuo pero no diferenciable en los instantes en que se produce el contacto,

a diferencia de la velocidad que presenta saltos instantaneos en esos instantes asi como también oscilaciones
debido a la flexibilidad del péndulo.
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Figura 3: Péndulo simple que impacta contra un obstaculo rigido.

6. CONCLUSIONES

En este trabajo se present6 una formulacidn que permite resolver problemas de impacto entre cuerpos rigidos
y/o flexibles mediante el método de los elementos finitos. A partir del ejemplo numérico, se observa que las
restricciones de contacto se cumplen exactamente tanto a nivel posicién como velocidad, es decir, no hay
penetracion entre los cuerpos contactores. Como principal ventaja, a diferencia del método de penalidad, los
resultados numéricos obtenidos no dependen de la definicién especifica de ningtin coeficiente de penalidad.
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