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DERIVADA

Definicién
La derivada de una funcién f en un nimero a, se indica mediante f ‘(a) es:

f'(a) = [@th)=1@) g aste limite existe

h

Qla+h. fla+h))
vy
La recta tangente a la gréfica de f(x) en P(a,f(a))
es la que posee pendiente igual a f '(a), la derivada
defena.

Si usa la forma punto pendiente de la ecuacién de una
recta, puede escribir una ecuacién de la recta

tangente a la gréfica de la curva y = f (x) en el
punto P (a, f (a)):

=

0 / / a a+h

Figura 1: Pendiente de la recta tangente. Fuente: y-f(a)= flla)(x- a)
Stewart (2008)

RELACIONES DE CAMBIO

Suponga que y es una cantidad que depende de otra cantidad x. Entonces podemos llamarlas “y”
variable dependiente y a “x” como variable independiente, siendo que entre ellas tenemos definida una
funciony = f(x).

Si incrementamos la variable x = a una cantidad determinada h entonces x = a + h, por lo tanto,
el cambio en x (también conocido como incremento de la variable x) es

Ax = (a +h)—a=nh
Este cambio en la variable x ocasionard un cambio en la variable y, por lo tanto, si queremos verlo reflejado
en la funcidn, el mismo corresponderd a un cambio de altura en la misma, denominado Ay

Ay = f(a+h)—f(a)

Por lo tanto, se denomina razén de cambio promedio de y con respecto a x en el intervalo [a, a + h]
y se puede interpretar como la pendiente de la recta secante que contiene a los puntos P y Q de la Figura
1.

Razon de cambio promedio: mp

3

_ Ay _fla+h)—f(a)
T Ax h
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Por analogia, con la velocidad (en un movimiento rectilineo), consideremos la relacién de cambio
promedio en intervalos cada vez mas pequefios haciendo que (a + h)tiendaa ay, por lo tanto, al hacer
que A x tienda a 0.

El limite de estas relaciones de cambio promedio se llama razén de cambio instantanea de y con
respecto a x en x = a. Como se menciond anteriormente, ello se interpreta como la pendiente de la
tangente alacurvay =f (x) en P (a, f(a)).

A a+h)-f(a
Razdn de cambio instantdnea: mp = Alin})A—z = }lin(} f ’)l f(@
X— -

Por lo tanto:

La derivada f ‘(a) es la razon de cambio instantdnea de y = f (x) con respecto a x cuandox = a

Siempre que la funcidon y = f(x) tenga una interpretacidn especifica en una de las ciencias, su
derivada tendrd unainterpretacidn especifica como la razén o el ritmo de cambio de una variable respecto
a otra.

En particular, sis = f (t) es la funcién posicién de una particula que se traslada a lo largo de una
linea recta, entonces f '(a) es la razén de cambio del desplazamiento s con respecto al tiempo t. En otras
palabras, f '(a) es la velocidad de la particula en el tiempo t = a. La rapidez de la particula en t=a es el
valor absoluto de la velocidad, es decir, | f'(a)l.

DIFERENCIALES

Ya vio que una curva se encuentra muy cerca de su recta tangente cerca del punto de tangencia. De
hecho, al realizar un acercamiento hacia el punto en la grafica de una funcién derivable, advirtié que la
grafica se parece cada vez mas a su recta tangente. Esta observacion es la base de un método para hallar
valores aproximados de funciones.

La idea es que puede resultar facil calcular un valor f(a) de una funcién, pero dificil (si no es que
imposible) calcular valores cercanos de f. Para ello, si f es derivable en a, use la recta tangente en x=a,
como una aproximacion a la curva y=f(x) cuando x esta cerca de a.

Una ecuacioén para la recta tangente es
y=f'(a.c—a)+ f(a)
y la aproximacién es
f) =~ f'(a).(x—a)+ f(a) siendox = a + Ax
Esta Gltima se conoce con el nombre de aproximacién lineal o aproximacion de la recta tangente de f en
a.
Siy = f(x) representa una funcién derivable en un intervalo abierto que contiene a x.
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La diferencial de x (dx) se define como un nimero real distinto de cero. La diferencial de y es:
dy = f’'(x).dx

El diferencial de y puede utilizarlo como aproximacién del cambio eny
Ay = dy

Ay = f'(x).Ax + € Ax
cuandoAx - 0 -0

Por lo tanto, el incremento y la diferencial de una funcién no son iguales, difieren en un infinitésimo &.
Debe considerar que se puede probar que el incremento de la variable independiente y el diferencial
soniguales Ax = dx

Entonces
Ay = f’(x).dx

De alli puede deducir que los diferenciales pueden utilizarse para aproximar valores de funciones. Para
realizar esto con respecto a y= f(x) debemos considerar entonces:

flx+Ax) = f(x)+ dy
fx+Ax) =~ f(x)+ f’(x).dx

Ahora bien, por notacién de Leibniz, puede escribir:

d A L .
2 = lim =2 larazén instanténea de y con respecto a x
dx Ax—0 Ax

Considere, entonces, que siempre que la funcion y = f(x) tenga una interpretacion especifica en una
de las ciencias, su derivada tendrd una interpretacion especifica como razén de cambio.

Cada una de las reglas de derivacién pueden escribirse en forma diferencial. Usela al aplicar la regla de la
cadena en una funcién compuesta, para casos donde debemos calcular la razén de cambio instantdnea
para determinada variable dependiente respecto de otra variable como por ejemplo del tiempo.

Siempre que la funcién y = f(x) tenga una interpretacion especifica en una de las ciencias, su derivada
tendra una interpretacion especifica como la razén o el ritmo de cambio de una variable respecto a otra.
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CINETICA QUIMICA

Definicién

La cinética quimica es el drea de la quimica que se ocupa del estudio de la velocidad y mecanismos por
los que se producen las reacciones quimicas; es decir, se refiere al cambio de concentracidn de un reactivo
o producto con respecto al tiempo.

Cualquier reaccién quimica puede escribirse de la forma: reactivos — productos. Esto se puede ver a
través de la Figura 2. Al principio de la reaccidn (t=0) el recipiente tiene la concentracién inicial del reactivo
(A). Amedida que pasa el tiempo, el reactivo se consume y comienza a transformarse en producto (B). En
otras palabras, las esferas naranjas se transforman en esferas azules.

Figura 2: Avance de la reaccion A — B. Fuente: Chang y Goldsby (2013).

La Figura 3 muestra la representacion de un ejemplo sobre lo detallado anteriormente, acerca de cdmo
disminuye la concentracién del reactivo (A) y se incrementa la del producto (B) con respecto al tiempo.
Se puede apreciar que al inicio de la reaccién (t=0) se obtienen dos puntos, (0; 1) y (0; 0). El primer
punto hace referencia a que sélo existe concentracidn del reactivo (A) mientras que el segundo punto
indica que aun no se ha formado el producto (B). En algln tiempo intermedio, como t=30 min, se puede
apreciar a partir de los puntos (30; 0,4) y (30; 0,6), que disminuyd la concentracidén de A y aumenté la de
B.
La rapidez (velocidad) promedio con la que ocurre esta reaccidén conviene expresarla como el cambio
de la concentracién con respecto al tiempo:
A[A] A[B]
“at %At

En las expresiones anteriores A[A] y A[B] son los cambios de concentracion en determinado periodo
At. La velocidad de reaccion es siempre positiva. La concentracién de A disminuye en el tiempo, por lo
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. P . ., AlA L
gue A[A] es negativa y de ahi el signo negativo que antecede a la expresién %. Como la concentracion

. . A[B o,
del producto incrementa en el tiempo, % es positivo.

1,00
0,90
0,80
0,70
0,60

—®—Reactivo (A)
0,50

—0—Producto (B)

0,40

0,30

Concentracion (moles/I)

0,20

0,10

0
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Figura 3: Variacion de las concentraciones del reactivo A 'y del producto B para la reaccion A — B. Fuente: Capitulo 13, Chang y
Goldsby (2013).

LEY DE VELOCIDAD DE REACCION

A partir de lo que se mostrd con anterioridad se presenta la ley de velocidad que expresa la relacidn
de lavelocidad de una reaccién con la constante de velocidad y la concentracion de los reactivos, elevados
a una potencia. Si se considera la siguiente reaccién general:

aA+ bB - cC+dD

la ley de velocidad tiene la forma:

1A[A] _ 1A[B] _1A[C] 1AD] oo
T2 At - b At Ccat —dar - KAI'BI

donde k es la constante de velocidad de la reaccion; n y m corresponden al orden de reaccion de los

reactivos A y B, respectivamente; y n+m representa el orden global de la reaccidon. No necesariamente n
y m tienen valores iguales a los coeficientes estequiométricos a y b.

REACIONES DE ORDEN “n” Y TIEMPO DE VIDA MEDIO

La expresion de la ley de velocidad antes presentada, ademas de calcular la velocidad de una reaccion,
también permite determinar las concentraciones de los reactivos en cualquier momento. Esto quiere decir
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qgue aplicando la ecuacién se puede obtener cada punto de la Figura 3. Las leyes mds comunes que se
aplican a las reacciones son las de orden cero, uno y dos.
En la quimica también es Util conocer el tiempo de vida medio (t42), definido como el tiempo en que

la concentracidn de alguno de los reactivos disminuye a la mitad.

Reaccion de orden n=0: A—B

La velocidad media de estas reacciones se calcula como:
A[A]

~ar - A

Escrito en forma diferencial (velocidad instantanea) se expresa como:
d[A]
dt

Multiplicando a ambos lados por el diferencial dt e integrando:

[ a1 = [ s

Los extremos de la integral del lado izquierdo seran [A]o, concentracion inicial (t=0) del reactivo A, y
[Al;, que hace referencia a la concentracion en cualquier tiempo t. Del lado derecho de la ecuacién los
extremos de la integral seran t=0y t=t; es decir, desde el comienzo de la reaccidén quimica hasta un tiempo
genérico t. Como k es una constante puede ser extraida fuera de la integral quedando:

[Al¢ t
f d[A] = —k f dt
[Alo 0

Como se estd integrando funciones derivadas se obtiene la primitiva que debe ser evaluada entre los
extremos de integracion:

A
(Al = k-t

Finalmente se obtiene:

[[A]; — [A], = —kt]

Reemplazando:

A
[A]t = [ZA

Se obtiene el tiempo de vida medio para estas reacciones, siendo el mismo

A A A
[Zj—[A]O :—ktﬁ—[zﬁ:—ktﬁ t1/2 :%

La Figura 4 muestra un ejemplo de solucidn de la funcién integrada con concentracion inicial [A]y =
1 . _ 1 .
2 [%] y constante de velocidad k = 8,33x1073 [%], se trata de dos rectas en las que la pendiente

es la constante k.
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Figura 4: Disminucidn de la concentracion de A y aumento de B para el ejemplo de reaccion de orden cero. Fuente: Chang y
Goldsby (2013).

Reaccion de orden n=1: A—>B
La velocidad media de estas reacciones se calcula como:

AfA] A[A]
— T k[A] = [A] = —kAt
Que escrito en su forma diferencial se expresa como:
d[A]
—— = —kdt
[A]

Integrando ambos lados de la ecuacion, con los mismos extremos de integracion mencionados para

[ [

La integral de la derecha sigue siendo igual que la anterior, mientras que la de la izquierda se resuelve

f[i]] In[A] +C

donde C es una constante que se escribe cuando se resuelven integrales indefinidas. Aplicando lo

reacciones de orden n=0, se obtiene:

como sigue:

conocido al caso en cuestion:
[A]
ln[A]l[A]; = —k-t[§
Finalmente se obtiene:
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[In([A]) — In([A],) = —kt]

El tiempo de vida medio para estas reacciones es el que sigue:

In (2[34]]00) = —kt=1In (%) = —kt=|ty), = %111(2)

En la Figura 5 se muestra un ejemplo de solucién de la funciéon integrada, con concentracion inicial
1 . _ 1
[A]l, = 0,25 [%] y constante de velocidad k = 4,02x1073 [1::111

formula general de una funcién lineal y=mx+b se concluye que y=In[A];;, m=-k y b=In[A],. Gracias a esto

]. Comparando esta ecuacion con la

se puede confeccionar la Figura 6, que presenta la facilidad para calcular la constante -k ya que es la
pendiente de la recta. Este ultimo grafico es valido para el reactivo (A).

0,25

0,20
P
2@
g
= 0,15 —&— Reactivo (A)
-0
E —&— Producto (B)
= 0,10
[+8]
(=]
=
=}
O
0,05

0 10 20 30 40 50 60
t (min)

Figura 5: Disminucion de la concentracion de A y aumento de B para reacciones de orden uno. Fuente: Chang y Goldsby (2013).
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-1.3
-1.8

-2.3 —@— Reactivo (A)

In [A] (moles/l)

0 10 20 30 40 50 60
t (min)

Figura 6: Valores de In[A] vs tiempo con pendiente -k. Fuente: Chang y Goldsby (2013).

Reaccion de orden n=2: 2A—B
La velocidad media de estas reacciones se calcula como:

A[A] -, A[A]
—T = k[A] :W = —kAt
Que escrito en su forma diferencial se expresa como:
d[A]
W = —kdt

Este caso presenta similitudes con respecto al anterior. Sin embargo, se resuelve como se presenta a

continuacion:
d[A] _ 1

[A]? [A]
donde C es una constante que se escribe cuando se resuelven integrales indefinidas. Aplicando lo

conocido al caso en cuestion:

_i [Alt B _k_tlt
[A] [Alo - ’
Finalmente se obtiene:
1 1
- [T]t + m = —kt

Reemplazando y operando se puede calcular el tiempo de vida medio a partir de la siguiente expresion:
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—L+L——kt:>—L 2—1)=—-kt=>|t 1
T Tl ¢ b= 12 = {a],

La Figura 7 representa un ejemplo de solucién de la funcidn integrada, con concentracién inicial [A]y =

0,0092 [mTOI] y constante de velocidad k =5 [ mol ]

Ixmin

0,010
0,009
0,008
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0,006

ion {moles/l)

2 0,005 —@— Reactivo (A)

0,004 —@— Producto (B)
0,003

Concentrac

0,002
0,001

0
0 10 20 30 40 50 60

t (min)

Figura 7: Disminucidn de la concentracion de A y aumento de B para reacciones de orden dos. Fuente: Chang y Goldsby (2013).

En la Figura 8 se muestra la grafica de 1/[A]: vs tiempo, en donde la pendiente de la recta es la

constante k.
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Figura 8: Valores de 1/[A] vs tiempo con pendiente k. Fuente: Chang y Goldsby (2013).

ENERGIA DE ACTIVACION Y CONSTANTE DE VELOCIDAD “k”

La teoria de las colisiones establece que las moléculas de los gases chocan unas con otras, por lo que
es cierto suponer que las reacciones quimicas son resultado de las colisiones entre las moléculas de los
reactivos. Para que el choque se produzca es necesario que las moléculas se encuentren en movimiento,
por lo que tendran energia cinética, transformandose en energia vibracional cuando se produce el
impacto. Si la energia cinética es grande, tal vibracidon puede generar que se rompan algunos enlaces
guimicos. Si la energia cinética es pequefia, las moléculas al chocar permanecen intactas. Dicho esto, se
define como Energia de activacion (Ea) de la reaccidon directa a la cantidad de energia libre que debe
afadirse para ir del nivel de energia de los reactivos al nivel de energia del estado de transicién (complejo
activado).

La misma se encuentra representada en la Figura 9 que indica, dependiendo del tipo de reaccion,
endotérmica o exotérmica, cuanta energia es necesaria para que se produzca la reaccién quimica. Cuando
se trata de una reaccién exotérmica los productos son mas estables que los reactivos, mientras que para
el caso de una reaccién endotérmica los productos son menos estables que los reactivos.
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Complejo Complejo
activado activado

Energia de
activacidn Energia
activaci

Energia potencial
Energia potencial
—

Productos

Reactivos
AH= 0 AH=0
Reactivos
Productos
Transcurso de la reaccion Transcurso de la reaccion
Reaccion exotérmica Reaccion endotérmica

Figura 9: Perfiles de energia potencial para reacciones exotérmicas y endotérmicas. Recuperado de:
http.//www.100ciaquimica.net/temas/tema6/index.htm (2006)

Esta Energia de activacidn puede ser afectada a partir del uso de catalizadores. Se trata de sustancias
gue participan en la reaccién quimica, pero sin experimentar un cambio permanente, aumentando o
disminuyendo la energia de activacidn. La Figura 10 muestra cémo el uso de catalizadores afecta una
reaccién quimica. Se puede apreciar que las curvas de ambas reacciones se asientan debido a que
disminuye la energia de activacidn necesaria para que se produzca la reaccién quimica.

E; —— Energia de activacidon con catalizador
— Heaccitdn NO catalizada

=) Heaciin catalizada

Complejo Complejo
acthailo

actvado

Energia de

ACTAacion

Energia potencial
Energia potencial

I Productos
"-

AH=< 0 I AH=D
; ipPra

Reactivos
Productos
Transcurso de la reacchin Transcurso de la reaccion
Reaccion exotérmica Reaccion endotérmica

Figura 10: Comparacion de la energia de activacion entre reacciones sin catalizar y la misma reaccion catalizada. Recuperado
de: http.//www.100ciaquimica.net/temas/tema6/index.htm (2006)
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La constante de velocidad k fue introducida cuando se describio la ley de velocidad. Dicha constante
presenta dependencia de la temperatura y se la obtiene mediante la siguiente expresion conocida como
la ecuaciéon de Arrhenius:

k = Ae—Ea/RT
donde Ea es la energia de activacidn de la reaccién (en kJ/mol), R es la constante de los gases ideales (8.31
J/K mol), T es la temperatura absoluta (K) y A es el factor constante que depende de la frecuencia de
colisidn.

La ecuacién de Arrhenius puede ser expresada de una forma mas atil aplicando logaritmo natural en
ambos lados, quedando:

In(k) = InA — =2

Se puede obtener la energia de activacidon mediante una ecuacién que relacione las constantes de
velocidad ki y k; a las temperaturas T1 y T, a partir del siguiente planteo:

( Ea
In(ky) =InA ——

RT,
Ea
tln(kz) =InA- R_TZ
Restando ambos miembros se obtiene:
Ea Ea
In(k;) —In(kz) = RT, RT,

Finalmente:

k1 Ea/1 1
MR
k,/ R\T, T,
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