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Un enfoque basado en la teoria de estabilidad de Lyapunov

“Analisis del control de posicion de un manipulador robotico con

compensacion de gravedad™

RESUMEN

El control de posicion (regulacion) es una temdtica de gran importancia en diferentesambitos de aplicacion; tales como
pintado de objetos y estibado. Este problema se analiza en base al movimiento del efector terminal del manipulador desde
cualquier posicion inicial hacia la posicién deseada. Este hecho se traduce en que la i — ésima articulacién del
manipulador debe moverse hacia la i — ésima posicion deseada. En el presente articulo se propone un método de analisis
sustentado en dos fases. En la primera se construye la correspondiente ecuacion en lazo cerrado en términos de las
variables de estado que definen el problema del control de posicidn con compensacién de gravedad, combinando la ley de
control con la ecuacién del modelo dindmico del manipulador. En la segunda fase, se lleva a cabo el analisis de
estabilidad en el sentido de Lyapunov y la unicidad del punto de equilibrio del sistema dinamico en estudio.
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ABSTRACT

Position control (regulation) is a topic of great importance in different fields of application; such as painting of
objects and stowage. This problem is analyzed based on the movement of the end effector of the manipulator from
any initial position towards a certain desired position. This fact means that the i - th joint of the manipulator must
move towards the i - th desired position. This article proposes an analysis method based on two phases. In the first
one, the corresponding closed-loop equation is constructed in terms of the state that define the gravity compensated
position control problem, combining the control law with the equation of the dynamic model of the manipulator. In
the second phase, the analysis of stability in the sense of Lyapunov and the unigueness of the equilibrium point of the

dynamical system under study is carried out.

Keywords: handler; dynamic model; position control; dynamic system; stability

1. Introduccién

El problema general de control descripto en términos de
las coordenadas articulares de robots manipuladores, es
el control de trayectoria 0 “control de movimiento”; el
cual consiste en la obtencion de los pares t aplicados a
los servos actuadores que forman las articulaciones, a
los efectos de que las posiciones asociadas a las
coordenadas articulares del manipulador q(t) sigan con
la mayor precisién posible a la posicion articular
deseada qq(t). Asimismo, el efector terminal del
manipulador debe seguir dicha trayectoria tan cerca
como sea posible en el marco del espacio de trabajo del
robot [1].

Un caso especial de control de movimiento es el de
control de posicion, en el cual no existe una referencia
variable en el tiempo que el manipulador lleve a cabo
seguimiento, tal como sucede en el control de
trayectoria. En otros términos, la trayectoria
especificada en el espacio de trabajo del robot
constituye un punto en dicho espacio; siendo entonces
que en el espacio articular, la posicién deseada gq €es
constante en el tiempo (set point) [2]. Este es el caso

que se aborda en el presente trabajo. Desde un punto de
vista formal, elproblema de control de posicion se
focaliza en hallar una ley de control 1 (funciéon
vectorial) que suministre los pares que se deben aplicar
a las articulaciones o servomotores, de manera que la
posicion actual q(t) del robot se aproxime
asintdticamente hacia la posicion deseadaqq, y la

0
velocidad articular tienda a cero (q(t)—0), sin
importar las condiciones iniciales. Si se plantea el
problema de control en funcién del vector de errores de
O
posicionamiento q(t) =g, —q(t) , el objetivo del control

de posicién se cumple si el vector de error de
posicionamientoy el de velocidad articular tienden a
cero [3]. La ecuacion (1) refleja estos conceptos en

0 0
términos del vector de estados q(t) y q(t).

tim| 9 :>|:O:|‘v’t20 @)
a(®



MEMORIAS DEL XXVIII CONGRESO INTERNACIONAL ANUAL DE LA SOMIM

En la Fig. 1 se ilustra el diagrama de bloques para un
sistema de control de posicion en lazo cerrado de un
robot, donde la variable T representa la sefial de control.
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La posicion instantanea del robot la suministra el
sensor encoder, y por diferenciacion numérica se puede
obtener la velocidad articular.

Figural. Diagrama de bloques para control de
posicién en lazo cerrado

Es importante destacar en esta instancia de
exposicion, que un algoritmo de control de posicion se
focaliza en generar una zona de atraccion en la ecuacion
de lazo cerrado formada por el modelo dindmico del
robot y la estructura matematica de dicho algoritmo;
esto significa que el punto de equilibrio sea
asintoticamente estable.En este sentido y tomando al
robot manipulador como un sistema dinamico, la idea
central del esquema de control se manifiesta en la
estabilidad asintotica global, lo que explicita la
existencia y unicidad del punto de equilibrio. También
resulta sustancial la convergencia asintotica de la
solucion x(t) del sistema al punto de equilibrio
conforme el tiempo tiende a infinito. El estudio de la
funcién candidata de Lyapunov, teorema de Lasalle y
conceptos como el de zona de atraccién, punto de
equilibrio y estabilidad asintética se desarrollan en la
siguiente seccion y se aplican en el caso de estudio.

En esta primera fase de experimentacion, el grupo de
investigacién realiza el abordaje de estas cuestiones a
partir de la propuesta de una estrategia de controlcon
compensacion de gravedad que cumpla con el objetivo
de control reflejado en la ecuacion (1).

2. Marco tedrico

Los modelos dindmicos de los manipuladores robdticos
se caracterizan por ecuaciones diferenciales ordinarias
no lineales y no auténomas. De esta forma, las técnicas
de disefio y los procedimientos de sintonia que se
emplean en sistemas lineales, puedan ser aplicados de
manera limitada en la sintesis de controladores con alto
desempefio para estos dispositivos. Por tal razén, y en
funcién de la elevada precision y velocidad en los
movimientos que requieren estos dispositivos, es que se
emplean técnicas de control mas elaboradas a los efectos
de obtener controladores con mayor nivel de
prestaciones. El disefio de algoritmos de control para un

[I3R T}

robot manipulador de “n” grados de libertad requiere
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conocer su modelo dindmico; en especial, cuando la
técnica de disefio del controlador se sustenta en la
estructura de dicho modelo, tal como es el caso de la
teoria de estabilidad de Lyapunov [4]. Por lo tanto, los
conceptos de control clasico como Bode, root locus y
Nyquist entre otros son especificos de sistemas lineales
[5]; y, en consecuencia, no son aplicables a robots
manipuladores, dado que su estructura es la de un
sistema dinamico no lineal.

A. Modelo Dindmico de robots manipuladores

Este modelo exhibe de manera explicita los
principales fenémenos fisicos presentes en la estructura
mecénica del sistema — robot; tales como, fuerzas
centrifugas y de Coriolis, efectos inerciales, par
gravitacional y fenémenos de friccion (viscosa, Coulomb
y estatica). La descripcion matemética del modelo
dindmico de un robot manipulador de n grados de
libertad, est4 dada por la ecuacion diferencial no lineal

2):
7(t) = M(q) g+ C(9,9) g+ G(q) + F, (a, f,) ()

Donde 1 (t) es el vector de fuerzas o pares que se
aplica a cada articulacién, q(t)e Rn es el vector de
posiciones articulares,g(t) € R"es el vector de
velocidades articulares, ¢G(t) € R® es el vector de
aceleraciones articulares, M(q) € R™™es la matriz de
inercia  que representa el cambio de estado de
movimiento del robot, C(q,q) € R™"es la matriz de
fuerzas centripetas (fuerzas radiales en movimientos
curvilineos hacia adentro del centro de curvatura) y de
Coriolis (esta fuerza representa la desviacién del
movimiento de traslaciéon a raiz de su componente de
rotacion, G(g) € R" es el vector de pares gravitacionales
(vector gradiente de la energia potencial) vy

F; (0, f.) €R" es el vector de pares de friccion

(viscosa, Coulomb y estatica) de cada articulacion del
robot. Cabe sefialar, que la expresién (2) es una ecuacion
diferencial compleja, multivariable con dindmica
fuertemente acoplada y “no lineal” en el vector de

estados [q',q"]" ; ademas de ser valida cuando el

robot tiene una estructura en cadena cinematica abierta y
que no incluye el fendmeno de elasticidad [6].

B. Formulacion Lagrangiana

Las ecuaciones de movimiento de Lagrange constituyen
una potente herramienta analitica para el modelado de
robots manipuladores [7]; dado que permiten describir la
dinamica del robot a partir de un balance de energia, la
cual se expresa en términos de la energia cinética y
potencial de sus eslabones. Para realizar la formulacion
Lagrangiana, es preciso contar con las expresiones de la
cinemética directa del manipulador, que permite llevar a
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cabo cuatro procedimientos de calculo: 1) célculo de la
energia cinética(K(q(t), q(t))), 2) célculo de la energia
potencial(U(q(t))), 3) célculo del Lagrangiano
(L = K(q(®),4(D) - U(q(t))) y 4) formulacién de las
ecuaciones escalares dindmicas de movimiento de

Lagrange para un robot manipulador de n grados de
libertad (gdl); las cuales se desarrollan para cada uno de

ellos (3), y donde el miembro - — F, (a, f,) se refiere
a fuerzas o pares no conservativos en cada articulacion.

d aL(q,('}) _GL(Q-(SI):T_F(C'1 f)i=12 n(3)
dt 80", oq e

C. Sistemas dindmicos

Los sistemas dinamicos son modelos matematicos
con ecuaciones diferenciales que describen los
fendmenos fisicos presentes en el manipulador. Para el
analisis y el disefio en robética es habitual transformar el
modelo dindmico a una ecuacién diferencial de primer
orden (ode), haciendo uso de la representacion en
variables de estado. La estructura de una ecuacion
diferencial ordinaria de primer orden es como la (4),
pudiendo ser la representacion de un sistema mecénico
con dinamica lineal y no lineal [8].

X =fx) (4)

Donde x € R" es la variable de estado fase que
suministra informacion interna acerca de la dindmica del
sistema mecanico, siendo funcion continua del tiempo x
=X (t) y n € N. La derivada temporal de la variable de
estado existe y es continua en el tiempo: x € R* y x =
x(t). La funcion f (x) es un mapeo vectorial f: R" — R"
en la variable de estado x (t). La estructura (4) se
corresponde con un sistema dindmico auténomo, dado
que el tiempo t como variable independiente esta
presente de forma implicita, es decir x = x (). Una gran
mayoria de los sistemas mecéanicos son de esta forma,
teniendo en cuenta que los parametros del modelo
dindmico permanecen invariantes en la linea de tiempo.

D. Estabilidad en el sentido de Lyapunov

Esta teoria permite analizar el comportamiento de
sistemas dindmicos lineales y no lineales de acuerdo a la
ecuacion (4); para lo cual, es necesario fijar ciertos
conceptos:

e Punto de equilibrio: es un vector constante xe €

R" del sistema (4) si f(x,) = OV t > 0. Como
consecuencia de esta definicidn, si la condicion
inicial x(0)€ R" es un equilibrio (x(0) = x, € R"),

!
entonces se satisface x(t)=x, Vt=0 y x(t)=0 vt=>0.
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Generalmente se asume que el origen x = 0 € R"
es un equilibrio de un sistema dinamico
representado por la ecuacion (4). El vector X,
constituye un ente dinamico en el cual todas las
fuerzas del sistema hallan su equilibrio; siendo
fundamental en control de robots analizar la
estabilidad del vector X..

Estabilidad del punto de equilibrio y zona de
atraccion: en la zona de atraccion sucede que
cada solucién de la trayectoria x(t) que comienza
suficientemente cercanaa0, a partir de t, se
aproxima al origen 0 a medida que t — oo. El
origen x = 0 € R" es un punto de equilibrio
asintéticamente estable en forma global si: 1) el
origen es estable; esta condicion se cumple si
para cada namero € > 0 Jun ndmerod / |[x(0)]
<d— [X(t)|| < €V t = 0 y2) el origen es atractivo
en forma global; condicion que se cumple si
IX()] — 0 cuando t — o ¥x(0) € R" La
estabilidad asintética global en sistemas
dinamicos auténomos indica que el punto de
equilibrio x, = 0 € R" es (inico y no depende de la
condicion inicial x(0) € R". La estabilidad
asintética local significa varios puntos de
equilibrio y la convergencia de la trayectoria x(t)
€s con respecto a uno de esos puntos (origen de
estados x = 0 € R" en general) y en consecuencia,
si depende de las condiciones iniciales dentro de
la zona de atracciéon del origen de estados. En
sintesis, la existencia de un Unico X, es una
condicion necesaria para establecer sobre éste
estabilidad asintética en forma global [9]. Cabe
sefialar, que estos conceptos de estabilidad son
propiedades intrinsecas deseables del punto de
equilibrio x. de un sistema dindmico

caracterizado por la ecuacion (4) x=f (x).

Método directo de Lyapunov: el nicleo central de
la teoria de estabilidad de Lyapunov asume que el
punto de equilibrio de un sistema dinamico
autébnomo como el caracterizado por la ecuacion
(4), es estable si su energia total es una funcién
definida positiva continuamente decreciente hasta
alcanzar un estado de equilibrio, el cual esta
asociado con el minimo global de la energia total.
De esta forma, la derivada temporal de esta
funcién de energia (potencia del sistema) es
definida negativa hasta alcanzar el Ilamado
equilibrio. En sintesis, una funcion V(x) para el
equilibrio x = 0 € R" es una funcion candidata de
Lyapunov de la ecuacion (4) si V: R, xR" — R,

si: V(x) es un funcion definida positiva y %(X) y
X

dv (x)

sonfunciones continuas respecto a x. De

acuerdo a estos conceptos, se tienen dos teoremas
fundamentales para el analisis de estabilidad en el
sentido de Lyapunov. El primero establece que el
origenx = 0 € R" es un estado de equilibrio
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estable de la ecuacion (4) si existe una funcion
candidata de Lyapunov V(X) con derivadas
parciales continuas respecto a x y tal que su
derivada temporal satisfaga

%:&(x)sowzowe[". Si esto se

cumple,entonces V(x) es un funcién decreciente y
las soluciones x (t) de un sistema dado por la
ecuacion (4) estan acotadas para toda condicion
inicial x(0) = € R". El segundo dice que el
origenx = 0 € R" es un estado de equilibrio
estable en forma global de la ecuacion (4) si
existe una funcion candidata de Lyapunov V(x)
tal que su derivada temporal satisfaga

\7(0)=0 Vt>0 y\} (X)<0vt=0,vx#0e]". Se cumple
para la variable de estado x(t) que tIimx(t):o .

E. Teorema de Lasalle

Para un sistema dado por la ecuacién (4) cuyo origen
X =0 € R", y aun cuando la funcién candidata de
Lyapunov V(x) presenta una derivada temporal
semidefinida negativa, en ciertos casos se puede
demostrar estabilidad asintdtica global. Se define a un
conjunto invariante Q para un sistema dindmico como
aquel en el cual cada trayectoria que comienza en Q
permanece en Q V t > 0. En este sentido, cualquier punto
de equilibrio estable es ejemplo de un conjunto
invariante, dado que ninguna trayectoria puede
permanecer en forma indefinida en un punto distinto al
de equilibrio estable. De esta manera, si es posible
construir una funcién Lyapunov (V (X)), tal que sus
derivadas a lo largo de las trayectorias del sistema son
semidefinidas negativas, y no existe otra trayectoria del
sistema que pueda permanecer indefinidamente en
puntos donde las derivadas se disipan, entonces el punto
de equilibrio presenta estabilidad asintética en forma
global. Mas precisamente, definiendo el conjunto Q en
base a la expresion (5):

Q={x € R:V(x) =0} (5)

Si x(0) = 0 es la nica condicion inicial en Q para la
cual se cumple que x(t) € Q V t > 0, entonces el origenx
=0 € R" es un equilibrio asintéticamente estable [10].

F. Control PD en robots manipuladores

La ecuacion en lazo cerrado conformada por el
modelo dindmico del manipulador robotico y la
estructura matematica del control  proporcional
derivativo (PD) con compensacién de gravedad, posee
un origen asintéticamente estable en forma global en

términos del vector de estados [q",q"]" . A tal efecto, se
elige una funcion de Lyapunov conformada por la
energia cinética del manipulador méas una funcién
cuadrética del error de posicion, de forma tal que la
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derivada temporal sea semidefinida negativa. Y
empleando el teorema de Lasalle, se demuestra
estabilidad asintdtica global del punto de equilibrio. El
modelo dinamico de un robot manipulador de n gdl sin
término de friccién, esta dada por la ecuacion (6); y la
ley de control PD con compensacion de gravedad por la
ecuacion (7):

() = M(q)§ + C(q.9)q + G(q) (6)

#(t)=K, K, 4+9(a) )

En la (7) K, y K, € R™ representan las ganancias
proporcional y derivativa, y deben ser matrices definidas
positivas para garantizar la estabilidad asintotica global
del origen de la (7). Y g(g) es el vector de pares
gravitacionales, el cual se puede obtener como

J(a)

oq
gravitatoria del robot. El término g(q) en la ecuacion (7)
del algoritmo de control, indica que el controlador hace
uso en forma parcial del modelo dinamico del sistema
robético. El término de compensacion de gravedad g(q),
junto con las condiciones establecidas para las matrices
Ky y Ky, es fundamental para garantizar la unicidad del
punto de equilibrio [11]. Combinando la (6) y (7) se
obtiene la ecuacién en lazo cerrado (8) en variables de
estado que precisan el problema de control de posicion; y
en Fig. 2se ilustra el diagrama de bloques para un control
PD con compensacion de gravedad.

g(a)= siendo  U(q)la energia potencial

dla|_ -
dtl ° - N 0 . . o (8)
al | M@ [qu—qu—cm,q)q}

- 0@ |---

1 1

+ ~ | |

qd q A 4 T 1
—> 3 > K, » 3 » ROBOT

[
»

Figura2. Diagrama de bloques de control PD con
compensacion de gravedad

La posicion articular g(t) se retroalimenta formando

la sefial de errora(t)zqd—q(t). La velocidad

articularg (t) actia como inyeccion de amortiguamiento,
de forma de dosificar la energia del término de control

u]
proporcional K,q mejorando de esta forma el
funcionamiento [12].
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3. Andlisis de caso

Se analiza el caso de un robot de 1 gdl en 2 fases: en
la 1ra se obtiene la ecuacion en lazo cerrado empleando
un algoritmo de control PD con compensacion de
gravedad, siempre en términos de las variables de
estado que definen el problema del control de posicién;
y en la 2da, se lleva a cabo el analisis de estabilidad en
el sentido de Lyapunov y la unicidad del punto de
equilibrio. La Fig. 3 muestra los pardmetros fisicos del
robot: la masa m, el centro de masa Ic, el momento de
inercia IP = mlc2 + | y la posici6n articular variable en
el tiempo q(t).

=1, +1, cos(q)

Figura3. Movimiento del centro de masa Ic del robot
manipulador

1™ Fase: la formulacién Lagrangiana brinda el modelo

dinamico del robot, cuya cinematica directa la da (9):

1. sin(q) I. cos(q) q
b= eostn) v =l = [ i) ©

Se obtiene la energia cinética K mediante la
ecuacion y la energia potencial por medio de la (11).

K(@(®),4(t) =5 [v"v +14%] = 5 [miZ + 114%(10)

U(gq) = mgl (1 — cos(q)) (1)

Se obtiene el Lagrangiano mediante la ecuacion
(12).

L(q,9) = K(q,4) — U(q) =5 [miZ +11¢% —
mgl. (1 - cos(q)) (12)

La (12) adquiere el formato de una ecuacion escalar
(13).

_ d[oL@d] _ L@d) | ;.
T dt [ ag ag +bq (13)
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Se llega al modelo dinamico (14) combinando (12) y
(13).

T = [ml? + 11§ + bg + mgl? sin(q) (14)

El problema se focaliza en posicionar el brazo en un
punto desead g4, desde una inicial como q = 0. El
modelo de control PD mas compensacion gravitatoria
para este robot lo da la ecuacion (15).

7=k, a—kv c.1+mglC sen(q) (15)

Es preciso transformar la ecuaciéon (14) a una
estructura de una ecuacion diferencial de primer orden
como la (4); a partir de escoger adecuadamente las
variables de estado. El problema de posicién del robot

] e
se define en términos de las variables de estado qyq ;

luego se determina la ecuacién en lazo cerrado (16) que
vincula el modelo dinamico (14) con la estrategia de
control (15).

0 . 0 -1 0
;H b k)|
'q (mlzm{kpq—kvq—bq} miZ+1)  (mi>+1) |9

* f(x)
(16)2°* Fase: del andlisis de la (16) se infiere lo

siguiente:

e La lra componente de (16) indica que
—q=-1¢=0c4¢=0
e Empleando fq:o en la2® componente de (16), se
tiene que [kv+b](:.]:0<:>c.]:0/\kpem _;be, . Siendo
que también se tiene que kpc}:o@a:OAkpem L
Se demuestra que el origen del espacio de estados es
el punto de equilibrio y es Gnico; a saber: [q,&T:[o,o]T .

Para el anélisis de la estabilidad del punto de equilibrio
(origen de estados) se propone la siguiente funcion de
Lyapunov (17), teniendo en cuenta que Ip = ml2 + I:

O e l o2 1 72
V(q,q}ilpq +5kpq 7)

El primer término de la ecuacion (17) hace
referencia a la energia cinética, mientras que el segundo
refiere a la energia potencial que es una funcion
cuadratica del error de posicion y por disefio k, es
definida positiva. En virtud de esto, se infiere que V es
una funcién definida positiva.
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Dado que g4 = constante y de la 2da componente de
la (16), se tienen las ecuaciones (18) y (19):

a()=a, —a()=a()=0, —a()=a®=—a(t) (18)

. . . P, 0 e o2
I, q=k, g—k, a—bg=1, qg=k, gk, +b]q (19)

Se deriva con respecto al tiempo la (17)
considerando las expresiones (18) y (19), llegando a la
ecuacion (20):
V(q,q}lpqq+kpqq=lpqq—kpqq=kpqq—[kv+b]q -k, aq=
\}(q,dj}[kv+b]c}zgo (20)

Esta derivada temporal de la funcion de Lyapunov es

semidefinida negativa; habida cuenta de que depende
solo de la variable d , ¥ dado que no se identifica en la
(20) la otra variable de estado correspondiente al error d
. Se concluye que V(q,éjzo sifq:Oy el error q adopta

un valor cualquiera. De esta forma, la funcion candidata
de Lyapunov (17) permite demostrar la estabilidad del
punto de equilibrio. Pero la derivada temporal de la
funcién candidata dada por la expresion (20), indica que
no se satisfacen las condiciones necesarias de
estabilidad asint6tica en forma global (es decir para toda
condicion inicial) para la ecuaciéon auténoma de lazo
cerrado (16). Como la ecuacién (16) es autbnoma, es
posible hacer uso del teorema de Lasalle para demostrar
la estabilidad asintética global del punto de equilibrio
[13], complementando asi la funcién candidata de
Lyapunov. Para este caso de estudio, la aplicacion de
dicho teorema sugiere que el conjunto Q estad dado por

la expresion (21).

u]
Q= {g:|eu 2y (a,(i):OcN;]:Oeu ,CD]GU } (21)
q
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De (21) se infiere que\}(q,a}o@{]:o,\qeg . Una

-7 . T .
solucion [q(t),q(t)] 0 Vt20siq(1)=0vt=0 ; €N CUYO Caso

la posicion articular g(t) es una constante, siendo la
misma la posicion deseada qq. Entonces el error de

posicién a(t)=qd —q(t)=0. En funcién de lo expuesto
y observando en detalle la expresion (20), se tiene que

I: D [ - - g
k, 9=0<>0=0;loque=q=0Vvt=>0. Esto significa que

el conjunto [q(o),a(o)} [8}eu 2es la Gnica condicion

inicial en Q para la cual se cumple que X(t) € Q V t = 0.
De esta forma yen virtud de la aplicacion del teorema
de Lasalle, se demuestra estabilidad asintética global
del origen (punto de equilibrio) de la ecuacion en lazo
cerrado (16).Este hecho asegura este tipo de
estabilidadpara el punto de equilibrio de sistemas
dinamicos que poseen la estructura de la ecuacién (4)
para toda condicion inicial x(0) € R"del vector de
estados que se halla dentro de la regi6n de atraccidn.

4. Resultados

Se muestra una primera simulacion de un robot
prototipo de 1 gdl cuyo extremo se desea posicionar en
120° con condiciones iniciales igual a cero en el vector
de estados, es decir que parte del reposo y de una
posicion inicial de 0°. Una masa m = 6 Kg, friccion
viscosa b = 0.21 Nms/rad, centro de masa Ic = 0.05 m,
longitud | = 0.4m, momento de inercia del rotor I, = 0.18
Nms®/rad (siendo el momento de inercia total del robot |
= 0.18+ 6.0.05%= 0,195). La ganancia proporcional es de
k, = 4 y se adopta una ganancia derivativa de un 50% de
ko (ky == 0.5x4 = 2). Posee un servomotor con un torque
méaximo de 15Nm.

La primerFig. 4 ilustra como la posicién articular q(t)
del brazo roboético converge hacia los 120°, con lo que la
sefial del error converge a 0° Se observa que la fase
transitoria para q(t) se caracteriza por un
comportamiento suave, tendiendo a estabilizarse en los
120° entre los 2 y 2,5seg. Un analisis similar cabe para
la evolucion temporal del error de posicién g tilde que
se observa en la segunda Fig. 4, el cual converge a 0
entre los 2 y 2,5seg. Esta peculiar caracteristica se debe
a la energia que suministra el término de control

proporcionalkpq. Esta energia a su vez, se ve

dosificada en virtud de la inyeccion de amortiguamiento
que proporciona la accién de control derivativo, dada
por el término—k,, ¢, donde el signo menos en el modelo
de control es el que gradda la energia entregada por el

R R ]
término de control proporcional k,q- Una vez que el

brazo llega a la posicion deseada qq = 120° Ila
primeraFig. Srefiere a que la velocidad articular se
aproxima a 0 entre los 2 y 2,5seg. Este hecho refiere a
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que el brazo permanece estdtico en el estado
estacionario, lo cual indica que el mismo ingresa en la
zona del atractor del punto de equilibrio.EIl robot se
mantiene de forma indefinida en esa posicidn; salvo que
se reprograme otra posicion deseada o tenga lugar una
accion perturbadora. Es interesante observar el
incremento de la velocidadarticular en el estado
transitorio hasta alcanzar un pico de casi 170 grados/s a
los 0,2 seg; para luego ir descendiendo por la influencia
del efecto de amortiguamiento. En otras palabras, el
efecto de amortiguamiento originado por la accion de
control derivativa se manifiesta, principalmente, en el
estado transitorio. En estado estacionario la posicion
tiende a ser una constante y la velocidad es 0, con lo que
se diluye el efecto de amortiguamiento. Por su parte, la
segunda Fig. 5 hace referencia a la evolucién temporal
de la sefial de control dada por el par aplicado de la ley
de control. Se observa una ligera similitud con el perfil
del error, con un alto par inicial de casi 8 Nm para
procurar disminuir el error inicial de 120°; asi como
también, comenzar a movilizar el mecanismo desde el
reposo (o, = 0 grados/s en t = Oseg). Se observa que el
par de control se estabiliza en unos 2,5 Nm en 1 seg;
detectdndose un pequefio pico por debajo del valor
estable de 2,5 Nm en concordancia con el pico de
velocidad de 170 grados/s que alcanza el dispositivo a
los 0,2 seg. Este pico de la sefial del par de control no
influye en la curva del error de posicion q tilde que
continua su decaimiento suave hasta alcanzar la nulidad
a los 2 seg, dado que es absorbido por la energia de
amortiguamiento  proporcionada por la accién
derivativa.

Griies Poscile aticdir g vs tismgo

100 > e .
2
=
&'
- 80

o i i i

0 05 1 15 2 25 ]

Tiempa en sequndos
Grafca mror de posicidn q tide vs tiempo
150 T T T

3 : y :
§ 100+ S A —— e e CUCTERRea -
é ' ‘
. . : g ]
S| . HETTCRTe SPPURVV ATy D ORCE O o PEOREOR: @ RS2 -
= 2 ‘ ; :

0 L= L

0 05 1 15 2 25 3
Tiemgo fseg)

Figurad. Respuesta del robot de un grado de
libertad para posicion articular y sefial deerror con
condiciones iniciales nulas en el vector de estados.
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Figura 5. Respuesta del robot de un grado de
libertad para velocidad articular y par de control
con condiciones iniciales nulas en el vector de
estados.

Acontinuacion, se muestran respuestas similares del
robot para distintas condiciones iniciales; manteniendo
la misma ley de control, los mismos parametros
dimensionales y la misma sintonia de ganancias.

En las Figs. 6 y 7, se ve que los perfiles presentan
similitud con el obtenido para condiciones iniciales
nulas, dado que los valores estacionarios se alcanzan en
instantes muy parecidos. En la primera figura 7, la
velocidad articular alcanza el pico también a los 0,2 seg,
adquiriendo un valor de 125 grados/s, en lugar de los
170 grados/s registrados con condiciones iniciales nulas.
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Figura6. Respuesta del robot de un grado de

libertad para posicion articulary sefial de error con - . a‘c“"rm““:’“h”"’“ :’E“‘P} .
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Tiempo [sed) Figura9. Respuesta del robot de un grado de

libertad para velocidad articular y par de control
conposicion articularinicial de 45°y velocidad

Figura?7. Respuesta del robot de un grado de articular nula.

libertad para velocidad articular y par de control
conposicion articularinicial de 30°y velocidad
articular nula.
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Figura8. Respuesta del robot de un grado de
libertad para posicion articular y sefial de error con
posicién articularinicial de 45°y velocidad articular

nula.

FiguralO. Respuesta del robot de un grado de
libertad para posicion articular y sefial de error con
posicion articularinicial de 60°y velocidad articular

nula.
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Figurall. Respuesta del robot de un grado de
libertad para velocidad articular y par de control
conposicion articularinicial de 60°y velocidad
articular nula.

Con respecto a las Figs. 8, 9, 10 y 11 se observan
perfiles de caracteristicas muy similares en la evolucion
temporal de la posicion articular (primera figura 8
respecto a primera figura 10) y sefial de error (segunda
figura 8 respecto a segunda figura 10), especialmente en
términos de como convergen asintéticamente al punto
de equilibrio (120°, 0 grados/s). Por su parte, se ve una
disminucion del pico de la velocidad articular (en todos
los casos a los 0,2 seg), a medida que el mecanismo
parte de una posicion mayor. Se tiene: 170 grados/s para
condicion inicial nula (primera figura 5), 125 grados/s
para condicion inicial (30°, 0 grados/s) (primera figura
7), 110 grados/s para condicién inicial (45°, 0 grados/s)
(primera figura 9) y 85 grados/s para condicion inicial
(60°, 0 grados/s) (primera figura 11). En lo que respecta
a la sefial de control, cabe sefialar observando la
segunda figura 11 para condicién inicial (60°, 0
grados/s), que el par inicial es un poco inferior (poco
mas de 6Nm) y sin que se registre pico por debajo del
valor estable de 2,5 Nm. Este fendmeno se explica en
base al menor recorrido que desarrolla el brazo partiendo
de esta condicion inicial.
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Figural2. Diagrama del plano fase del robot de un
grado de libertad para distintas condiciones iniciales
y para velocidad articular vs posicion articular.

La figura 12 muestra el diagrama de plano fase que
representa una herramienta que permite deducir
informacion acerca de la estabilidad del sistema. La idea
central es generar un conjunto de trayectorias o curvas
de contorno para varias condiciones iniciales en el
espacio de estados. En ordenadas se lleva la velocidad
articular y en abscisas la posicidn articular. En forma
alternativa se puede llevar la sefial de error en el eje
horizontal, lo que no hace variar la interpretacion. A
modo ilustrativo, la figura 13 muestra esta
representacion. En la Fig. 12 se observan las distintas
trayectorias del sistema para las condiciones iniciales
propuestas. EI comportamiento cualitativo de estas
trayectorias permite inferir caracteristicas dinamicas del
sistema. Por ejemplo, para condiciones iniciales nulas,
se ve que para la posicion articular de 25°
aproximadamente, la velocidad articular alcanza su
valor méximo de 170 grados/s (lo que se puede verificar
por simple observacion de la primera figura 4 y primera
figura 5). A la misma conclusiéon se arriba para
condiciones iniciales de (30°, 0 grados/s), donde se ve
gue para una posicion articular de unos 45°, la velocidad
articular alcanza su valor maximo de 125 grados/s (lo
que se puede verificar por simple observaciéon de la
primera figura 6 y primera figura 7). A conclusiones
similares se arriban para las demas condiciones
iniciales.
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Figura 13. Diagrama del plano fase del robot de un
grado de libertad para distintas condiciones iniciales
y para velocidad articular vs sefial de error.

Un concepto de suma importancia dentro del
contexto de esta discusion de resultados se refleja del
analisis de las figuras 12 y/o 13.El punto de equilibrio
(ya sea (120°, 0 grados/s) para la Fig. 12 o (0°, O
grados/s para la Fig. 13 donde se representa la sefial de
error en lugar de la posicién articular), de la ecuacion en
lazo cerrado (ecuacion general (8) o ecuacion (16) en el
marco del analisis de caso) formada por el modelo
dindmico del robot y la ley de control PD con
compensacion de gravedad, posee la propiedad de ser
asintéticamente estable. Por ejemplo, colocando el foco
en la figura 12 el entorno del punto de equilibrio ejerce
una fuerza de atraccion sobre las sefiales de velocidad
articular y posicion articular hacia el origen del espacio
de estados; que en este caso seria (120°, 0 grados/s).
Enfocando el diagrama de fase de figura 13, la fuerza de
atraccion seria sobre las sefiales de velocidad articular y
de error hacia el origen del espacio de estados; que en
este caso seria (0°, 0 grados/s). El atractor conduce
necesariamente al error de posicion y velocidad articular
al del espacio de estados sin tener en cuenta las
condiciones iniciales. Cabe sefialar, que esto es asi si las
condiciones iniciales se hallan dentro de la region de
atraccion.

5. Conclusiones y futura linea de investigacion
A. Conclusiones

A nivel de conclusiones:

e Se analiza el control de posicion de un robot
manipulador en términos de las variables de
estado error de posicion y velocidad articular.
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e Se obtiene la ecuacion en lazo cerrado
combinando la ley de control con la ecuacion del
modelo dindmico haciendo uso de un modelo de
control PD con compensacion de gravedad.

e El término —k,gamortigua la energia
suministrada por el término de control

proporcional K, g ; su accion central se da en el
estado transitorio, eliminando asi los sobrepicos.

e Se lleva a cabo el andlisis de estabilidad del
punto de equilibrio (origen del espacio de
estados) mediante la funcién de Lyapunov.

e Se demuestra que el origen del espacio de
estados es el Unico punto de equilibrio, y se
aplica el teorema de Lasalle para demostrar
estabilidad asintética en forma global del origen
de la ecuacion en lazo cerrado (16).

e Se observa que una vez que el robot se detiene
en el estado estacionario, el término de la
compensacion de gravedad tiende a una
constante (g(gq) = mglcsen(qq)) para mantener al
robot en la posicion deseada qq.

e En estado transitorio la Gnica energia que entrega
el algoritmo de control es la del par gravitacional
(9(gq) = mglcsen(qq)); de lo que se infiere la
importancia de incluir esta componente en la ley
de control, y asi compensar parcialmente la
dinamica del brazo.

e Si no fuese asi, dicho brazo se desplazaria hacia

0
abajo aumentando el error de posicion q(t), por
lo que el controlador envia energia para volverlo
a la posicion deseada qq (120° para el caso de
estudio). Asi el brazo podria quedar oscilando; y
es el par gravitacional el que se requiere para que
el manipulador se mantenga en los 120°.

e Se realizd un estudio complementario para
distintas  condiciones iniciales, generando
diferentes perfiles de las evoluciones temporales
de posicion articular, sefial de error, velocidad
articular y par de control.

e Se complemento este analisis con la construccion
de los diagramas de plano fase en las variables

de - estado] (0,0 |y/0[ 0. 400 ¥ se

verifico que las trayectorias del sistema
convergen asintéticamente hacia el punto de
equilibrio con independencia de las condiciones
iniciales.

B. Futuras Lineas de Investigacién

A nivel de futuras lineas de investigacion:
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e ElI grupo de investigacion se encuentra
analizando el control de posicién para robot de 2
gdl.

e El grupo de investigacion se encuentra
analizando una ley de control adaptable que
permita un analisis detallado de la sintonizacién
de las ganancias.

e En este sentido, esta en estudio el algoritmo de
control PID con ciertas condiciones de sintonia.

e En préxima fase de investigacion, se analiza el
control de trayectoria donde la posicion deseada
qq s variable en el tiempo.

e En linea con el punto anterior, se encuentra en
fase de estudio y experimentacién la
implementacion de las leyes de control por par
computado y par calculado +.

REFERENCIAS

[1]Barrientos, Antonio; Pefiin, Luis Felipe; Balaguer
Carlos y Aracil Rafael. “Fundamentos de Robotica”.
Editorial McGraw — Hill. Madrid — Espafia, 2007.

[2]Reyes Cortés, F., “Robodtica — Control de Robots
Manipuladores”. Ed. Alfaomega, México, 2011

[3]Reyes Cortés, F., “Mecatronica, Control y
Automatizacion”. Ed. Alfaomega, México, 2013.

[4] Poliak, B., “Lyapunov Functions: An Optimization
Theory Perspective”. IFAC 2017

[5]Hernandez Gavifio, R., “Introduccion a los Sistemas
de Control”. Ed. Pearson, México, 2003.

[6] Saltaren, R., “Robotica Aplicada. Analisis y Disefio
de Robots Paralelos y Seriales con Matlab”. Ed.
Dextra, 2014.

[7] StrictLyapunovfunctionsfor control of robot
manipulators. VictorSantibafez, RafaelKelly.
AutomaticaVolume 33, Issue 4, April 1997, Pages
675-682.

[8] Taylor, J., “Mecanica Clasica”. Ed. Reverte, Espaifia,
2018.

[9] Salgado, E. M., “Analisis de sistemas lineales”. Ed.
Pearson Education, 2005.

[10] OlleroBaturone, A. “Robdtica. Manipuladores y
Robots Moviles”. Ed. Marcombo, Espafia, 2001.

[11]Kelly, R., “Control de Robots Manipuladores”. Ed.
Pearson Prentice Hall, Espafia, 2003.

[12]Dorf, R.,”Sistemas de Control Moderno”. Ed.
Alhambra, Espafia, 2005.

[13] A Reviewof Fundamentals
ofLyapunovTheory.ChutiphonPukdeboon.
TheJournalofAppliedScience, [2011] Vol. 10 No. 2.

21 al 23 DE SEPTIEMBRE DE 2022 BOGOTA, COLOMBIA



