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Resumen. En este trabajo abordamos el estudio de un tema de Algebra Lineal como es la Descomposicion en
Valores Singulares y su aplicacion directa a una tecnologia que nos rodea diariamente como son las imagenes
digitales. Ademas de introducir los conceptos matematicos necesarios, exponemos aquellos relacionados al
tratamiento de imagenes digitales. Realizamos simulaciones mediante software y mostramos un ejemplo
practico con el objetivo de facilitar la asimilacion de los conceptos.

La modelizacién matematica de las imagenes digitales como matrices las convierte también en una excelente
herramienta docente para motivar al estudiante en la profundizacién del estudio de Algebra Lineal.
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1 Introduccion

La descomposicion de una matriz en factores, es decir, la posibilidad de expresarla como producto de dos o mas
matrices, tal es el caso de la descomposicion LU y la QR, tiene una gran utilidad en variadas aplicaciones.

En este trabajo utilizamos una de las descomposiciones mas importantes que puede aplicarse a cualquier
matriz 4 de tamafio mxn, la Descomposicion en Valores Singulares (DVS).

La DVS se utiliza en una amplia variedad de areas del procesamiento de imagenes. Aqui trabajaremos una de
las aplicaciones mas conocidas de esta descomposicion matricial, que es la compresion de imagenes digitales.

Es importante resaltar que el método de compresion JPEG, basado en la Transformada Discreta del Coseno
(DCT) no proporciona un nivel de compresion tan elevado como la DVS; en efecto, el método presentado para la
DVS aproxima cada imagen por su aproximacion “optima”. En cambio, la DCT transforma todas las imagenes
de la misma manera, no es una transformacion optimizada a cada imagen particular, como la DVS. Sin embargo,
la ventaja de la DCT es su facilidad de aplicacién mediante algoritmos rapidos, junto con una eficiencia mas que
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aceptable; por ello, el método de compresion JPEG se ha extendido mundialmente, aunque no sea “optimo”. [1]

2 Marco tedrico

2.1 Imagenes digitales

Una imagen puede ser definida como una funcion bidimensional f{x,y), donde x e y son las coordenadas en el
plano y f'es la amplitud de cualquier par de coordenadas (x,y), llamada intensidad de la imagen en el punto.

El término nivel de gris se usa para referirse a la intensidad monocromatica de las imagenes. Por su parte las
imagenes a color estan formadas por una combinacion individual de imagenes 2-D. En el sistema de color RGB,
un color consiste en tres componentes individuales de una imagen que son Red, Green y Blue (rojo, verde y azul
respectivamente). Por esta razon, muchas técnicas de desarrollo para imagenes monocromaticas pueden ser
extendidas para el procesamiento de imagenes a color.

Cuando (x, y) y los valores de la amplitud de la funcion f'son cantidades discretas finitas, a dicha imagen se le
llama imagen digital. Una imagen digital estd compuesta de un nimero finito de elementos llamados pixeles,
donde cada uno tiene una localidad y un valor establecido. [2]
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Fig. 1. Esquema de una imagen RGB I(m,n,p) con sus tres componentes individuales. Aqui m y n tienen el mismo
significado que para el caso de las imagenes monocromaticas, mientras que p representa el plano, que para RGB
puede ser 1 para el rojo, 2 para el verde y 3 para el azul. [3]

2.2 Manejo de imagenes digitales mediante software

Ya sea que utilicemos MatLab o una alternativa en software libre como SciLab, la estructura basica de datos es
el arreglo, el cual se puede definir como un conjunto ordenado de niimeros reales o complejos. En el caso de las
imagenes, éstas pueden ser representadas por matrices formadas por conjuntos ordenados de valores reales que, a
su vez, representan la intensidad de color o de niveles de grises.

Estos programas almacenan las imdgenes como arreglos bidimensionales (matrices) en los cuales cada
elemento de la matriz corresponde a la intensidad de un pixel de la imagen. Por ejemplo, una imagen de 200 filas
por 300 columnas se almacena como una matriz de 200x300. Algunas imagenes, como las imagenes RGB
nombradas anteriormente, requieren de un arreglo tridimensional, donde el primer plano representa la intensidad
de rojo en los pixeles, el segundo plano, la intensidad de verde de los pixeles, y el tercer plano, la intensidad de
azul de los mismos.

Esta convencion sustituye el trabajo con imagenes por una representacion matricial. Por ejemplo, se puede
seleccionar un solo pixel de una imagen-matriz (estos términos serdn analogos a partir de ahora para las
definiciones que siguen) de la forma /(2,15), con lo cual el software regresara el valor del pixel localizado en el
renglon 2, columna 15 de 7. [2]

2.3 (Qué es la Descomposicion en Valores Singulares?

En esta parte del trabajo, damos las definiciones y teoremas matematicos necesarios para comprender los temas a
desarrollar. Para mas detalles y demostraciones recomendamos ver las referencias [4] y [5].

Dada una matriz 4 real de dimensiones mxn, existe una matriz U ortogonal de orden m, una matriz diagonal S
de dimensiones mxn y una matriz ¥ ortogonal de orden n de forma que:

A =USV? (0))

siendo V* la matriz transpuesta de V.

Los elementos no nulos de la diagonal de S se denominan valores singulares de 4 y son niimeros no negativos,
pues son la raiz cuadrada de los autovalores no nulos de la matriz A’4 o de A4’, ya que ambos coinciden (salvo el
autovalor nulo, si es que lo tienen). Las columnas de U y V' se denominan vectores singulares por la izquierda y
por la derecha respectivamente. Esta factorizacion de 4 es lo que llamamos Descomposicion en Valores
Singulares de A.

Una propiedad muy interesante de la DVS de una matriz 4 es que el niimero de valores singulares no nulos de
ésta coincide con el rango de dicha matriz.

Supongamos que una matriz 4 es de rango r y que los valores singulares no nulos estan ordenados en orden
decreciente:

512852 =520 2)



Se puede comprobar que:

A=Y suvf = sjugvf + Supvs + + s vf 3)

donde s; es un escalar (el valor singular correspondiente), mientras que u; es la columna j-ésima de la matriz U
y vj es la columna j-ésima de la matriz V.

La identidad (3) expresa 4 como suma de » matrices de rango 1. A cada matriz Sjujvf se le llama j-ésimo
modo de 4, asi s;u,v! es el primer modo de 4, s,u,vies el segundo modo, etc.

Ejemplo: Sea A una matriz 3x2 con los siguientes valores:

2 0
A=]0 3 “@
0 0
A partir de (1) expresamos su DVS como:
2 0 0 1 0113 0
[0 3]=[1 0 0] [o 2] - )
1 0
0 0 0 0o 1110 0
Los valores singulares son s;= 3 y s,=2. Y de (3) podemos expresar:
2 0 0 1
0 3(=3 1{lo 1]1+2(0|[1 0] =s,wv] + s,u,v (6)
0 0 0 0
A=A+ 4, @)
2 0 0 0 2 0
0 3]=|0 3[+|0 0 ®)
0 0 0 0 0 O

De donde se observa que Rango (A) = 2, Rango (A1) = 1 y Rango (Ay) = 1.

2.4 LaDVSy el teorema de aproximaciéon

Un resultado fundamental para las aplicaciones de la DVS es el siguiente Teorema de Aproximacion cuya
demostracion puede verse en [5]; supongamos que a partir del calculo de la DVS tenemos A (de rango r)
expresada segtin (3), entonces la mejor aproximacion de 4 en la norma espectral (o norma 2) mediante matrices
de su mismo tamafio y rango k < r es la matriz:

— k t _ t t t
Ay = ijlsjujvj =S;U U + SUp Vs + 4 S U vk )

que se obtiene tomando solamente los k£ valores singulares mas grandes. La norma espectral de una matriz 4
viene dada por:

IAll; = s; (10)

Es decir, es igual al mayor de sus valores singulares. En relacion con la mejor aproximacion mediante
matrices de rango k < r se tiene entonces:

IA Axllz = sk41 @an)
Este resultado nos dice que la mejor aproximacion a la matriz 4 mediante matrices de rango & es la matriz

dada por A, y que el error cometido con dicha aproximacion vale si+1, el valor singular k-ésimo+1.
Si consideramos el ejemplo realizado en la seccion anterior, la norma 2 de A es:

lAll, =s, =3 12)



Con lo cual verificamos (10). Si ahora tomamos la aproximacion Ax con rango k = 1 (recordar que k < r),
tenemos:

0 0
Ar=|0 3 (13)
0 0
El error cometido con esta aproximacion es:
A Al =2=s; 14)

Resultado que comprueba lo obtenido en (11).

Algoritmo 1. Para la implementacion computacional se puede utilizar el paquete informatico MatLab. Una vez
definida la matriz A4, la norma 2 puede ser calculada mediante la funcion norm. Para el caso de la DVS, la
funcién svd calcula los valores singulares de 4 y las matrices U y ¥ que cumplen la condicién (1).

norm (A, 2)
[U,S,V] = svd(A)

3 Aplicacion a la compresion de imagenes digitales

Hasta aqui, hemos expuesto de una manera resumida la descripcion matematica de la descomposicion en valores
singulares. De las aplicaciones que existen, una es en la compresion de imagenes digitales. Esto permite que
ocupen menos espacio en nuestro disco duro, se transmitan de manera mas eficiente y viajen mas rapido por
internet. [6]

Por una cuestion practica y para facilitar la comprension de los temas, a continuacion mostramos ejemplos
desarrollados sobre imagenes monocromaticas de 8 bits. En ellas, el valor de cada pixel se corresponde a un
determinado valor en una escala de grises de 28, es decir, 256 tonalidades distintas. La misma estd comprendida
en un rango de niameros enteros de 0 a 255 en el cual cada valor estd asociado a distintas graduaciones de gris,
desde el negro cuyo valor es el 0, hasta el blanco cuyo valor es 255. Todos los conceptos desarrollados pueden
hacerse extensivos a imagenes color, recordando que éstas son tratadas como arreglos tridimensionales, como se
mencioné anteriormente. [2]

Un ejemplo de imagen monocromatica y su correspondiente representacion matricial se presenta en la Fig. 2.

[100 100 100 100 100 100 100 100 100 100]
100 100 100 100 100 100 100 100 100 100
100 100 255 255 255 255 255 255 100 100
100 100 255 0 0 0 0 255 100 100
100 100 255 255 0 0 255 255 100 100
100 100 255 255 0 0 255 255 100 100
100 100 255 0 0 0 0 255 100 100
100 100 255 255 255 255 255 255 100 100
100 100 100 100 100 100 100 100 100 100

100 100 100 100 100 100 100 100 100 100

Fig. 2. Representacion de una imagen en escala de grises mediante una matriz

3.1 Implementacién

El objetivo ahora es poder desarrollar un algoritmo que permita comprimir la imagen sin perder una cantidad
considerable de resolucion. Es decir, tratar de conseguir la misma imagen, quiza con unos tonos de grises
menores, pero con muchos menos datos.



Dada una matriz 4 de tamafio mxn, la transferencia completa de dicha matriz requiere la transmision de m n
valores. El teorema de aproximacion obtenido en (9) permite escribir la matriz de rango k que mejor aproxima a
A de la siguiente manera:

A =Xy suvf as)

Incrementar en una unidad el rango de la matriz con la que aproximamos a la matriz original supone la
transmision de (m+n+1) valores adicionales: los m elementos de u;, los n elementos de vf y 1 de s;. Asi, si en
vez de transmitir 4, transmitimos la informacion necesaria para generar la aproximacion A, es suficiente
transmitir k (m+n+1) datos en lugar de los m n que forman la matriz original, lo que demuestra la reduccion
conseguida en el numero de datos (obsérvese que A, sigue siendo una matriz de dimensiones mxn).

El procedimiento tendra interés solo si se puede tomar:

k mn

m+n+1 6)
En caso contrario, ademas de tener que transmitir mas datos que los necesarios para formar la imagen
original, habriamos tenido que calcular la DVS de la matriz, lo que implica un aumento en el nimero de
operaciones necesarias para la transferencia de datos.
Resultara ilustrativo realizar un ejemplo practico, en este caso, con una imagen de tamafno 480x640
(Marcie.bmp) que es la fotografia de una mujer. Comenzamos cargando una matriz de tamafio 480x640
correspondiente a la imagen y luego determinando su rango.

Fig. 3. Fotografia (Marcie.bmp) utilizada como ejemplo

Algoritmo 2. Las funciones imread e imshow permiten la lectura y la visualizacion de la imagen
respectivamente. Para el caso del rango, prestar atencion a que no aparece el “;” luego de la instruccion rank para
que aparezca el resultado en pantalla.

A = imread('Marcie.bmp');
imshow (A) ;

A = im2double (A) ;

rank (A)

Comprobamos que el rango de 4 es el maximo posible, es decir » = 480. Luego, realizamos la aproximacion
Ar de (9) para un valor determinado de k, y vemos la correspondiente imagen aproximada, ejecutando el
Algoritmo3.

Algoritmo 3. Para un valor determinado de k (en este caso k=5), obtenemos y visualizamos la aproximacion
correspondiente.

[U,S,V] = svd(A);

k = 5; % definir k

Ak = U(:,1:k)*S(1:k,1:k)*V(:,1:k)";
imshow (Ak) ;



3.2 Ensayos

Para comprobar la aplicabilidad de la DVS en la compresion de imagenes ejecutamos el Algoritmo 3 para
distintos valores de k. Ademas, para cada uno de los casos calculamos el error relativo (usando la norma 2) [7]:

Error relativo = 21 amn
S1

Y también el factor de compresion, que representa el cociente entre el espacio requerido para almacenar la
imagen aproximada y el necesario para almacenar la imagen original [7]:

k (480+6 46-1)

Factor de compresion =
480 6 40

18)
Algoritmo 4. Se realizan unos pequefios cambios al Algoritmo 3, agregandole la posibilidad de determinar el
error relativo y el factor de compresion para un valor de £ determinado. Nuevamente se omite el signo “;” en dos
instrucciones para que aparezca el resultado en pantalla.

[U,S,V] = svd(A);

k = 5; % definir k

Ak = U(:,1:k)*S(1l:k,1:k)*V(:,1:k)";
imshow (Ak) ;

$Error Relativo
E = A - Ak;
e = norm (E,2) / norm (A,2)

$Factor de compresién
fc = (k*(480+640+1))/(480*640)

Los resultados correspondientes a tres casos distintos son los siguientes:

e Aproximacion de rango k = 10 (4,9): Para este primer caso el factor de compresion resulta ser de 0.0365, es
decir que la imagen aproximada 49 ocupa menos del 4% de la imagen original A. El error relativo eii/er es
0.0507, y vemos como tomando solamente los primeros 10 valores singulares de los 480 no es posible
dilucidar con claridad de que se trata de la fotografia, como puede observarse en la Fig. 4.

Fig. 4. Aproximacion de rango k = 10

e Aproximacion de rango k = 50 (4s0): En este caso el factor de compresion resulta de 0.1825, es decir que la
imagen aproximada ocupa poco mas del 18% de la imagen original. Como observamos en la Fig. 5, es
posible distinguir perfectamente que se trata de la fotografia de una mujer. Esta mejora se ve reflejada
también en la disminucién del error relativo e51/e1, que ahora vale 0.0114. Sin embargo, el nivel de detalle
de la fotografia es bajo, algo que se ve, por ejemplo, en los rasgos faciales y el pelo.



Fig. 5. Aproximacion de rango k = 50

e Aproximacion de rango k = 100 (4;00): En este ultimo caso el factor de compresion es de 0.3649
(aproximadamente 36,5%) y obtenemos una calidad casi idéntica a la conseguida en la imagen original (Fig.
6). El error relativo es ahora bastante mas pequefio que en los dos casos anteriores ejoi/e; (0.050).

Fig. 6. Aproximacion de rango k 00

Si hay valores singulares muchos mayores que otros, es evidente que éstos son mas determinantes en la
formacion de A que los valores singulares pequefios. Si ademas de calcularlos, los graficamos usando una escala
logaritmica (debido a la posibilidad de que haya valores singulares muy grandes), podremos apreciar de forma
aproximada la preponderancia de los valores singulares mas grandes frente al resto de ellos. [8]
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Fig. 7. Representacion grafica de los valores singulares

Observando la grafica de la Fig. 7, correspondiente a la Fig. 3, se aprecia que aproximadamente los 100
primeros valores singulares dominan frente al resto de ellos, es decir, que son mas determinantes en la formacion
de la matriz A. Por lo que aproximando A por la suma de sus primeros modos, las imagenes de estas matrices
deberan asemejarse a las de 4, a medida que aumenta el nimero de modos que tomamos en consideracion. El
ejemplo desarrollado nos demuestra claramente que con pocos modos conseguimos resultados muy buenos.



4 Conclusiones y trabajos a futuro

A lo largo del trabajo hemos visto la utilizacion de la Descomposicion en Valores Singulares en una aplicacion
concreta, como es la compresion de imagenes digitales. Pudimos observar los cambios en las imagenes a medida
que aumentamos el rango k de la aproximacion, y llegamos a la conclusion de que lo primordial para recuperar la
informacion de nuestra imagen original son s6lo unos pocos valores singulares (con sus respectivos vectores U; y
vi): los mayores de todos los que posea la matriz.

Ademas, esta aplicacion de la teoria no solo ayuda al estudiante a entender mejor el concepto de la
Descomposicion en Valores Singulares, sino que adicionalmente motiva su aprendizaje al observar su utilidad en
un ejemplo de la vida real.

Como trabajo a futuro se plantea la posibilidad de realizar una aplicacion de la Descomposicion en Valores
Singulares en un campo de la estadistica, que es el analisis de componentes principales (PCA). Esto es muy
utilizado en el reconocimiento de rostros, en una técnica conocida como Eigenfaces.
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