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Resumen

Los sistemas industriales modernos, basados en proveer una mejor calidad y
uniformidad de sus productos aprovechando mejor los recursos disponibles y favo-
reciendo el cuidado del medioambiente, incorporan sistemas de control cada vez
mas complejos. La industria de procesos quimicos, cada vez més sofisticada, tiene
un gran y continuo desarrollo que ha sido acompanado de avances en problemas de
computacién, control y optimizacién. Entre ellos, las técnicas de control avanzadas
se fueron estableciendo para mejorar el desempeno y garantizar la estabilidad del
sistema controlado.

En consecuencia, los controladores basados en problemas de optimizacién se
implementan en una amplia gama de aplicaciones industriales. Los controladores
6ptimos u optimizantes toman en cuenta, mediante una funcién, los objetivos re-
queridos e incorporan las restricciones operativas del sistema. En este sentido, el
control predictivo basado en modelos utiliza un modelo matematico de prediccion
para obtener las respuestas futuras y aplicar aquella que mejor satisfaga los ob-
jetivos propuestos. Por lo tanto, para disenar esquemas de control de este tipo,
se deben tener en cuenta varios aspectos. Siendo éstos los objetivos requeridos, el
modelo de la planta para prediccién, las restricciones impuestas, la ley de control,
el tamano del horizonte de prediccion, entre otros.

Tomando en cuenta estos aspectos, esta tesis aborda el diseno, desarrollo y eva-
luacién de estrategias de control predictivo basado en modelos aplicado a procesos
tipicos de la industria de procesos, que aseguren estabilidad del sistema controlado,
el cumplimiento de las restricciones operativas y que contemplen incertidumbre en
el modelo de prediccién, ya sea por las que surgen de la naturaleza no lineal del
sistema o porque no se conocen con exactitud los parametros del modelo.

Para ello, en primer lugar, se introduce el estado del arte y se abordan los
principales conceptos y herramientas matemaéticas en las que se sustenta esta te-
sis. Luego, se presentan dos estrategias de control predictivo basado en modelos
adaptativo para regulacion. Por un lado, un controlador que realiza la adaptacion
del modelo y obtiene la secuencia de controles en una unica etapa y por otro la-
do, un esquema de dos etapas en que la primera obtiene el modelo de prediccion
adaptado y la segunda calcula la secuencia de controles aplicando dicho modelo. A
continuacion se amplian dichas técnicas para seguimiento de referencia. Las con-
diciones de estabilidad del controlador se establecen en términos de problemas de
desigualdades matriciales lineales.

Por ultimo, las estrategias de control propuestas se evaltian en procesos in-
dustriales quimicos no lineales tipicos, un intercambiador de calor y un reactor
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continuo de tanque agitado. Para ello, se realizaron simulaciones numéricas realis-
tas que permiten abordar discusiones sobre el desempeno y la efectividad de cada
una de las técnicas. Los resultados de la simulacién se analizan en detalle y se
discuten las ventajas y desventajas de cada estrategia de control.



Abstract

Modern industrial systems, based on providing better quality and uniformity of
their products while making better use of available resources and favoring care for
the environment, incorporate increasingly complex control systems. In particular,
the chemical process industry has a significant development, accompanied by ad-
vances in computing, control and optimization problems. Among these advances,
advanced control techniques have been established to improve the performance
and ensure the stability of the controlled system.

Consequently, optimization-based controllers are implemented in a wide ran-
ge of industrial applications. Optimal or optimizing controllers take into account,
through a functional, the required objectives and incorporate the system opera-
ting constraints. In this sense, model-based predictive control uses a mathematical
prediction model to predict future system responses and to apply the control stra-
tegy that best satisfies the desired objectives. Therefore, to design these control
schemes, several aspects must be considered, including the required objectives,
process model for prediction, imposed constraints, control law, length of the pre-
diction horizon, among others.

On the basis of the aspects mentioned above, this thesis focuses on the design,
development and evaluation of model-based predictive control strategies applied
to typical industrial processes. The proposed techniques aim to ensure the stability
of the controlled system, compliance with operating constraints, and contemplate
uncertainty in the prediction model. Uncertainty can be arise from the non-linear
nature of the system or due to the lack of exact knowledge of the model parameters.

To do this, firstly, the current state-of-art is introduced together with the main
mathematical concepts and necessary tools on which this thesis is based. Then,
two adaptive model-based predictive control strategies for regulation purposes are
presented. The first approach is a controller that adapts the model and obtains the
control sequence in a single stage, and on the other hand. The second approach
involves a two-stage scheme, where the first stage obtains the adapted prediction
model and the second stage calculates the control sequence applying the model
from the first stage. Subsequently, these techniques are extended for reference
tracking purposes. The controller stability conditions are stated in terms of linear
matrix inequality problems.

Finally, the proposed control strategies are evaluated on two typical non-linear
chemical industrial processes, a heat exchanger and a continuous stirred tank reac-
tor. For this, realistic numerical simulations are carried out to assess the perfor-
mance and effectiveness of each technique. The simulation results are thoroughly
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analyzed, and the advantages and disadvantages of each strategy are discussed.






Capitulo 1

Introduccion

Los avances tecnologicos experimentados en las iltimas décadas, sumado a
la necesidad de satisfacer las necesidades de un mercado cada vez mas exigente
en cuanto a calidad, uniformidad, seguridad y cuidado del medioambiente, han
llevado a que los sistemas de control estén presentes en casi todos los aspectos de la
vida cotidiana, desde simples elementos de uso diario hasta en grandes industrias,
donde la industria de procesos no es ajena.

La industria de procesos se ha vuelto cada vez mas compleja, expandiéndose
junto a los desarrollos recientes y continuos en areas como la computacién, el
control avanzado y la optimizacion. Entre los métodos de control mas establecidos,
el Control Predictivo basado en Modelos (MPC!, por sus siglas en inglés) aparece
en gran parte de estas aplicaciones industriales [1].

Basicamente, el diseno de controladores para la industria de procesos tiene por
objetivo lograr que el sistema controlado funcione en forma éptima (o préximo a
ésta), garantizando caracteristicas dindmicas adecuadas ante los diversos escena-
rios que puedan presentarse, entre los que pueden mencionarse:

= Cambio de consigna, muchos procesos a lo largo de su funcionamiento normal
se ven sometidos a frecuentes cambios en su punto de operaciéon, de forma que
para éstos no existe un punto de funcionamiento, sino mas bien un rango
de puntos de funcionamiento en cualquiera de los cuales el proceso puede
operar durante un periodo de tiempo [2]. Ante esta situacién, el sistema de
control debe reducir o eliminar el error de seguimiento y acotar el tiempo de
respuesta a valores razonables.

= Incertidumbre de modelado, el desempeno del sistema de control depende en
gran medida del modelo matematico que representa la planta a controlar, sin
embargo, este modelo es una aproximacion de la dindmica real y la diferencia
entre ambos se conoce como error o incertidumbre de modelado. Por lo tanto,
el sistema de control debe lograr cierta robustez ante las incertidumbres
propias del modelado al usar aproximaciones para representar al sistema.

= Presencia de perturbaciones, una planta en funcionamiento puede verse afec-
tada por perturbaciones externas que cambian su punto de operacion, mo-
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2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

dificando ya sea entradas y/o salidas. Por ello, el sistema de control debe
presentar un buen rechazo de perturbaciones, es decir, reducir al minimo la
variabilidad que se produce en las variables controladas ante entradas no
deseadas y reducir la sensibilidad al ruido de proceso o al producido en los
sensores de las variables medidas.

En MPC se utiliza un modelo para predecir la salida del proceso. De esta
manera, se evaliian los posibles comportamientos futuros y se calcula una secuencia
de acciones de control futuras que logren el comportamiento deseado. Luego, sélo la
primera accién es implementada y la situacion se reevalia, para tener en cuenta los
cambios recientes, esta técnica es conocida como estrategia de horizonte deslizante
(RHC2, por sus siglas en inglés).

Si bien la técnica RHC, utilizada por MPC, dota de realimentacion al siste-
ma y por lo tanto de cierta robustez, la presencia de perturbaciones externas o
significativos errores de modelado pueden apartar la planta del comportamiento
deseado, incluso pueden hacer que su evolucion viole las restricciones operativas o
de seguridad, que el controlador deje de ser factible o que se pierda la convergencia
del sistema en bucle cerrado.

Lo planteado tiene especial relevancia en la industria de procesos, donde los
sistemas tipicos se caracterizan por presentar, como principales dificultades, com-
portamientos no lineales, variantes en el tiempo, tiempos muertos, limites en sus
estados y en las variables manipuladas, limites de seguridad operativa, entre otras
[3]. Los modelos que describen estos sistemas provienen, mayoritariamente, de la
formulaciéon matemaética de sus principios fisico-quimicos, en general de ecuacio-
nes de balances adecuadamente simplificadas o bien, del tratamiento numérico de
datos experimentales y de la eleccién de una forma analitica simplificada para
expresar la dindmica y posterior ajuste de sus parametros.

Sin embargo, determinar los valores de los pardmetros no implica que se co-
nozcan con exactitud sino que va a existir una tolerancia o incertidumbre en los
mismos, y aunque los valores nominales de los parametros sean muy precisos, los
puntos de operacion de la planta cambian, debido a la inevitable desviacién con
respecto al punto de equilibrio del sistema cuando esta en funcionamiento, o bien
se ven afectados por perturbaciones externas, o simplemente varian con el tiempo.
Por tanto, los parametros del modelo cambian y necesitan ser contemplados vy,
en algunos casos, corregidos. Si no se toman los recaudos necesarios, estos facto-
res pueden causar un pobre desempeno, y mas aun, inestabilidad en el sistema
controlado.

Por otro lado, en las formulaciones originales de MPC, los sistemas controla-
dos generalmente se representan a través de modelos Lineales e Invariantes en el
Tiempo (LTI3, por sus siglas en inglés), donde la inclusién de modelos no lineales
no es una tarea trivial y aumenta considerablemente la complejidad de la capa de
optimizacién resultante [4], dificultando su aplicacién en tiempo real. Incluso la
funcién (normalmente no lineal) que describe el sistema puede no estar disponi-
ble, no ser identificada o no ser utilizada para el control (por ejemplo, debido a

?Receding Horizon Control
3Linear Time Invariant
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su complejidad). Por estas razones, usualmente se utilizan modelos lineales para
la prediccion, los cuales son generalmente linealizados o identificados en un punto
de operacion especifico de la planta.

Sin embargo, el modelo lineal utilizado para la prediccion representa el com-
portamiento de la planta alrededor de un solo punto de operacién determinado.
Si el punto de operacién del sistema cambia, el modelo lineal utilizado para la
prediccién puede no describir el comportamiento de la planta en este nuevo punto
y la estrategia de control puede no cumplir eficazmente con su tarea.

El objetivo de esta tesis es lograr que el sistema de control sea capaz de lo-
grar un desempeno 6ptimo o muy cercano a éste, cumpliendo con las condiciones
dindmicas especificadas, respetando restricciones operativas, y asegurando, las con-
diciones de robustez necesarias de manera que se garantice estabilidad asintotica
de la referencia para el sistema controlado considerando incertidumbre de mode-
lado, presencia de perturbaciones externas y restricciones del proceso real.

1.1. Analisis de la principal bibliografia relacio-
nada con el tema propuesto

1.1.1. Control predictivo basado en modelos

En la industria de procesos, donde se utilizan sistemas tales como columnas
de destilacion, intercambiadores de calor, reactores batch y continuos, tanques,
etc., las principales problematicas son las no linealidades, las restricciones en las
variables de salida y manipuladas, los tiempos muertos y requerimientos de segu-
ridad. Esto ha llevado a que los sistemas de control tradicionales tengan un bajo
desempeno y, por ello, al momento de mejorar el desempeno de procesos indus-
triales, usualmente en la literatura de control de procesos ([5], [6], [7]) se recurre
a lo que se conoce como estrategias de control avanzadas tradicionales, que in-
cluyen fundamentalmente al control feedforward, control en cascada, predictor de
Smith, control de relacién, control selectivo y control de rango dividido. Si bien,
estas estrategias han mostrado ser méas exitosas que el control por realimentacion
tradicional, muchos esquemas de control avanzados se han ido radicando como
estrategias ya tradicionales en la ingenieria de control de procesos, como es el caso
del control 6ptimo, control predictivo, control adaptativo, y otras mas modernas
como el diagndstico, la deteccién y el control tolerante a fallas, los sistemas de
control con aprendizaje, entre otras.

Sin embargo, el control PID tradicional y algunas opciones de diseno como
por ejemplo, el disenio fuera de linea mediante el uso de Desigualdades Matri-
ciales Lineales LMIs* siguen siendo utilizadas en aplicaciones industriales. Estos
controladores posibilitan mantener la planta en el punto de operacién deseado (re-
gulador) como control de bajo nivel en una estructura de control jerarquica como
la que se muestra en la Figura 1.1 [8].

4Linear Matrix Inequalities
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Figura 1.1: Estructura de control jerarquica

En lo que respecta al control de alto nivel, MPC aparece en gran parte de estas
aplicaciones industriales siendo de los métodos de control mas establecidos.

El control predictivo fue introducido por Richalet et al. en 1978 ([9]), con el
controlador Model Predictive Heuristic Control. Posteriormente, Cutler y Ramaker
en 1980 ([10]) presentaron el Control con Matriz Dindmica (DMC3, por sus siglas
en inglés) y Clarke, Mohtadi y Tuffs (1987) ([11] y [12]) presentan el Controlador
Predictivo Generalizado (GPC®, por sus siglas en inglés). Tanto el DMC como el
GPC en su formulacién utilizan matrices de funciones de transferencia entrada-
salida obtenidas en base a una respuesta al escalén. Posteriormente muchas formas
de MPC lineales que utilizan un modelo bajo la representacién de estados han
sido presentadas en los diferentes medios de publicacién académica, entre las mas
populares se pueden citar a los trabajos [13], [14], [15], [16], entre muchos otros.

Ademas se debe tener en cuenta que el control de una planta real no lineal me-
diante herramientas desarrolladas para el control de sistemas lineales, dificilmente
puedan ser exitosas si no se dispone de un buen modelo nominal lineal de la plan-
ta. Las fuertes no linealidades de las plantas quimicas hacen de esto ultimo algo
sumamente dificil. Los inconvenientes relacionados con la identificacion de funcio-
nes de transferencia o ecuaciones de estados de los sistemas tienen su impacto al
momento de reajustar el controlador a fin de lograr un aceptable desempeno del
lazo de control y en algunos casos puede restringir su aplicabilidad en los siste-
mas industriales. Por tal motivo, usualmente se siguen metodologias de trabajo
bien definidas. Una de ellas busca disenar un controlador para que un conjunto
de plantas satisfagan condiciones de estabilidad y desempeno robusto ([17], [18],
[19], [20], entre muchos otros).

Toda formulacién de control predictivo se destaca por su funcionamiento sen-

®Dynamic Matrix Control
6Generalized Predictive Controller
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cillo e intuitivo, que lo llevé a ser popular tanto en el ambito académico como
en el industrial. La posibilidad de incorporar restricciones tanto en las variables
manipuladas como en los estados y las salidas, asi como de trabajar con sistemas
multivariables son razones que impulsan su utilizacién [21],[13].

En términos generales, los algoritmos de MPC presentan elementos comunes
en el planteo:

» Utilizan un modelo del proceso para predecir su comportamiento a lo largo
de un horizonte temporal preestablecido.

= Definen una funcién de costo a minimizar mediante un algoritmo de opti-
mizacion. Generalmente esta funcion de costo depende al menos del error
cuadratico entre la referencia y los estados/salida controlada en el horizonte
de control.

= Calculan la secuencia de acciones de control futuras para hacer que en ese
horizonte las variables controladas alcancen sus valores de referencia y mi-
nimicen la funcién de costo definida.

= Finalmente, sélo la primera accién es implementada y la operacién de calculo
de las variables manipuladas se repite en cada instante de muestreo, técnica
de horizonte deslizante RHC.

Si bien el control predictivo es una estrategia de control muy potente que per-
mite formular controladores para sistemas complejos que incluyen restricciones,
esta potencia tiene un precio asociado al costo computacional y la sintonizacion
del controlador, que en algunos casos puede ser elevado. Los avance producidos en
las ultimas décadas en el campo del MPC proveen un conocimiento méas profundo
de estos controladores, obteniéndose resultados que permiten relajar estos requeri-
mientos. Asi por ejemplo, se han establecido condiciones generales para garantizar
la estabilidad [22], condiciones bajo las cuales se puede relajar la optimalidad del
controlador garantizando su estabilidad [23].

Aunque existen formulaciones de control predictivo no lineal que utilizan un
modelo no lineal del proceso para predecir el comportamiento dinamico futuro
de la planta ([24], [25], [4], entre otros), es habitual la utilizacién de modelos
lineales que representen el proceso en un punto de operaciéon éptimo o punto de
funcionamiento en el cual deberia permanecer con el fin de maximizar su eficiencia.
Sin embargo, en la industria de procesos, muchas plantas a lo largo de su normal
funcionamiento se ven sometidos a frecuentes cambios en su punto de operacion, de
forma que para éstos no existe un punto de funcionamiento definido, sino mas bien
un rango o conjunto de puntos de funcionamiento en los cuales el proceso puede
operar durante un periodo de tiempo. La seleccién del punto de operacién dentro
de este rango se hara conforme a la diversidad de productos, lotes o situaciones
en las que la planta se pueda encontrar [2].

En trabajos como [16], [26], [8], [27], [28], [2] se propone la utilizacién de
variables de decision auxiliares con el objetivo de permitir que el sistema pueda
ser llevado a cualquier punto de funcionamiento respetando las restricciones dadas
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sin necesidad de ampliar el horizonte de control. Una caracteristica significativa de
estos controladores es que si la referencia a seguir es infactible, pueden estabilizar
la planta en el punto factible mas cercano a la referencia evitando relajar las
restricciones propias del sistema.

1.1.2. Control con desigualdades matriciales

A finales del siglo XX, se advirtié que un conjunto de especificaciones robustas
bajo la representacion de estados encontraban un marco comun de formulacion,
llamada LMI y uno de los primeros trabajos que realiza un gran aporte a la teoria
de control es el de Boyd et al. publicado en 1994 ([29]). La ventaja radica en
que un conjunto de especificaciones de diseno, es transformado en una intersec-
cién de regiones convexas, y por lo tanto el conjunto resultante es convexo [30].
Planteadas las especificaciones antes mencionadas, como restricciones en formato
LMI, la solucién de encontrar un controlador que las satisfaga se resume a resolver
un problema de optimizacién convexo, para el cual hay algoritmos de busqueda
especializados como son los métodos de punto interior [31]. Una vez planteado el
problema de control como uno de optimizacién, al ser éste convexo, se tiene la
certeza de que si existe solucién, ésta es unica.

En funcién de lo establecido, resulta conveniente el planteo de especificaciones
de diseno para diferentes modelos que representen el sistema bajo cambios en
parametros o puntos de operaciéon. De esta manera, es posible obtener un tnico
problema de optimizacién convexo que contemple los requerimientos establecidos
para todos los modelos simultdneamente [32].

Una tendencia actual consiste en disenar a priori un controlador 6ptimo (pre-
dictivo 0 no) resolviendo un problema de optimizacién fuera de linea que permite
satisfacer una condicion de estabilidad asintética con restricciones en la variable
manipulada, la variable de estados y la variable de salida. Luego, un problema de
optimizacién en linea es resuelto reajustando el controlador 6ptimo y verificando
que las condiciones de diseno y las restricciones sean satisfecha sin pérdida de
factibilidad en el problema de optimizacién [33]. Esto ltimo, como se comenté
anteriormente, surge debido a las fuertes no linealidades de los sistemas quimicos
que obliga a un muestreo en linea de las variables principales del proceso.

También es de remarcar que, se intensificé el esfuerzo de muchos académicos en
utilizar herramientas de optimizacion para el diseno de sistemas de control predic-
tivo que permitan satisfacer restricciones en la variable de control, la manipulada,
etc. Un claro ejemplo son los trabajos de Kothare et al., 1996 ([34]); Mayne et al.,
2000 ([22]), Maciejowski, 2002 ([13]); Rossiter, 2003 ([35]); Gonzalez, 2006 ([36]).
Asi, la utilizacion de LMI se ha empezado a tomar en cuenta como una poderosa
herramienta para el diseno de sistemas de control con restricciones ([34], [37], [38],
[33], entre otros).
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1.2. Aspectos que lo hacen diferente de lo ya
existente y conocido en el area

En los ultimos anos, tanto las formulaciones de MPC como las basadas en
desigualdades matriciales han experimentado un gran avance dentro del ambito
académico y en particular en la comunidad de la ingenieria en control de proce-
sos, como asi también han alcanzado un nivel muy significativo de aceptabilidad
industrial en aplicaciones practicas en esta area.

En consecuencia, es claro que la formulacién de control predictivo conjunta-
mente con la inclusién de desigualdades matriciales puede sacar provecho de las
ventajas de ambos campos de investigacion.

De acuerdo a lo analizado, el problema de MPC consiste en minimizar un
funcional costo sujeto al modelo, a los conjuntos de restricciones (tanto de estados,
salidas como de manipuladas) y a una restriccién terminal, donde el vector de
decision es la secuencia de control para cada paso de tiempo. Este problema de
optimizacién de horizonte finito se resuelve recursivamente. Solo el primer elemento
de la secuencia de control éptimo es aplicado para controlar la planta (RHC) [39].
Esta formulacién resulta ser intuitiva, puede ser utilizada para controlar una gran
variedad de procesos, el tratamiento de las restricciones es conceptualmente simple,
éstas pueden ser sistematicamente incluidas durante el proceso de diseno, y permite
operaciones en las proximidades de las restricciones [21] [13]. Sin embargo, por
tratarse de un algoritmo recursivo numérico conlleva un alto costo computacional
y, en diversas ocasiones, puede complicarse la sintonizacion del controlador.

Por otra parte, las formulaciones basadas en desigualdades matriciales calculan
una ley de control éptima que puede ser recalculada en tiempos que no necesa-
riamente coinciden con el periodo de muestreo. Este enfoque posee una mayor
rigurosidad en el planteo del problema permitiendo especificar los parametros de
sintonizacién, incluir multiples modelos lineales, como en los casos de modelos
Lineales de Pardmetros Variables (LPV7, por sus siglas en inglés), y trabajar con
el concepto de horizonte infinito, lo que implica que el control obtenido determina
operaciones mas redituables. No obstante, la inclusién de restricciones no resulta
natural.

Por tal motivo, en este trabajo de tesis se busca conocer, dominar, desarrollar y
utilizar técnicas de control predictivo basado en modelos utilizando desigualdades
matriciales, para asi implementarlas en operaciones unitarias tipicas de la industria
de procesos quimicos, como por ejemplo, un Intercambiador de Calor (HE®, por
sus siglas en inglés) o un Reactor Continuo de Tanque Agitado (CSTR?, por sus
siglas en inglés).

"Linear Parameter Varying
8Heat Exchanger
9Continuous-Stirred Tank Reactor
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1.3. Objetivos de la investigacion

1.3.1. Objetivo general

Disenar sistemas de control predictivo basado en modelos aplicados a la in-
dustria de procesos, en base a modelos lineales de parametros variables utilizando
desigualdades matriciales lineales.

1.3.2. Objetivos especificos

= Analizar y disenar herramientas y algoritmos de control predictivo basado
en modelos lineales y no lineales.

= Modelar sistemas no lineales, propios de la industria de procesos, mediante
modelos LPV.

= Disenar herramientas y algoritmos de control predictivo basado en modelos
con garantia de estabilidad para modelos LPV.

= Evaluar y validar mediante simulaciones numéricas los sistemas de control
propuestos.

1.4. Organizacién de la tesis

Esta tesis esta organizada como se detalla a continuacién.

En el Capitulo 2 se presentan conceptos fundamentales acerca del control épti-
mo de sistemas dindmicos con restricciones, se abordan las principales caracteristi-
cas y condiciones de estabilidad de MPC y del control éptimo con LMI, necesarios
para tratar apropiadamente las propuestas desarrolladas en los capitulos posterio-
res.

El Capitulo 3 presenta el desarrollo de dos formulaciones de MPC adaptativo
con fines de regulacion. Se realiza un analisis, mediante el enfoque de LMI, de las
condiciones de estabilidad robusta para sistemas bajo la representacion de modelos
LPV y se plantea una primera formulaciéon que en una tunica etapa obtiene una
secuencia de modelos de prediccién LTI y la secuencia de controles que minimiza el
funcional objetivo. Posteriormente, se propone una formulacion en dos etapas, la
primera de ellas se encarga de la adaptacion del modelo de prediccion y la segunda
etapa se encarga de la obtencién de la secuencia de senales de control, este enfoque
busca reducir los tiempos de computo.

En el Capitulo 4 se extienden las técnicas indicadas a propdsitos de seguimiento
de referencias, para ello se aborda el calculo de los ingredientes terminales que
determinan las condiciones de estabilidad y factibilidad recursiva. Se destaca que
todos los capitulos se complementan con simulaciones numéricas y conclusiones
de lo tratado.

Finalmente, en el Capitulo 5 se discuten las observaciones finales y las suge-
rencias para futuras investigaciones.



Capitulo 2

Control ()ptimo de Sistemas
Dinamicos

A mediados del siglo XX, motivado principalmente por la industria aeroespa-
cial, se advierte la necesidad de controlar un sistema gobernado por un conjunto de
ecuaciones diferenciales, minimizando (o maximizando) un indice de desempefio
pretendido [40].

De esta manera, las dindamicas de los sistemas pueden expresarse como:

#(t) = f(2(t),u(?)),

2(0) = o, (2.1)

donde f(-) : R" xR™ — R" es una funcién vectorial suficientemente diferenciable
para que las trayectorias de estados €(t) existan y sean tnicas para cada ley de
control (t).

Por su parte, en cada problema de control éptimo existe un “costo” a optimizar
que refleja el indice de desempeno. Esta funcién (o funcional) objetivo incluye una
evaluacién de la ley de control utilizada (y(¢)) y de la trayectoria de estados
resultante (e(t)) a lo largo del tiempo ¢y, < ¢ < ¢, junto a una penalizacion final
para el estado que alcance el sistema al tiempo final del intervalo (¢1), es decir:

V(to,t1,0;7) = Vi(to, t1, xo; ) + Vi(e(tr)), (2.2)

donde usualmente Vp(-) viene dado por:

Vilto i a) = [ " L(e(s),7(s)) ds. (2.3)

donde a la funcién L(-) se la suele llamar el Lagrangiano por su similaridad con
el problema de Célculo de Variaciones.

Asi, el problema de control 6ptimo consiste en encontrar una ley de control
que minimiza la funcién objetivo, si es que ésta existe.

Probablemente el resultado mas utilizado en la teoria del control 6ptimo es el
que se obtiene de la solucién al problema lineal-cuadratico, donde las ecuaciones
dindmicas y las restricciones terminales son lineales y el criterio de desempeno es
una funcién cuadratica de las variables de estados y de control. La solucion a este
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problema produce una ley de control como funcién lineal de las variables de estado
[41].

De esta manera, para sistemas lineales con matrices constantes con espacio de
estados X = R y de valores de control U = R™, es decir, que se asume que no
existen restricciones en las variables del sistema, la Ec. (2.1) resulta:

@(t) = f(x(t),u(t)) = Azx(t) + Bu(t)
x(0) = zo,

con un costo cuadratico:
L(z,u) = 27 Qx + v Ru,,

de horizonte infinito, o sea t; = oo y V() =0 en la Ec. (2.2).
Por lo tanto, el problema a minimizar es:

Vo) = [ (w0 Qu(t) + u(t) Ru(t)) dt,

para el cual, si el sistema es controlable, el resultado es un feedback lineal con
ganancia constante [42]:

u*(t) =-Kz(t),conK = R'BTP,
donde P es la solucion algebraica de Riccati:
Q+PA+ATP-PBR'BTP=0.

Observacion 2.1. De manera similar, para un sistema lineal invariante en el
tiempo discreto se obtiene un feedback lineal de ganancia constante aplicando la
ecuacion algebraica de Riccati para tiempo discreto [43].

Este resultado es el que se conoce como Regulador Cuadratico-Lineal (LQR!,
por sus siglas en inglés).

Sin embargo, dado que los sistemas fisicos presentan limitaciones en sus varia-
bles, en muchas ocasiones la aplicacion de los controladores LQR se ve comprome-
tida. Por ello, surgieron formas efectivas de implementar la solucién al problema
de control éptimo ante presencia de restricciones. Entre ellas se destacan MPC
que se analiza en la Seccién 2.2 y el enfoque basado en LMI que se desarrolla en
la Seccion 2.3.

Dada la relevancia de representar el sistema dindmico mediante las ecuaciones
que lo describen, en la seccion Seccion 2.1 se realiza un anélisis de diversos modelos.

2.1. Modelo del sistema

El modelo constituye la piedra angular de los controladores 6ptimos. Por ello,
los sistemas que se van a controlar se suelen describir o aproximar mediante ecua-
ciones diferenciales ordinarias que constituyen el modelo de prediccién, el cual

!Linear-Quadratic Regulator



2.1. MODELO DEL SISTEMA 11

frecuentemente es no lineal:

#(t) = f(x(t),u(t))
y(t) = g(x(t),u(t)) (2.4)
z(0) =z

donde z(t) € R™ es la variable de estado del sistema en un instante de tiempo
dado, xq es el estado inicial del sistema, u(t) € R™ es la variable de control o
manipulada en el instante analizado, y(t) € R es la variable de salida o controlada
del sistema en dicho instante, f(+) : R" x R™ — R es una funcién continua no
lineal que determina la variacion de la variable de estados del sistemas en el tiempo
y g(+) : R% x R™ — R™ es una funcién continua no lineal que permite obtener la
variable de salida del sistema.

2.1.1. Modelos lineales invariantes en el tiempo

En general, los procesos fisicos son no lineales y a lo largo de su normal funcio-
namiento puede ocurrir que los parametros que describen al sistema se modifiquen
por la misma dinamica, por condiciones externas o por deterioro de los componen-
tes, lo que convierte al proceso en sistemas de naturaleza variable en el tiempo. En
la ingenieria de control, las no linealidades suelen presentarse por comportamien-
tos intrinsecamente ligados a la naturaleza del sistema aunque también pueden
producirse restricciones fisicas en las variables de control, estados y/o salidas, asi
como el tasa de cambio de las mismas.

Sin embargo, siempre que el sistema no se desvie demasiado del punto de
operacién nominal, es posible describir su comportamiento a través de un modelo
LTI. De esta manera, es viable su analisis mediante la utilizacién de herramientas
de control lineal, las cuales estan rigurosamente establecidas y son ampliamente
conocidas [44].

En este sentido, el modelo LTI en espacio de estados para tiempo continuo
queda descripto por:

(t) = Acx(t) + Bou(t)
y(t) = Cea(t) + Deu(t) (2.5)
x(0) =z

donde las matrices A, € Rz B, e R%*w (', e Rw*ne y D, e R™w*"« describen
o aproximan el comportamiento del sistema alrededor del punto de operacion
nominal, son constantes y quedan definidas implicitamente por las ecuaciones no
lineales expresadas en la Ec. (2.4).

No obstante, dado que el control predictivo es normalmente discreto, se suele
modelar, en la literatura, mediante una ecuacion en diferencias [22]:

x(k+1)=Ax(k) + Bu(k)

y(k) = Cx(k) + Du(k) (2.6)
z(0) =z
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donde las matrices A € R"%=>"e B e R (' e RWw>*me y [) € R™>*™ son constantes
y provienen de la discretizacién del modelo en la Ec. (2.5), (k) € R, u(k) €
R™ e y(k) € R™ son las variable de estado, de control y de salida del sistema,
respectivamente, en el instante actual y x(k+1) € R™ es la variable de estado del
sistema en el instante siguiente, es decir, luego de un periodo de muestreo.

2.1.2. Modelos afines invariantes en el tiempo

Tal como se hizo mencién anteriormente, un proceso no lineal puede apro-
ximarse mediante un modelo LTI cuando el sistema no se desvie demasiado del
punto de operacién nominal. Entonces, si las funciones no lineales f(x(t),u(t))
y g(x(t),u(t)) son continuamente diferenciables con respecto a x y u, se puede
aplicar la expansién de la serie Taylor de primer orden para obtener un modelo
lineal en torno al punto sobre el cual se pretende linealizar. Aunque si el punto de
linealizacion no coincide con el punto de operacion nominal, lo cual resulta l6gico
al utilizar multiples modelos, el modelo obtenido es afin. Luego, a través de la
discretizacion, las ecuaciones del modelo son las siguientes:

x(k+1)=Ax(k) + Bu(k) + Az
y(k) = Cx(k) + Du(k) (2.7)
z(0) = xg

donde Ax € R™ es un vector constante, tal como se define en el Apéndice C.1.
Sin embargo, siguiendo lo establecido en trabajos tales como [45], el modelo
afin de la Ec. (2.7) puede plantearse como un modelo LTI como el indicado en la
Ec. (2.6) donde se considera un estado incrementado y se amplian las matrices del
modelo. De esta manera, los nuevos elementos del modelo se definen como:

of
- [B
il »
D=D

i) = ll’g)] :
De este modo, utilizando las definiciones dadas en la Ec. (2.8), se arriba a un
modelo LTT equivalente al modelo de la Ec. (2.7):

E(k+1) = Az(k) + Bu(k)
y(k) = Cz(k) + Du(k) (2.9)
#(0) = &

Lo que tiene particular relevancia dado que permite contemplar los modelos
afines mediantes las formulaciones lineales presentadas en la Seccion 2.1.1.
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2.1.3. Modelos lineales de parametros variables

A menudo, por razones de mercado, medioambientales, de seguridad, entre
otras, resulta necesario cambiar el punto de operacion o trabajar en amplios rangos
de operacion donde el modelo LTT no describe correctamente al sistema, es decir,
es inadecuado o inexacto. Es por ello, que a los sistemas no lineales se los suele
representar mediante el enfoque de modelos LPV.

Un modelo LPV depende explicitamente de un parametro, o de un vector de
pardmetros p(k). Este tipo de modelos se representan en espacio de estados en
tiempo discreto mediante las siguientes ecuaciones:

z(k+1) = A(p(k))x(k) + B(p(k))u(k),
y(k) = C(p(k))x(k) + D(p(k))u(k)
z(0) = zo,
p(k) = fo(z(k)) € P,
donde f,(-) representa la funcién no lineal enddgena para la evolucién del pardame-

tro de ajuste y el conjunto P c R es convexo y compacto. De modo que el vector
de parametros:

(2.10)

,0(]{3) = [pl(k)a s 7pnp(k)]T

contempla los valores minimos y méaximos que pueden tomar cada uno de los
parametros en el rango de operacion considerado, con el objetivo de incluir la
méaxima incertidumbre de los mismos.

De esta manera, tal como se presenta en el Apéndice C, es posible incorporar
la dindmica del sistema no lineal dentro de un politopo convexo de n,, vértices?,
con una dependencia afin al pardmetro p(k):

[A(p(F)), B(p(k)), C(p(k)), D(p(k))] € Q2 (2.11)

donde € es un politopo con modelos LTI en sus n,, vértices, el cual es representado
como:

Q= CO{[Al,Bl,Ol,Dl], [AQ,BQ7CQ,D2], ceey [Anm,Bnm,Cnm,Dnm]}, (212)

donde Co{-} denota un casco convexo y [A;, B;,C;, D;] son las matrices de cada
modelo LTT en los vértices del casco.

En base a la interpolacion de los modelos LTI vértices, es posible construir
una representacion del sistema no lineal, no solo sobre el conjunto de puntos de
linealizacién, sino también sobre aquellos contenidos en 2 (Fig. 2.1):

Nm

A(p(k)) = Z (p(k))A;, B(p(k)) = Zug(p(k))B
o= 7= (2.13)

Nm Nm

C(p(k)) = Z (p(F)Cj,  D(p(k)) Z (p(k))D;

2En virtud de lo establecido en el Apéndice C, el niimero de modelos vértices viene dado por
n 2 ’ . 7
nm,m =n; ", donde n, representa el nimero de pardmetros de ajuste y n; el nimero de puntos de
linealizacién por parametro.
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donde el vector de ponderacion pu(p(k)) € R representa el peso de cada modelo
LTT vértice con el modelo LPV, y debe cumplir que:

Nm

;uj(p(kﬁ)) =1

| (2.14)
0<p(p(k)) < 1. j €D, .

[Aerer]_rD]_]
[Anmanernmanm]

[Azl 82IC2I D2]

Figura 2.1: Representacion grafica de un modelo LPV.

Observacion 2.2. Los modelos LPV pueden interpretarse como una generali-
zacion de los modelos LTI cuando el pardmetro admisible es constante, es decir

p(k) = p.

Observaciéon 2.3. Se debe tener en cuenta que, aunque a largo de esta tesis se
analizan y disenan herramientas para control utilizando modelos LPV, de 1gual ma-
nera podrian utilizarse multi-modelos como el caso de modelos Lineales y Variantes
en el Tiempo (LTV3, por sus siglas en inglés) o modelos quasi-LPV (qLPV*, por
sus siglas en inglés).

2.2. Control predictivo basado en modelos

El Control Predictivo basado en Modelos (MPC) puede entenderse como un
conjunto de métodos que utilizan modelos para predecir el comportamiento de
salida del proceso controlado. Asi, en el caso particular de esta tesis, la accion de
control actual es obtenida resolviendo on-line, en cada instante de muestreo, un
problema de control éptimo de horizonte finito a lazo abierto, usando el estado
actual de la planta como el estado inicial; la optimizacién produce una secuencia
de control 6ptima y el primer control en esta secuencia se aplica a la planta.
Esta es su principal diferencia con el control LQR que utiliza una ley de control
precalculada.

3Linear Time Varying
1quasi-Linear Parameter Varying



2.2. CONTROL PREDICTIVO BASADO EN MODELOS 15

Funcién Restricciones

Objetivo l
Error Ley de
i Futuro P Control i Sald
Referencia Optlmlzador ontro Sistema alde >
Entrada
Futura
Salida

Predicha Modelo de
Prediccién

MPC

Figura 2.2: Esquema general de MPC

Todos los métodos MPC (Fig. 2.2) poseen elementos comunes, y se pueden ele-
gir diferentes opciones para cada elemento dando lugar a diferentes formulaciones.
Estos elementos son [21]:

= Modelo de prediccion.
= Funcién objetivo.
= Ley de control obtenida.

Bajo ciertas condiciones, una formulacién de MPC estandar es capaz de obtener
una secuencia de acciones de control éptima que tenga en cuenta las restricciones
sobre los estados y las acciones de control. Esta estrategia de control consta en
resolver el siguiente problema:

N-1
min Vy =min > (z(k),u(k))
u U
s.a. Modelo del Sistema,
x(0) =z
U(k‘) eU Vk e ZO:N—la
.’IZ‘(]i') e X Vk e ZO:N—I;

(2.15)

donde u es la secuencia 6ptima de acciones de control a lo largo del horizonte de
prediccién. El costo de etapa £(-) pondera la accién de control y los estados en
cada instante futuro; esta funcién es, en general, cuadratica en x y u. Tanto los
estados y la variable de control se encuentran restringidos mediante:

x(k) e X

w(F) £ U (2.16)

siendo éstos subconjuntos convexos y compactos de R" y R"  respectivamente.
Ambos conjuntos contienen el origen, es decir, son conjuntos C propios®. Estas

®Un conjunto es C propio si es convexo, compacto y contiene el origen como punto interior.
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restricciones deben ser tomadas en cuenta por cualquier método de control que
tenga como objetivo mantener una operacién admisible del sistema.

Adicionalmente, en ciertas ocasiones, se considera un costo terminal Vi[z(N)]
y restricciones de salida, asi como el uso de restricciones terminales (z(N) € Xy)
y en la velocidad de respuesta (du(k+1) =u(k+1) —u(k)).

La base teérica de MPC hoy en dia es bien conocida y la estabilidad asintéti-
ca estd garantizada por medio de una apropiada penalizacion del estado final y
anadiendo una restriccién final con las siguientes condiciones [22]:

» La region terminal X debe ser un conjunto invariante positivo admisible del
sistema (ver Apéndice A).

= El costo terminal V(x) debe ser una funcién de Lyapunov asociada al sis-
tema regulado por un controlador local para todo x € X;.

2.2.1. Analisis de estabilidad

El analisis de estabilidad y convergencia que se presenta en esta seccién esta ba-
sado en la Teoria de Estabilidad de Lyapunov. Para ello, resulta necesario presentar

las siguientes definiciones, teoremas y demostraciones, las cuales estan basadas en
46]:

DEFINICION 2.1. Un conjunto invariante cerrado Xy que contiene el origen (o
simplemente el origen) es localmente estable en el sentido de Lyapunov (estabilidad
€ = 0d) para un sistema, x(k+ 1) = f(z), si para un € > 0 arbitrario, existe un
d=0(¢) >0 tal que, si |zo|x, <0, entonces |x(k)||x, <€ para todo k € Zq8.

DEFINICION 2.2. Un conjunto invariante cerrado Xy que contiene el origen (o
simplemente el origen) es localmente atractivo para un sistema, x(k+1) = f(x),
si |z(k)|x, = 0 para k - oo con k € Zsy para todo xq € Adw(X)". Es decir, la
evolucion de estados del sistema converge a X;.

A partir de aqui se denomina estabilidad asintotica local si se verifica que X
es localmente estable y localmente atractivo, o sea, que existe un entorno para el
cual X; satisface simultdneamente las condiciones de estabilidad y convergencia.
La utilizacién de definiciones locales y no globales, se encuentra fundada en que a
lo largo del anélisis se va a suponer la existencia de restricciones tanto en variables
de control como en variables de estados.

Observacion 2.4. Notar que de acuerdo a las definiciones dadas, estabilidad no
implica convergencia. Asi, por ejemplo, se puede tener un sistema masa-resorte
ideal en régimen libre (como el presentado en el Apéndice D.1, con b = 0), el
cual oscila con amplitud constante alrededor del punto de equilibrio del resorte sin
poder detenerse en el mismo, de modo que este punto cumple con la condicion de
estabilidad pero el sistema no converge a este punto (Fig. 2.3a).

670 hace referencia al conjunto numérico que incluye el cero y los enteros positivos.
" Ad s (X) es el maximo conjunto admisible Ade, (X) € X, aunque puede pensarse en conjuntos
invariantes menores para horizontes de prediccion finitos.
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Por otro lado, convergencia no implica estabilidad. En funcion de ello, se puede
pensar en un sistema cuya evolucion converja hacia el origen pero al alcanzarlo,
el sistema se ve forzado a abandonarlo. Luego la evolucion tiende nuevamente al
origen repitiendo el ciclo, tal es el caso de una orbita homoclinica (Fig. 2.3b) [47].

v [m/s]
1S T N R N N T R N
—— ——

X2
S A L M A o 4 N ow s~ o
T T T T T T T T T

| ‘
-5 0 5 -5 0 5
X [m] X

(a) Origen estable y no atractivo. (b) Origen atractivo y no estable.

Figura 2.3: Estabilidad y convergencia para el origen.

DEFINICION 2.3. Una funcién V(-) : R - R es una funcion de Lyapunov para
un sistema, x(k+1) = f(x), y para un conjunto invariante X, si existen funciones
ay, ag Y az, donde las dos primeras son K8 y la tercera es localmente definida
positiva®, tal que para x € Ade(X),

Vi(z) 2 an([z]x,),
Vi(z) < sz x,),
V(f(z))-V(z) <-az(|z]x,)-

Las funciones de Lyapunov resultan importantes dado que su existencia es
condicién suficiente para garantizar la estabilidad asintotica, de acuerdo al Teore-
ma 2.1.

Teorema 2.1. Considerando Adw(X) c R™, un invariante positivo, y Xy C
Ado (X)), un invariante positivo cerrado para un sistema x(k + 1) = f(x). Sea
V() : Ade(X) = R una funcién de Lyapunov para el sistema x(k+1) = f(z) y
para el conjunto invariante X, considerando as(-) como una funcion Ko entonces
X es asintoticamente estable para x(k+ 1) = f(x), con una region de atraccion

Adoo (X).

8Una funcién es Ko si es continua, estrictamente creciente, a(0) =0 y no acotada, es decir,
a(a) - oo cuando a — oo.

9Una funcién es localmente definida positiva si es continua, a3(0) = 0 y es positiva en un
entorno del origen.
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Demostracidn. Considerando un € > 0, § =t a3'(a1(€)) y un estado inicial = de
forma que |z|x, < d entonces por la definicién de funcién de Lyapunov se tiene
que:

» De la tercera condicién, V(f(z)) - V(z) < —as(|z|x,), por la definicién de
asz(-), se observa que V(x(k)) < V(z) para todo k € Zsy, donde z(k) es la
secuencia de los estados y x es el estado inicial.

= De la segunda condicion se observa que:

V(2) < az([z]x,) < 2(0) = az(az’ (an(e))) = as(e),

V(x) < aq(e).

= De la primera condicién se observa que:

x. <o (V(x)) <apt(aa(e)) = e,

x. <€ para todo k € Zy.

ay (|l (k)

x,) sV (x(k)) <V(z) = [x(k)
(k)

De esta manera, se verifica la Definicion 2.1.

Por otro lado, por ser V(-) una funcién de Lyapunov, se sabe que la misma esté
acotada por encima, o sea es finita, estd acotada por debajo por cero y ademas
no es creciente. Esta 1ltima consideracion se debe a la tercera condicién aunque
también se deduce de la demostracién de estabilidad dada anteriormente.

De lo anterior se observa que V (z(k)) converge a un valor V > 0 para k — co.
De igual manera, si se analiza un estado posterior dado por z(k +1) = f(z(k)),
V(2(k+1)) converge a V cuando k - co. De este modo, se tiene que:

V(z(k+1))-V(x(k)) >0 cuando k — o0
lo cual implica, por la tercera condicion, que:

as(|lz(k)

XS)_)Oa k- oo

Por dltimo, al aplicar la inversa de la funcién as se tiene que |z(k)|x, =
azt(az(|z(k)|x.)) v tomando en cuenta que a3(0) =0 (dado que es una funcién
Ko ), entonces:

(k)]

lo cual verifica la Definicién 2.2. O

x. >0, k—>o0

Hasta el momento, el analisis se centrd en sistemas auténomos. Sin embargo,
al considerar un sistema controlado, x(k + 1) = f(x,u), se puede elegir una ley de
control u = k(x) e U de modo que el conjunto X sea asintéticamente estable para
el sistema de lazo cerrado z(k+1) = f(z,k(x)) si V(+) es una funcién de Lyapunov
de control.
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DEFINICION 2.4. Una funcién V(-) : R - R es una funcién de Lyapunov de
control para el sistema de control como el que surge de discretizar el modelo en la
Ec. (2.4) y para un conjunto invariante Xy si existen funciones oy, oo y az, donde
las dos primeras son Ko vy la tercera es localmente definida positiva, tal que para

2 € Ado(X),

V(z) 2 ar([lz]x.),
V(z) < az(flz]x.),
minua{V (f(x,u)) : f(2,u) € Adoo(X)} -V (z) < —as(]

x)-

De esta forma, de acuerdo con el Teorema 2.1 se puede garantizar la estabilidad
asintética para un sistema controlado a horizonte infinito. Sin embargo, MPC
resuelve un problema de optimizacién de horizonte finito de N pasos. Por ello,
se deben seleccionar adecuadamente los ingredientes del problema de MPC dado
en la Ec. (2.15), es decir, (-), V¢(-) vy A de manera de garantizar que la funcién
objetivo éptima de horizonte finito V3 (-) sea una funcién de Lyapunov para el
sistema de lazo cerrado para el problema planteado y para todo z € Cy (X, Xf)10.

Suposiciéon 1. Las funciones f(-), £(-) y Vy(-) son continuas y nulas en el origen.

Suposicién 2. Los conjuntos X y Xy € X son cerrados y U es compacto. Todos
ellos, contienen al origen en su interior.

Estas suposiciones son fundamentales para asegurar la existencia de solucién
del problema de MPC de acuerdo con lo que establece el teorema de Weierstrass
48].

Luego, como se busca que la funcién V3 (-) sea una funcién de Lyapunov, se
debe verificar que:

Vi(x,kn(x)) = Vi(z) < —l(x, ky(x)) (2.17)

para todo x € Cy (X, Xy). De esta manera, se debe tener en cuenta que ¢(-) debe
ser localmente definida positiva, con lo cual se satisfacen las condiciones dadas en
la Suposicién 1 y necesaria en la tercera condiciéon de la Definicién 2.3.

En una primera instancia, se va a suponer que no existen restricciones en las
variables de estados, o sea que X = R"=. De esta manera, para un tiempo k se
tiene un estado inicial z(k) y la funcién objetivo éptima es:

Vi (x(k)) = Vv (z(k), u (z(k))

donde u*(xz(k)) = {u*(0;z(k)),u*(1;z(k)),...,u*(N - 1;z(k))} es la secuencia
6ptima de controles correspondiente al estado z(k). Esta secuencia, al ser aplicada
al sistema, produce una secuencia de estados:

X" (z(k)) = {z"(0;2(k)), 2" (L;2(k)), ..., " (N; (k) }

0CN (X, Xy) es el conjunto controlable en N pasos del conjunto Xy (Ver Apéndice A).
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donde el estado z*(0;x(k)) es el estado actual x(k) y x*(1;x(k)) es el estado
sucesor, es decir, x(k+ 1) = f(z(k), kn(2(k))) con ky(z(k)) = u*(0;2(k)).

Luego, puede plantearse la funcién objetivo de horizonte finito para el estado
sucesor:

Vi(x(k+1)) =Vn(z(k+1),u"(x(k+1))

con similares caracteristicas a las descriptas anteriormente.

Sin embargo, a los fines de poder realizar una comparacién entre la funcion
objetivo para estos estados sucesivos, se va a considerar una secuencia de controles,
para el instante k + 1, factibles aunque no necesariamente éptimos, de la forma:

u={u (1;z(k)),u (2;2(k)),...,u"(N - L;z(k)), u}

donde u € U es una accion de control factible, que al ser aplicada al sistema produce
una secuencia de estados factibles (no se consideran restricciones de estados):

X = {a"(La(k)), 2" (22(k)), ..., x"(N;2(k)), f (2" (N; 2(k)), u) }.

De esta manera, el valor de la funcién objetivo factible es mayor o a lo sumo
igual al valor 6ptimo:

Vi (z(k+1),u"(z(k+1)) <Vy(z(k+1),0). (2.18)

De acuerdo a lo establecido, la funcién objetivo para el instante k es:

Via(k) = 3 0 (s o(k).u* (s o())) + Vi(a* (N (k)

Vi (a(k)) = (x(k), in(x(k Z z" (g5 (k) u* (j;2(k))) + Vi(z" (N;z(k))
(2.19)

mientras que para el instante k£ + 1 resulta:
Vi (a(k +1),a) =V (x(k)) - 0 (x(k), in(x(k)) = Vi(z" (N;z(k)) (2.20)

+ (" (N5 k), u) + Vi(f (2" (N 2(k)), ).

Considerando la Ec. (2.18), entonces se satisface la Ec. (2.17) para todo = € R™
si existe u € U tal que:

Vi(f(z,u)) - Vi(z) + £ (z,u) <0 (2.21)

es decir, que Vy(+) sea una funcién de Lyapunov de control como la presentada en
la Definicion 2.4, aunque global dado que no se consideran restricciones de estados.

Si ademas de las restricciones en la variable de control se consideran restriccio-
nes en los estados, se torna complejo obtener una funcién de Lyapunov de control
global. Por ello, al formular el problema de MPC con frecuencia se exige que Vy(+)
sea una funcién de Lyapunov de control local, es decir, que esté definida en un
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conjunto Xy € X que determina la vecindad del origen. Luego, el estado terminal
debe ser forzado a alcanzar el conjunto Xy, o sea, x(N) € A.

De esta manera, para asegurar la estabilidad asintética local del origen, de
acuerdo con el Teorema 2.1, se debe definir V;(-) tal que satisfaga:

minga{Ve(f(z,u)) + (z,u) : f(z,u) e X} <V(x) (2.22)

para todo x € &Ay. Para ello, el conjunto Xy debe ser un conjunto invariante de
control para el sistema controlado, f(z,u). Es decir, que para cada = € Xy existe
una u € U tal que f(x,u) e Xy.

Luego, si V() < as(|z]), tal como en la Definicién 2.4, para todo = € X
entonces el origen es asintoticamente estable para el sistema controlado con una
regién de atraccién Cy (X, Xy).

Observacion 2.5. Notar que para una referencia distinta de cero, es posible rea-
lizar un cambio de coordenadas, para el cual el unico punto de equilibrio es el
origen.

Observacion 2.6. De acuerdo con lo indicado en el Apéndice A, un conjunto
invariante Xy tiene la propiedad que el conjunto a un paso de este conjunto incluye
al conjunto Xy. Dicha propiedad mds las condiciones establecidas para garantizar
estabilidad asintotica posibilitan tener factibilidad recursiva al aplicar la estrategia
de horizonte deslizante.

2.2.2. Control predictivo basado en modelos con modelo
lineal invariante en el tiempo para regulacion

Una de las formulaciones més béasica y difundida de MPC es aquella que utiliza
un modelo de prediccién LTT como el presentado en la Ec. (2.6) para regular el
sistema en una referencia dada, respetando las limitaciones fisicas tal como se
expresa en la Ec. (2.16) ([13], [14], [15], entre otros).

El problema MPC se formula con un costo de etapa cuadratico en z y u:
C(x(k),u(k)) = (k)" Qu(k) +u(k)" Ru(k)

donde las matrices de peso, () € R%*"e y R ¢ R"*" gon definidas positivas.

Ademas, se considera una ganancia arbitraria que estabiliza el control de re-
troalimentacién de estados, xy € R™*"= asi A, = A+ Bry es Schur estable!! para
todo o € Xy, un conjunto invariante positivo cerrado de control que contiene el
origen en su interior.

De esta manera, existe una matriz definida positiva P € R"*" y se considera
un costo terminal Vi[z(N)] = 2(N)T Pz(N) que determina una compensacién que
penaliza la desviacién del estado final con el origen.

1Una matriz es Schur si es cuadrada con valores reales y con valores propios de valor absoluto
menor que uno, es decir, que se encuentran en el interior del circulo unitario en el plano complejo.
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Por lo tanto, la funcién de costo del problema MPC resulta:

Vi (zo;u) = Nz_:l (x(k)T Qz(k) +u(k)” Ru(k)) +2(N)T Px(N) (2.23)

k=0
donde se deja en evidencia que esta funcion es continua, cumple con las condiciones
de funcién de Lyapunov y tiene un tnico minimo en (z,u) = (0,0). Asi, verifica
las condiciones establecidas en la Seccion 2.2.1.

Finalmente, el controlador se obtiene mediante la solucién del siguiente pro-
blema de optimizacion:

ml}'n Vi (zo; 1)
s.a. z(k+1)=Ax(k)+ Bu(k), keZon-1,
z(0) = xg,
x(k)eX VkeZon-,
u(k)eld VkeZon-1,
z(N) e Xy.

(2.24)

Asi, al considerar un horizonte deslizante, la politica de control propuesta para
regulaciéon estd dada por:

k(o) =u*(0;20),
siendo u* la solucién del problema indicado en la Ec. (2.24), que representa la
secuencia 6ptima de acciones de control calculadas.

Costo y restriccién terminales

La ec. (2.22) puede interpretarse como un control local que regula al sistema
mas alld del horizonte N del MPC, es decir, el costo de la cola infinita de guiar
los estados al origen con ese control.

Para el controlador bajo analisis, es posible establecer los ingredientes termi-
nales como los que surgen de aplicar un LQR como control local. De esta manera,
la matriz P indicada en el costo terminal se obtiene resolviendo la ecuacién alge-
braica de Riccati en tiempo discreto:

ATPA-P - (ATPB)(B*PB+R) Y (BTPA)+Q =0 (2.25)
y con ello se obtiene una ganancia de realimentacion:
k= (BT"PB+R)'BTPA, (2.26)
que permite obtener el conjunto invariante &’:
Xf:{:z:ezl’:AﬁfmeX,ﬁfAifer,kEZzo}, (2.27)

donde A, = A- Bryy u=—rsr. En el Apéndice A.2.1 se presenta un algoritmo
para obtener X.
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Ejemplo de aplicacion

En esta seccion se presentan resultados de simulaciéon con el objetivo de vi-
sualizar las propiedades del controlador analizado. Para ello, se utiliza el sistema
masa-resorte-amortiguador presentado en el Apéndice D.1 que debido a su sim-
plicidad permite comparar este controlador con los analizados en las secciones
posteriores.

Para este ejemplo, se fijan los valores de los parametros en m =1, b=-0,1y
k = 1. Se consideran ademds restricciones para los estados y la variable de control,
reX={reR?: 2| <5} yueld ={ueR: |u|. <2}, respectivamente. Cabe
destacar que el valor del pardmetro b es considerado negativo a los efectos de que
el origen no sea asintéticamente estable para el sistema auténomo.

Por su parte, se establece T' = 0,4, el horizonte de prediccion N =8, un estado
inicial o = [3,5;3,5], el punto de referencia es el origen y las matrices de peso @ =
5I'2 y R = 2I. Todos los valores se consideran en unidades del Sistema Internacional
de Unidades.

De esta manera, en la Fig. 2.4 se puede observar el conjunto invariante terminal
en el centro y la secuencia de conjuntos controlables en funcién del niimero de
pasos. A partir de la misma se concluye que el conjunto terminal cumple con la
condicién de invarianza, dado que los conjuntos se encuentran anidados, es decir,
se contienen unos a otros. Esta propiedad resulta fundamental para asegurar la
estabilidad asintética del origen asi como la factibilidad recursiva del controlador.

Por otro lado, se observa que el conjunto controlable en 8 pasos al conjunto
terminal (Cn(X, X)), indicado en color verde, incluye el estado inicial. Con lo
cual el sistema puede ser llevado mediante una secuencia de controles factibles
desde el estado inicial hasta el origen.

5
4
*
3
2
- 1
wn
£ 0
>
-2
-3
-4
-5
-5 0 5
X [m]

Figura 2.4: Conjuntos controlables considerando el sistema masa-resorte-
amortiguador para regulacién al origen.

Ademas se puede visualizar, en color azul-celeste, el maximo conjunto contro-
lable que se corresponde con el maximo conjunto admisible (Ad,,). El mismo se

12T denota la matriz identidad con las dimensiones apropiadas.
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obtiene con un horizonte de prediccion N = 11 pasos e indica todos los estados que
pueden ser controlados al origen mediante una secuencia de controles factibles,
es decir, que horizontes mayores a 11 pasos no amplian el conjunto de estados
controlables al origen.

En tanto que en la Fig. 2.5 se visualiza la evolucion de los estados del sistema
controlado, donde la misma converge al estado deseado. A la vez, se observan el
conjunto de restricciones de estados (en color rojo), de manera que la trayectoria
no abandona el espacio factible; el conjunto de estado controlables al conjunto
terminal en el horizonte N (indicado en color amarillo); el conjunto invariante
terminal (mostrado en color verde); y el conjunto de los estados de equilibrio que
admite el sistema controlado (en color azul).

w

vIims?)
W ON R o Rk N W B

[V IS

A

Figura 2.5: Evolucién de los estados del sistema masa-resorte-amortiguador em-
pleando MPC para regulacién al origen.

s 0
x [m]

Asimismo, en la Fig. 2.6 puede observarse la evolucién temporal de las varia-
bles del sistema controlado, en la Fig. 2.6a se percibe como los estados del sistema
(en linea solida de color azul), alcanzan la referencia establecida (en linea de trazos
negra), mediante la aplicacién de los controles obtenidos (Fig. 2.6b). Adicional-
mente se advierte que la variable de control es factible en todo instante, es decir,
no excede las restricciones impuestas (lineas de trazos en color rojo).

Ademsds, en la Fig. 2.7 se muestra la carga computacional debido al controlador
en términos del porcentaje del periodo de muestreo que demanda el calculo de las
variables de control. En la misma se observa que al inicio se produce el mayor es-
fuerzo de computo y que luego decrece rapidamente, siendo la carga computacional
media de 2,31 %3,

Para continuar con el andlisis del controlador, se plantea el problema para una

. . . . T
referencia diferente del origen. Para ello, se establece el set-point en x4 = [1 0]
para el cual ug = 1. De esta manera, se formula nuevamente el controlador con los
mismos parametros considerados anteriormente.

13Las simulaciones se realizaron con un procesador i5-7200U CPU@3.1 GHz con 6 GB de
RAM.
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(a) Estados del sistema. (b) Variable de control.

Figura 2.6: Evolucién temporal de las variables del sistema masa-resorte-
amortiguador controlado mediante MPC con propésito de regulacion.
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Figura 2.7: Carga computacional producto de MPC para regulacién aplicado a un
sistema masa-resorte-amortiguador.

Similarmente a lo observado para la situacién anterior, en la Fig. 2.8 se puede
ver que el conjunto terminal esta contenido en los conjuntos controlables, lo cual
indica que se trata de un conjunto invariante. Sin embargo, se advierte que el
conjunto terminal depende de la referencia dada, de manera que el conjunto ob-
tenido es diferente que el presentado anteriormente y, de esta manera, se requiere
disenar nuevamente el controlador. Ademas, se muestran el conjunto controlable
en 8 pasos (en color verde), y el maximo conjunto admisible que para el presente
planteo se produce con un horizonte de 12 pasos.

En la Fig. 2.9 se advierte que el sistema controlado evoluciona respetando las
restricciones en sus estados, hasta alcanzar la referencia indicada.

Por 1ultimo, se destaca que se satisfacen las restricciones en la variable de control
y que el tiempo de establecimiento y la carga computacional para esta situacién
es similar al caso de regulacion al origen. Por tales motivos es que no se muestran



26 CAPITULO 2. CONTROL OPTIMO DE SISTEMAS DINAMICOS

5_
4_
3.
2,
—
i
wn
g 0r
:,1,
_2,
3F
-4+
_5_
5 0 5
x [m]

Figura 2.8: Conjuntos controlables considerando el sistema masa-resorte-
amortiguador para regulacién a x4 # 0.
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Figura 2.9: Evolucién de los estados del sistema masa-resorte-amortiguador em-
pleando MPC para regulacion a x4 # 0.

las gréaficas correspondientes.

2.2.3. Control predictivo basado en modelos con modelo
lineal invariante en el tiempo para seguimiento de
referencia

La mayoria de los resultados sobre MPC consideran el problema de regulacién,
es decir el problema de llevar el sistema al punto de equilibrio deseado, en general
el origen.

Sin embargo, en la industria de procesos el punto de operacién se ve afectado
por el entorno, medio ambiente, economia, etc. pudiendo operar en diversos puntos
de equilibrio con el fin de maximizar el beneficio o mantener la seguridad y la
calidad. No obstante un cambio de referencia puede ocasionar que el control sea
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infactible o incluso comprometer la estabilidad del sistema controlado.

Ademas, tal como se vio en la Seccion 2.2.2, la eleccién del costo terminal y
de las restricciones depende del estado de equilibrio deseado. Asi un cambio de
referencia necesita un nuevo diseno del controlador.

Por ello, en [16], [27], [28], [2] se propone un disefio de MPC para el seguimiento
de una secuencia admisible de referencias utilizando un modelo LTI. En el mismo se
considera una region terminal ampliada de manera que tome en cuenta los posibles
cambios de referencia sin necesidad de formular nuevamente el controlador.

Las principales especificaciones son:

= Se utiliza un estado estacionario (z, € R") y una entrada (u, € R™), ambos
artificiales. (x4, u,) definen un punto de equilibrio que se optimiza en linea,
ya que se consideran como variables de decision del problema de optimizacién
del MPC.

= La funcién objetivo penaliza la desviacién entre el estado estacionario arti-
ficial (z,) y el deseado (xy).

= Las condiciones terminales de estabilizaciéon ampliadas consisten en agregar
un término de penalizacién de error de seguimiento en la funcién objetivo y
anadir una restricciéon terminal tanto en el estado terminal como en el estado
estacionario y la entrada artificiales.

De esta manera, se cuenta con un punto de operaciéon cambiante (x4, us) =
(zs(7),us(r)) y con punto de equilibrio artificial (x4,u,) que no depende de la
referencia r.

Por lo tanto, la funcién objetivo del problema MPC para seguimiento de refe-
rencia se considera como:

N-1
VN (20,730, Ta, Uq) = ];) ((@(k) - 2a)" Q (x(k) = x4) + (u(k) = ua)" R (u(k) - ua))
+(z(N) - xa)TP(:c(N) —xq) + Vi (g — xs(r),uq —us(r))

(2.28)

donde el término V; (z, — x5(7), u, — us(r)) asegura que la variable artificial con-
verja a la referencia establecida. Ademas, se debe tener en cuenta que una adecuada
penalizacion del estado terminal (V) puede conducir a la estabilidad asintética
con buenos rendimientos, como se evidencia en [27].

Luego, el problema de optimizaciéon Py(x) para el MPC analizado se define
COmo:

min VN(x07 T, Tg, ua)

s.a. x(k+1)=Ax(k)+ Bu(k), keZon-
2(0) = o,
v(k)eX VkeZon-1, (2.29)
u(k)eld VkeZon-,
r(N) e X},

T = Az, + Bu, .
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siendo X]f un conjunto invariante para seguimiento admisible para el modelo
(Ec. (2.6)) sujeto a las restricciones (2.16), y para una ganancia ky; € R*e de
modo que A + Bry es Schur estable para todo z € X}.

Observacion 2.7. El conjunto invariante XJ’Z no depende de r sino de x, y, por
lo tanto depende del conjunto de equilibrios de control del sistema, dado que x,
representa los estados de equilibrio.

Asi, al considerar la estrategia de horizonte deslizante, la politica de control
propuesta para seguimiento de referencia esta dada por:

k(xo) =u*(0;1),

siendo u* la solucién del problema Ec. (2.29), que representa la secuencia éptima
de acciones de control.
Algunas de las propiedades de este controlador son [§]:

= Puede utilizarse para el seguimiento de puntos de operaciéon cambiantes o
incluso trayectorias de referencia, conservando la factibilidad y la admisibi-

lidad.
= Permite obtener un mayor dominio de atraccién.

= En el caso en que el punto de operaciéon a seguir no es admisible, el contro-
lador lleva el sistema a un punto de equilibrio admisible tal que la distancia
entre este punto y el punto de operacion deseado sea minima.

= Debido a la presencia del costo de offset, se puede obtener un costo mas
cercano del 6ptimo por medio de una adecuada penalizacién del mismo.

= Dado que este controlador provee un dominio de atraccién mayor que el que
provee el MPC para regulacién, entonces el horizonte de prediccion necesario
para estabilizar un conjunto de estados iniciales dado es mas pequeno.

Costo y restriccion terminales

Al igual que en el caso de regulacion, es posible obtener los ingredientes ter-
minales como los que surgen de aplicar un regulador LQR como control local. De
esta manera, la matriz P en la funcion objetivo se obtiene resolviendo la ecuacion
algebraica de Riccati en tiempo discreto (Ec. (2.25)) y con ello se obtiene una
ganancia de realimentacién x; por medio de la Ec. (2.26).

Para el costo V; (z, — x5(r), us — us(r)) es posible considerar

Vi (2o = 25(r),ta = us(r)) = (4 - xS(r))TT(xa —x4(1))

donde T € R*=>*"= en muchas ocasiones, se obtiene como 7' = aP con « > 10. De
esta manera, , tiene una mayor tasa de convergencia a x, que x(N) a x,.
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Observacion 2.8. Notar que si x, = x4(r) entonces la funcidn objetivo del pro-
blema de MPC para sequimiento indicada en Ec. (2.28) es equivalente a la co-
rrespondiente a un MPC para requlacion, mencionada en la Ec. (2.23), para una
referencia diferente de cero.

El conjunto invariante terminal X]E puede interpretarse como la uniéon de los
conjuntos invariantes terminales &y introducidos para el caso de regulacién. De
esta manera, en trabajos tales como [16] y [8] para la obtencién del conjunto X}
se define un sistema de lazo cerrado de estado extendido w = (z,6) con un ley de
control dada por u = kyx + L0:

wk+1) = [A R BHL] w(k)

Aw

donde el vector # € R™ es un parametro que permite caracterizar el estado y la
entrada de equilibrio de forma compacta, L = [—K ]I] M y M es una matriz de
transformacién de modo que:

(1)) =20

Por lo tanto, el conjunto de estados admisibles resulta:
Wy={weR™ ™M :xeX ueld,xs(r) e \X,us(r) e XU}

donde A € (0,1] es un pardmetro arbitrariamente cercano a 1. Esto se debe a que
A, puede contener autovalores iguales a 1.

Mientras que el conjunto invariante W} para el sistema de estado extendido es
tal que:

W} ={weW,: A w e Wy, k € Zsg). (2.30)

De esta manera, el conjunto invariante terminal X; se obtiene como la pro-
yeccién del conjunto definido en la Ec. (2.30) sobre el conjunto de estados del
sistema:

X; = Projx (V). (2.31)

Con las consideraciones planteadas se cumple que las funciones f(-) y ¢(-) son
continuas, f(zs(r),us(r)) = zs(r), f(ze,us) =z, y £(0,0) = 0. Ademads, que X y
X; € X son cerrados y U es compacto.

Por otro lado, el costo de etapa esta acotado por debajo, es decir, cumple que
i(x — Ta, U= Uq) 2 |z - x0]) para todo x € Cn (X, Xf) con u el y donde ay(-) es

De esta manera, en funcion de lo establecido en la Seccién 2.2.1, se puede
concluir que z, es asintéticamente estable para el sistema controlado. Sin embargo,
aun queda determinar que x, - z4(r).
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Observacion 2.9. Resulta importante resaltar que no se exige que x4(r) € X]‘E 0
que x4(r) € X y us(r) € U. De manera que si la referencia es factible, (x4, u,)
puede alcanzar el valor (xs(r),us(r)). De lo contrario, (x4, u,) alcanza un punto
de operacidn factible de modo de minimizar la distancia con (xs(r),us(r)).

Por lo tanto, la funcién V;(+) debe ser definida positiva y estrictamente convexa
en x y u (ver Definicién 2.5) de modo que:
(zp,ur)=arg min  V;(z,—zs(r),us —us(r))
Ta€Xs,uqUs

sea unico. Luego, el equilibrio z, con un control asociado u}, es asintéticamente
estable para el sistema controlado con un dominio de atraccién Cn (X, A}).

DEFINICION 2.5. Sea una funcién V(-) : C - R, donde C es un subconjunto convexo
no vacio de un espacio vectorial. La funcion V (+) es convexa si para toda eleccion
decy, coeCyde0<0<1, setiene que

V(Ocy+(1-0)c) <OV (cy)+(1-0)V(ca).

La interpretacion geométrica de la definicion anterior para una funcion V() : R —
R es como se muestra en la Fig. 2.10. En la misma se observa que el valor que
toma la funcion entre dos puntos es menor que el valor de la recta que une esos
puntos.

»
Y

c 0c,+(1-0)c, G,

Figura 2.10: Interpretacién grafica de una funcién convexa.

Ejemplo de Aplicacién

En la presente seccion se analizan las propiedades del controlador mediante
una simulacion numérica. Ademas, con el objetivo de realizar comparaciones con
el controlador presentado en la Seccién 2.2.2, se considera nuevamente el sistema
masa-resorte-amortiguador mostrado en el Apéndice D.1.

Para este ejemplo, los valores de los parametros del modelo se corresponden
con los fijados en la Seccién 2.2.2. Se destacar que al considerar b negativo, todo
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el conjunto de estado de equilibrio X no es asintéticamente estable para el sis-
tema auténomo. En tanto que, en la presente seccion se establece el horizonte de
predicciéon N =5 pasos.

Bajo las consideraciones planteadas, tal como fue indicado oportunamente y
como se muestra en la Fig. 2.11, puede observarse que el conjunto terminal para
seguimiento de referencia, X;, resulta de la unién de los conjuntos terminales para
regulacién calculado en los diferentes puntos de equilibrio.

vImst]
o

Figura 2.11: Conjunto invariante para seguimiento de referencia.

Andlogamente a lo descripto para el controlador MPC para regulacién, en la
Fig. 2.12 se puede ver que el conjunto terminal esta contenido en los conjuntos
controlables, lo cual indica que se trata de un conjunto invariante. Ademas, se
observan el conjunto controlable en 5 pasos Cy (X, Xr) (en color verde), el cual
incluye el estado inicial, y el méximo conjunto admisible (Ad. ), en color azul-
celeste, que para el presente planteo se produce con un horizonte de prediccién de
8 pasos. Resulta importante resaltar que el horizonte de prediccion necesario para
controlar el estado inicial es mas pequeno que el caso de regulacién analizado en
la Fig. 2.4, v que estos conjuntos no dependen de la referencia como sucede en
la situacién abordada en la Fig. 2.8, lo que indica que cualquier estado admisible
puede ser estabilizado con un horizonte de prediccién de 8 pasos.

Para el presente ejemplo, la referencia es considerada como x4 = [—1,5 O]T
durante los primeros 10 s y luego se introduce un cambio del punto de operacion
a Tgg = [1,5 O]T.

En este sentido, en la Fig. 2.13 se visualiza la evolucion de los estados del
sistema controlado, donde la misma converge a los puntos de operacion deseados
manteniendo una trayectoria factible. Cabe destacar que, a pesar del cambio del
punto de operacion, el controlador conserva la factibilidad y admisibilidad sin
necesidad de formular nuevamente el problema de MPC.

De igual modo, en la Fig. 2.14 puede observarse la evolucion temporal de las
variables del sistema controlado. En la Fig. 2.14a se percibe como los estados del
sistema (en linea sélida de color azul), alcanzan la referencia establecida (en linea
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Figura 2.12: Conjuntos controlables considerando el sistema masa-resorte-
amortiguador para seguimiento de referencia.
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Figura 2.13: Evolucién de los estados del sistema masa-resorte-amortiguador em-
pleando MPC para seguimiento de referencia.

de trazos verde), mediante la aplicacién de los controles obtenidos (Fig. 2.14b),
la cual es factible en todo instante, es decir, no excede las restricciones impuestas
(lineas de trazos en color rojo). Adicionalmente, en linea negra de punto-trazo, se
muestra la evolucion temporal de los estados y manipulada artificiales.

Para finalizar, en la Fig. 2.15 se muestra la carga computacional debido al con-
trolador en términos del porcentaje del periodo de muestro que demanda el calculo
de las variables de control. Al igual que en el caso de regulacién, se observa que al
inicio se produce el mayor esfuerzo de cémputo y que luego decrece rapidamente,
siendo la carga computacional media de 2,30 %.
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Figura 2.14: Evolucién temporal de las variables del sistema masa-resorte-
amortiguador controlado mediante MPC con propdsito de seguimiento de refe-
rencia.

2.3. Control 6ptimo con desigualdades matricia-
les lineales

En la teoria de control éptimo, el analisis de problemas de sistemas dinamicos
lineales y funciones objetivos cuadraticas, tal como se analizé anteriormente, re-
presenta gran interés y su andlisis lleva a leyes de control lineales en ausencia de
restricciones. Esta solucion es la que provee un LQR.

Sin embargo, en presencia de restricciones en las variables de estados y/o en las
variables de control, la aplicaciéon de este controlador puede verse comprometida.
Por ello, en las ultimas décadas surgieron alternativas para su aplicacion, una de
ellas es MPC, analizado en la seccién previa, y otra alternativa es la utilizacién
de LMI (Ver Apéndice B), la cual se estudia en esta seccién.

2.3.1. Regulador cuadratico-lineal con modelo lineal inva-
riante en el tiempo

En primera instancia se analiza el diseno del controlador en ausencia de res-
tricciones y posteriormente se amplia a formulaciones que contemplen limitaciones
en las variables del sistema.

Regulador cuadratico-lineal sin restricciones

Considerando un modelo como el indicado en la Ec. (2.6) y fijando una ley de
control lineal:

u(k) = ke (k), (2.32)

el sistema de lazo cerrado es x(k+1) = A,z (k) con A, = A+ Bk, donde k es una
matriz de ganancia de realimentacion estatica.
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Figura 2.15: Carga computacional producto de MPC para seguimiento de referen-
cia aplicado a un sistema masa-resorte-amortiguador.

Adoptando una funcién objetivo cuadratica:
Vio(w0) = Y. (2(k)T Q (k) + u(k)” Ru(k)), (2.33)
k=0

con () € Rm*ne gemidefinida positiva y R € R definida positiva. Sea P > 0,
V(z(k)) =x(k)TPx(k) y e(P,7v), un elipsoide invariante, tal como se desarrolla a
continuacién, de modo que:

V(e(k+1)) = V(x(k)) <0, Ya(k) € e(P,7), Yk € Zso.

Entonces V (+) es decreciente y la trayectoria de estados del sistema controlado
converge al origen, tal como se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 2.2. Bajo las consideraciones planteadas, si se satisfacen simultdnea-
mente las siguientes LMIs:

1 al
(xo Y)>0, (2.34)

Y YAT + LTBT YQ'? LTR'Y?

AY + BL Y 0 0
Oy 0 ! N (2.35)
RI2[ 0 0 I

donde Y = Py >0, L = kY y v > 0. Entonces, el origen es asintéticamente
estable para el sistema de lazo cerrado con una matriz de realimentacion k = LY ~1.
Ademdas, se garantiza que la funcidn objetivo, presentada en la Ec. (2.33), estd
acotada por 7y:

o0

S (z(k)T Qu(k) +u(k)” Ru(k)) <.

k=0
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Demostracion. De la Ec. (2.34) se obtiene, mediante el complemento de Schur
(Ver Apéndice B.2), que:

1-2lY 2y >0,
at Prg <7,
de forma que determina el elipsoide:
e(P,7y) = {xg e R"™ : 2l Pxo <~} .

Por otro lado, la Ec. (2.35) indica que la funcién objetivo es decreciente, es
decir:

V(zx(k+1))-V(x(k)) <0, Va(k)ee(P,v), VkeZs.

Para ello, se considera el sistema de lazo cerrado z(k + 1) = A,z (k) con A, =
A+ Bk. De esta manera, la Ec. (2.35) puede reescribirse como:

Y YAT yQU? LTRV?
ALY Y 0 0
Q2y 0 oull 0
R2L 0 0 A

>0.

Luego, es posible dividir dicha matriz en submatrices o bloques, tal como se
muestra a continuacion:

Y YAT YQy? LTR'/?
AY Y 0 0
>0

QY2Yy 0 ~L 0 ’
RYV2L 0 0 ~I
que mediante el complemento de Schur puede escribirse como:

Y VAL (YQY2 LTRW\(y'T 0 \(Q*Y 0)
AY Y 0 0 0 ~afJ\RrR2L o)

operando algebraicamente, se tiene:

Y - (Y71QY + LTy 'RL) YAL)
AY Y ’

y aplicando nuevamente el complemento de Schur, se obtiene:
Y -y (YQY + L"RL) -YATY 'A4,Y > 0.

Luego, pre y posmultiplicando por Y~! y multiplicando por ~, la ecuacién
anterior puede escribirse como:

W= (Q+Y 'LTRLY ™) - AT7Y 1A, > 0.
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Dado que Y = P'v>0y L=rY, se llega a:
P-(Q+~r"Rk) - ALPA, >0,
entonces, pre y posmultiplicando por z(k)T y z(k), respectivamente, se obtiene:
2(k)T AL PAx(k) - 2(k)" Pr(k) < - (2(k)T Qu(k) + x(k) k" Rra(k))
y finalmente se arriba a:
V(z(k+1))-V(x(k)) <-(2(k)"Qz(k) + u(k)” Ru(k)) .

De manera similar a lo planteado en la Ec. (2.17), siendo @ > 0y R > 0, es claro
que para todo x(k) # 0 el lado derecho de la desigualdad anterior es un escalar
positivo, lo que demuestra que la funcién V(x(k)) es una funcién de Lyapunov
decreciente.

Por 1ltimo, se debe demostrar que la funciéon objetivo tiene una cota superior
dada por 7.

Tomando en cuenta que:

V(z(k+1))-V(x(k)) <-2(k)" (Q+~rTRr)x(k), ke,
expandiendo y sumando los términos de la ecuacion previa se obtiene:

V(1)) -V(2(0)) < -z(0)" (@ +r"Rr)x(0)

V(z(2))-V(z(1)) < -2(1)"(Q+~r"Rr)z(1)
V(z3))-V(z(2)) < -2(2)7(Q+~r"Rr)z(2)
v ' v
V(z(m+1))-V(x(m)) < -x2(m)T(Q+~r"Rk)xz(m)
V(w(m+1)) - V(x(0) < -éx(k)T (Q+ KT Rr) (k).

Dado que el origen es asintoticamente estable para el sistema de lazo cerrado,
entonces x(o0) =0y, por lo tanto, V(z(o0)) = 0. De esta manera, cuando m — oo,
la sumatoria resulta:

V(x(0)) > ;x(kz)T (Q+r"Rr)x(k),
V(2(0)) > Voo (20),
y de acuerdo con la Ec. (2.34), V(z(0)) = x(0)T Pz(0) < -y, entonces:

Voo (20) <.
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Us
Xs Error u(k) x(k+1) K x(K) y(k)
K —»é—» B z1 > C L

Figura 2.16: Esquema de LQR discreto

Por lo tanto, en funcion de lo establecido en el Teorema 2.2, al minimizar la cota
superior 7, se minimiza la funcién objetivo y se obtiene una ley de realimentacion
6ptima u* (k) = k*z(k) que garantice que el origen es asintéticamente estable para
el sistema de lazo cerrado (Fig. 2.16).

Asi, el controlador LQR en tiempo discreto queda determinado mediante el
siguiente problema de optimizacién:

min
L,Y>0
1 af
s.a. - Y) >0,
( Y Y AT + [T BT YQl/Q LT R1/2 (2-36)
AY + BL Y 0 0 -0
QY2y 0 ~I 0 ’
R\2L 0 0 1

Consecuentemente, la ley de control éptima lineal resulta de resolver dicho
problema.

Restricciones en la variable de control

Una propiedad de las LMIs es que determinan regiones convexas y la inter-
seccién con otras LMIs es una region convexa. Con lo cual, la obtencién del con-
trolador se resume a resolver un problema de optimizacién convexo, utilizando
algoritmos de busqueda especializados como son los métodos de punto interior
[31]. Tomando en cuenta esta propiedad, es posible la inclusién de restricciones en
las variables de estados y de control en formato de LMI.

De esta manera, se comienza mostrando como incorporar una restriccién en la
amplitud de la variable manipulada u(k) por medio de una LMI.

Para el analisis del controlador indicado, se considera una restriccion en la
norma Euclidiana:

Hu(k)HQ < Umaz » ke ZzO . (237)

Dado que se considera una ley de control lineal, tal como se indica en la
Ec. (2.32), y recordando que k= LY, entonces:

lu(k)|3 = z(B)TY LT LY *a (k).
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Definiendo:

2(k) =Y V2x(k),

H=LYy 2
entonces la ecuacion anterior puede reescribirse:
lu(k)]3 = 2(k)TH Hz(k),

donde HTH es una matriz simétrica y diagonalizable ortogonalmente, de modo
que existe una matriz ortogonal T' y una matriz diagonal A tal que:

HTH =TTAT.

Considerando v(k) = Tz(k), entonces:
Ju(k)]3 = v (k)" Av(k) = 3 Aava (k)
n=1

donde n, es el nimero de estados y A, son los autovalores de la matriz H” H. De
esta manera, se cumple que:

[u(k)[3 < Amaa (H" H) |0 (K)|3,

siendo A\ (HTH) el maximo autovalor de HT H.

Dado que la matriz ortonormal 7" produce una rotacién del vector z preser-
vando su médulo [30], es decir, |v(k)|3 = 2(k)TTTTz(k) = 2(k)TLz(k) = |2(k)|3,
por lo tanto:

[w(k)[3 < Amaa (H" H) | 2(K)|3,

Tomando en cuenta que |z(k)|3 = x(k)TY'z(k) y que, de acuerdo con la
Ec. (2.35), V(x(k)) es decreciente. Sumado a que, en funcién de lo que establece
la Ec. (2.34), V(2(0)) <+, entonces:

lz(B)|3 = z(k)TY o (k) <2(0)TY 2(0) < 1.
Por lo tanto:
Ju(k) 3 <€ Amae (LTY L)

donde si se satisface que Ao (LTY L) < w2,
Ec. (2.37).
Luego, aplicando el complemento de Schur, se obtiene:

2
(umamﬂ L) S 07 (238)

se garantiza la desigualdad de la

LT Y
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donde esta LMI evita que la variable de control supere una cota maxima, y deter-
mina una regién convexa que intersecta a la regién dada por las LMIs presentadas
en la Ec. (2.34) y en la Ec. (2.35).

De igual manera podria operarse al considerar un cota por cada una de las
n, variables de control, es decir, si cada componente se encuentra restringida de
forma que:

|Us(k‘)| < usmm 9 k € ZZO

donde s € Z;.,, indica cada componente del vector u(k), entonces se arriba a:

u? ls
iy 0, con s € Zy.y, , (2.39)

donde [, son las filas de la matriz L.

Restricciones en las variables de estados y salida

A continuacién se muestra cémo incorporar una restriccion en la amplitud de
la variable de estados z(k) por medio de una LMI.

Para ello, se considera una restriccion en la norma Euclidiana, tanto del estado
actual como en los estados sucesores:

H*T(k)HQ < Tmax ) k € ZzO . (240)

Como el estado xy estd contemplado en la Ec. (2.34), entonces se debe garan-
tizar que:

HZL‘(]C-F 1)”2 < Tmaz > ke ZZO .

Dado que se considera una ley de control lineal, tal como se indica en la
Ec. (2.32), con k = LY !, entonces:

|lz(k+1)]3=2(k)TALA2(k) > 0.

Luego considerando z(k) tal como en la seccién anterior y procediendo de
manera similar, se obtiene:

2(K)TYY2AT A Y Y22(K) > 0.
donde:

YI2ATA Y2 <22 1.
Luego pre y posmultiplicando por Y2 y usando el complemento de Schur se
arriba a:

T T RT
( Y YAT + LTB )>o, (2.41)

AY + BL x2 .1

max
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de manera que se garantiza la Ec. (2.40).

Del mismo modo puede plantearse para una restriccion de salida, ¥q.. Si se
considera el modelo presentado por la Ec. (2.6) con D =0, lo cual sucede en una
gran variedad de procesos, entonces y(k) = Cxz(k). Por lo tanto, una restriccion
en la salida implica que [34]:

( Y (YAT+LTBTXﬂ)>O

C(AY + BL) 21 (2.42)

De igual manera que para la variable de control, en las variables de estado y
salida es posible pensar que se encuentre restringida cada componente, es decir,
que exista una cota por cada una de las n, variables de estados y de las n, variables

de salida.
En cuyo caso, al considerar:

|z, (k+1)|<x,,.., keZs,
donde r € Zy.,, indica cada componente del vector x(k + 1), entonces se arriba a:

Y YAT+L'BF\
AY + B, L 22 ’

Tmax

(2.43)

donde A, y B, son las filas de las matrices del sistema.
Por otro lado, tomando en consideracién que:

|yQ(k + 1)| < y(Imax I k € ZZ()?

donde q € Zy.,, indica cada componente del vector y(k + 1), se alcanza:

(s pay T »

C,(AY + BL) y2

donde Cj son las filas de la matriz de salida.

Observacion 2.10. Es de destacar que las restricciones dadas por las Ecs. (2.38),
(2.39) y (2.41) a (2.44) determinan restricciones simétricas respecto del cero.

De este modo, las LMIs establecidas en las Ecs. (2.41) y (2.42) (o las Ecs. (2.43)
y (2.44) si se plantea en términos de componentes) determinan que la trayectoria
de estados y salida sean factibles para todo k € Zs;. Sin embargo, el uso de es-
tas restricciones no implica que el elipsoide de estados controlables, e(P,7), esté
contenido en el espacio determinado por las restricciones impuestas.

Dado que el elipsoide €(P,v) queda caracterizado por la matriz simétrica Y,
de manera que:

e(Py)={zeR™:2TYzr <1},

con Y = P~lv. Entonces, una restriccion dura que permite que todos los estados
controlables estén contenidos dentro de las restricciones impuestas, o sea que el
elipsoide se encuentre inscripto en la region factible, viene dada por:

2'Yr <2t X, (2.45)
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donde X, caracteriza el maximo el elipsoide dado por la restriccién indicada en
la Ec. (2.40).

Finalmente el problema LQR en tiempo discreto con restricciones en las varia-
bles de estados y de control surge de aplicar las Ecs. (2.38) y (2.41) al problema
sin restricciones (Ec. (2.36)), es decir:

min
L,Y>0
1 mg
s.a. - Y) >0,
Y YAT + LTBT YQV2 [LTR\2
AY + BL Y 0 0 0
QY 0 ~1 o |7 (2.46)
R\2L 0 0 ~1
u? 1 L
LT Y) >0,
Y Y AT + [T BT )
AY +BL 12,1 )>00Y3Xm‘”'

max

Ejemplo de aplicacion

En la presente seccion se analizan las propiedades del controlador presenta-
do mediante una simulaciéon numérica. A modo de realizar comparaciones con el
controlador presentado en la Seccion 2.2.2, se considera nuevamente el sistema
masa-resorte-amortiguador mostrado en el Apéndice D.1.

Para este ejemplo, los valores de los parametros del modelo se corresponden
con los fijados en la Seccion 2.2.2.

De esta manera, se presentan los resultados obtenidos al simular el sistema sin
restricciones y con la inclusién de las mismas. En funcién de ello, en la Fig. 2.17a
se presenta la evolucion de los estados del sistema controlado sin restricciones asi
como el elipsoide invariante dado por la Ec. (2.34). En la misma se observa que la
trayectoria converge al origen, que resulta el punto de operacién deseado. Ademas,
el conjunto €(P,~) muestra todos los estados que son controlables con la ley de
control obtenida mediante el problema Ec. (2.36).

Por otro lado, en la Fig. 2.17b se observa que, si bien la evolucién alcanza el
estado deseado, la presencia de restricciones provoca que el sistema oscile alrededor
del origen y, por lo tanto, que la convergencia sea mas lenta. Asimismo, el conjunto
e( P, ) resulta més pequeno en tamano aunque no logra satisfacer las restricciones
impuestas. En tanto que en la Fig. 2.17c se puede ver que el elipsoide e(P,7)
respeta las restricciones establecidas, no obstante la evolucién la convergencia
hacia el punto objetivo es mas lenta atin.

De igual modo, en la Fig. 2.18 se presenta la evolucion temporal de las variables
del sistema controlado para las dos situacion planteadas. En la Fig. 2.18a se destaca
que los estados del sistema (en linea sélida de color azul), alcanzan el estado
deseado (en linea de trazos negra), mediante la aplicacion de los controles obtenidos
(Fig. 2.18b), si bien para el caso analizado no se toman en cuenta las restricciones,
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v[msl]
b A W N M O R N WS oW

-5 0 5 -5 0 5
x[m] x[m]

(a) Sin restricciones. (b) Con restricciones (Ec. (2.43)).

S

x[m]

v[msll
I S R L T

(¢) Con restricciones (Ec. (2.45)).

Figura 2.17: Evolucién de los estados del sistema masa-resorte-amortiguador em-
pleando LQR via LMI con modelo LTI para regulacién al origen.

en lineas de trazos en color rojo se marcan los limites que se analizan en el caso
siguiente con el tnico objetivo de visualizar que excede estos valores y resalta la
importancia de contemplar las restricciones en el diseno.

A suvez, la Fig. 2.18c muestra la evolucion de los estados del sistema controlado
al tomar en cuenta las restricciones impuestas. En esta situacién, los estados no
alcanzan el estado deseado en el tiempo de simulacion establecido para el andlisis
de los controladores previos. Por ello, se extendio el tiempo de simulacién para
observar la convergencia de los estados al origen. Ademas, en la Fig. 2.18d se
visualiza la evolucién de la variable de control obtenida mediante la resolucion del
problema planteado en la Ec. (2.46). En la misma se observa ademds, que dicha
variable no supera las restricciones indicadas en lineas de trazos en color rojo.

Para finalizar, cabe destacar que aunque se observa un rendimiento menor en
relacién a los controladores presentados en las secciones previas cuando se consi-
deran restricciones, el calculo de la matriz de ganancia de realimentacién se realiza
fuera linea y luego es aplicada al sistema, de manera que la carga computacional
promedio en términos del porcentaje del periodo de muestreo resulta en 0,014 %.
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10 15 20 25 or
ts] =

10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
t[s] t [s]

(a) Estados del sistema sin restricciones. (b) Variable de control sin restricciones.

w
FIN]
o

2 . - " " . . - ,
0 5 10 15 20 25 30 35 40
t[s]

(c) Estados del sistema con restricciones. (d) Variable de control con restricciones.

Figura 2.18: Evolucién temporal de las variables del sistema masa-resorte-
amortiguador controlado mediante LQR via LMI con modelo LTTI.

Por su parte, existen trabajos en la bibliografia ([34], [32], entre otros) donde se
propone el recélculo en linea de la matriz de ganancia cada un periodo de tiempo
prefijado, que puede o no coincidir con el periodo de muestreo, con el objeto de
mejorar el desempeno.

2.3.2. Regulador cuadratico-lineal con modelo lineal de
parametros variables

Los modelos lineales e invariantes en el tiempo describen al sistema bajo el
supuesto que sus parametros son conocidos con certeza y no cambian con el tiempo.
Ademas, si se trata de un sistema no lineal, entonces el modelo LTI describe el
comportamiento alrededor de un punto de operacion.

Dado que el rendimiento de los controladores se deteriora a medida que au-
menta la diferencia entre el modelo y el sistema [49], comprometiendo incluso la
estabilidad, es que las incertidumbres de modelo se deben tener en cuenta en el
diseno del controlador. Bajo esta consideracién, el enfoque basado en LMI permite
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incorporar dicha variabilidad mediante la utilizacién de modelos LPV garantizan-
do la estabilidad asintdtica [34].

Considerando un modelo LPV como el indicado en la Ec. (2.10), contenido
en un conjunto ) tal como se especifica en la Ec. (2.12) y fijando una ley de
control lineal como la presentada en la Ec. (2.32), el sistema de lazo cerrado es
2k +1) = Au(p(k))z(k) con Au(p(k)) = A(p(R)) + B(p(k)).

Tomando ademas una funciéon objetivo cuadratica:
Voo () = Y- (2(k)" Q(k) + u(k)" Ru(k)),
k=0

con ) € R%>*"= semidefinida positiva y R € R™>*" definida positiva, entonces el
problema de optimizacién robusto se resuelve de modo de asegurar que el origen
sea asintdticamente estable atin para el “peor” modelo LTI comprendido en €2,
es decir, se pretende hallar una ley de control factible que minimice la funcién
objetivo para el modelo LTT perteneciente a €2 que la maximice:

min

max Voo (x0) - (2.47)
u(k)eu  [A(p(k)),B(p(k)),C(p(k)),D(p(k))]e2

Claramente, este es un problema min-max que, si bien es convexo, es compu-
tacionalmente costoso [34]. Sin embargo, siguiendo el andlisis correspondiente a
un modelo LTT presentado en la seccién previa, es posible introducir una cota
superior v a la funcién objetivo Vo (-) y luego minimizar esa cota en un problema
de optimizacién cuyas restricciones sean LMIs.

De acuerdo con la Ec. (2.14), cualquier modelo contenido en 2 puede ser ex-
presado como una suma convexa de los vértices del conjunto. De esta manera, el
analisis se concentra en cada modelo LTI en los vértices de €2, los cuales estan
representados por:

x(k+1)=Ax(k)+Bju(k) con jeZyy,,
y(k) = Ca(k),
x(0) = g,

para el cual se considera que la matriz C' no tiene incertidumbre y se considera
que D es una matriz nula con las dimensiones apropiadas.

Sea P >0, V(z(k)) = x(k)TPx(k) y e(P,7), este ultimo es un elipsoide inva-
riante robusto de modo que:

V(a(k+1)) - V(z(k) <0, Ya(k) € e(P,7) , Yk € Zso .

Teorema 2.3. Bajo las consideraciones planteadas, si se satisfacen simultdnea-
mente las siguientes LMIs:

(1 §)>0, (2.48)
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Y YAT+LTBT YQY* LTRY
Ajgl'/ggj[/ }g ,-)(/)]I 8 >0 , con ] € Zlznm ) (249)
RY2], 0 0 ol

dondeY = P~y >0, L=rY y~>0. Entonces, el origen es asintéticamente estable
para cualquier sistema de lazo cerrado en ) con una matriz de realimentacion
k=LY"'. Ademds, se garantiza que la funcidn objetivo estd acotada por ~y:

[ee)

S (z(k)T Q(k) +u(k)” Ru(k)) <.

k=0

Demostracion. Siguiendo un razonamiento similar al realizado para el caso basado
en un modelo LTI, resulta claro que la Ec. (2.48) determina el elipsoide:

e(P,7y) = {xg e R"™ : 2l Py < v} .

Ademés, si se aplica la suma convexa planteada en la Ec. (2.14) a las LMIs
introducidas en la Ec. (2.49) resulta:

Y YA;F + LTBjT YQU2 LTRY?
& AY + B;L Y 0 0
j;/% (p) Q12y 0 | 0 >0,
R2L 0 0 ~I
de donde se obtiene que:
Y YA(p)" + LTB(p)T YQY? LTR/?
A(p)Y + B(p)L Y 0 0 .0
QY 0 ~I 0 ’
R2L, 0 0 ~I

procediendo como en el Teorema 2.2, se arriba a:
2(k)T AT (9) PA(p)2(k) = 2(k)T P(k) <~ (2(k)T Qu(k) + o(k) 6 R (k)) |
y finalmente se llega a:
V(z(k+1))-V(x(k)) < - (2(k)"Qx(k) +u(k)" Ru(k)) .

Por lo tanto, si satisfacen simultaneamente las LMIs presentadas en la Ec. (2.49),
entonces V(z(k)) es una funciéon de Lyapunov decreciente para todo modelo

[A(p(k)), B(p(k)), C(p(k)), D(p(k))] € Q2.
Por 1ultimo, siguiendo los pasos dados para el caso de un sistema LTI, se tiene

que:
Voo (0) < V((0)),
y de acuerdo con la Ec. (2.48), V(z2(0)) = 2(0)T Pz(0) <, entonces:

VDO(JC()) <.
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Asi, el controlador LQR en tiempo discreto contemplando un modelo LPV
queda determinado mediante el siguiente problema de optimizacién:

Ly 7
1 xg
s.a. - Y) >0,
Y YAT4LTBT YQUW? TR (2.50)
J j

AY +B;L Y 0 0 ‘
JQI/QY] 0 ,Y]I 0 > 07 conj e Z1:nm'
R\2L 0 0 ~I

Observacién 2.11. La ley de control optima obtenida por medio de la resolucion
de dicho problema contempla, mediante las restricciones LMIs, todos los modelos
que pertenecen a §2. Por ello, minimizar v implica hallar la ley de control que
minimice el funcional aun para el “peor” modelo LTI en 2, es decir, equivale a
resolver el problema min-mdz de la Ec. (2.47).

Restricciones en las variables de control, estados y salida

Tal como se hizo mencién anteriormente, la interseccién de las regiones conve-
xas, determinadas por las LMIs, delimita una regién convexa. De esta manera, el
agregado de restricciones en las diferentes variables del sistema se reduce a sumar
nuevas restricciones por medio de LMIs.

Para el caso de restricciones en la variable de control, es claro que las Ecs. (2.38)
y (2.39) no dependen explicitamente del modelo. Por lo tanto, siguiendo el razo-
namiento indicado en la seccién anterior se arriba a dichas ecuaciones indepen-
dientemente del modelo.

Diferente es la situacion de las Ecs. (2.41) y (2.42) (o las Ecs. (2.43) y (2.44))
donde las matrices del modelo se incluyen dentro de las LMIs. Por ello, las restric-
ciones se aplican a todos los modelos, resultando una LMI por cada restriccion y
por cada modelo vértice contemplado:

(AjY . BiL YAZ;LHT 5 ) >0, (2.51)
(C(AjYY+ B;L) o :/mLTf ] )OT) >0, (2.52)
(Ajry }: B;.L YAJT;;miTBJT’" ) >0, (2.53)
(Cq(Aj}z/Jr B;L) ¥4 ;ijIBJT)Cg) >0, (2.54)

con j € Ly, -
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Teorema 2.4. Si se satisfacen simultdneamente las LMIs indicadas en la Ec. (2.51),

entonces para todo modelo LTI contenido en Q) se cumple que ||x(k)|2 < Zmaez para

Demostracion. Al aplicar la suma conexa planteada en la Ec. (2.14) a las LMIs
introducidas en la Ec. (2.51) resulta:

i Y YAT + LTBT
. J J
];N](p)(AJY+BjL 1,2 ]1 )>O>

max

de donde se obtiene que:

( Y YA(p)" + LTB(P)T) 0
A(p)Y + B(p)L x2 1 ’

max

y retomando el analisis realizado para un modelo LTI, se garantiza que la trayec-
toria obtenida con un modelo z(k+1) = A(p(k))x(k) + B(p(k))u(k) satisface las
restricciones en las variables de estados. O]

Observacion 2.12. Notar que si se realiza estudio similar para las LMIs pre-
sentadas en la Ec. (2.52) se observa que todos los modelos en S satisfacen las
restricciones en las variables de salida.

Observaciéon 2.13. Al igual que lo indicado en la seccion previa, las restriccio-
nes mencionadas no garantizan la factibilidad del elipsoide de estados controlables
e(P,v). Por ello, es posible aplicar una restriccion que asequre que el elipsoide se

encuentre circunscripto por el conjunto de restricciones, es decir, que la restriccion
dada en la Ec. (2.45).

Finalmente el problema LQR en tiempo discreto para modelos LPV con res-
tricciones en las variables de estados y de control surge de aplicar las ecuaciones
Ec. (2.38) y Ec. (2.51) al problema sin restricciones (Ec. (2.50)), o sea:

min
L,Y>0
1 mOT
s.a. 20 Y) >0,
Y YAT+ LTBY YQ'? LTR?
AjY + B]L Y 0 0 0
QY 0 Al o |7 (2.55)
RY2], 0 0 ~1
u? 1 L
LT Y) >0,
Y Y AT + [T BT
J J A
AY +BL a2l )>OOY§X’W’

max

con j € Ly, -
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Ejemplo de aplicacion

En esta seccion se presentan resultados de simulacion con el objetivo de vi-
sualizar las propiedades del controlador analizado. Para ello, se utiliza el sistema
masa-resorte-amortiguador presentado en el Apéndice D.1 de manera de realizar
comparaciones con los controladores analizados en las secciones previas.

Para este ejemplo, los valores de los parametros del modelo se corresponden
con los fijados en la Seccion 2.2.2, aunque se contempla una incertidumbre en
el parametro k. A los fines de analizar el comportamiento, se establece que el
sistema real es conocido y el parametro correspondiente es k = 1 y se especifica
una variacién del 14 %, considerando un primer modelo con k = 0,86 y un segundo
modelo con k = 1,14, siendo éstos los valores maximos de la incertidumbre.

De esta manera, en la Fig. 2.19a se muestra la evolucion de los estados del
sistema para el sistema controlado sin restricciones donde se observa que la tra-
yectoria converge a la referencia establecida. Asimismo, se muestra el elipsoide
invariante robusto. Por otro lado, similarmente a lo ocurrido para caso LTI, en
la Fig. 2.19b se observa que, si bien la evolucion alcanza el estado deseado, la
presencia de restricciones provoca que el sistema oscile alrededor del origen y, por
lo tanto, que la convergencia sea mas lenta. Sumado a ello, aunque el conjunto
e(P,7) resulta mas pequeno en tamano, no satisface las restricciones impuestas.
En la Fig. 2.19¢ se muestra la evolucién de los estados y el conjunto e(P,~) si
se considera la restriccion que obliga al elipsoide a pertenecer al conjunto de res-
tricciones de estados. Para esta tltima situacién se observa que tanto el elipsoide
controlable como la trayectoria son factibles.

En tanto que en la Fig. 2.20 puede observarse la evolucién temporal de las
variables del sistema controlado. En la Fig. 2.20a se percibe como los estados del
sistema (en linea sélida de color azul), alcanzan la referencia establecida en linea
de trazos negra. La ley de control obtenida determina los controles mostrados en
la Fig. 2.20b, si bien para el caso analizado no se toman en cuenta las restricciones,
en lineas de trazos en color rojo se marcan los limites que se analizan en el caso
siguiente con el Unico objetivo de visualizar que excede estos valores.

Ademsds, la Fig. 2.20c muestra la evolucién de los estados del sistema contro-
lado al tomar en cuenta las restricciones impuestas. En esta situacién, los estados
alcanzan el estado deseado con un tiempo de establecimiento alto. Por su parte,
en la Fig. 2.20d se visualiza la evolucion de la variable de control obtenida median-
te la resolucién del problema planteado en la Ec. (2.55). En la misma se observa
ademas, que dicha variable no supera las restricciones indicadas en lineas de trazos
en color rojo.

Para finalizar se destaca que la carga computacional promedio en términos
del porcentaje del periodo de muestreo es ligeramente mayor que para el caso
presentado en la Seccién 2.3.1, encontrandose en el mismo orden de magnitud.
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Figura 2.19: Evolucién de los estados del sistema masa-resorte-amortiguador em-
pleando LQR via LMI con modelo LPV para regulacion al origen.

2.4. Conclusiones

A lo largo de este capitulo se analizaron diferentes métodos de control que
buscan aplicar la teoria de control éptimo ante la presencia de restricciones en
las variables del sistema. Ademads se introdujeron conceptos fundamentales para
el disenio y andlisis de los mismos, tales como diversos modelos, estabilidad, con-
vergencia, factibilidad, funciones de Lyapunov, conjuntos invariantes, entre otros.

En la Seccién 2.2.2 se planteé un controlador MPC para regulacién para mo-
delos LTI, donde mediante una adecuada seleccion del costo y restriccién terminal
se garantiza estabilidad asintotica local del origen y factibilidad recursiva del sis-
tema de control, para todos los estados incluidos en una regién de atraccion dada
por Cn (X, Xf). Ademads se observé que horizontes mayores proveen una regién de
atraccién mayor hasta alcanzar el maximo conjunto admisible (Ad,,), a partir de
alli el horizonte puede ser considerado como “infinito”, o sea que no aporta nuevos
estados al conjunto controlable en N pasos.

Por otro lado, se observo que el diseno de este controlador depende del punto
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(c) Estados del sistema con restricciones. (d) Variable de control con restricciones.

Figura 2.20: Evolucién temporal de las variables del sistema masa-resorte-
amortiguador controlado mediante LQR via LMI con modelo LPV.

de operacion deseado. Por lo tanto, el problema de MPC debe ser reformulado
ante un cambio de referencia. Ante este inconveniente, en la Seccién 2.2.3 se ana-
liz6 un controlador MPC para seguimiento de referencias que en la formulacién
contempla, mediante la utilizacion de variables artificiales, los posibles puntos de
operacion. De esta manera, mantiene tanto estabilidad asintética local del conjun-
to de equilibrios, factibilidad recursiva como admisibilidad ante un cambio o una
trayectoria de referencia.

Para la obtencién de los ingredientes terminales de dicho controlador, no se
considera la referencia. De este modo, al introducir un punto de operacién no facti-
ble, el controlador lleva el sistema a un punto de equilibrio admisible minimizando
la distancia con la referencia indicada.

Asimismo, posee un mayor dominio de atraccion, de manera que es posible
utilizar horizontes de prediccién més cortos. Esto es de gran importancia dado que,
en controladores iterativos como MPC, el esfuerzo computacional puede resultar
un factor critico para su aplicacién.

Por su parte, la inclusion de restricciones en las variables del sistema en am-
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bos controladores, asi como la posibilidad de operar sobre los limites de dichas
restricciones, resulta natural e intuitiva.

En la Seccién 2.3.1 se presenté un regulador LQR para modelos LTI bajo el
enfoque de LMI y se mostrd como se incorporan las restricciones en las variables del
sistema al problema de optimizacién. Para este caso, la factibilidad del problema
garantiza la estabilidad asintética local del origen para el sistema de lazo cerrado,
partiendo de los estados que se encuentran en el interior del elipsoide invariante
e(P,7).

Bajo este enfoque, la inclusion de restricciones requiere un desarrollo previo por
lo cual no resulta intuitivo como para los controladores MPC analizados. Ademas,
dichas restricciones se trabajan en variables de desviacién, son simétricas respecto
del valor dado por el punto de operacién, y se opera en el interior del conjunto de
restricciones sin alcanzar los limites impuestos. Se destaca que trabajos recientes
proveen mecanismos para evitar estos inconvenientes, sin embargo aumentan con-
siderablemente la complejidad del problema de control y no aportan al alcance de
esta tesis.

Por otro lado, los algoritmos utilizados para la resolucion del problema de op-
timizacion son eficientes y permiten encontrar resultados con baja carga compu-
tacional. Este punto se pone de manifiesto en las simulaciones numéricas presen-
tadas.

Por ltimo, en la Seccién 2.3.2 se exhibié un regulador LQR para modelos
LPV bajo el enfoque de LMI. De esta manera, se visualiza que ante presencia
de incertidumbre de modelado acotada, es posible garantizar que el origen sea
asintéticamente estable para cualquier modelo incluido en un casco convexo defi-
nido por modelos LTI y contemplando la variabilidad de los parametros. Se destaca
que las caracteristicas de este controlador son similares a las mencionadas para el
caso analizado en la Seccién 2.3.1.
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Capitulo 3

Control Predictivo basado en
Modelos Adaptativo para
Regulacion

En este capitulo, tomando en consideracion los conceptos desarrollados en el
Capitulo 2, se aborda el diseno y anélisis de métodos de control MPC para regu-
lacién que contemplen incertidumbre paramétrica en el modelo del sistema.

El problema de control para sistemas con incertidumbre paramétrica ha sido
considerado en muchos trabajos en la literatura especializada. En [34], [50], [32],
entre otros, se presenta un control predictivo usando un horizonte de prediccion
infinito y fijando una ley de control lineal respecto de la variable de estados, para
ello LMIs son utilizadas para resolver el problema de optimizacién. Mientras que,
en [51], [52], [53], entre otros, se propone un MPC explicito basado en programa-
cién paramétrica con el mismo propoésito. En estos trabajos, las entradas 6ptimas
son calculadas off-line como una funcién afin a trozos de los estados y son almace-
nadas en una tabla de consulta. Luego, solamente se debe evaluar la tabla lo que
permite la aplicacién del MPC al sistema.

Sin embargo, en este capitulo se presentan métodos de control MPC que con-
templen las propiedades y caracteristicas del MPC para regulacion presentado en
la Seccion 2.2.2 y que tome en cuenta un modelo de prediccién con incertidumbre
paramétrica o bien un sistema no lineal representado mediante el enfoque LPV
presentado en la Seccién 2.1.3.

La adaptabilidad del esquema de control propuesto se realiza mediante una
variable de decisiéon que optimiza en linea el modelo de prediccién a emplear. De
esta manera, las principales caracteristicas del controlador propuesto son:

= Un pardametro de ponderacion p € R™ se considera como una variable de
decision que adapta el modelo de prediccion.

= Las condiciones impuestas sobre el parametro de ponderacién se incluyen
como restricciones del problema de optimizacién.

= El costo final se obtiene de forma de garantizar que sea una funcién de
Lyapunov de control para todos los modelos que pertenecen a ).

93



54 CAPITULO 3. AMPC PARA REGULACION

= El conjunto terminal es tal que cumple con la condicién de invarianza para
todos los modelos pertenecientes a €.

Finalmente, cabe senalar que los principales resultados de este capitulo estan
publicados y se pueden encontrar en los trabajos [54, 55, 56, 57, 58].

3.1. Descripcién del problema

La dinamica incierta del sistema puede ser descripta por un modelo discre-
to en espacio de estado con incertidumbre politépica mediante el enfoque LPV
(Seccién 2.1.3):

z(k+1) = A(p(k))z(k) + B(p(k))u(k),
y(k) = C(p(k))z(k) + D(p(k))u(k), (3.1)
x(0) =g,

donde el pardmetro p(k) es un parametro de ajuste que, tal como se menciona
en la Seccién 2.1.3, queda determinado por una funcién no lineal. Es importante
resaltar que la incertidumbre considerada esta siempre contenida en un conjunto
acotado y cerrado, es decir, compacto.

Luego, es posible incorporar la dindmica del sistema incierto o de un sistema
no lineal (ver Apéndice C) dentro de un politopo convexo de n, vértices, donde
los vértices se obtienen en base a la maxima incertidumbre aunque, para un mejor
desempeno, se pueden considerar valores intermedios en los parametros del siste-
ma. De esta manera, el sistema queda contenido en un conjunto con modelos LTI
en sus n,, vértices:

[A(p(F)), B(p(k)), C(p(k)), D(p(k))] € 2,

el cual es representado como:
Q= CO{[AlaBla ClaD1]> [A27B2a 027D2]7 R [Anmanma Cnvanm]}7

donde Co{-} denota un casco convexo y [A;, B;,Cj, D;] son las matrices de cada
modelo LTT en los vértices del casco. El niimero de modelos vértices viene dado
por n,, = nlnp, donde n, representa el nimero de parametros de ajuste y n; el
nimero de puntos de linealizacién por parametro.

En base a la interpolacién de los modelos LTI vértices, es posible obtener
un modelo de prediccion, no solo sobre los vértices sino también sobre aquellos
contenidos en 2:

A(p(k) i(p(k))A;, B(p(k)) = %uj(p(k))Bj
7 (3.2)
(

) = iu
C(o(k)) = Zu p())Cy, D(p(k)) - ﬁum(k)wj
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donde se debe cumplir que:

zﬂj(ﬂ(k?)) 1

0<u;(p(k)) <1, jeZyy,.

(3.3)

La variable de ponderacion p(p(k)) € R representa el peso de cada modelo
LTT vértice con el modelo incierto. De forma que si se conoce esta variable en cada
instante, realizando la suma convexa dada por las Ecs. (3.2) y (3.3), es posible
determinar el modelo L'TT que representa al sistema en ese instante.

Sin embargo, x(+) depende de p(k), el cual presenta una evolucién no lineal y
desconocida en muchas ocasiones. De esta manera, existen dos alternativas prin-
cipales para el diseno de un controlador MPC bajo el enfoque LPV [59]. Una
de ellas constituye un diseno robusto, asumiendo que los parametros de ajuste
son desconocidos a lo largo del horizonte de prediccion. Por lo tanto, estos méto-
dos son mucho mas conservadores y generalmente se basan en procedimientos de
min-méx o en formulaciones fuera de linea. Como es el caso de los controladores
mencionados en la introduccion de este capitulo.

Otra alternativa es aquella que determina una posible trayectoria de p(k) a
lo largo de los pasos futuros. En el caso de sistemas no lineales, se debe tener en
cuenta que la solucién resultante puede ser ligeramente diferente de los 6ptimos
no lineales, pero se obtienen buenos rendimientos, bajo esfuerzo computacional y
en muchas ocasiones se pueden lograr resultados comparables, es decir, cercanos
al éptimo.

Siguiendo el segundo método, cuando el problema MPC dado en Ec. (2.15)
se aplica a un sistema incierto o un proceso no lineal bajo una representacion
de modelo LPV, la evolucién del pardmetro de ajuste a lo largo del horizonte de
prediccién N se hace necesaria para describir los valores futuros de los estados.

En el caso de un MPC no lineal convencional, serfa imperioso conocer el
comportamiento exacto del modelo de proceso f(:) a lo largo del horizonte de
prediccién. La ventaja que presenta la configuraciéon LPV radica en que el mo-
delo se puede describir, para todos los instantes futuros, por un modelo lineal

[A(p(k)),B(p(k)),C(p(k)), D(p(k))] que pertenece al politopo €.

Por lo tanto, debido a esta caracteristica de la representacion LPV, el modelo
de prediccién del sistema incierto o del proceso no lineal se puede establecer en
el problema de la Ec. (2.15) con la respectiva suma convexa de los n,, modelos
vértices LTI, siempre conocidos, dada por las Ecs. (3.2) y (3.3).

De esta manera, las n,, variables de ponderacion p;(-) adaptan el modelo
de prediccion al sistema a lo largo del horizonte de prediccién. Por tal motivo, al
conjunto de métodos analizados en este capitulo se lo denomina Control Predictivo
basado en Modelos Adaptativo (AMPC!, por sus siglas en inglés).

! Adaptive Model-based Predictive Control
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3.2. Condiciones de estabilidad

Esta seccion muestra las condiciones necesarias para que el origen sea asintéti-
camente estable de acuerdo con los conceptos desarrollados en la Seccién 2.2.1.
De esta manera, el costo terminal V(-) debe ser una funcién de Lyapunov de
control local para el modelo descripto en la Ec. (3.1), es decir, que cumpla con las
condiciones de la Definicién 2.4 y que esté definida en un conjunto Xy ¢ X que
determina la vecindad del origen. Asi, tal como se plantea para el caso lineal, el
estado terminal debe ser forzado a alcanzar el conjunto Xy, o sea, (V) € A7.
Por lo tanto, se debe definir V;(-) tal que satisfaga:

min{Vy(A(p)x + B(p)u) + (a,u): A(p)a+ B(pue X} <V(z)  (3.4)

para todo x € &Xy. Para ello, el conjunto Xy debe ser un conjunto invariante de
control para el sistema controlado. Es decir, que para cada x € Xy existe una u e Y
tal que A(p)z + B(p)u € A.

Se considera el costo de etapa ((z(k),u(k)) = x(k)T Qx(k) + u(k)? Ru(k),
con () semidefinida positiva y R definida positiva, y el costo terminal Vy (z(k)) =
(k)T Px(k) donde P > 0. De esta manera, la matriz P debe ser tal que el costo sea
una funcién de Lyapunov estrictamente decreciente. Para ello, se deben satisfacer
los siguientes supuestos de estabilidad:

1 l(x(k),u(k)) < ar(|z]),
2. Vi(z(k)) < aa(]z]),
3. Vi(a(k+1)) + L(z(k),u(k)) - Vi(z(k)) <0,

donde a1(-) y az(+) son funciones K. La verificacién de los supuestos 1 y 2 resulta
trivial, tanto el costo de etapa ¢(-) como el costo terminal V;(-), se definen como
funciones convexas definidas positivas, son nulas cuando sus argumentos son cero
y tienden a infinito cuando sus argumentos tienden a infinito. Sin embargo, las
condiciones para que el supuesto 3 se satisfaga son las que se establecen en la
siguiente proposicion:

Proposiciéon 1. Al analizar modelos LPV, el supuesto 3 es wvdlido, para todo
modelo contenido en 2, si existen una P > 0 y una k tal que se satisface la
siguiente inecuacion:

[A(p(k)) - B(p(k))r]" P[A(p(k)) = B(p(k))k] + Q+ K" Rk-P<0.  (3.5)

Demostracion. Substituyendo el costo terminal V;(-) y el costo de etapa ¢(-) en
el supuesto 3, se obtiene:

r(k+ )T Px(k+1)+2(k)T Qu(k) +u(k)” Ru(k) -z(k)T Px(k)<0.

Luego, considerando una ley de control u(k) = kx(k) dentro de Xy, el esta-
do siguiente estd dado por xz(k +1) = [A(p(k)) - B(p(k)) k]x(k). Entonces, la
ecuacion previa resulta:

z(k) {[A(p(k)) - B(p(k))s]" P[A(p(k)) = B(p(k))r] + Q + k" R - Pya(k) <0.



3.2. CONDICIONES DE ESTABILIDAD 57

De esta manera se verifica la Ec. (3.5) para todo z(k) € A7. O

Tomando en cuenta estas consideraciones y contemplando que el sistema puede
ser representado por la suma convexa de los n,, modelos LTI vértices conocidos,
entonces los ingredientes terminales se obtienen para los vértices de (2.

Teorema 3.1. Considerando el costo terminal Vi (z(k)) = 2(k)T Px(k) y toman-
do P >0, entonces el costo terminal es una funcion de Lyapunov decreciente:

Vi(z(k+1)) = Vi(z(k)) <0 Va(k) ey,

si se satisfacen simultdneamente las siguientes LMIs:

Y YA? + LTBJ-T YQ'/? LTRY?
A;Y + B, L Y 0 0
JQl/QYJ 0 o1 0 >0 (3.6)
RY2L 0 0 vI

donde Q) es semidefinida positiva, R es definida positiva, Y = Py >0, L=rY,
v>0yjeZinp,.
Demostracion. Basado en el razonamiento realizado en la Seccion 2.3.2, se observa

que si se aplica la suma convexa planteada en la Ec. (3.3) a las LMIs introducidas
en la Ec. (3.6) resulta:

Y YA]T + LTBjT YQU2 LTRY?
& A;Y + B;L Y 0 0
J;M](p) Q1/2Y 0 ’Y]I 0 >0 )
R2L 0 0 ~I
de donde se obtiene que:
Y YA(p)" + L"B(p)" YQY? LTR/?
A(p)Y + B(p)L Y 0 0 0
QY 0 ~I 0 ’
R2L 0 0 ~I

procediendo como en el Teorema 2.2, se arriba a:
2(K)T AL (p)PA(p)a(k) = (k)" Pr(k) < = (z(k)"Qu(k) + (k)" k" R (k)) ,
y finalmente se llega a:
V(z(k+1))-V(z(k)) <-(2(k)"Qz(k) + u(k)” Ru(k)) .

Por lo tanto, si satisfacen simultdneamente las LMIs presentadas en la Ec. (3.6)
se cumple el supuesto 3, entonces V (z(k)) es una funciéon de Lyapunov decreciente
para todo modelo [A(p(k)), B(p(k)),C(p(k)), D(p(k))] € Q y para todo x(k) €
Xy, O
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Tal como se especifica anteriormente, el estado terminal debe ser forzado a
alcanzar el conjunto Xy y este conjunto debe ser un invariante de control para
todo modelo contenido en (2.

Teorema 3.2. Si Xy es un conjunto invariante de control para los n,, modelos LTI
vértices, entonces Xy es un conjunto invariante de control para todos los modelos
contenidos en el politopo ().

Demostracion. Si Xy es un conjunto invariante de control para los n,, modelos
vértices se debe cumplir que?:

A;Xf ® Bju ¢ Xy para alguna u e Y y para todo j € Zy.y,, . (3.7)
Si se considera un modelo en el interior de €2, entonces se debe verificar que:
A(p)X; @ B(p)u € Xy para alguna u el .

Luego, de acuerdo con la Ec. (3.2) se tiene que:

A(p)Xy @ B(p)u=) pjA; X @ Y p;Bju

j=1 g=1

= > 1;i(A; Xy @ Bju)
g=1
donde, de acuerdo con la Ec. (3.3):
Z =1,
i1

y en funcién de la Ec. (3.7) se verifica que X es una conjunto invariante para
cualquier modelo contenido en 2. O

De esta manera, si se satisfacen las condiciones de estabilidad asintética del
origen para los n,, modelos LTI vértices, entonces también se verifica utilizando
cualquier modelo perteneciente a ).

3.3. Meétodos de control predictivo basado en
modelos adaptativo para regulacién

En funcién de lo establecido en las secciones precedentes, en los métodos de
control AMPC mediante el enfoque LPV resulta necesario conocer, calcular o
aproximar el parametro de ponderacion p € R™. Por ello, a lo largo de esta
seccién se considera a p como una variable de decision del problema MPC y las
condiciones dadas en las Ecs. (3.2) y (3.3) se tornan restricciones del problema de
optimizacion.

De esta manera, segin sea la manera en que se determine p, da lugar a dife-
rentes formulaciones.

2@ denota la suma de Minkowski (ver Apéndice A)
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3.3.1. MPC adaptativo en una etapa

En primer lugar se considera un unico problema de optimizacion a lo largo de
un horizonte de N pasos hacia adelante, donde se utiliza un modelo de prediccion
como el indicado en la Ec. (3.1) y se contemplan las restricciones fisicas dadas en
la Ec. (2.16). Ademas, se establece la funcién objetivo expresada en la Ec. (3.8):

Vn(z;a,p) = ;} lz(B)IG + lu(®) % + |2 (N[5, (3.8)

con () € R"*" gemidefinida positiva y R € R"« " definida positiva. Las variables
de decisién se corresponden con la secuencia de controles u y la secuencia de
modelos, obtenida por medio de p. De esta manera, en cada instante de muestreo,
esta técnica busca la mejor secuencias de modelos de predicciéon LTT para los
siguientes N pasos.

De esta manera, el controlador se deriva de la solucién del problema de opti-
mizacion:

min Viy(xo;u, 1)
uu

s.a. a(k+1) = A(p(k))x(k) + B(p(k))u(k), ke Zon_,

z(0) = xg
A(p(k»:f;uj(kw keZon,
B(p(k»::z:’";uj(kwj, ke oo, (39)

Z,u](k')zl Vk’EZO;N_l,

=
0<p;(k)<l VkeZon-,
v(k)eX VkeZyn-,
u(k)eUd VkeZon,
T(N) e X

donde el conjunto X} es un conjunto invariante robusto para el modelo LPV | es
decir, que satisface la condicién de invarianza para todo modelo perteneciente a
Q.

Asi, al considerar la estrategia de horizonte deslizante, la politica de control
esta dada por:

k(xo) =u*(0;10),

siendo u* la solucién del problema Ec. (3.9), que representa la secuencia éptima
de acciones de control.

Sin embargo, si el controlador se aplica a una referencia (zs,us) distinta de
cero con sistemas no lineales, debe ser incorporado un término de penalizacién a
la funcién objetivo de la Ec. (3.8) que asegure que la secuencia de modelos converja
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al modelo LTT que describe el sistema en dicho punto. De esta manera, se agrega
el término [pu(N) — |2 ,» donde @, € R"*"m es una matriz semidefinida positiva
y s es tal que xg = (Aszs + Bgug) con:

A, :zﬂsjAj7

J=1

Bg :Z,U/siju

J=1

Z,Usj = 17
=1

0<ps; <1,

las cuales se incorporan como restricciones al problema de optimizacion.

Observacion 3.1. Debido a la simplificacion de utilizar una secuencia de modelos
lineales para la prediccion, lo que provoca un error entre el proceso a controlar
y el modelo utilizado, y el hecho de utilizar un unico costo terminal para todos
los modelos contenidos en §2, este método es, en principio, suboptimo. Aunque,
dependiendo del proceso a controlar y de los puntos de referencia, puede ser muy
proximo a la condicion de optimalidad.

Observacién 3.2. Al considerar p variable a lo largo del horizonte de prediccion,
se obtienen resultados proximos al optimo, sin embargo, el problema de optimiza-
cion es no lineal. Si se desea reducir la carga computacional, entonces se puede
considerar p constante dentro del horizonte, lo que claramente conduce a resultados
suboptimos. Para este caso, se puede obtener una variable de ponderacion cons-
tante optimizando el modelo en la etapa de control o en una etapa de estimacion
previa y luego ser utilizada para el control como se analiza en la Seccion 3.3.2.

Costo y restriccion terminales

Para definir los ingredientes terminales, P y X¢, se considera un regulador
LQR politépico sin restricciones de horizonte infinito como controlador local con
el modelo dado en la Ec. (3.1). De esta manera, se debe encontrar una P > 0 y una
ley de control u(k) = kz(k) para el LQR que satisfagan la Ec. (3.5). Por lo tanto,
de acuerdo con el Teorema 3.1, P se determina resolviendo el siguiente problema:

min
v,L,Y
s.a.Y >0,
Y YA]T + LTBJT YQY?2 LTRY? (3.10)
A;Y + B;L Y 0 0
>0
QY 0 I 0 ’

RV2L 0 0 NI
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para todo j € Zy.,,,. Luego, se garantiza que el costo terminal sea decreciente
para todo z € X y que ademds tenga una cota superior dada por Vi (x(ky)) =
z(N)TPz(N), la cual es minimizada en linea a través del problema del MPC
planteado.

De esta manera, se debe definir una regién determinada por un conjunto in-
variante robusto X'¢ donde se satistace el decrecimiento del costo terminal. Notar
que en el problema dado en la Ec. (3.9) se exige que el estado terminal pertenezca
a dicho conjunto.

En primera instancia, basado en trabajos tales como [60, 61], para el propésito
de regulacion se considera como la restriccién terminal el mayor conjunto inva-
riante elipsoidal.

Un elipsoide invariante asintéticamente estable £ es un subconjunto de R”,
asociado a un sistema dindmico discreto (Ec. (3.1)), si tiene la propiedad que,
siempre que x(kg) € £, entonces todas las trayectorias x(k) € £ para todo k > kg y
(k) = 0 cuando k — oo.

De esta manera, es posible determinar un elipsoide invariante terminal para el
estado terminal z(N'), centrado en el origen, siendo el mismo:

X ={z(N):x(N)"Wa(N) <1} . (3.11)

donde este conjunto terminal es un subconjunto del costo terminal z(N )T Px(N).

Por lo tanto, para encontrar el maximo conjunto invariante terminal X¢ bajo la
ley de control u(k) = k (k) para todo k con entrada admisible (es decir u(k) e U),
es posible plantear un segundo problema LMI de maximizacion como el indicado
en el Teorema 3.3.

Teorema 3.3. Bajo las consideraciones planteadas, si se satisfacen simultdnea-
mente las siguientes LMIs:

mZzix log det(Z)

s.a. Z >0,
o (3.12)
((A. +ZB./<5)Z 7 +ZBJK) ) SO pare todo € B
¥ J
’L{':SZK’Z S ugmaz 7

donde W = Z7', s € Zy.,, indica cada componente del vector u(k) y ks son las
filas de la matriz k = LY ™' determinada por el problema LMI presentado en la
Ec. (3.10). Entonces, al obtener W, se obtiene la regidn terminal X{ de acuerdo
con la Ec. (3.11) y este elipsoide es, ademds, invariante.

Demostracion. Dado que se supone que el conjunto terminal es un elipsoide como
en la Ec. (3.11), al aplicar la realimentacién de estados u(k) = kz(k) a cualquier
estado x(k) e X ¥, 81 X7 es invariante, entonces se obtiene:

c(k+ )" Wa(k+1) <x(k)"Wa(k).
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Por lo tanto, considerando el modelo dado en la Ec. (3.1) se arriba a:
2(k)” ((A(p) + B(p)r)" W (A(p) + B(p)r) = W) a(k) <0,
lo cual implica que:
(A(p) + B(p)r)" W (A(p) + B(p)r) - W <0,
Luego, estableciendo que W = Z~1 y pre y posmultiplicando por Z se llega a:
Z-Z(A(p)+ B(p)r)" Z7' (A(p) + B(p)r) Z > 0.
En consecuencia, aplicando el complemento de Schur, se obtiene:

( Z Z(A(p) + B(p)n)T) 0
(A(p) + B(p)r)Z Z '

Finalmente, tomando en cuenta las condiciones dadas en la Ec. (3.3) resulta:

N Z Z(A;j+ Bjr)"
j;’uj(p)((Aj+lei)Z 7 >0,
la cual se verifica si:

Z 24+ Bi)"\
(Aj + lei)Z A ’

asegurando que X{ es un elipsoide invariante.

Por otro lado, mediante la norma méxima de la proyeccién kx(k) de cualquier
estado z(k) que pertenezca a algun elipsoide (k)T Wx(k) < 1, que viene dado por
VEWIKT [62], se verifica que se mantiene una entrada admisible. Por lo tanto,
reemplazando W = Z=!, da como resultado:

kZKD <u? .. (3.13)

Por 1ltimo, al considerar un cota por cada una de las n, variables de control,
lo cual significa que la proyeccién rgx(k) (es decir, la s-ésima senal de control)
esta limitada, en norma, por us,,,.. Es decir,

ke ZKL <u? (3.14)

Smazx

]

Observacion 3.3. Notar que la variable de decision del problema dado en la
Eec. (3.12) es Z. Por lo tanto, las Ecs. (3.13) y (3.14) constituyen LMIs.

Observaciéon 3.4. La matriz simétrica Z caracteriza el elipsoide terminal. Ante
restricciones de estado es posible restringir este conjunto a un elipsoide dado por
los limites impuestos de manera de garantizar que todo x € X]? sea factible. Este
andlisis se realiza en las Secciones 2.3.1 y 2.5.2.
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De esta manera, los ingredientes terminales se obtienen resolviendo dos pro-
blemas LMIs consecutivos. El primero de ellos es tal que asegura que el costo
terminal es una funciéon de Lyapunov de control, es decir, que existe una ley de
control que produce que el costo terminal sea decreciente para todos los modelos
contenidos en 2. En tanto que el segundo problema tiene por objetivo encontrar
el mayor conjunto terminal invariante X donde se garantiza el decrecimiento del
costo terminal dado por el primer problema. Sin embargo, este enfoque puede
resultar conservador.

Por lo tanto, es posible determinar un conjunto invariante terminal mayor si
se supone que el mismo no necesariamente debe ser un elipsoide, resultando en un
politopo. Para ello, basado en el Teorema 3.2, al obtener un conjunto invariante
politépico para los modelos LTT vértices se asegura la invarianza para todo modelo
perteneciente a ).

Por consiguiente, se propone obtener el conjunto terminal X¢ como la inter-
seccion de los maximos conjuntos invariantes terminales Xy, para regulacion de
cada modelo vértice LTI. Cada conjunto X}, es obtenido como se presenta en la
Seccién 2.2.2, con una ganancia de realimentacién dada por la Ec. (2.26) donde P
es la obtenida por el problema dado en la Ec. (3.10). Es decir, el conjunto terminal
viene dado por:

Xe=e ﬁl Xy, (3.15)
J:

donde € € (0,1] es un pardmetro de diseno arbitrariamente cercano a 1, de modo
de garantizar que el conjunto X ¥ sea invariante para los n,, vértices de €.

Observacion 3.5. Dado que para todos los modelos pertenecientes a €2, el costo
terminal es una funcion de Lyapunov de control y el conjunto terminal es inva-
riante entonces la factibilidad recursiva esta garantizada. Esto quiere decir, que
para un instante ko se obtiene una secuencia de modelos de prediccion dada por
w* (k) que estabiliza el sistema. Para un instante siguiente, la secuencia obtenida
previamente es, al menos, factible.

Ejemplo de aplicacion

Si bien los resultados més importantes de este capitulo se dan en sistemas no
lineales como se muestra en la Seccion 3.4. En esta seccion se presentan resultados
de simulacién con el objetivo de visualizar las propiedades del controlador anali-
zado ante un sistema lineal con incertidumbre paramétrica. Para ello, se utiliza el
sistema masa-resorte-amortiguador presentado en el Apéndice D.1 de manera de
realizar comparaciones con los controladores analizados en el Capitulo 2.

Para este ejemplo, los valores de los parametros del modelo se corresponden
con los fijados en la Seccion 2.3.2. En tanto que, en la presente seccién se establece
el horizonte de prediccion N = 8 pasos.

En primera instancia, en la Fig. 3.1 se pueden observar los conjuntos invariantes
terminales en el centro y la secuencia de conjuntos controlables en funcion del
numero de pasos. En las Figs. 3.1a y 3.1b se muestra el conjunto terminal obtenido
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por medio del problema de la Ec. (3.12) y los conjuntos controlables para los
modelos 1 y 2, respectivamente. Por su parte, en las Figs. 3.1c y 3.1d se puede
visualizar el conjunto terminal obtenido por medio de la Ec. (3.15) y los conjuntos
controlables para los modelos 1 y 2, respectivamente. En todos los casos, a partir
de la misma, se concluye que el conjunto terminal cumple con la condicién de
invarianza, dado que los conjuntos se encuentran anidados, o sea, se contienen
unos a otros.

Por otro lado, se observa que el conjunto controlable en 8 pasos al conjunto
terminal (Cy (&, Xf)), indicado en color verde, incluye al estado inicial para ambos
modelos y para los dos conjuntos terminales considerados. Con lo cual el sistema
puede ser llevado mediante una secuencia de controles factibles desde el estado
inicial hasta el origen. Sin embargo, el conjunto politépico obtenido es mayor que
el conjunto elipsoidal, lo que permite la utilizacién de horizontes de prediccién
mas cortos. Para el ejemplo que se desarrolla en esta seccién, resulta posible un
horizonte de prediccion N =7 pasos cuando se utiliza este conjunto terminal.

v[msll

[ S S L T
vims?]

[ S P VR S

-5 0 5 -5 0

w

x [m] x [m]
(a) Elipsoide Terminal - Modelo 1. (b) Elipsoide Terminal - Modelo 2.
5 5
4 4
3 - 3
2 2
) 1 - 1
EC £o
> >
2 -2
-3 -3
-4 -4
-5 -5
-5 0 5 -5 0 5
x [m] x [m]
(¢) Politopo Terminal - Modelo 1. (d) Politopo Terminal - Modelo 2.

Figura 3.1: Conjuntos controlables considerando el sistema masa-resorte-
amortiguador con incertidumbre para regulacion al origen.

En tanto que en la Fig. 3.2 se advierte la evolucién de los estados del siste-
ma controlado, donde la misma converge al estado deseado (origen), tanto si se
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considera un elipsoide (Fig. 3.2a) o un politopo (Fig. 3.2b) como conjunto termi-
nal, siendo las mismas muy préoximas entre si. Ademads, para ambos planteos, se
observan el conjunto de restricciones de estados (en color rojo), de manera que
la trayectoria no abandona el espacio factible; el conjunto de estado controlables
al conjunto terminal en el horizonte N (indicado en color amarillo); el conjunto
invariante terminal (mostrado en color verde); y el conjunto de los estados de
equilibrio que admite el sistema controlado (en color azul).

vIims?t
b A W N KM O = N W s oW

v[msll
I S

_

5 0 5 5 0 5
x [m] x [m]

(a) Elipsoide Terminal. (b) Politopo Terminal.

Figura 3.2: Evolucién de los estados del sistema masa-resorte-amortiguador em-
pleando AMPC en una etapa para regulacién al origen.

Se destaca que por tratarse de un sistema incierto, tanto el conjunto de estado
de equilibrio como el conjunto de estados controlables resultan como la interseccion
de dichos conjuntos obtenidos a partir de los vértices. Esto implica que sean sub-
conjuntos de los obtenidos si se determina mediante el modelo sin incertidumbre.
Adicionalmente se pone en relieve que el conjunto terminal obtenido por medio de
la Ec. (3.15) es mayor que el calculado mediante el problema (3.12), y consecuen-
temente el conjunto de estados controlable también resulta mayor para el mismo
horizonte de prediccion N.

Asimismo, en la Fig. 3.3 puede observarse la evolucién temporal de las variables
del sistema controlado. Dado que para el ejemplo analizado, la modificacién del
conjunto terminal produce diferencias minimas en la evolucién de las variables
de estados y control, sélo se presenta una de ellas. En la Fig. 3.3a se percibe
como los estados del sistema (en linea sélida de color azul), alcanzan la referencia
establecida (en linea de trazos negra), mediante la aplicacién de los controles
obtenidos (Fig. 3.3b). Adicionalmente se advierte que la variable de control es
factible en todo instante, es decir, no excede las restricciones impuestas (lineas de
trazos en color rojo).

Como se discute anteriormente, el AMPC puede encontrar un modelo de pre-
diccion adaptando el modelo de prediccion LTT en linea a través de las variables de
ponderacion fi;, las cuales se muestran en la Fig. 3.4. Es de destacar que la imagen
mostrada se corresponde con la pertenencia en el comienzo del horizonte de pre-
diccién pero varia también a lo largo del horizonte. Ante esta situacién, también
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(a) Estados del sistema. (b) Variable de control.

Figura 3.3: Evolucién temporal de las variables del sistema masa-resorte-
amortiguador controlado mediante AMPC en una etapa con proposito de regu-
lacion.

se muestra solo una evolucion de modelos ya que son coincidentes independien-
temente del conjunto terminal adoptado. Se advierte que al alcanzar el origen,
cualquier modelo perteneciente a €2 describe el comportamiento del sistema. En
la Fig. 3.4 se visualiza que se arriba al centro del politopo de modelos, o sea, se
pondera en parte iguales a los modelos vértices.
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Figura 3.4: Evolucion del grado de pertenencia para la obtencién del modelo de
prediccién de AMPC en una etapa para el sistema masa-resorte-amortiguador.

Ademsds, en la Fig. 3.5 se muestra la carga computacional debido al controlador
en términos del porcentaje del periodo de muestreo que demanda el calculo de las
variables de control. En la misma se observa que durante el transitorio se produce
el mayor esfuerzo de computo, esto se debe a que durante este lapso se adapta
en linea el modelo de prediccion. Luego el tiempo de calculo decrece rapidamente,
siendo la carga computacional media de 23,05 % para el controlador que contempla
el elipsoide como conjunto terminal y 18,31 % para aquel que utiliza el politopo.
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(a) Elipsoide Terminal. (b) Politopo Terminal.

Figura 3.5: Carga computacional producto de AMPC en una etapa para regulacion
aplicado a un sistema masa-resorte-amortiguador.

3.3.2. MPC adaptativo en dos etapas

Dado el alto costo computacional que conlleva considerar una secuencia de mo-
delos para realizar la prediccion, esta seccion presenta un procedimiento de diseno
AMPC en dos etapas donde se utiliza un modelo de prediccién LTI constante a lo
largo del horizonte de prediccion, obtenido por medio del modelo LPV indicado
en la Ec. (3.1) y se contemplan las restricciones fisicas dadas en la Ec. (2.16).

De esta manera, en cada tiempo de muestreo, se resuelven dos problemas de
Programacién Cuadratica (QP3, por sus siglas en inglés): el primer QP considera
un horizonte hacia atrds para encontrar la variable de ajuste virtual entre modelo-
proceso i que defina el modelo LTT que mejor describe al sistema en ese instante,
considerando los vértices del modelo politopico; luego, el segundo QP utiliza este
modelo LTT como modelo de prediccion para optimizar el desempeno a lo largo de
un horizonte futuro. Por lo tanto, este controlador AMPC intenta encontrar, en
cada instante de muestreo k, un modelo de prediccion LTI para los siguientes N
pasos, basandose en los datos de los N, pasos previos. Ademads, contempla ingre-
dientes terminales para garantizar la estabilidad a pesar de las simplificaciones de
modelado.

Debido a la simplificacién de encontrar un tnico modelo de prediccién LTI,
se presentan errores entre el modelo de prediccion y el proceso a lo largo del
horizonte de control. Esto significa que el método propuesto es subéptimo. Sin
embargo, la ventaja de usar un modelo de prediccién simplificado es que para el
esquema de control propuesto se producen un problema QP para fines de identifi-
cacion/adaptacion (con respecto a p) que funciona exactamente como el método
Estimador de Horizonte Mévil (MHE#, por sus siglas en inglés) para la estimacion
de parametros variables en el tiempo, propuesto en la literatura [63, 64], y otro
problema QP para fines de control tal como los controladores MPC presentados

3Quadratic Programming
“Moving Horizon Estimation
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en el Capitulo 2, que se pueden resolver en linea con herramientas de optimizacion
rapidas.

QP hacia atras - MHE

Este problema se usa para encontrar un vector constante p € R"m que ajusta
de manera 6ptima el modelo LPV con el conjunto de datos reales pasados. De
hecho, este procedimiento minimiza la discrepancia entre el modelo y los datos
con respecto a p y la varianza de p (v,) a lo largo del horizonte hacia atras, en
cada tiempo de muestra.

Esta variable de ajuste virtual se encuentra con la solucién del siguiente pro-
blema de optimizacién, considerando = y u como datos medidos y u(kg—1) como
resultado de la iteraciéon anterior:

ko

min Y, e(k) Qee(k) + v Quy,

® k=ko+Ne—1

s.a. e(k+1)=x(k+1)-(Azx(k) + Bu(k)) ,

A=Y wA; y B=> B,
j=1 J=1

(3.16)
dou=1,
j=1
O<p; <1,

p=p(ko—1) +v,,

con k € Zyy-Noko-1 Y J € L, Ademds, N, es el horizonte de estimaciéon y las
matrices (). v @), son pesos de ajuste del procedimiento de optimizacion con las
dimensiones apropiadas. Por simplicidad, se pueden considerar como matrices de
identidad ponderadas.

QP hacia adelante - MPC

Por otro lado, el QP hacia adelante se usa para obtener una ley de control con-
siderando las restricciones en los estados, entradas y salidas. Para lograr esto, para
propositos de regulacion, se adecia el controlador presentado en la Seccion 2.2.2.

De esta manera, el problema de MPC se formula con la siguiente funcién de
costo, considerando que pu representa el valor obtenido con el esquema MHE hacia
atras, esto es:

N-1

Vv (2o, s ) = ;;] lz(B)G + lu(®) 7 + |z (NI, (3.17)

donde N es el horizonte de prediccion.
Finalmente, en cada paso de tiempo k = kg, el controlador se encuentra con la
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solucion del siguiente problema de optimizacion:

min Vi (g, u;u)

s.a. x(k+1)=Ax(k)+ Bu(k),Vk e Zon_1,

x(0) =g,
I=1 (3.18)

B = i/ubij,
j=1

x(k) € X,Vk' € ZO:N—I,
u(k) EZ/[,V]{? € ZO:N—l ,
z(N) e Xy,

donde X{ es un conjunto invariante terminal robusto que contiene el origen en
su interior. Para determinar los ingredientes terminales, se procede como en la
Seccion 3.3.1.

Luego, al considerar una estrategia de horizonte deslizante, la politica de con-
trol para regulacién propuesta viene dada por k(xg) = u*(0;zo).

Observacion 3.6. Debido a que los problemas de optimizacion son independientes
uno del otro, los horizontes de estimacion y prediccion no necesaritamente deben
tener la misma longitud.

Observaciéon 3.7. Debido a que tanto el costo como el conjunto terminal cumplen
las condiciones de estabilidad asintotica descriptas para todo modelo perteneciente
a €2, entonces las condiciones de estabilidad estdn garantizadas al utiliza los ingre-
dientes terminales de la Seccion 3.3.1. Ademds, siempre que el sistema real pueda
ser representado por un modelo perteneciente a §2, se tiene factibilidad recursiva.

Ejemplo de aplicacion

De igual manera que para el controlador AMPC de una etapa, los resulta-
dos mas importantes de este capitulo se corresponden con sistemas no lineales
(Seccién 3.4). En esta seccién se presentan resultados de simulacién con el ob-
jetivo de visualizar las propiedades del controlador analizado ante un sistema
lineal con incertidumbre paramétrica. Para ello, se utiliza el sistema masa-resorte-
amortiguador presentado en el Apéndice D.1 de manera de realizar comparaciones
con los controladores analizados en el Capitulo 2.

Para este ejemplo, los valores de los parametros del modelo se corresponden
con los fijados en la Seccion 3.3.1.

Tal como se indica anteriormente, para el controlador que estd bajo anali-
sis los conjuntos terminales considerados son los mismos que los obtenidos en la
Seccion 3.3.1 y son los que se muestran en la Fig. 3.1.

Por su parte, en la Fig. 3.6 se visualiza la evolucion de los estados del sistema
controlado, la cual converge al estado deseado (origen), tanto si se considera un
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elipsoide (Fig. 3.6a) o un politopo (Fig. 3.6b) como conjunto terminal, siendo las
mismas muy proximas entre si. Los conjuntos mostrados se corresponden con los
expuestos en la Fig. 3.2 para ambos casos.

v[m51]
h A& W N M O B N W & wu

v[msll
h A W N e O B N W & wu

7

-5 0 5 -5 0 5
x [m] x [m]

(a) Elipsoide Terminal. (b) Politopo Terminal.

Figura 3.6: Evolucién de los estados del sistema masa-resorte-amortiguador em-
pleando AMPC en dos etapas para regulacion al origen.

En tanto que en la Fig. 3.7 se observa la evolucién temporal de las variables
del sistema controlado. Dado que para el ejemplo analizado, la modificacién del
conjunto terminal produce diferencias minimas en la evolucién de las variables de
estados y control, sélo se presenta la figura correspondiente a uno de los conjuntos
terminales. En la Fig. 3.7a se presentan los estados del sistema (en linea sélida de
color azul), los cuales alcanzan la referencia establecida (en linea de trazos negra),
mediante la aplicacién de los controles obtenidos (Fig. 3.7b), la cual es factible en
todo instante, es decir, no excede las restricciones impuestas (lineas de trazos en
color rojo).

Como se discute anteriormente, la etapa MHE obtiene un modelo de prediccion
adaptando el modelo de prediccion LTI en linea en base a las mediciones previas
a través de las variables de ponderacion p;, las cuales se muestran en la Fig. 3.8.
Mediante el método analizado se observa que las variables de ponderacién tienen
una variacion menor que las presentadas en la Fig. 3.4 donde la adaptacion se pro-
duce sobre el horizonte de prediccion, es decir, hacia adelante. Ante esta situacién,
también se muestra sélo una evolucién de modelos ya que estan préximas entre si
a pesar del cambio en el conjunto terminal adoptado.

Finalmente, en la Fig. 3.9 se muestra la carga computacional debido al contro-
lador en términos del porcentaje del periodo de muestreo que demanda el calculo
de las variables de control. Para el algoritmo analizado, es interesante descompo-
ner el tiempo total transcurrido en cada una de las dos etapas QP. Con respecto a
este asunto, la Fig. 3.9 muestra el tiempo consumido por el MHE hacia atrés y el
MPC hacia adelante, ademas del esfuerzo total que necesita el método completo.
En la misma se observa que al inicio se produce el mayor esfuerzo de cémputo pero
el tiempo de calculo decrece rapidamente, siendo la carga computacional media de
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(a) Estados del sistema. (b) Variable de control.

Figura 3.7: Evolucién temporal de las variables del sistema masa-resorte-
amortiguador controlado mediante AMPC en dos etapas con propédsito de regula-
cién.

4,51 % (2,27% del MHE y 2,24 % del MPC) para el controlador que contempla el
elipsoide como conjunto terminal y 4,24 % (2,32 % del MHE y 1,92 % del MPC)
para aquel que utiliza el politopo. Por lo tanto, se observa que el esfuerzo compu-
tacional es considerablemente menor que para el controlador AMPC en una etapa
de la Seccion 3.3.1 y ligeramente superior al obtenido por el MPC para regulacion

(Seccion 2.2.2).

3.4. Aplicacién a la industria de procesos

En la industria de procesos, donde se utilizan operaciones unitarias tales como
columnas de destilacion, intercambiadores de calor, reactores batch y continuos, las
principales problematicas son las no linealidades, las restricciones en las variables
de estados, salida y manipuladas, entre otras.

Sin embargo, segtin lo desarrollado, el sistema no lineal puede ser representado
por un modelo LPV. De esta manera, los controladores propuestos en este capitulo
pueden hacer frente a dichas problematicas y ser utilizado en aplicaciones de la
industria de procesos.

De esta manera, esta seccién presenta resultados de simulacién de dos de las
operaciones unitarias tipicas de la industria de procesos quimicos mencionadas:
el intercambiador de calor cuyas principales caracteristicas asi como el modelo
no lineal son presentados en el Apéndice D.2.1, y el reactor continuo de tanque
agitado descripto en el Apéndice D.2.2.

Las metodologias de control propuestas en este capitulo se comparan entre si,
pero también con un MPC lineal (denominado LTI-MPC), que resuelve el proble-
ma QP dado en la Ec. (3.18) tomando todas las variables de ponderacién como
pi = 1/nm, que es un modelo LTT para los sistemas analizados, considerando los
n,, vértices del politopo €.
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Figura 3.8: Evolucion del grado de pertenencia para la obtencién del modelo de
prediccién calculado por MHE para el sistema masa-resorte-amortiguador.

Asimismo se destaca que los ingredientes terminales se obtuvieron usando
Matlab con Yalmip toolbox [65] y SeDuMi [66] para el costo terminal y SDPT3
[67] para el elipsoide terminal. En tanto que los controladores se sintetizaron con
Yalmip toolbox y fmincon para el AMPC en una etapa y con Yalmip toolboz y
quadprog para los controladores restantes.

3.4.1. Ejemplo de aplicacién I - Intercambiador de calor

Un intercambiador de calor (HE) es una operacién unitaria industrial disefiada
para transferir o “intercambiar” calor de un fluido a otro o entre un fluido y un
solido, ya sea con el objetivo de refrigerar o calentar el fluido de proceso. Existen
muchos tipos diferentes, el que se analiza a continuacién es un intercambiador de
superficie tubular dado que es uno de los mas utilizados en las plantas quimicas.
En el Apéndice D.2.1 se presentan las ecuaciones que describen la dinamica del
sistema, asi como las simplificaciones de modelado.

Para este ejemplo, los valores de los parametros del modelo se corresponden
con los fijados en la Tabla D.1. Se consideran ademas restricciones para los esta-
dos @1 (t) = 015(t) € [495,500] K, xo(t) = O25(t) € [650,710] K y x3(t) = 0,(1) €
[530,580] K; y para las variables de control wy(t) = ¢i(t) € [90,110] Imin=! y
uo(t) = go(t) € [7,9] Imin-.

Para el modelo LPV del sistema, se definen dos pardmetros de ajuste, p(t) :=
[Hls(t) 923(t)], con dos puntos de linealizacién por pardmetro, n; = 2. Por lo
tanto, empleando la Linealizacién Jacobiana Parametrizada (PJL®, por sus siglas
en inglés) se dispone de cuatro modelos vértices LTI. Los puntos de linealizacién
para estos modelos se fijan de modo de cubrir el posible rango de trabajo y se
obtienen de la combinacién de los valores mostrados en la Tabla 3.1.

A la vez, se establece el periodo de muestreo 7' = 0,05 min, el horizonte de
prediccion N = 8 pasos, un estado inicial xo = [495;710;562,1913] K, las ma-

SParameterized Jacobian linearization
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(a) Elipsoide Terminal. (b) Politopo Terminal.

Figura 3.9: Carga computacional producto de AMPC en dos etapas para regulacion
aplicado a un sistema masa-resorte-amortiguador.

Tabla 3.1: Modelo LPV de un intercambiador de calor.

915 92s
Modelo 1 495K 680K
Modelo 2 500K 680K
Modelo 3 495K 710K
Modelo 4 500K 710K

trices de peso del controlador MPC @Q = Ty R = diag{1;0,1}, las matrices de
peso del estimador MHE Q. = 1 x 10T y @, = I, y la matriz de peso de mo-
delos del AMPC @, = 1x10%1. En tanto que se fija el punto de operacién en
xs = [498;680;554,8782] K. Ademas, es importante resaltar que todos los algorit-
mos MPC implementados utilizan el mismo conjunto de matrices de ponderacién y
el mismo horizonte de prediccién. En el caso del controlador AMPC en dos etapas
(denominado MHE-MPC con el objetivo de distincién de las técnicas adaptati-
vas), el horizonte de estimacién se considera igual que el horizonte de prediccidn.
Asimismo se destaca que para construir una simulacion realista, se ha incorporado
una senal de ruido blanco de medicién en las variables de salida de 0,01 K.

En este sentido, y tal como se muestra en los ejemplos de aplicacion de cada
metodologia, se realizaron las simulaciones considerando un conjunto terminal
politépico y un conjunto terminal elipsoidal. En la Fig. 3.10 se presenta la evolucion
de los estados del sistema controlado, la cual converge al punto de operacién fijado,
tanto si se considera un elipsoide (Fig. 3.10a) o un politopo (Fig. 3.10b) como
conjunto terminal. Ademads, en la misma se observa el conjunto de restricciones
de estados (en color rojo) y cada uno de los conjuntos terminales (indicado en
verde), poniendo en relevancia que ambos conjuntos son factibles debido a que se
encuentran en su totalidad dentro del conjunto de restricciones. En dicha figura,
se muestra la evolucién de estados mediante la aplicacién del controlador AMPC
en linea azul, con el empleo del controlador MHE-MPC en linea roja y al utilizar
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el controlador LTI-MPC en linea verde, la respuesta producto de cada uno de ellos
se analiza en detalle en las figuras siguientes.

[K]

a

[

700

497
0, [K] 495 0, [KI 0, [K] 495 0, [K]

(a) Elipsoide Terminal. (b) Politopo Terminal.

Figura 3.10: Evolucién de los estados del sistema HE empleando las estrategias de
control para regulaciéon a x,.

En la Fig. 3.11 se visualiza la evolucién temporal de las variables del sistema
cuando se utiliza un elipsoide como conjunto de restriccion terminal. De este modo,
en la Fig. 3.11a se observa el progreso de los estados cuando se aplican las variables
de control (Fig. 3.11c) obtenidas por cada uno de los controladores analizados. En
la misma se advierte que durante los primeros 1,25 min el sistema evoluciona
hasta alcanzar el punto de operacion, luego los estados se encuentran en el estado
estacionario. En la Fig. 3.11b se muestra un acercamiento de la gréafica de evolucion
temporal de estados, donde se nota el efecto del ruido en las variables de salida
asi como el error de estado estable que se produce en el sistema al aplicar el
controlador LTI-MPC.

Por otro lado, en la Fig. 3.12 se presenta la evolucién temporal de las variables
del sistema al emplear un politopo como conjunto de restriccion terminal. Si bien
no se presentan grandes discrepancias respecto de lo expuesto en la Fig. 3.11, bajo
este enfoque se observa una diferencia notoria cuando se aplica el controlador
MHE-MPC que produce un peor desempeno durante el estado transitorio.

Como se discute en este capitulo, con los controladores MPC adaptativos se
busca adaptar el modelo de prediccion mediante las variables de ponderacion ;.
En funcién de ello, en la Fig. 3.13 se exhibe la evolucién de las variables de ponde-
racion en funcién del tiempo. En la Fig. 3.13a se presenta la pertenencia de cada
modelo vértice al modelo de prediccion al utilizar el controlador AMPC, en la
misma se observa que, de acuerdo al rango de trabajo fijado y las no linealidades
del sistema, un modelo lineal es suficiente para abordar el problema de control. En
este caso, el modelo 6ptimo de prediccién se comprende por el 90,25 % del modelo
2y el 9,75 % del modelo 4. Es importante destacar que, si bien para este ejemplo
un modelo lineal permite predecir el comportamiento aproximado del sistema, la
posibilidad de adaptacién presenta como ventaja que ante un cambio de punto de
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Figura 3.11: Evoluciéon temporal de las variables del sistema HE empleando las
estrategias de control con propdsito de regulacién con un elipsoide terminal.

operacién se reformule el controlador sin necesidad de obtener nuevos modelos, lo
cual en muchas ocasiones no es una tarea trivial.

En cambio, en la Fig. 3.13b se ilustra la evoluciéon de las variables de pondera-
cién obtenidas por la etapa MHE del controlador MHE-MPC cuando un elipsoide
terminal es utilizado. En la misma se observa el cambio de modelo de prediccién
que se produce a lo largo del tiempo, donde inicialmente se utiliza el modelo 3,
luego se emplean modelos en el interior de 2 y finalmente se aplica el modelo 2.
En este sentido, en la Fig. 3.13c se presenta la evolucién de las variables de ponde-
racion obtenida por la etapa MHE cuando se usa un politopo terminal, si bien la
secuencia de modelos es similar al emplear un elipsoide terminal, se produce una
diferencia en el comienzo debido a la discrepancia en la evolucion de estados.

Para finalizar y con el objetivo de resaltar los resultados, la Tabla 3.2 muestra
el indice Error Absoluto Integral (IAES, por sus siglas en inglés) y el indice Inte-
gral Temporal del Error Absoluto (ITAE?, por sus siglas en inglés) para régimen

SIntegrated Absolute Error
"Integral of Time Absolute Error
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Figura 3.12: Evoluciéon temporal de las variables del sistema HE empleando las
estrategias de control con propésito de regulacién con un politopo terminal.

transitorio y los resultados de estado estacionario (con respecto a z7). Ademaés,
la Tabla 3.2 también presenta el indice Varianza Total (TV®, por sus siglas en
inglés) para los tres métodos. Los valores mayores para el indice TV muestran
que se aplica mas variacién al control a lo largo de la simulacion. Por lo tanto, los
valores més cercanos a cero indican estrategias de control mejores (mds suaves)
en términos del uso de actuadores. El andlisis del indice TV es un tema muy im-
portante desde un punto de vista préactico, ya que significa que los actuadores del
sistema tendran una vida 1til mas larga. En la tabla se expresa el mejor valor de
cada indice como referencia y los restantes en término del incremento porcentual
del mismo.

Ademas, la Tabla 3.3 expone el Esfuerzo Computacional en Linea (OCE?, por
sus siglas en inglés) en términos del tiempo computacional transcurrido méximo,
medio y minimo medido como un porcentaje del tiempo de muestreo!®.

8Total Variance
90nline Computational Effort
10En un procesador i5-7200U CPU@3.1 GHz con 6 GB de RAM.
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Figura 3.13: Evolucién del grado de pertenencia para la obtencion del modelo de
prediccién para el sistema HE.

En el caso del algoritmo MHE-MPC, es interesante descomponer el tiempo
total transcurrido para cada una de las etapas QP. Con respecto a este asunto, la
Fig. 3.14 muestra el tiempo consumido por cada etapa y el esfuerzo total mostrado
en la Tabla 3.3 para cada conjunto terminal.

Como consecuencia, los resultados cuantitativos presentados en las Tablas 3.2
y 3.3 y los observados en las figuras muestran que, para el rango de trabajo dado,
un modelo lineal de prediccién es adecuado. En este aspecto, los indices de ren-
dimiento planteados para seguimiento de referencia y de varianza total permiten
observar un desempeno levemente mejor para la técnica LTI-MPC. Sin embargo,
las técnicas adaptativas reducen el error de estado estable y mejoran el rechazo de
perturbaciones, reflejado en los indices de rendimiento planteados a tal fin, donde
la diferencia obtenida es considerable. Por su parte, el LTI-MPC requiere menos
OCE. Sin embargo, todos los métodos se pueden implementar para propodsitos de
tiempo real, ya que el tiempo maximo transcurrido es menor que el tiempo de
muestreo, lo cual puede considerarse un tiempo de computo aceptable. No obs-
tante, la técnica AMPC presenta un esfuerzo computacional mucho mayor, lo que
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Tabla 3.2: Indices de rendimiento de los métodos de control con propésito de
regulacién en un HE.

IAE trans. ITAE trans. IAE estac. ITAE estac. TV
AMPC +2,534 % +5,862 % 0,22433 0,64506  +0,390 %
MHE-MPC (Elipsoide)  +2,956 % +6,101 % +1,306 % +2,845%  +0,353%
MHE-MPC (Politopo)  +4,589 % +3,187% +1,137% +2,772%  +0,382%
LTI-MPC 0,6831 0,33452 +29,786 % +30,735% 38,0155

Tabla 3.3: Tiempos de esfuerzo de célculo de las estrategias de control con respecto
al tiempo de muestreo en un HE.

minimo promedio maximo
AMPC (Elipsoide) 14,4744 %  24,428% 55,3617 %
AMPC (Politopo) 14,2296 %  17,0425% 24,4702 %
MHE-MPC (Elipsoide)  0,6338 % 0,7092 % 3,1255%
MHE-MPC (Politopo)  0,49427%  0,58789%  3,3253 %
LTI-MPC (Elipsoide) 0,4183%  0,45863%  0,51357 %
LTI-MPC (Politopo)  0,30673% 0,32133% 0,43003 %

puede dificultar su implementacién en sistemas con un tiempo de muestreo pe-
queno, aunque resulta razonable su utilizaciéon en aplicaciones en tiempo real que
tengan un tiempo de muestreo en el rango de unos pocos segundos.

3.4.2. Ejemplo de aplicacion II - Reactor continuo de tan-
que agitado

Un Reactor Continuo de Tanque Agitado (CSTR) es un reactor de flujo con-
tinuo equipado con un dispositivo de mezcla que permite alcanzar una mezcla
eficiente y, a los propésitos de la ingenieria, en ocasiones se considera ideal. Cons-
tituye una operacién muy utilizada en procesos quimicos. En el Apéndice D.2.2
se establecen las ecuaciones que describen la dinamica del sistema, asi como las
simplificaciones de modelado contempladas.

Para este ejemplo, los valores de los parametros del modelo se resumen en
la Tabla D.2. En tanto que se consideran restricciones para los estados x1(t) =
V(t) €[90,110] 1, xo(t) = C'a(t) €[0,03,0,35] moll~t y x3(t) = T'(t) € [400,480] K;
y para las variables de control u;(t) = gs(¢) € [90,110] Imin™ y wus(t) = q.(t) €
[90,110] lmin-t.

Para el modelo LPV del sistema (obtenido empleando PJL con n; = 2) se
definen dos pardmetros de ajuste, p(t) := [V(t) CA(t)]. Por lo tanto, se dispone
de cuatro modelos vértices LTI. Los puntos de linealizacion para estos modelos
se establecen de modo de cubrir el posible rango de trabajo y se obtienen de la
combinacion de los valores mostrados en la Tabla 3.4.

En tanto que se fija el periodo de muestreo 7" = 0,1 min, el horizonte de pre-
diccion N = 8 pasos, el estado inicial z¢ = [95 1;0,04 moll-1; 459, 33 K]. Asimismo,
se adoptan las matrices de peso del controlador MPC como @ = diag{1;500;0} y
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Figura 3.14: Carga computacional producto del MHE-MPC para regulacién apli-
cado a un sistema HE.

Tabla 3.4: Modelo LPV de un reactor continuo de tanque agitado.

A% Ca
Modelo 1 901 0,04 moll!
Modelo 2 901 0,12moll™!
Modelo 3 1101 0,04 moll-*
Modelo 4 1101 0,12moll!

R = 0,11, las matrices de peso del estimador MHE, Q. = 1 x10°Ty @, =1, y la
matriz de peso de modelos del AMPC @, = 1 x 104. Ademas, se establece el punto
de operacién en xg = [105 1;0,12 mol1-1;433, 72 K]. Del mismo modo que en el sis-
tema HE, todos los algoritmos MPC implementados utilizan el mismo conjunto de
matrices de ponderacion y el mismo horizonte de prediccién. Para el controlador
adaptativo en dos etapas (MHE-MPC), el horizonte de estimacién se considera
igual que el horizonte de prediccién. Asimismo se destaca que para construir una
simulacion realista, se ha incorporado una senal de ruido blanco de medicion en
las variables de salida de 0,003 1, 0,001 moll~* y 0,01 K, respectivamente.

De esta manera, y en concordancia con los ejemplos previos, se especifican
los resultados de simulacion del sistema controlado por las técnicas mencionadas
considerando tanto un conjunto terminal politépico como un conjunto terminal
elipsoidal. Consecuentemente, en la Fig. 3.15 se presentan las trayectorias de los
estados del sistema controlado, las que convergen al punto de operacion z, indicado
al considerar un elipsoide terminal (Fig. 3.15a) o un politopo terminal (Fig. 3.15b).
De igual forma, en la figura se observa el conjunto de restricciones de estados en
color rojo, el conjunto terminal elipsoidal en color verde y, para esta situacion par-
ticular, la interseccién producida al obtener el conjunto politépico se corresponde
con el punto de operacion deseado. Por ello, en este ejemplo se utiliza el punto x,
como un caso particular del conjunto politépico. Por su parte, se observa que las
restricciones terminales impuestas son factibles dado que se encuentran contenidas
por el conjunto de restricciones de estados.
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Adicionalmente, en la Fig. 3.15 se muestra la evolucién de estados mediante
la aplicacion del controlador AMPC en linea azul y con el empleo del controlador
MHE-MPC en linea roja. No obstante, tal como se analiza detalladamente me-
diante las figuras y resultados siguientes, el amplio rango de trabajo y las fuertes
no linealidades que presenta el sistema no permiten realizar el control por medio
de un controlador LTI-MPC.

480
460
¥ 440
420

400

0.2

100
0.1

95
C, [mol 1] 90 20| C, [mol 17] 9 0]

(a) Elipsoide Terminal. (b) Politopo Terminal.

Figura 3.15: Evolucién de los estados del sistema CSTR empleando las estrategias
de control para regulacion a .

En este sentido, en la Fig. 3.16 se observa la evolucion temporal de las variables
del sistema al utilizar un elipsoide terminal para el sistema controlado por las
técnicas adaptativas propuestas en este capitulo. De esta manera, en la Fig. 3.16a
se presenta la evolucion de los estados del sistema cuando se aplican las variables
de control (Fig. 3.16¢) calculadas mediante cada una de las estrategias de control
bajo andlisis. En tanto que en la Fig. 3.16b se muestra una ampliacion de la
Fig. 3.16a con el objetivo de resaltar el efecto del ruido incluido en las variables de
salida. Como puede observarse, ambas técnicas presentan una respuesta similar y
producen offset reducido.

Por otro lado, la Fig. 3.17 exhibe la evolucién temporal de las variables de
estados para el sistema controlado al utilizar un politopo como restriccién terminal.
En este sentido, no se observan grandes discrepancias respecto del andlisis realizado
al utilizar el conjunto elipsoidal como restriccién terminal.

Prosiguiendo con el andlisis, la Fig. 3.18 muestra la evolucién de las variables
de ponderacion en funcién del tiempo, las cuales adaptan el modelo de prediccién
online. Asi, en la Fig. 3.18a se observa la pertenencia de cada modelo vértice con el
modelo de prediccién (en el inicio del horizonte) al utilizar el controlador AMPC.
Ante esta situacion se observa que, para el rango de trabajo considerado y tomando
en cuenta las no linealidades del sistema, un inico modelo LTI no permite abordar
el problema de control. De este modo, se observa que inicialmente se utiliza un
modelo compuesto por el 39,59 % del modelo vértice 1, el 37,41 % del modelo 3 y
el 23 % del modelo 4. Luego, las variables de ponderacion evolucionan hasta fijar
el modelo de prediccion muy proximo al modelo vértice 4.
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Figura 3.16: Evolucién temporal de las variables del sistema CSTR empleando las
estrategias de control con propdsito de regulacion con un elipsoide terminal.

Por otra parte, la Fig. 3.18b presenta el comportamiento de las variables de
ponderacion obtenidas por la etapa MHE del controlador MHE-MPC. En conse-
cuencia, se observa el cambio del modelo de prediccion que se produce a lo largo
del tiempo, donde inicialmente se utiliza el modelo 1, luego evoluciona utilizando
modelos en el interior de €2 y finalmente se aplica el modelo 4 como modelo de pre-
diccion. Se advierte que para los dos métodos de control analizados, la evolucién
de las variables de ponderacién no presenta grandes diferencias ante el cambio de
restriccion terminal.

Para concluir, la Tabla 3.5 muestra los indices IAE e ITAE, tanto para el lapso
de tiempo donde el sistema controlado alcanza la referencia como los resultados de
estado estacionario (con respecto a 3 ), y el indice TV para los métodos analizados.
Como consecuencia de los mismos, se visualiza que el método AMPC presenta un
mejor rendimiento en la etapa de régimen transitorio, tomando en cuenta que
la adaptacion se realiza hacia adelante, alcanza rapidamente el modelo LTI que
describe el sistema en el estado estacionario aunque, a raiz de ello, presenta mayor
exigencia para con los actuadores (reflejado en el incremento del indice TV). En
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Figura 3.17: Evolucién temporal de las variables del sistema CSTR empleando las
estrategias de control con propdésito de regulacion con un politopo terminal.

cuanto a la etapa de estado estacionario, se observa un desempeno levemente
mejor para el controlador MHE-MPC si bien se encuentran muy préximos entre
si. En este sentido, se destaca que la etapa MHE modifica el modelo de prediccion
al ingresar una perturbacion en las variables de salida, lo que produce que una
menor variacion de los estados, o sea, mejora el rechazo a las perturbaciones.

Por 1ltimo, la Tabla 3.6 expone el OCE en términos del tiempo computacional
transcurrido maximo, medio y minimo medido como un porcentaje del tiempo de
muestreo!!. En este sentido, a pesar de que las dos técnicas son aceptables para
su aplicacion en tiempo real, el controlador MHE-MPC presenta una reduccién
considerable del tiempo de calculo requerido, lo que resulta una ventaja en apli-
caciones con tiempo de muestreo pequenos, es decir, en el rango de unos pocos
segundos.

Adicionalmente, para el algoritmo MHE-MPC resulta interesante descomponer
el esfuerzo computacional para cada una de las etapas QP. De este modo, el tiempo

HEn un procesador i5-7200U CPU@3.1 GHz con 6 GB de RAM.
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Figura 3.18: Evolucién del grado de pertenencia para la obtencion del modelo de
prediccién para el sistema CSTR.

Tabla 3.5: Indices de rendimiento de los métodos de control con propésito de
regulacion en un CSTR.

TIAE trans. ITAE trans. IAE estac. ITAE estac. TV
AMPC 0,03975 0,01871 +2,339% +1,44 % +37,824 %
MHE-MPC  +7,462 % +10,536 % 0,03001 0,11942 104,6582
LTI-MPC - - - - -

reflejado en la Tabla 3.6 se muestra dividido en el tiempo consumido por cada etapa
en la Fig. 3.19, donde se observa que la carga computacional promedio debido a
la etapa de adaptacién es de 0,098 % del tiempo de muestreo y la correspondiente
a la etapa de control es de 0,140% para el caso donde se utiliza un politopo
como restriccion terminal. El incremento del esfuerzo de computo que se observa
al utilizar el elipsoide terminal viene dado por la etapa de control, mientras que
la etapa de adaptacion no tiene diferencias significativas en el tiempo de célculo.

Tabla 3.6: Tiempos de esfuerzo de calculo de las estrategias de control con respecto
al tiempo de muestreo en un CSTR.

minimo  promedio  méximo
AMPC (Elipsoide) 6,3098 % 10,5400 % 32,4684 %
AMPC (Politopo) 5,8355% 10,6870% 21,1743 %
MHE-MPC (Elipsoide) 0,2969%  0,3420%  0,4227%
MHE-MPC (Politopo) 0,2254% 0,2384% 0,2873 %
LTI-MPC (Elipsoide) - - -
LTI-MPC (Politopo) - - -
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Figura 3.19: Carga computacional producto del MHE-MPC para regulacién apli-
cado a un sistema CSTR.

3.5. Conclusiones

En este capitulo se presentaron dos estrategias de control predictivo adap-
tativas para regulacién, aplicables a sistemas con incertidumbre paramétrica y
sistemas no lineales representados mediante el enfoque de modelos LPV. Estas
técnicas extienden la formulacion del MPC para regulacién tradicional presentada
en la Seccion 2.2.2 a una representacion multi-modelo de la planta.

En este sentido, en la Seccion 3.2 se especificaron las condiciones de estabilidad
asintotica basadas en los conceptos planteados en la Seccién 2.2.1. Para ello, es
necesario seleccionar adecuadamente el costo y la restriccién terminales, de manera
que los mismos sean una funciéon de Lyapunov de control y un conjunto invariante
de control, respectivamente, para todos los modelos vértices. Luego, de acuerdo
con lo establecido en los Teoremas 3.1 y 3.2 se garantizan estas propiedades para
todos los modelos contenidos en un casco convexo delimitado por los modelos
vértices. De este modo, es posible incorporar incertidumbre en los pardametros del
sistema y/o considerar las no linealidades del mismo.

En la Seccién 3.3.1 se plante un controlador MPC que en una tnica etapa
adapta el modelo de prediccién mediante una secuencia de modelos LTI y calcula la
secuencia de controles 6ptima. De esta manera, se utilizan variables de ponderacion
para determinar los modelos LTI que describen la dinamica del sistema en cada
instante. Cuando el controlador AMPC se aplica a sistemas no lineales, resulta
necesario incorporar un término de penalizacién que asegura que la secuencia de
modelos tienda al modelo LTI que describe al sistema en el punto de operacion
establecido.

En tanto que en la Seccién 3.3.2 se presenté un controlador AMPC en dos
etapas QP, que permite el uso de herramientas de optimizacién mas rapidas. En
la primera etapa se realiza la adaptacion sobre un horizonte de estimacion hacia
atras, de modo de obtener el modelo que mejor describe al sistema en base a
las mediciones pasadas. Por otro lado, la segunda etapa se corresponde con un
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controlador MPC tradicional que aplica el modelo LTI calculado.

El costo terminal de ambas formulaciones se puede obtener contemplando los
conceptos introducidos en la Seccion 2.3.2. De esta manera, se planted un problema
LMI que permite encontrar una unica matriz de peso que garantiza que el costo
terminal sea una funcién de Lyapunov de control para los modelos vértices. Luego,
con dicho costo es posible determinar un conjunto terminal invariante de control
para los modelos vértices. Para el mismo se propusieron dos alternativas, una que
considera un elipsoide terminal obtenido por el problema LMI dado en la Ec. (3.12)
y otra que considera un conjunto politépico dado por la Ec. (3.15).

En sistemas lineales con incertidumbre paramétrica, se observé que los conjun-
tos obtenidos son mas pequenos que los analizados para el sistema sin incertidum-
bre (Seccién 2.2.2). En tanto que el conjunto politépico resulta menos conservador
que el conjunto elipsoidal. Para estos sistemas, ambas formulaciones permitieron
que el sistema alcance la referencia atin con una incertidumbre del 14 % en uno
de sus parametros. Sin embargo, se produce un aumento en el tiempo de computo
que en aplicaciones reales puede resultar un factor critico, en especial para el con-
trolador AMPC en una etapa donde el costo computacional es considerablemente
mayor.

Finalmente, en la Seccion 3.4 se abordé el problema de control en la industria
de procesos. Para ello, se realizaron simulaciones numéricas sobre dos operaciones
unitarias, un intercambiador de calor y un reactor continuo de tanque agitado. En
la primera de ellas, se consideré un rango de trabajo acotado donde un controla-
dor MPC con un modelo de prediccién LTI fue capaz de controlar al sistema no
lineal. Bajo estas condiciones, se observéd que las tres técnicas analizadas presen-
taron desempeno similar durante el régimen transitorio, sin embargo las técnicas
adaptativas mostraron mejorias en el rechazo de perturbaciones y en reducciéon
del offset. A su vez, se destaca que la posibilidad de adaptacion presenta como
ventaja que ante un cambio de punto de operacién no resulta necesario obtener
nuevos modelos al reformular el controlador, lo cual en muchas ocasiones no es
una tarea trivial para sistemas industriales no lineales.

Por su parte, en la simulaciéon del sistema CSTR, el amplio rango de trabajo
considerado y las fuertes no linealidades no permiten el control por medio de un
controlador MPC con un modelo de prediccién LTI, dado que el modelo lineal no
resulta efectivo para representar el comportamiento del sistema a lo largo de toda
la trayectoria. En este caso, los controladores adaptativos presentan gran impor-
tancia. El desempeno de ambos métodos resulté aceptable aunque la diferencia de
tiempo de calculo puede resultar determinante en aplicaciones industriales.

De este modo, los métodos AMPC propuestos permitieron garantizar la re-
gulacion de los sistemas no lineales representados bajo un modelo politépico que
se utiliza para la prediccion, sin la necesidad de evaluar en linea las ecuaciones
diferenciales no lineales que describen la dinamica de cada sistema.
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Capitulo 4

Control Predictivo basado en
Modelo Adaptativo para
Seguimiento de Referencia

Tal como se menciona en la Seccion 2.2.3, en distintos momentos un sistema
es posible que necesite operar en puntos de operacion diferentes debido a que se
encuentra afectado por factores externos, es decir, el punto de operaciéon puede no
ser 1nico.

Sin embargo, el diseno de los ingredientes terminales de los métodos de con-
trol propuestos en el Capitulo 3 depende del estado de equilibrio considerado, o
sea, ante un cambio del punto de operacion resulta necesario recalcular tanto el
costo como las restricciones terminales. Esto hace que sea dificultoso aplicar dicho
controlador para sistemas que operen en puntos de operacion que cambian en el
tiempo, situacion que suele ser frecuente en la industria de procesos.

En este capitulo se extienden los resultados mostrados en el Capitulo 3, to-
mando en consideracion los conceptos desarrollados en la Seccién 2.2.3. De este
modo, se aborda el diseno y analisis de métodos de control AMPC para puntos de
operacién cambiantes, contemplando un modelo de prediccién con incertidumbre
paramétrica o bien un sistema no lineal representado mediante el enfoque LPV
presentado en la Seccién 2.1.3.

De esta manera, la adaptabilidad del esquema de control se realiza mediante
una variable de decisién para determinar el modelo de prediccion a emplear y se
contempla un estado estacionario artificial, que se optimizan en linea. Con ello,
las principales caracteristicas del controlador propuesto son:

» El pardametro de ponderacién p € R™ se considera como una variable de
decision que adapta el modelo de prediccion.

= Las condiciones impuestas sobre el pardmetro de ponderacién se incluyen
como restricciones del problema de optimizacion.

= El costo final se obtiene de forma de garantizar que sea una funcién de
Lyapunov de control para todos los modelos que pertenecen a ).

87
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= El conjunto terminal es tal que cumple con la condicién de invarianza para
todos los modelos pertenecientes a €.

» Se utiliza un estado estacionario (x, € R"*) y una entrada (u, € R™), ambos
artificiales. (x4, u,) definen un punto de equilibrio que se optimiza en linea.

= La funcién objetivo penaliza la desviacién entre el estado estacionario arti-
ficial (x,) y el deseado (xy).

= Se agrega un término de penalizacién de error de seguimiento en la funcion
objetivo.

Finalmente, cabe senalar que los principales resultados de este capitulo se
pueden encontrar publicados en los trabajos [56, 57] o estén en proceso de escritura.

4.1. Definicién del costo y restricciéon terminales

Con el objetivo de definir los ingredientes terminales, el problema considera-
do es el descripto en la Seccion 3.1. Por ello, se considera un modelo politépico
(Seccién 2.1.3):

x(k+1) = A(p(k))z(k) + B(p(k))u(k),
y(k) = C(p(k))x(k) + D(p(k))u(k), (4.1)
x(0) =g,

el cual puede ser incorporado dentro de un politopo convexo de n,, vértices, donde
cada vértice se corresponde con un modelo LTI:

[A(p(K)), B(p(k)), C(p(k)), D(p(k))] € 2.

De esta manera, un modelo en el interior del conjunto 2 puede ser obtenido
realizando la interpolacion de los modelos vértices LTT:

A(p(k)) = zuxp(k))Aj, B(p(k)) = zw(p(k))Bj

. - (4.2)
Clp(k)) = ;W(P(k))cw D(p(k)) = ;Mj(ﬂ(k))Dj
donde se debe cumplir que:
j;uj(p(k)) =1 (43)

0<p;(p(K)) € 1, j €Ly, .

Por lo tanto, siguiendo los desarrollos presentados en el Capitulo 3, las n,,
variables de ponderacién p;(-) ajustan el modelo de prediccién al sistema a lo
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largo del horizonte de prediccion. De este modo, los métodos de control propues-
tos adaptan en linea el modelo de prediccion y, en consecuencia, se mantiene la
denominacion AMPC.

Por otro lado, se deben satisfacer las condiciones impuestas en la Seccion 3.2
para garantizar la estabilidad asintética del conjunto de estados de equilibrio para
el sistema controlado. Esto implica que los ingredientes terminales sean una fun-
cién de Lyapunov de control decreciente y un conjunto invariante de control para
todos los modelos vértices LT1I.

Por ese motivo, se considera un regulador LQR politopico sin restricciones de
horizonte infinito como controlador local con el modelo dado en la Ec. (4.1). De
esta manera, se debe encontrar una P > 0 y una ley de control u(k) = kz(k) para
el LQR que satisfagan la Ec. (3.5). Por lo tanto, de acuerdo con el Teorema 3.1,
P se determina resolviendo el siguiente problema:

iy
s.a. Y >0,
Y YAT + LTB] YQY? LTRY? (4.4)
A;Y + B;L Y 0 0 .0
QY 0 ~vI 0 ’
R2L 0 0 ~vI

para todo j € Zj.,,, . Luego, se garantiza que el costo terminal sea decreciente
para todo z € XY™ y que ademds tenga una cota superior dada por Vy(z (ko)) =
x(N)TPz(N), la cual es minimizada en linea a través del problema del MPC
planteado.

Mientras que el conjunto invariante de control para seguimiento de referencia
X;’t se define empleando un sistema de lazo cerrado de estado extendido w = (x,0)
con un ley de control dada por u = kz+ K0! [16, 8|, asi para un modelo LTI resulta:

w(k+1) = [A "o Bﬂw(k) (4.5)

Aw

donde el vector # € R™ es un parametro que permite caracterizar el estado y la
entrada de equilibrio de forma compacta, K = [—/<a ]I] M y M es una matriz de
transformacién de modo que:

s(r)) _
(=40) a0

Por lo tanto, el conjunto de estados admisibles resulta:

Wy={weR™ ™M :xeX uecld,xs(r) e \X,us(r) e XU}

1Se realiz6 un cambio de notacién respecto de lo establecido en la Seccién 2.2.3 para evitar
repeticién de nombres entre variables.
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donde A € (0,1] es un pardmetro arbitrariamente cercano a 1. Esto se debe a que
A, puede contener autovalores iguales a 1.

Mientras que el conjunto invariante politépico W} para el sistema de estado
extendido es tal que:

Wi = {w e Wy : Ajw e Wy, k € Zso}. (4.6)

Luego, para obtener el conjunto invariante terminal W% se propone la inter-
seccién de los conjuntos invariantes terminales W}j (Ec. (4.6)) para cada modelo
vértice LTI. Es decir, el conjunto terminal para seguimiento de referencia viene
dado por:

Wt = ﬁi W (4.7)
-

donde ¢ € (0,1] es un parametro de disenio, de modo de garantizar que el con-
junto WJ‘%t sea invariante para los n,, vértices de €2, de manera de satisfacer el
Teorema 3.2.

Por otro lado, es posible determinar un elipsoide invariante terminal para el
estado ampliado w(N), centrado en el origen, siendo el mismo:

Wit = {w(N) :w(N)"Ww(N) <1} . (4.8)

Por lo tanto, para obtener el maximo elipsoide invariante terminal W}Lt bajo
la ley de control u(k) = kx(k) + KO (r(k)) para todo k con entrada admisible,
o sea u(k) € U, se plantea un segundo problema LMI que contempla los resulta-
dos del primer problema LMI, planteado en la Ec. (4.4). Este problema LMI de
maximizacion es el que se indica en el Teorema 4.1.

Teorema 4.1. Bajo las consideraciones planteadas, si se satisfacen simultdnea-
mente las siguientes LMIs:

mZéX log det(2)

s.a. Z >0,
Z  ZAT , (4.9)
(ijZ Z“’J) >0, para todo j € Zy.p,, ,

(ks K] Z[ks KT <u? |
donde W = Z71, s € Zy.,, indica cada componente del vector u(k), ks son las filas
de la matriz k = LY =1 determinada por el problema LMI presentado en la Ec. (4.4)
y K son las filas de la matriz K = [—/{ I[] M. Entonces, al obtener W, se obtiene
la region terminal W}” de acuerdo con la Ec. (4.8) y este elipsoide es, ademds,
mvariante.

Demostracion. Procediendo de manera similar al abordaje realizado para el Teo-
rema 3.3 y tomando en cuenta que se supone que el conjunto terminal es un
elipsoide como en la Ec. (4.8), al aplicar la realimentacién de estados u(k) =
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ka(k)+ K0 (r(k)) a cualquier estado w(k) € W, si W es invariante, entonces
se obtiene:

wk+D)TWw(k+1) <w(k)TWw(k).

Por lo tanto, considerando el modelo dado en la Ec. (4.5) se arriba a:

(k)T (Au(p) W Au(p) - W) (k) <0,

lo cual implica que:
Au(p)"W Au(p) -W <0,
Luego, estableciendo que W = Z-! y pre y posmultiplicando por Z se llega a:
Z -7 Au(p)tZ7 Au(p) Z > 0.

Entonces al aplicar el complemento de Schur, se obtiene:

( Z ZAw(p)T)>O
Au(p) Z Z .

Por tltimo, al considerar las condiciones dadas en la Ec. (4.3) resulta:
& z 7 AT
15 (p) ( ”J’) >0,
j; I Aw, 2 Z

la cual se verifica si:

Z Z AT .
(ij 7 wa) >0, para todo j € Zy.,,, ,

asegurando que W}“ es un elipsoide invariante.

En tanto que, la variable de control puede expresarse como u(k) = Yw(k),
donde 9 = [/<; K ] De esta manera, tal como se plantea en el Teorema 3.3, se
verifica que se mantiene una entrada admisible mediante la norma maxima de
la proyeccion w(k) de cualquier estado w(k) que pertenezca a algin elipsoide
w(k)TWw(k) < 1, que viene dado por /W -14T. Por lo tanto, reemplazando
W = Z-t, da como resultado:

V2T < U2, - (4.10)

Finalmente, al considerar una cota para cada una de las n, componentes de
la variable de control, la s-ésima proyeccion 1 w(k) estd limitada, en norma, por
us,. ... Bs decir,

Vo ZPL <u? (4.11)

Smazx

]
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De esta manera, los ingredientes terminales para seguimiento de referencia
pueden obtenerse resolviendo dos problemas de optimizacién LMIs consecutivos.
El primero de ellos (Ec. (4.4)), asegura que el costo terminal sea una funcién de
Lyapunov de control robusta, obteniéndose la matriz P y una realimentacion s
utilizada para calcular el conjunto invariante terminal. En tanto que el segundo
problema (Ec. (4.9)), determina el méximo elipsoide invariante terminal para se-
guimiento de referencia considerando el sistema de estado extendido, W}”, dentro
de este conjunto se garantiza el decrecimiento del costo terminal determinado en
el primer problema.

Por tltimo, el conjunto invariante terminal X' se obtiene como la proyeccién
del conjunto definido en la Ec. (4.8) o el obtenido como solucién del problema
dado en la Ec. (4.9), sobre el conjunto de estados del sistema:

X' = Projx(W§). (4.12)

4.2. Meétodos de control predictivo basado en
modelos adaptativo para seguimiento de re-
ferencia

Tomando en cuenta los conceptos de las secciones precedentes, los métodos de
control AMPC se basan en una aproximacion multi-modelo del sistema. De esta
manera, es fundamental conocer, calcular o aproximar el pardmetro de ponderacién
e R a lo largo del horizonte de prediccion.

Por ello, en esta seccion p se considera como una variable de decision del
problema de optimizacion MPC y de acuerdo a la manera en que se determina la
misma, se corresponde a diferentes formulaciones de AMPC, las cuales estan en
consonancia con las metodologias presentadas en el Capitulo 3.

4.2.1. AMPC en una etapa para seguimiento de referencia

En primer lugar se considera un unico problema de optimizacion a lo largo de
un horizonte de N pasos hacia adelante, donde se utiliza un modelo de prediccion
como el indicado en la Ec. (4.1) y se contemplan las restricciones fisicas dadas en
la Ec. (2.16) y se incorporan las restricciones de la Ec. (4.3).

El controlador se plantea siguiendo el método de MPC para seguimiento [16],
presentado en la Seccién 2.2.3. Este diseno de control permite garantizar que el
controlador conduzca asintéticamente al sistema hacia una referencia de estado
estacionario x4, en una trayectoria admisible desde cualquier estado inicial factible
Zg.

El enfoque incorpora una referencia artificial p, = (x4,u,) al problema de
optimizacién y establece los estados del sistema para seguir esta variable artificial.
Ademas, determina que este punto de equilibrio artificial debe estar lo méas cerca
posible de la referencia de estado real x,, resultando en un dominio de atraccion
ampliado [2].
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El problema de MPC se formula con una funcién de costo tradicional como
la presentada en la Ec. (2.28) (Vn(+)), agregando un término de penalizacién de
modelos, de manera que la misma queda expresada como:

N-1
Vi (@2 W 2, ua) = 3 (k) = 2l + k) - g + |2 (N) - 2|2
(4.13)

e =@l 7+ 1 - s,

El costo de etapa es cuadratico en x y u, con las matrices de peso, () € R%=x"z y
R e Rmw=nu definidas positivas y una ganancia arbitraria que estabiliza el control
de retroalimentacién de estados, Kk € R asi A, (p(k)) = A(p(k)) + B(p(k))r
es Schur estable. Ademds, existe otra matriz definida positiva P € R"%*"= tal que,

Ac(p(k))" PAc(p(k)) - P =~(Q+ " Rr)

se mantiene para todo p(k) € P. Por su parte, se considera el término |z(N)-z,[%
que especifica una compensacion para penalizar la desviacion del estado final con
el objetivo p, y otro término ||z, — x,|7, para garantizar que la variable artificial
siga al objetivo real, z; [27]. Por ultimo, se utiliza el término | — ps Héu para
asegurar que el modelo de prediccion converja al modelo que representa al sistema
en el punto de operacién. @), € R"*"m es una matriz semidefinida positiva y fi,
es tal que x5 = (Asxs + Byug) con:

A= Z Hs; Aj )
j=1

By = Z Hs; Bj )
j=1

Z:us]' = 17
7=1

0<ps; <1,

las que se incorporan como restricciones al problema de optimizacién.

Observacion 4.1. Se debe considerar que si it no permanece constante durante el
horizonte de prediccion N, se generan una gran cantidad de variables de decision
para el problema de optimizacion y, produce un alto costo computacional. Por ello,
siguiendo trabajos como [68], se considera a p constante a lo largo del horizonte.
Debido a esta simplificacion, la solucion es suboptima.

Finalmente, el controlador se obtiene mediante solucién del siguiente problema
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de optimizacién:

qlu,u,n VN($07 Ts; W, Uy T, ua)

s.a. z(k+1)=A(p)x(k) + B(p)u(k), keZon-1,
z(0) =z

A(p) = Z:ujAja
j=1

j=1

D k=1,

j=1

0<p; <1, VjeZy,,,

v(k)eX VkeZyy, (4.14)
u(k)eUd VkeZon-1,

o(N) e Xet,

Lo = Asl’a + Bsua )

A = ZMSjAj ,

i1
Nm

B = ZstBj g
J=1

Nm

Z/'I’Sj = 17
=1

O<pus, <1.

Asi, al considerar la estrategia de horizonte deslizante, la politica de control
estd dada por:

k(xg) =u*(0;z0),

siendo u* la solucién del problema Ec. (4.14), que representa la secuencia 6ptima
de acciones de control.

Ejemplo de aplicacion

En la presente secciéon se analizan las propiedades del controlador mediante una
simulaciéon numeérica. Ademds, con el objetivo de realizar comparaciones con los
controladores presentados en las Secciones 2.2.3 y 3.3.1, se considera nuevamente
el sistema masa-resorte-amortiguador mostrado en el Apéndice D.1.

Para este ejemplo, los valores de los parametros del modelo se corresponden con
los fijados en la Seccién 3.3.1. De esta manera, se considera un politopo limitado
por dos modelos LTI que contemplan la incertidumbre maxima. En tanto que,
para la presente simulacion se establece el horizonte de prediccion N =7 pasos.
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Tal como se procede en los capitulos previos, en la Fig. 4.1 se puede observar
que los conjuntos terminales (tanto elipsoidal como politépico), estan contenidos
en los conjuntos controlables, lo cual indica que se trata de conjuntos invariantes.
En las Figs. 4.1a y 4.1b se muestra el conjunto terminal obtenido como la pro-
yeccién del elipsoide definido por medio del problema establecido en la Ec. (4.9)
sobre el espacio de los estados y los conjuntos controlables Cy (X ,X;}t) utilizan-
do el modelo 1 y el modelo 2, respectivamente. En tanto que, en las Figs. 4.1c
y 4.1d se presenta el conjunto terminal conseguido por la proyeccién del politopo
calculado por medio de la Ec. (4.7) sobre R"= y los respectivos conjuntos controla-
bles empleando los modelos vértices. En ambos casos, se observa que el conjunto
controlable en 7 pasos incluye el estado inicial considerado.

v[msll
h A W N A O =B N W s W

v[msll
h A LN A O B N W s w

-5 0

[

-5 0

w

x [m] x [m]
(a) Elipsoide Terminal - Modelo 1. (b) Elipsoide Terminal - Modelo 2.
5
4 5
3 a4
2 3
—_ 1 2
E © T,
>, E®
>
2 R
3 .
-4 -4
-5 -5
S 0 5 5 0 5
x [m] x [m]
(¢) Politopo Terminal - Modelo 1. (d) Politopo Terminal - Modelo 2.

Figura 4.1: Conjuntos controlables considerando el sistema masa-resorte-
amortiguador con incertidumbre para seguimiento de referencia.

Para el ejemplo presentado en esta seccion, la referencia considerada es xg =
T . . .
[—1,5 O] durante los primeros 20 s, luego se introduce un cambio del punto

de operacion a x4 = [1,5 O]T durante 20 s y finalmente se fija la referencia en
ra=[0 0]".
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Asi, en la Fig. 4.2 se muestra la evolucion de los estados del sistema controlado,
la cual converge a los puntos de operacion deseados manteniendo una trayectoria
factible. Al igual que sucede con el controlador presentado en la Seccion 2.2.3, el
controlador propuesto conserva factibilidad y admisibilidad frente a los cambios
de referencia, sin formular nuevamente el controlador.

v[msll
S S P U T R T R ST

vIms?t)
b A& b N M O B N W s w

A

-5 0 5 -5 0 5

x [m] x [m]

(a) Elipsoide Terminal. (b) Politopo Terminal.

Figura 4.2: Evolucién de los estados del sistema masa-resorte-amortiguador em-
pleando AMPC en una etapa para seguimiento de referencia.

Por tratarse de un sistema incierto, el conjunto de estado de equilibrio (Xj)
resulta como la interseccio<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>