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Resumen: Las investigaciones que venimos realizando en el
tema Limite Funcional desde la teoria APOE, en algunos de
nuestros cursos de primer afio de la Facultad Regional Mendoza
de la UTN, permitieron obtener entre otras conclusiones, la
necesidad de lograr mejorar la ensefianza y aprendizaje de temas
previos al limite como es el caso de las inecuaciones. Debido a
esta conclusiéon se propone el presente trabajo, siendo el objetivo
del mismo elaborar un conjunto de actividades basadas en una
metodologia que sustente una mejor ensefianza y como
consecuencia, un mejor aprendizaje de inecuaciones. Como es
bien conocido, el estudio de inecuaciones implica varias nociones
que deben encadenarse coherentemente, tales como la estructura
de orden en el conjunto de numeros reales, funciones, analisis de
graficos de funciones, operaciones légicas de implicacion y
equivalencia, entre otros, que por lo observado ha tenido una
comprension limitada por parte de los actores de la comunidad
universitaria. La Teoria APOE mencionada previamente es el
marco tedrico utilizado en esta investigacion. Por otra parte, se
destaca que este contenido disciplinar es una fuente casi
inagotable de cambios entre registros de representacion
semidtica, lo que es aprovechado en el proceso de ensefianza.
Se presentan actividades que permiten a los estudiantes
universitarios realizar un conjunto de construcciones mentales a
fin de que entiendan el concepto en cuestién. La metodologia
utilizada en esta investigacion del drea de la Didactica de la
Matematica concebida como disciplina experimental, es la
Ingenieria Didactica que nos permitira ir haciendo los ajustes
necesarios para lograr un material didactico de calidad. Una de
las conclusiones mas importantes en esta etapa, se refiere a la
necesidad de realizar analisis didacticos permanentes para
optimizar la calidad de los aprendizajes matematicos en las
carreras de Ingenieria.

Palabras Clave: inecuaciones en reales, teoria APOE

Introduccion
La ensefanza universitaria de Matematicas en carreras de
Ingenieria, viene discutiéndose desde hace varios anos no sélo
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en el pais sino que existe un movimiento que tiene como finalidad
el mejoramiento de la ensefanza y aprendizaje de la Matematica.
Los estudios psicoldgicos de Piaget (1972), Vergnaud (1982) y
Dubinsky (1996), entre otros, han contribuido cientificamente en
tales discusiones. En particular, para el tema de inecuaciones es
de destacar el trabajo de Alvarenga (2003).

El propdsito del presente trabajo es entender la problematica que
presentan los estudiantes de primer afno de la Facultad Regional
Mendoza de la Universidad Tecnoldgica Nacional en este tema,
para disefar un material didactico que les permita superar
obstaculos cognitivos (en el sentido de Verignon).

Antecedentes

En el trabajo de investigacion en Matematica Educativa que se
viene realizando en la Facultad Regional Mendoza de la UTN
respecto de la ensefianza y aprendizaje de la nocién de limite
(2009, 2010 y 2011) para los cursos de primer afio, se obtuvieron
las siguientes conclusiones:

v' Los alumnos conocen las técnicas de calculo para limite
funcional pero no logran darle significado, mas aun no logran
interpretarlo.

v' Los alumnos ingresantes no estan habituados a participar
activamente en sus aprendizajes, y dificimente pueden
realizar analisis criticos de los resultados que obtienen.

v" Los docentes no utilizan generalmente situaciones didacticas
que permitan una mayor participacion del estudiante, lo que
puede revertirse haciendo uso de las herramientas que brinda
la Didactica de la Matematica universitaria y las Teorias
Cognitivas.

En otras palabras, se puede decir que en esta etapa se concluyo
que los estudiantes no habian alcanzado un nivel objeto segun la
teoria APOE del concepto limite funcional y parte de la dificultad
de la comprension del mismo estaba relacionada con el hecho de
no haber alcanzado un nivel esquema de conceptos previos como
inecuaciones y funciones reales. Si bien estos conceptos se
desarrollaron en el aula, se habia seguido lo que se conoce como
metodologia “tradicionalOen el sentido de Alvarenga. Entiéndase
por ensefianza tradicional a un sistema pedagdgico que no se
fundamenta en wuna investigaciéon cientifica en educacion
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matematica y que, en general, no ha logrado avances en el
aprendizaje de los conceptos matematicos (Alvarenga, 2003, p.2).

Objetivo

Por lo expuesto precedentemente, en este trabajo se pretende
lograr que los estudiantes alcancen el nivel cognitivo esquema
segun la teoria APOE en el tema “inecuaciones en realesO

La Teoria APOE

Para lograr el objetivo, el marco teédrico privilegiado en esta
investigacién-accion es la Teoria APOE (Accién, Proceso, Objeto,
Esquema) o en inglés APOS (Action-Process-Objet-Schema) que
permite modelar la construccién mental matematica, se debe a Ed
Dubinsky (RUMEC, Research in Undergraduate Mathematics
Education Community), quien a partir del constructivismo de
Piaget intenta explicar la forma en la que se construyen o se
aprenden conceptos matematicos.

El principio de aprendizaje en esta teoria es que un individuo no
aprende los conceptos matematicos directamente; si tiene las
estructuras apropiadas, aprender es facil, casi automatico; si no
las tiene, es casi imposible. Por lo tanto, la meta de la ensefianza
debe ser ayudar a los estudiantes a construir las estructuras de
mejor manera, y a conectar los conceptos matematicos. Esta
teoria esta en continuo desarrollo (DeVries, 2001).

La siguiente proposicion muestra la base de la Teoria APOE “E/
conocimiento matemético es una tendencia individual a la
respuesta, en un contexto social y construyendo y reconstruyendo
acciones, procesos y objetos matematicos y organizandolos en
esquemas con el fin de manejar las situaciones” (Asiala et al.,
1996).

Se observan tres tipos especiales o estructuras basicas para la
construccion del conocimiento matematico: accién, proceso y
objeto que estan organizados en estructuras que se denominan
esquemas. Los mecanismos mentales para construir dichas
estructuras son las reflexiones abstractas tales como
interiorizacion, encapsulacién y coordinacion.

En este trabajo se considera que esta teoria cognitiva ofrece un
soporte adecuado para la Didactica de la Matematica
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universitaria, en el sentido que es un marco teérico en el cual es
posible buscar soluciones o estrategias pedagdgicas para la
aprehension del tema considerado.

La Metodologia

La metodologia de ensefanza — aprendizaje a aplicar requiere de
una participacion activa del estudiante y del docente quien tiene
como tarea fundamental generar la aparicién de competencias en
el alumno, por lo que se deben disefiar secuencias didacticas que
den lugar a los objetivos previstos, esto lleva al docente a
planificar los contenidos vinculandolos a situaciones que resulten
de interés para el aprendiz.

Las falencias mencionadas anteriormente son consideradas como
resultados a priori para el disefio de la presente metodologia que
privilegia no solo qué ensefiar sino como mejorar la ensefianza y
aprendizaje de los contenidos disciplinares.

La experiencia aulica

Segun Alvarenga (2003), interpretar y resolver una inecuacién en
el contexto algebraico, requiere de manera general, como
prerrequisitos: hacer una correspondencia biyectiva entre el
conjunto de los numeros reales IR y la recta numeérica;
comprender nociones de operaciones con intervalos y el uso de
los conectivos légicos de conjuncidon y disyuncion, aplicar
correctamente las propiedades del cuerpo ordenado IR, entender
las implicaciones y doble implicaciones légicas como asi también
hacer uso correcto  de los cuantificadores légicos.

Interpretar y resolver una inecuacién en el contexto grafico,
requiere como prerrequisitos: esbozar algunos tipos de funciones
como por ejemplo funciones polindmicas sencillas, funcion raiz
cuadrada y funciones homograficas  realizando las
interpretaciones adecuadas.

Por lo mencionado anteriormente, se encaré la ensehfanza y
aprendizaje con actividades de dificultad creciente para que los
alumnos fueran construyendo los distintos niveles cognitivos
indicados en la Teoria APOE y profundizando en los mismos para
lograr alcanzar el nivel de esquema, siendo esta una construccion
6ptima para el entendimiento del tema.
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La clase se desarroll6 mediante actividades realizadas en el
siguiente orden:

1. Resolucion algebraica de inecuaciones sencillas e
interpretacion del conjunto solucion

Para esta etapa se solicitd la resolucion e interpretacion de la
inecuacion

3x—-4>x-1.
Practicamente todos los alumnos resolvieron sin dificultad esta
inecuacion, pero al preguntarles qué significaba resolverla, las
respuestas fueron dispares:
- “Es encontrar el valor aproximado de la xO
- “Es encontrar los dos valores de xO
- Muy pocos alumnos se refirieron a “es un intervalo E O
También se les preguntd qué propiedades de orden habian
aplicado y nadie pudo responder.

Sin duda, los estudiantes estaban en etapa accién en cuanto a la
resolucién algebraica de inecuaciones, ya que si bien la resolvian
sin dificultades no supieron explicar las propiedades de orden
utilizadas. También estaban en etapa accién en cuanto a la
interpretacion de inecuaciones porque no supieron definir qué
significaba resolver una inecuacion y cual era el conjunto
solucién.

2. Resolucién algebraica de inecuaciones mas complicadas
que requieren analisis de signos

Para esta etapa se solicitd la resolucion e interpretacion de la
inecuacion

3/x < 15.
Los alumnos resolvieron la inecuacion pasando x multiplicando al
segundo miembro de la desigualdad y llegaron a la conclusion
que la respuesta de la inecuacion era

x> 1/5.
Ningun alumno advirtié que la respuesta incluia el conjunto de los
nuameros reales negativos, tampoco pudieron identificar cual era el
error que habian cometido en la resolucion. Entonces, se les
recordo las propiedades de orden de IR y se les explicé como
resolver la inecuacion segun el analisis de signos.
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Se esperaba que al recordarles el concepto de conjunto solucion
en el primer ejemplo y las propiedades de orden en el segundo
ejemplo alcanzaran un nivel proceso en cuanto a la interpretacion
y resolucion algebraica.

Luego se les pidié que resolvieran la inecuacion

x?-x- 220.

- Muchos alumnos sacaban las raices pero tenian dificultad
para factorizar la expresion.

- Algunos alumnos resolvieron la inecuacion algebraicamente
sin dificultad.

- Un alumno resolvié correctamente la inecuaciéon en forma
grafica.

- Algunos alumnos la resolvieron ubicando las raices sobre el
eje x en forma intuitiva pero sin interpretar correctamente la
resolucion grafica.

- Muchos alumnos seguian en etapa accién en cuanto a la
resolucién algebraica, muchos habian alcanzado un nivel
proceso, pero todos estaban en etapa accién en cuanto a la
resolucion grafica.

Se explicé en el pizarrén en qué consistia la resolucion grafica.

3. Resolucién en forma grafica y algebraica de la
inecuacion

1<x°-2x<3

- La gran mayoria de los estudiantes interpreté que para resolver
algebraicamente la inecuacién, se la debia separar en dos
partes.

- Muchos alumnos obtuvieron dos conjuntos solucion
correspondientes a las dos desigualdades, pero muy pocos
lograron interpretar que la solucion era la interseccion de los
dos conjuntos.

- Cuando se les pidi6 que lo resolvieran en forma grafica
dibujaron dos parabolas y analizaron la solucién en el eje x.

- Un alumno logré interpretar que la parabola estaba entre 1y 3
en el eje de las ordenadas.

- La mayoria de los alumnos dibujaron la parabola y decian que
debia estar entre 1y 3 en el eje de las x.
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Seguian en etapa accién en cuanto a la resolucion algebraica.

Luego de varios intentos algunos alumnos entendieron que se
debia leer la funcion sobre el eje de las ordenadas y que la
solucién representaba la proyeccion de la grafica sobre el gje x.
Se explicé en el pizarrén lo que implicaba la resolucién grafica
para lograr que alcanzaran un nivel proceso en cuanto a la
resolucién grafica.

4. Planteamiento de equivalencias entre inecuaciones

Se solicité la resolucién en forma algebraica y grafica de la
inecuacion

Vr+1 <42y

Para resolverla, una estrategia consiste en elevar al cuadrado a
ambos miembros, pero la nueva inecuacion no es equivalente a la
anterior, para darse cuenta que la soluciéon no puede incluir los
ndmeros negativos, el estudiante debe manejar la estructura
algebraica de cuerpo del conjunto IR.

- Muchos alumnos detectaron antes de resolver la inecuacion
que la solucion no debia incluir los numeros menores que -1.

- La mayoria la resolvié elevando al cuadrado y en la solucion
algebraica estaba incluido el intervalo (-o; -0,5).

- Algunos alumnos detectaron que el conjunto solucién no podia
incluir el intervalo (- «; -0,5).

Se pidi6 la verificacion del calculo graficamente y muchos
alumnos resolvieron en forma correcta e interpretaron que la
solucion debia ser el intervalo (1; «).

A partir de dicha respuesta se repasaron las propiedades de
orden en IR.

Se espera que a posteriori de la precedente institucionalizacion,
los alumnos estén en condiciones de alcanzar un nivel objeto del
concepto de inecuaciones al tener competencias para analizar
equivalencias, verificar qué valores no pueden ser solucion y
resolver correctamente la inecuacion en forma algebraica y
grafica.

Conclusiones
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El manejo insuficiente de propiedades del cuerpo IR y de
propiedades de orden en IR son fuente de una problematica
importante en la adquisicién y el manejo correcto de una gran
cantidad de contenidos utilizados en las materias basicas de las
Ingenierias.

Se deberia, en la medida de lo posible, disefiar actividades que
involucren los contenidos matematicos troncales de las
asignaturas de la curricula de Ingenieria que faciliten Ila
adquisicién de los niveles cognitivos deseados.

En particular, se deberia rever la metodologia de ensefianza de
inecuaciones, propiciando la realizacion de actividades que
requieren del correcto manejo de propiedades que permitan
obtener equivalencia, o no, entre ellas. Este hecho favorece el
aprendizaje, puesto que el alumno estd acostumbrado a
manejarse con listas de propiedades que utiliza, en general, de
forma rutinaria, sin entender la potencia operativa de las mismas.

Un tema relativamente sencillo, como es el de inecuaciones,
genera dificultades que son dificiles de superar para la
adquisicién de otros conceptos asociados al mismo, como es el
caso, justamente del concepto de limite funcional.

La discusion y verificacion de resultados adquiere relevancia
utilizando la formalizacién en el lenguaje de expresién del
conjunto solucién de las inecuaciones.

Los estudiantes se motivan con actividades que les resultan
desafiantes y se comprometen con las que requieren cambios de
registros de representacion semidtica.

Las reflexiones finales se refieren a la necesidad de realizar
analisis didacticos continuos de los temas que se pretende sean
aprehendidos por los estudiantes y la necesidad de investigar en
Didactica de la Matematica pues esta actividad elevara el nivel de
los aprendizajes.
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