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Capitulo 1

Introduccion a la mineria de datos

En algun lugar, algo increible esta
esperando por ser descubierto.

— Carl Sagan

1.1 Origenes

La mineria de datos, data mining en inglés, surge con el analisis de los datos sociales de
Quetelet, los datos biolégicos de Galton y los datos agrondmicos de Fisher.

Adolphe Quetelet (1796-1874) hizo un gran aporte en el area de la Fisica Social.
Entre sus notables conclusiones podemos mencionar las siguientes:

% El delito es un fendbmeno social que puede conocerse y determinarse estadistica-
mente.

% Los delitos se cometen afo a afno con absoluta regularidad y precision.

% Posibles causas de la actividad delictiva pueden ser la pobreza, el clima, la miseria,
el analfabetismo, entre otras.

Francis Galton (1822-1911) fue el primero en aplicar métodos estadisticos en el es-
tudio de las Ciencias Humanisticas enfocando en la herencia de la inteligencia. Algunos
de sus resultados son:

% Creacion del concepto estadistico de correlacion y regresion hacia la media, alta-
mente promovido.

% Introduccion del uso de cuestionarios y encuestas con el objetivo de obtener datos
sobre las comunidades humanas.

% Desarrollo de estudios genealdgicos, biograficos y antropométricos aplicando es-
tadistica.



1.1. ORIGENES

Ronald Fisher (1890-1962) trabajé desde 1919 como estadistico en la estacién agri-
cola de Rothamsted Research, donde desarrollé el analisis de la varianza que aplicé a
datos que provenian de cultivos. Realizé aportes fundamentales en el &rea de la genética
de poblaciones, entre los cuales podemos mencionar:

N

% El principio de Fisher.
% El modelo de seleccién sexual denominado runaway.
% La hipotesis del hijo sexy.

Hasta hace pocos anos la unica estrategia para extraer informacién de utilidad de una
base de datos, era la Estadistica clasica. Sin embargo, los tamanos y la disponibilidad
de las bases han crecido notablemente gracias a la tecnologia informatica. La mineria
de datos brinda una respuesta al analisis de gigantescas bases de datos, que suponen
cierta complejidad y donde la Estadistica clasica resulta un recurso limitado.

La edad de oro de la Estadistica clasica puede ubicarse después de la Segunda
Guerra Mundial. Su metodologia ocup6 un lugar de relevancia en la evaluacion de ciertos
resultados. Sin embargo, el escenario actual tiene caracteristicas diferentes al de aquella
época.

Se evidencia un aumento considerable en la cantidad de datos
% colectados,

#% almacenados,

% accesibles,

% distribuidos.

El origen de estos datos puede ser a partir de
% transacciones bancarias,

% reservas de aerolineas,

# llamadas y mensajes por celulares,

# registros de atencién de pacientes,

s datos obtenidos por sensores remotos,

% operaciones con tarjetas de crédito,

% busquedas en internet,

% compras en supermercados.



1.2. OBJETIVO

Estos datos son huellas o rastros que dejamos en nuestro cotidiano accionar.

Estas gigantescas bases de datos, plantean un nuevo escenario que nos conduce
a preguntarnos mas que el qué, el por qué de las cosas. El valor de la informacién
no reside en los datos concretos, sino en la forma de correlacionarlos para descubrir
patrones y estructuras ocultas. El desafio es tolerar la imprecisidn, la confusién, “aceptar
el desorden natural del mundo”, a cambio de “un sentido més completo de la realidad”.
La herramienta para ello es la mineria de los datos.

1.2 Objetivo

El data mining forma parte de un proceso conocido como “descubrimiento de conoci-
miento a partir de los datos” (KDD: Knowledge Discovery in Databases). El objetivo es
extraer informacidn de una gran base de datos, sin disponer de conocimiento previo para
construir patrones y/o relaciones sistematicas de valor, asi como anomalias.

Las soluciones que aporta la mineria de datos se basan en la implementacién, me-
diante programacion, de interfases de uso general y algoritmos propios. Estos posibilitan
una exploracion y organizacion eficiente de la informacidn. Dichos algoritmos apoyan la
identificacidén de regularidades para quienes deben tomar decisiones.

En esta disciplina confluyen técnicas provenientes de diferentes areas como:
% bases de datos y Computacion,

# aprendizaje automatico,

% visualizacion,

# inteligencia artificial,

% Estadistica,

% aprendizaje de maquina incluyendo redes neuronales,

% procesamiento de imagenes.



1.3. ASPECTOS A CONSIDERAR EN LA PREPARACION DE LOS DATOS

Almacenamiento de
cantidades ingentes
de informacién.

El analisis en
“tiempo real”
del conjunto.

de trabajar con

Tecnologia capaz
diversidad de datos.

1.3 Aspectos a considerar en la preparacion de los datos

Al analizarse una gran base de datos es importante considerar cuestiones de diversa
indole, tales como:

% objetivos del analisis,

% disponibilidad de medios para resolver el problema,
% estructura y preparacion de los datos,

s costos insumidos por el estudio

% necesidad de interpretacion de resultados,

% redaccidén de un informe que incluya los alcances de las conclusiones y sea com-
prensible para todos los interesados.

1.4 Dominios de aplicacion

Entre los diversos dominios de aplicacion que han surgido en data mining, encontramos:
% analisis y procesamiento de imagenes y sefales,
% analisis multidimensional de procesos,
% andlisis de datos textuales,
s web mining,

#% deteccion de fraudes,



1.5. SOFTWARE DISPONIBLE
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bioinformatica.

Se generaron nuevos desafios que demandan la creacion de herramientas especi-
ficas para este contexto. En el marco de las respuestas a estos desafios han surgido
nuevos productos de software para el manejo de grandes cantidades de datos.

1.5 Software disponible

Entre las multiples ofertas de software para data mining podemos citar las siguientes:
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SAS Enterprise Miner desarrollado por la empresa multinacional SAS Corporation
con sede en Cary, Carolina del Norte, Estados Unidos, permite crear modelos pre-
dictivos y descriptivos para grandes volumenes de datos.

R es un entorno y lenguaje de programacion libre con un enfoque al andlisis estadis-
tico, nacido como una reimplementacién de software libre del lenguaje S, adicionado
con soporte para alcance estatico.

Phyton es un lenguaje de programacion interpretado cuya filosofia hace hincapié en
una sintaxis que favorezca un codigo legible, siendo un lenguaje multiparadigma,
debido a que soporta orientacién a objetos, programacién imperativa y progra-
macion funcional.

Statistica Data Miner, desarrollado por Dell, provee un completo y exhaustivo con-
junto de paquetes para la manipulacion y analisis de datos.

SPSS Clementine es una aplicacion de software de andlisis de texto y mineria de
datos de IBM, que se utiliza para construir modelos predictivos y realizar otras ta-
reas analiticas, con una interfaz visual que permite aprovechar estos algoritmos sin
programacion.

T (Textual) aplikcado al analisis de datos simbdlicos.

ISL Decision Systems, es un producto que convierte datos en decisiones de nego-
cios, cuyas ultimas aplicaciones incluyen deteccién de fraude, fidelidad de la clien-
tela, andlisis de ventas, segmentacion directa por correo y prediccion de audiencia
televisiva.

Salford Systems se especializa en el estado del arte de la tecnologia de aprendizaje
por maquina disenado para asistir a cientificos en todos los aspectos del desarrollo
de modelos predictivos.

MineSet, desarrollado por Silicon Graphics, ofrece herramientas para analizar, mi-
nary visualizar datos.

WEKA es un software libre desarrollado en Java que consiste de una coleccion de
algoritmos de aprendizaje de maquina para tareas de data mining.
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i SODAS (Symbolic Official Data Analysis System) es un software modular software
en el cual cada método estadistico es manipulado como un icono y los iconos son
enlazados en una cadena.

s IBM Intelligent Miner es un conjunto que consta de productos para el modelado,
evaluacion y visualizacion de mineria inteligente.

% SPAD (Systéme Portable pour I'Analyse de Données), permite implementar una
estrategia de analisis adecuada al tratamiento exploratorio multivariado de grandes
tablas de datos.

1.6 Estadistica versus data mining

En la Tabla 1.1 se muestran algunas diferencias entre los campos de la Estadistica
(clasica) y de la Mineria de datos.

Andlisis estadistico Data mining
Procedimiento hipotético deductivo Procedimiento inductivo
Técnicas confirmatorias Técnicas exploratorias
Supuestos iniciales Sin supuestos iniciales

Herramientas informaticas opcionales Difusidn entre especialistas en Computacién

Tabla 1.1: Comparacién de caracteristicas

1.7 Nueva terminologia

Algunos de los términos que mencionaremos a continuacion, forman parte del lenguaje
de trabajo de esta disciplina.

M2M: Machine to Machine

M2M o maquina a maquina es un concepto genérico que se refiere al intercambio
de informaciéon o comunicacion en formato de datos entre dos maquinas remotas [25].
Los sistemas M2M permiten a las empresas disponer de infraestructuras y servicios mas
inteligentes, agiles y eficientes, dado que estos sistemas facilitan el control de fraudes,
la reduccion de costos, el ahorro de tiempo y el monitoreo en tiempo real del negocio.
Actualmente se utiliza, entre otras muchas aplicaciones, en:

# gestion de flotas,
% alarmas domésticas,
% contadores de agua, gas o electricidad,

#% telemantenimiento de ascensores,
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% estaciones meteorologicas,
#% terminal punto de venta,

% maquinas vending.

loT: Internet of Things

El término loT o internet de las cosas, fue acufado en 1999 por el investigador
britdnico Kevin Ashton [4] y se refiere a la interconexion digital de objetos cotidianos
mediante internet. Ashton por aquellos anos trabajaba en el Massachusetts Institute of
Technology (MIT) como cofundador y director ejecutivo del Centro de Auto-ID desarro-
llando un sistema de sensores e identificadores de radio frecuencia (RFID).

El primer dispositivo ‘conectado’ fue una maquina de Coca-Cola en la Universidad
Carnegie a principios de 1980. Los programadores podian conectarse a la maquina a
través de internet, comprobando el estado de la maquina y determinando si habia o no
habia una bebida fria antes de decidirse a hacer el viaje a la maquina.

Inicialmente, el término internet de las cosas se usaba denotando una conexién avan-
zada de dispositivos, sistemas y servicios que trasciende el tradicional M2M y abar-
caba una amplia variedad de dominios y aplicaciones. Actualmente, todos los aparatos
domésticos comunes pueden ser modificados para trabajar en un sistema loT. Por lo
tanto, no debemos preocuparnos si tenemos adaptadores de redes Wi-Fi, sensores de
movimiento, camaras, micr6fonos u otros instrumentos como basculas inalambricas y
monitores de presion arterial inalambricos o los nuevos dispositivos usables (wearables
en inglés) como gafas, relojes inteligentes ya que todos se pueden conectar a la internet
de las cosas.

WoT: Web of Things

El término WoT o red de las cosas se refiere a los enfoques, estilos arquitectdnicos
de software y patrones de programacion que permiten que objetos del mundo real formen
parte de la World Wide Web. Su principal objetivo es el modo de conectar objetos en
red [22].

Cosas es un término de sentido amplio que alude a los objetos fisicos, pero también
a objetos etiquetados como cédigos de barra, redes de sensores inaldmbricos, maquinas
o productos electrdnicos de consumo.

La Web of Things proporciona una capa de aplicacion que simplifica la creacién de
aplicaciones de IoT.

lIoE: Internet of Everything

El término IoE o internet del todo tiene un sentido amplio y alude a la conexion
inteligente entre la gente, los dispositivos, los datos en proceso y las cosas [36]. Es una
filosofia en la que el futuro de la tecnologia se compone de muchos tipos diferentes de
dispositivos y elementos conectados a internet global.
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IoE describe un mundo de millones de objetos con sensores que detectan y evaluan
su estado. Todos estan conectados a través de redes publicas o privadas utilizando
diversos protocolos.

Los expertos sostienen que Internet of Everything reinventara las industrias en tres
niveles: proceso de negocio, modelo de negocio y momento de negocio.
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Capitulo 2

Introduccion al analisis de datos

La Estadistica es una ciencia que
demuestra que si mi vecino tiene
dos autos y yo ninguno, los dos
tenemos uno.

— George Bernad Shaw

2.1 Variables: niveles de medicion

El analisis descriptivo es el paso inicial generalmente recomendado para comprender la
estructura de los datos disponibles y la extraccion de la informacién relevante para el
analisis.

Describir cualquier situacion real, por ejemplo, las caracteristicas fisicas de una raza
de vacas, la situacion financiera de una empresa, las particularidades de la produccion de
una planta, requiere tener en cuenta simultdneamente el comportamiento y la interacciéon
entre las variables.

Las variables pueden ser, segun su nivel de medicién:

% Categoricas o cualitativas: Las distintas modalidades que adoptan estas variables
sOlo se distinguen por ser diferentes, no se puede establecer un ordenamiento entre
ellos. Son ejemplos de estas variables: color de cabello, tipo de auto, sexo.

% Cuasicuantitativas u ordinales: En estas variables, si bien se puede ordenar las
modalidades que adopta, no se puede establecer una distancia entre ellas. Por
ejemplo: calificaciéon de examen (A, B, C, D y E), estadio de una enfermedad (I, II,
o V).

% Cuantitativas discretas: Estas variables toman valores numéricos siendo que en-
tre dos valores consecutivos de las mismas no existen valores intermedios. Pueden
tomar un conjunto a lo sumo numerable de valores, vinculandose generalmente al
proceso de contar. Son ejemplos de estas variables: cantidad de hijos, cantidad de
materias aprobadas, dinero en una billetera.
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# Cuantitativas continuas: Estas variables también toman valores numéricos, pero
entre dos valores de la variable existen infinitos valores intermedios, asociandose
generalmente al proceso de medir. Son ejemplos de estas variables: peso, edad,
duraciéon de un llamado.

Existen otras formas de medicion, asociadas generalmente a la subjetividad del indi-
viduo.

Por ejemplo las escalas analdgicas o visuales que se utilizan en muchas ocasiones
para que el paciente indique el grado de alguna variable “de nivel subjetivo” como dolor,
bienestar, agrado, acuerdo-desacuerdo o sensaciones en general. Un ejemplo de ello es
el tratamiento del dolor, ver Figura 2.1. A los pacientes se les suele pedir que indiquen
en una linea entre 0 y 10 que une los extremos sin dolor y dolor intolerable, cual es su
posicion.

Sindolor  F-------------omm-ooo '| Dolor intorelable

Figura 2.1: Escala visual

Estas escalas son Utiles para evaluar la progresién de un mismo individuo pero debe
tenerse en cuenta el caracter subjetivo de esta escala a la hora de intentar comparar
entre individuos.

Otro ejemplo podria ser el estudio de la satisfaccion de los clientes con algun servicio
en particular previa y posterior a alguna mejora o actualizacion de dicho servicio.

Es usual que el método de andlisis de este tipo de variables esté basado en rangos
de scores.

2.1.1 Presentacion de los datos

Una vez definida la base de datos con toda la informacion disponible, es necesario or-
denarla y organizarla, a fin de facilitar su comprension e interpretacion. El analisis sobre
los datos crudos, puede resultar inabordable.

Surge naturalmente la siguiente pregunta:
¢ Como convendria entonces organizar la informacion?

Si se desea analizar una sola variable, el paso inicial mas sencillo es confeccionar
una tabla denominada distribucion de frecuencias; que tiene un aspecto particular para
cada tipo de variable de las consideradas.
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1. Para datos cualitativos:
Las clases se definen segun el interés de la investigacion.
Se cuenta la cantidad de observaciones de cada clase. A dicha cantidad se la
conoce como frecuencia absoluta observada.

Ejemplo 2.1. Estudiamos los tipos de autos vendidos en una concesionaria de
Capital Federal durante el mes pasado.

https://flic.kr/p/bx4ulH

Para ello, se contruye una distribucion de frecuencias donde a cada categoria o
modalidad de la variable se le asigna su frecuencia absoluta; es decir, el nUmero
de veces que se ha registrado dicha categoria en la muestra de observaciones.

Modelo Frecuencia

Utilitario 6
Familiar 10
Cupé 7
Camioneta 12
Sedan 17

Tabla 2.1: Ejemplo de distribucién de frecuencias

2. Para datos cuantitativos:

% En el caso de variables discretas, las modalidades quedan definidas por los
valores del recorrido de la variable.

# En el caso de variables continuas, es necesario definir intervalos que cubran
el recorrido de la variable en estudio, denominados “intervalos de clase”.

% En ambos casos, se registra la frecuencia absoluta de cada modalidad (canti-
dad de observaciones en ella) o de cada intervalo (cantidad de observaciones
dentro del rango del intervalo definido).


https://flic.kr/p/bx4uHH
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Ejemplo 2.2. Estudiamos ahora la evolucion de las ventas de vehiculos de alta
gama, en la misma sucursal durante los ultimos 24 meses.

Alta gama Meses
1

A~ NWN

2
3
4
5

Tabla 2.2: Ejemplo de variable discreta

La Tabla 2.2 indica que en 7 de los meses observados se han vendido 3 vehiculos
de alta gama, 8 meses en los que se han vendido 5 vehiculos de alta gama, etc.

Ejemplo 2.3. Estamos interesados en investigar la cantidad de proteinas en gramos
consumidas por dia per capita para una muestra de habitantes de distintos partidos
del Gran Buenos Aires.

Intervalo de clase f; (frec. absoluta)

[7,9) 6
[9,11) 10
[11,13) 4
[13,15) 7
[15,17) 5

Tabla 2.3: Ejemplo de frecuencias absolutas

La Tabla 2.3 informa, por ejemplo, que 4 individuos consumieron entre 11 y 13
gramos de proteinas por dia. Pero no nos da una idea de la concentracion de nues-
tra poblacion de interés en dicha categoria. Por este motivo, es usual incorporar las
frecuencias porcentuales en estas tablas.

Para calcular las frecuencias porcentuales, es necesario recordar que la suma de
las frecuencias observadas en las m modalidades de la variable f;, con 1 <i < m,
es igual a la cantidad total de observaciones n, registradas en las mismas de la
variable; es decir, se tiene que f1 + fo+ -+ + f, = n.

La frecuencia relativa se calcula dividiendo la frecuencia absoluta por la cantidad
total de observaciones f;/n y la frecuencia porcentual f,, se obtiene multiplicando
estos resultados por 100. Asi, por ejemplo, la frecuencia relativa de la clase [11,13)
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resulta 4/32 = 0.125 y su frecuencia porcentual es 12.5%. Repitiendo este procedi-
miento para todos los intervalos de clase obtenemos la distribucion de frecuencias
porcentuales o relativas dadas en la Tabla 2.4.

Intervalo de clase fo, (frec. porcentual)

[7,9) 18.75
[9,11) 31.25
[11,13) 12,5
[13,15) 21.88
[15,17) 15.62

Tabla 2.4: Ejemplo de frecuencias porcentuales

Ahora tenemos una idea de la magnitud de la frecuencia y podemos apreciar que la
mayoria de los individuos observados consumen entre 9 y 11 gramos de proteinas
por dia.

2.2 Medidas descriptivas univariadas

2.2.1 Medidas de tendencia central

Las medidas de tendencia central son resumenes estadisticos que pretenden representar
a un conjunto de valores con un solo valor. Definen, de alguna manera, el punto en torno
al cual se encuentra ubicado el conjunto de los datos. A continuacién presentamos los
ejemplos mas difundidos de medidas de tendencia central.

Media aritmética o promedio muestral: es el promedio de las observaciones regis-

tradas y se calcula a partir de un conjunto de datos dado {z1, x5, -- ,x,}, cOmo
1 n
T = — X
n 4

Propiedades

% Es de calculo sencillo.

% Se puede calcular sélo para escalas de medicién cuantitativas.

% Preserva la dependencia lineal; es decir, si y = ax + b entonces j = aZ + b.
# No puede aplicarse a datos censurados.

% Es muy sensible a la presencia de valores extremos (muy alejados del conjunto de
datos), vale decir que no es una medida robusta.
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Mediana: se define como un valor que divide a la distribucién ordenada en dos partes
iguales, cada una de las cuales contiene el 50% de las observaciones. Si la muestra
ordenada es: 2" < 2(? < ... <z, entonces la mediana es

2 (%)
T = x(%) —|—x(%+l)

2

si n es impar,

si n es par.

Propiedades
% Es de calculo sencillo.
% Se puede calcular para escalas de medicion al menos ordinales.

# Preserva la dependencia lineal; es decir, si y = ax + b entonces y = ax + b.

N

# No es sensible a la presencia de valores extremos, por lo que es una medida ro-
busta.

Moda: es la observacion de mayor frecuencia y suele notarse por Mo. No es una
medida muy estable, dado que una sola observacién puede cambiar el valor de la moda.
Ademas, puede no ser Unica, de hecho existen distribuciones bimodales o multimodales,
en cuyo caso no resulta una medida de tendencia central muy informativa.

Ejemplo 2.4. Presentamos varios casos para el calculo de las medidas previamente
definidas.
% Para los datos {12,12,15,18,23}, setieneque z =15, 7 =16y Mo = 12.

15+17
==

% Si los datos son {12,12,15,17,25,25}, entonces © =
existen dos modas Mo =12y Mo = 25.

16, * = 1767y

#% Las medidas para los datos de la Tabla 2.5 son 7 = 5 5 T=49y
Mo =1.
z;, fi F;
2 10 10
3 15 25
7 20 45
8 5 50

Tabla 2.5: Distribucion de frecuencias: caso 1
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% Las medidas correspondientes a los datos que se presentan en la Tabla 2.6 son

T=2% =6T~2486y Mo=6.

zs [: E;
1 10 10
5 14 24
6 21 45
8 4 49

Tabla 2.6: Distribucion de frecuencias: caso 2

Las terceras columnas de las Tablas 2.5 y 2.6 contienen las frecuencias absolutas
acumuladas F;, que resultan de la suma de todas las frecuencias absolutas de las cate-
gorias menores de la variable, simbdlicamente Fj, = S°F_, f.

Media a-podada: se define como el promedio de los datos centrales recortando el
a% de los valores mas grandes y el a% de los valores mas chicos. Se denota como z,,.
Esta medida tiene como posiciones extremas a la media aritmética y a la mediana que
se corresponden con a% = 0y a% = 50 respectivamente.

Ejemplo 2.5. Calculemos la media podada al 10% para los siguientes datos:

2-4-5-6-7-7-8-8-8-9-9-10—-13—-14—-14—-14—-15—-15—-15-25.

Sin considerar los numeros en negrita,

_ 54+46+7-24+8-3+9-24+10+13+14-3+15-2
To.10 = 16 =10.125.

2.2.2 Medidas de posicion o estadisticos de orden

Si bien hemos visto que la mediana es una medida de tendencia central, también puede
pensarse como un estadistico de orden, dado que se calcula en funcién de los datos
ordenados.

Recordemos que los datos ordenados de menor a mayor se denotan como z!) <
@ < ... < zM, Entonces (! es el valor minimo observado y (™ es el valor maximo
observado. Estos son dos casos particulares de estadisticos de orden.

Cuantiles: son ciertos valores del recorrido de la variable que permiten subdividir el
conjunto de datos en partes iguales, todas formadas por la misma cantidad de observa-
ciones. Los cuantiles pueden o no corresponder a valores observados. Los mas usados
son los cuartiles () que dividen las observaciones en cuatro partes iguales, los deciles



2.2. MEDIDAS DESCRIPTIVAS UNIVARIADAS

20

D que lo hacen en diez partes iguales y los percentiles P que lo hacen en 100 partes
iguales.

Cuartiles: cada una de las cuatro partes iguales en que dividen las observaciones
contiene un cuarto o 25% de la informacidén. Se denotan @, Q> y Q3 y se denominan
primer, segundo y tercer cuartil. Observemos que el segundo cuartil coincide con la
mediana.

2.2.3 Medidas de dispersion

Las medidas de dispersion indican la variabilidad de los datos. La mayoria cuantifica el
grado de concentracion de los datos alrededor de una medida de posicién. Presentare-
mos a continuacién las medidas de dispersion mas difundidas.

Rango muestral: se define como la diferencia entre el valor maximo y el valor minimo
de la muestra, es decir,
rg(z) = 2 — 2O,
Si bien es una medida de calculo sencillo, no resulta en general muy informativa. En la
Figura 2.3 se pueden apreciar tres conjuntos de datos con el mismo rango pero diferente

grado de concentracién alrededor del centro.

IR ey
e 2o 2]
D>

¢ @ <
e & e 0 ;?5
7 7 2 7

Figura 2.3: Variablidad y rango

Varianza Muestral: se define como el promedio de los cuadrados de las distancias
de las observaciones a la media muestral; es decir,

1
2 a2
sw—n_lg(:z:l z)°.

=1

Observacion: Algunos autores definen la varianza muestral usando como denomi-
nador n — 1 en lugar de n. El fundamento tedrico para esta expresion es que la varianza
muestral calculada de esta forma es un estimacion mas precisa de la varianza pobla-
cional, especialmente cuando n es pequeno.

Propiedades
#% Es de calculo sencillo.

% Se puede calcular sélo para variables cuantitativas.
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% Siy = ax + b, entonces SZ = a%s2.

xT

#% Las unidades de medicidn de la varianza son el cuadrado de las unidades de los
datos originales.

e

Es muy sensible a la presencia de valores extremos. No es una medida robusta.

e

¢ En los casos en que la media no resulta adecuada como medida de tendencia
central, tampoco la varianza lo es como medida de dispersion.

Desviacion estandar muestral: Se define como la raiz cuadrada de la varianza y
permite retornar a las unidades de medicion originales. En simbolos:

Sy = 4/ S2.

Coeficiente de variacion (CV): es una medida de dispersioén relativa porque mide la

proporcidn que representa el desvio estandar de la media aritmética. Se define como el

cociente entre el desvio estandar y el promedio muestral. Es usual que se exprese en

porcentaje, dado que es una medida de dispersion relativa, mientras que las anteriores
son medidas de dispersion absolutas.

Cuando se quiere comparar la dispersion de dos conjuntos de datos, si estos tienen
valores de media similares y comparten la unidad de medicién, basta con comparar las
desviaciones estandar respectivas. Sin embargo, si las unidades de medicion de ambos
conjuntos no son las mismas o los valores de la media son diferentes, no corresponde
utilizar las desviaciones estandar para comparar las dispersiones de ambos conjuntos.
Se usa entonces, el coeficiente de variacion.

Cuando por alguna de las causas que hemos mencionado, no resulta adecuada la
media como representacién de la tendencia central de nuestros datos, tampoco sera
adecuado informar la variabilidad utilizando varianza, desvio estandar o coeficiente de
variacion.

Analicemos algunas alternativas para estos casos.

Rango intercuartilico (RI): es un valor numérico que informa el rango del 50% de
los valores centrales del conjunto de datos. Se define como la diferencia entre el tercer
cuartil y el primero. Simbdlicamente:

RI = Q3 — Q1.

MAD: es la mediana de los desvios absolutos respecto de la mediana. La sigla
proviene del inglés Median Absolute Deviation.

Ejemplo 2.6. En el siguiente conjunto de observaciones {2,3,5,8,13,27}, es clara la

presencia de un valor muy alejado del conjunto de datos.
. 5+8
La medianaes 7 = % =6.5.

Los desvios respecto de la mediana resultan: —4.5, —3.5, —1.5,1.5,6.5, 20.5.
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Los valores absolutos de los desvios en orden creciente son: 1.5,1.5,3.5,4.5,6.5, 20.5.
35+45
=

Para hacer la MAD comparable con la desviacion estandar, se propone la normaliza-
cién de la misma

La mediana de los valores absolutos de los desvios es M AD = 4.

MAD(X
MADN(X) = 0.67i5 !

La justificacion de esta normalizacion es que en caso de normalidad coinciden el
desvio estandar y la MADN [35].

Para comprender el sentido de esta constante, consideremos Z ~ N(0,1) y notemos
por med(X) = X.

Por definicion,
MAD(Z) = med(|Z — med(Z)|)

y puesto que Z es una variable simétrica con media nula, med(Z) = 0. Luego, M AD(Z) =
med(|Z]). Sillamamos W = |Z|, entonces M AD(Z) = med(W).

Por otro lado, Fyy (w) = 2¢(w) — 1y buscamos w tal que F(w) = 0.5. En efecto,
Fy(w) = P(W < w) = P(|Z] <w) = ®(w) = ¢(-w) = (w) - [1 = ®(w)] = 2¢(w) — 1

Entonces F(w) = 2¢(w) — 1 = 0.5, por lo que ¢p(w) = 0.75y w = 0.6745.

Dadoque o(Z) =1y MAD(Z) = 0.6745, se desprende que

MAD(Z)

= ().6745.
(%)

Generalizando para cualquier distribucion gaussiana, si X ~ N(y;0),

X — 1 1
MAD ( ”) = “MAD(X — ) = ~MAD(X) = 0.6745
o ag

g

MAD(X)

g

y por lo tanto =~ (0.6745.

2.2.4 Otras medidas para caracterizar la distribucion

En esta seccion introducimos medidas de analisis estadistico.

Coeficiente de asimetria muestral de Fisher: es una medida que describe la asimetria
de la distribucion de los datos con respecto a la media muestral. Su expresién analitica

= IS (o~ )
skp(x) = S R
[Z?:l (z; — j)g]

[SI[e)
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MediaMediana Moda

Figura 2.4: Asimetria negativa o a izquierda

Media=Mediana=Moda

Figura 2.5: Simetria

Moda MedianaMedia

Figura 2.6: Asimetria positiva o a derecha

Cuando los datos proceden de una distribucion simétrica (Figura 2.5), como la dis-
tribucién normal, sk(x) =~ 0, la mediana coincide con la moda y el promedio muestral. Sin
embargo, como puede observarse en las Figuras 2.4 y 2.6), la media es ‘arrastrada’ ante
la presencia de valores extremos (muy grandes o muy chicos).
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Coeficiente de asimetria de Pearson: mide la asimetria cuantificando la separacién
entre la moda respecto de la desviacion estandar, siendo

T — Mo(x).

Sz

skp(z) =

Este coeficiente es menos usual dado que requiere que la distribucion sea unimodal.

Coeficiente de asimetria de Bowley: toma como referencia los cuartiles para deter-
minar si la distribucion es simétrica o no, focalizando en el 50% de los valores centrales
de la distribucion. Su expresion es

sk (1) = (3—@)+ (@ —@) @+a-—2T
a3 — q1 q3 — q1

Se utiliza en general cuando la media y el desvio estandar no son representativos del
conjunto de observaciones.

Coeficiente de curtosis muestral: es una medida que describe el grado de apun-
tamiento de una distribucion. También puede entenderse como una descripciéon del com-
portamiento de las colas de la distribucion de las observaciones. Una mayor curtosis no
implica una mayor varianza, ni viceversa. La expresion analitica para su célculo es:

k(z) = an:1 (z; — 7) N
> (o — 2]

Cuando los datos proceden de una distribucion simétrica, como la distribuciéon nor-
mal, k(z;) = 3. Las distribuciones leptocurticas tienen coeficientes superiores a 3 y las
platicurticas coeficientes menores a 3.

(a) Leptocutica (b) Mesocutica (c) Platicutica

Figura 2.7: Distintos tipos de curtosis
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2.2.5 Representacion grafica

Sobre el eje de las abscisas (eje horizontal) se representan las distintas categorias, va-
lores o intervalos de la variable en estudio. Sobre el eje las ordenadas (eje vertical) se
representan las frecuencias absolutas, las frecuencias relativas o las porcentuales.

En varios de los ejemplos que siguen utilizaremos una base de datos sobre indice de
masa corporal (IMC) infantil.

n,
Ty,
a l J e
/ il
/, /////////%; : " ﬂHmuu\wmnu;\;h\» s
ST ;
VA Mﬂ[ﬂ‘lwmzau "6 1

TP

70 7 7z 73 re 75 ze p 7l

P

https://flic.kr/p/FsKKYp

2.2.5.1 Diagrama circular

Es adecuado para representar la distribucién de variables cualitativas y cuasicuantitati-
vas. Permite visualizar la proporcidén captada por cada categoria de la variable.

El Cédigo 2.1 produce la Figura 2.9, mientras que el Cédigo 2.2 produce un diagrama
de tortas anidadas como se muestra en la Figura 2.10. Los datos para ambas figuras son
extraidos de https://goo.gl/Dpnx9Z.

library (plotrix) # Paquete para manipular dibujos
library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx

IMCinfantil=read_excel ("C:/.../IMCinfantil.xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar
attach (IMCinfantil) # Se pone la base en la memoria

frec.catpeso=table (CatPeso) # Calcula frecuencias de las categorias de peso
etiquetas=c("Deficiente", "Normal", "Obeso", "Con_sobrepeso") # Pone etiquetas

pie3D (frec .catpeso, labels=etiquetas, explode=0.5, labelcex=0.8, radius=2,
height=0.1, shade=0.7,

col=c("palegreen1", "paleturquoise", "plum2", "lightpink1"}))

# Produce un diagrama circular

Cadigo 2.1: Generacién de un diagrama circular


https://flic.kr/p/FsKKYp
https://goo.gl/Dpnx9Z
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—

Obeso

Figura 2.9: Diagrama circular con etiquetas

Fem
46.67 % - 42 ind.

Masc

33.33 % - 2ind.
Masc %-2in

53.33 % - 48 ind. Fem

66.67 % - 4 ind.

Masc
37.04 % - 10 ind.

Fem
62.96 % - 17 ind.

Fem
40.74 % - 11 ind.

Masc
59.26 % - 16 ind.

Figura 2.10: Diagrama de tortas anidadas
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library (readx!) # Permite leer archivos xlsx
library (dplyr) # Paquete para manipular datos
library (plotrix) # Paquete para manipular dibujos

CatPeso <— IMCinfantil %% pull (CatPeso) ¥%%

plyr ::mapvalues(c("D", "N", "OB", "SO"),

c("Deficiente", "Normal", "Obeso","Sobrepeso"))

# Cambia el nombre a campos categéricos de la variable CatPeso
SEXO <— IMCinfantil %% pull (SEXO) %%

plyr ::mapvalues(c("M", "F"), c("Masc", "Fem"))

# Cambia el nombre a campos categéricos de la variable SEXO

IMCinfantil$CatPeso=CatPeso
IMCinfantil $SEXO=SEXO

interior <— IMCinfantil %% group_by_ (.dots=c("CatPeso")) %%
tally () %%
mutate (porcent_abs=round(n/sum(n)*100, 2)) # Produce tabla del sector

exterior <— IMCinfantil %% group_by_(.dots=c("CatPeso","SEXQO")) %%
tally () %%

mutate (porcent_rel=round(n/sum(n)*«100, 2))%>%

ungroup () %%

mutate (porcent_abs=round(n/sum(n)*100, 2)) # Produce tabla del sector

porcent_abs_ext=exterior$porcent_abs
tabla=table (exterior$CatPeso)[order(unique(exterior$CatPeso))]

colores=c("palegreend4", "paleturquoise4", "palevioletred4", "salmon3")
col_int=rep_len(colores, length(int_data$CatPeso))

col_ext=lapply (Map(rep, colores[seq_along(tabla)], tabla),

function (porcent_abs_ext) {

al <— head(seq(0, 1, length.out=length(porcent_abs_ext)+2L)[-1L],—-1L)
Vectorize (adjustcolor)(porcent_abs_ext, alpha.f=al)})

# Establece los colores

plot.new() # Borra graficos anteriores

torta_ext=floating .pie(0.5,0.5, exterior$porcent_abs, radius=0.25,
border="gray45" ,col=unlist(col_ext))
torta_int=floating.pie(0.5,0.5, interior$porcent_abs, radius=0.2,
border="white" ,col=col_int) # Produce los diagramas de tortas

pie.labels (x=0.5, y=0.5, torta_ext, pasteO(exterior$SEXO, "\n",
exterior$porcent_rel, " % ", exterior$n, " ind."),

minangle=0.2, radius=0.27, cex=0.6, font=1)

pie.labels (x=0.5, y=0.5, torta_int, pasteO(interior$CatPeso, "\n",
interior$porcent_abs, " % ", interior$n, "_ind."),

minangle=0.2, radius=0.09, cex=0.6, font=1) # Etiqueta las regiones

IMCinfantil=read_excel ("C:/.../IMCinfantil.xlsx") # Importa datos de estudio

interior

exterior

Codigo 2.2: Generacién de un diagrama de tortas anidadas
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2.2.5.2 Grafico de barras

Un gréfico de barras es adecuado para representar variables cualitativas y aventaja al
diagrama circular pues que permite apreciar la distribucion conjunta de mas de una va-
riable.

A modo de ejemplo, exhibimos la Figura 2.11 producida por el Codigo 2.3. Los datos
son extraidos de https://goo.gl/Dpnx9Z.

60 80
|

Cantidad
40

20

o -

Deficiente Normal Obeso Con sobrepeso

Figura 2.11: Diagrama de barras

library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx

IMCinfantil=read_excel("C:/.../IMCinfantil.xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar
attach (IMCinfantil) # Se pone la base en la memoria

barplot(table (CatPeso), ylab=("Cantidad"),

names. arg=c("Deficiente", "Normal", "Obeso", "Con_sobrepeso"),
col=c("palegreen1", "paleturquoise", "plum2", "lightpink1"}))
# Produce un diagrama de barras

Caodigo 2.3: Generacién de un diagrama de barras


https://goo.gl/Dpnx9Z
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Barras superpuestas

Este tipo de grafico es util cuando queremos apreciar la distribucion en dos subcon-
juntos de individuos. A modo de ejemplo, la Figura 2.12 producida por el Codigo 2.4. Los
datos son extraidos de https://goo.gl/Dpnx9Z.

75-

SEXO

50 -
L

. |
1 1 1
N OB SO

Categoria de peso

25-

O-H

Figura 2.12: Diagrama de barras superpuestas

library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx
library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos

IMCinfantil=read_excel ("C:/.../IMCinfantil.xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar
attach (IMCinfantil) # Se pone la base en la memoria

datos=data.frame(table (SEXO, CatPeso)) # Arregla los datos

ggplot (data=datos, aes(x=CatPeso, y=Freq, fill=SEXO)) +
geom_bar(stat="identity", colour="blue") +

scale_fill_brewer(palette="Paired") +
xlab ("Categoria_de_peso") +
ylab ( nn )

# Produce un diagrama de barras superpuestas

Codigo 2.4: Generacién de un diagrama de barras superpuestas


https://goo.gl/Dpnx9Z
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Barras adyacentes

En este tipo de esquemas, las barras pueden estar en posicion vertical u horizontal.
En la Figura 2.13, generada por el Codigo 2.5, se muestra un ejemplo. Los datos son
extraidos de https://goo.gl/Dpnx9Z.

:

SO-
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o
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10 20 30 40 50

Figura 2.13: Diagrama de barras adyacentes

library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx
library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos

IMCinfantil=read_excel ("C:/.../IMCinfantil.xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar
attach (IMCinfantil) # Se pone la base en la memoria

datos=data.frame(table (SEXO, CatPeso)) # Arregla los datos
ggplot (data=datos, aes(x=CatPeso, y=Freq, fill=SEXO)) +

geom_bar(stat="identity", colour="blue", position="dodge") +
coord_flip () +

scale_fill_brewer(palette="Paired") +
xlab ("Categoria_de_peso") +
ylab ( nn )

# Produce un diagrama de barras adyacentes

Caodigo 2.5: Generacién de un diagrama de barras adyacentes


https://goo.gl/Dpnx9Z
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2.2.5.3 Grafico de bastones

Es adecuado para representar la distribucién de frecuencias de una variable discreta.
Mostramos como el Cédigo 2.6 genera la Figura 2.14.

Modelo=2010:2016 # Ingresa datos
Ventas=c(2,3,7,4,9,0,5) # Ingresa datos

plot (Modelo, Ventas, type="h", lty="solid", lwd=4,

col=c("palegreen1", "paleturquoise", "plum2", "lightpink1", "deepskyblue3",
"darkorchid2", "indianred1"))

# Produce un diagrama de bastones

Cadigo 2.6: Generacién de un diagrama de bastones

w p—
Lo p—
)]
8
g ¥
N p—
o °
| | | | | | |
2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016
Modelo

Figura 2.14: Diagrama de bastones

2.2.5.4 Histograma y poligono de frecuencias

Se utilizan histogramas para representar distribuciones de frecuencias correspondientes
a variables continuas.

El histograma es un método muy utilizado para presentar los datos. Muestra la forma
de la distribucion de los datos de la misma manera que la funcién de densidad muestra
las probabilidades. El rango de los valores de los datos es dividido en intervalos y se
grafica la cantidad o proporcion de observaciones que caen dentro de cada intervalo.

Uniendo los puntos medios de las bases superiores de los rectangulos del histograma
se construye un poligono de frecuencias. Si la longitud de las bases de los rectangulos
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se redujera indefinidamente, el poligono de frecuencias tenderia a la curva de densidad
de la distribucién.

Las Figuras 2.15 y 2.16 se obtienen mediante el Codigo 2.7. Los datos son extraidos
de https://goo.gl/Dpnx9Z.
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Figura 2.15: Histograma
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Figura 2.16: Poligono de frecuencias


https://goo.gl/Dpnx9Z
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library (readx!) # Permite leer archivos xlsx

IMCinfantil=read_excel ("C:/.../IMCinfantil.xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar
attach (IMCinfantil) # Se pone la base en la memoria

hist (PESO, col="paleturquoise3", border="royalblue", breaks=seq(0,85,5),
density=20, angle=70, ylab="", main="")
# Produce un histograma

pto.medio=seq(2.5,82.5,5) # Toma los puntos medios de las barras
alt.dens=hist (PESO, breaks=seq(0,85,5), plot=F)$counts

# Busca la altura de las barras

points (pto.medio, alt.dens, type="1", Ilwd=2, col="mediumslateblue")
# Agrega el poligono de frecuencias

Cadigo 2.7: Generacién de un histograma y su poligono de frecuencias

Ejemplo 2.7. Vamos a utilizar el data set iris enR.

https://flic.kr/p/9viUeF

Hay que tener en cuenta que el comando hist de R dibuja las frecuencias absolu-
tas. Sile agregamos el parametro opcional prob=TRUE, grafica las frecuencias relativas.
La Figura 2.18 (ver Cédigo 2.8) muestra tres histogramas del mismo conjunto de datos

utilizando diferente cantidad de intervalos.


https://flic.kr/p/9vfUeF
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par(mfrow=c(1,3)) # Permite realizar diagramas conjuntos

hist (iris$Sepal.Length, nclass=4, prob=TRUE, main="4_clases",
xlab="Longitud _,del_sépalo", ylab="Densidad",
col="lightsteelblue", border="lightsteelblue4")

hist(iris$Sepal.Length, nclass=30, prob=TRUE, main="30_clases",
xlab="Longitud _del_sépalo", ylab="Densidad",
col="lightsteelblue", border="lightsteelblue4")

hist (iris$Sepal.Length, breaks='FD’, prob=TRUE, main="Freedman—Diaconis",
xlab="Longitud_del_sépalo", ylab="Densidad",

col="lightsteelblue",

border="lightsteelblue4")

Caédigo 2.8: Generacidn de un histogramas variando la cantidad de clases
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Figura 2.18: Histogramas con distintos intervalos

El parametro nclass da una cantidad sugerida de clases para la funcién hist. Sila
cantidad de clases es excesiva el histograma resultante es muy irregular, mientras que si
la cantidad es escasa la forma del histograma esta sobresuavizada.

Entonces para mostrar la distribucién subyacente, la pregunta es:

¢ Como elegir la cantidad de los intervalos de clase para el histograma o bien el ancho
de los mismos?
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Varios autores propusieron respuestas alternativas a esta pregunta.

El numero de intervalos, %, sugerido por las siguientes tres reglas depende de la
cantidad n de datos. Las reglas proponen tomar la parte entera y son

# k= |10log(n) |, Dixon y Kronmal (1965),
# k= |2y/n], Velleman (1976),
% k= |1+ logy(n)|, Sturges (1926).

En la Figura 2.19 se muestra la comparacién entre las tres opciones.

60 -

N
o

Método
Dixon—Kronmal
= Sturges

Velleman

Cantidad de intervalos
N
o

0 100 200 300 400 500
Tamaro de la muestra

Figura 2.19: Comparacién de métodos para el computo de intervalos

Entre otras reglas que estiman el ancho de los intervalos de clase podemos men-
cionar:

% h, = 3.49sn~ /3, Scott (1979),
% h, = 2Rn~'/3, Freedman y Diaconis (1981),

donde s es la desviacion estandar de los datos y R es el rango intercuartil.

2.2.5.5 Boxplot o diagrama de caja

John Wilder Tukey (1915-2000) propuso este grafico para presentar datos numéricos,
apreciar caracteristicas importantes de la distribucién y comparar distintas distribuciones.
Est4 basado en las medidas de posicién. Es un gréfico de facil lectura.
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# Se dibuja un rectangulo o caja (box) cuyos extremos son los cuartiles primero y
tercero. Dentro de ella, se dibuja un segmento que corresponde a la mediana o
segundo cuartil.

s A partir de cada extremo, se dibuja un segmento o bigote (whisker), hasta el dato
mas alejado que esta, a lo sumo, a 1.5 veces Rl del extremo de la caja.

# Se denominan outliers moderados a los datos cuya distancia a uno de los extremos
de la caja es mayor que 1.5 veces el Rl y menor que 3 veces el RI. Mientras que los
outliers severos son los datos que estan a una distancia mayor a 3 veces el Rl de
uno de los extremos de la caja.

A partir de un boxplot se pueden apreciar los siguientes aspectos de la distribucién
de un conjunto de datos:

# posicion,
% dispersion,
¥ asimetria,

# puntos anémalos o outliers.

Los boxplots son especialmente utiles para comparar varios conjuntos de datos, pues
nos dan una rapida impresién visual de sus caracteristicas.

Datos atipicos, salvajes o outliers

Los datos recolectados poseen con frecuencia una o mas observaciones atipicas; es
decir datos alejados de alguna forma del patrén general del conjunto. La media y la va-
rianza muestrales son buenos resumenes estadisticos cuando no existen observaciones
atipicas o ouliers. Sin embargo, en presencia de estos datos salvajes, es conveniente
recurrir a medidas mas robustas.

La deteccidn de observaciones atipicas es importante, pues su presencia puede de-
terminar o influenciar fuertemente los resultados de un analisis estadistico clasico. Esto
ocurre porque muchas de las técnicas habitualmente usadas son muy sensibles a la pre-
sencia de este tipo de observaciones, especialmente en el caso de datos multivariados.

Los outliers deben ser cuidadosamente inspeccionados. En el caso en que no
haya evidencia de error y su valor sea posible, no deben ser eliminados. Pueden estar
alertando de anonalias de un tratamiento o patologia, conjuntos especiales de clientes,
etc.

La presencia de outliers puede indicar que la escala elegida no es la mas adecuada,
podemos tener una idea de cuan influyentes son los datos, en funcion de su alejamiento
del conjunto general.
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Ejemplo 2.8. Para la siguiente muestra con n = 13, tenemos los siguientes datos:
{14, 18, 24,26, 35, 39,43, 45, 56, 62, 68,92, 198}.

Para observar el tipo de distribucién en el boxplot, es decir, para ver si es simétrica
0 asimétrica, deben observarse: las distancias entre cuartiles, la posicién de la mediana
dentro de la caja y el tamano de los bigotes.

Se observa claramente que el valor 198 esta alejado del grupo de valores restantes,
por lo que 198 aparenta ser un valor atipico (outlier). Inspeccionaremos los datos para
confirmar esta hipétesis o no.

¢ Se trata de un outlier salvaje?

% T =43,
%’é Ql == 25,
% Qg = 65,

# R.I. = 65— 25 = 40,
# Q3+ 1.5-RI.=65+60 =125,
# Q1 —15-RI.=25—-60=—35,

% VAS = 92 es el valor adyacente superior; es decir, el mayor valor observado inferior
a 125 siendo el extremo superior del segundo bigote,

% VAI = 14 es el valor adyacente inferior; es decir, el menor valor observado superior
a —35 siendo el extremo inferior del primer bigote,

% Qs+ 3-RJI.=65+120 = 185,
% Q1 —3-RI=25—-120= —95,

% 198 > Q3 + 3 - R.1. por lo tanto es un outlier severo.
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En la Figura 2.20 podemos apreciar el aspecto del boxplot para distribuciones simétri-

casy

Observaciones

asimeétricas.

8- °

6 -
Tipo
E Simétrica

4 -

‘ E Asimétrica a derecha

E Asimétrica a izquierda

2 ‘

0- ‘ ‘

Simétrica Asimétrical a derecha Asimétrica a izquierda

Figura 2.20: Simetria en boxplots

Observaciones

%

Si la distribucion es simétrica, vemos que la Mediana esta ubicada en el centro de
la caja y que los bigotes tienen longitudes similares.

Si la distribucion presenta asimetria positiva (0 hacia la derecha), la Mediana se
ubica mas cerca del Q1, y/o el bigote inferior es de menor tamafno que el bigote
superior. Es probable que aparezcan valores atipicos altos.

Si la distribucién presenta asimetria negativa (o hacia la izquierda), se da la situacién
inversa de la anterior.

Otra forma usual para detectar datos atipicos es la Regla de los tres desvios. Se
define para una observacion z;, su transformacién:

Puesto que en una distribucion normal es muy baja la probabilidad P(|Z| > 3),
entonces se sefnala como outlier a los valores que superan a 3 en valor absoluto.
Es decir |t;| > 3.

Cuando hay varios outliers puede que la influencia de ellos se enmascare, es decir
que para ciertas medidas se compense el efecto de unos con el efecto de otros.
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2.2.5.6 Boxplots comparativos

La representacion gréafica conjunta de los boxplots correspondientes a las distribuciones
de una misma variable en distintos subconjuntos, permite comparar el comportamiento
de esta variable en cada uno de ellos.

Ejemplo 2.9. Se desea comparar las mediciones de varios laboratorios respecto del con-
tenido caldrico, en kcal, de cierto alimento balanceado. Se sabe que el verdadero valor
central del contenido cal6rico es de 4 kcal para las muestras seleccionadas. Los resulta-
dos de las mediciones arrojadas por cada uno de los laboratorios se han representado en
el boxplot comparativo de la Figura 2.22 generado por el Codigo 2.9 con datos extraidos
de https://goo.gl/SRAISR.

https://flic.kr/p/nTVq75

library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos
library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx

kcalab=read_excel ("C:/ ... /kcalab.xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar
datos=data.frame(kcalab) # Arregla los datos

ggplot(data=datos ,aes(y=kcal),colour=factor(Laboratorio)) +
+

geom_boxplot(aes(x=Laboratorio, fill=factor(Laboratorio)))

xlab ("") +

ylab("Calorias") +

theme (axis.text.x=element_blank (), axis.ticks=element_blank(),
axis.line=element_line (colour="royalblue", size=0.5, linetype="solid")) +
labs(fill="Laboratorio’) +

scale_fill_brewer(palette="BuPu")

# Produce un diagrama comparativo de boxplots

Cadigo 2.9: Generacién de un boxplot comparativo


https://goo.gl/SRd9SR
https://flic.kr/p/nTVq75
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Figura 2.22: Boxplots comparativos

Observaciones

o2

Los laboratorios 1 y 3 son los de mayor precision en sus mediciones.
Los laboratorios 3 y 6 presentan datos atipicos altos.

Todos los laboratorios, excepto el 1 y el 3, presentan asimetria en la distribucion de
sus mediciones.

El laboratorio 2 presenta una asimetria negativa en los valores centrales.
El laboratorio 7 presenta una asimetria positiva en los valores centrales.

Si se sabe que el verdadero contenido es de 4,00, el laboratorio que deberiamos
elegir es el 1, pues entre todos los laboratorios que tienen la mediana préxima al
verdadero valor, es el mas preciso (menor amplitud del diagrama).

Hasta aca hemos analizado como recopilar, organizar, resumir y representar infor-
macioén de un conjunto de datos respecto de una unica variable de interés. Aunque, en
rigor de verdad, nuestro objetivo nunca se centra en una sola variable, interesandonos
en general el comportamiento de un conjunto de variables.
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2.3 Informacion multivariada

La forma mas usual en la que se presenta un conjunto de datos multivariados es una
tabla donde se listan los valores de p variables observadas sobre n elementos.

Variable; --- Variable; --- Variable,
Individu01 Xl,l s Xl,j s Xl,p
Il’ldiVidUOi Xi,l cc e Xi,j s Xi,p
Individuo,, 2 e ey e am

Tabla 2.7: Modelo de base de datos

% Las variables aparecen en las columnas y son caracteristicas o atributos que toman
modalidades diferentes en los individuos de la poblacion. Interesa estudiar el com-
portamiento de este conjunto de variables en este conjunto de observaciones.

% Los individuos aparecen en las filas. Son los ejemplares o elementos sobre los
cuales se miden los atributos.

# Las tablas tendran entonces n filas y p columnas; siendo n el nimero de individuos
observados o unidades de analisis y p la cantidad de variables de interés sobre las
cuales basaremos nuestro analisis.

Los datos pueden ser acomodados en una matriz de la siguiente manera

Variables en columnas 3.
<
i1 Tiz 0 Tip o
c

x :L‘ ... :L‘

X — 21 T2 2 S
(0]
>

Tpl Tp2 - xnp ;—h
(/2]

Denotaremos a cada elemento genérico de esta matriz como z;;, que representa el
valor de la variable j observado sobre el individuo i (fila ¢, columna j).
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Ejemplo 2.10. Los datos de las galletitas se exhiben el la Tabla 2.8.

https://flic.kr/p/a6Hs83

Marca 1
Marca 2
Marca 3
Marca 4
Marca 5
Marca 6
Marca 7
Marca 8
Marca 9
Marca 10
Marca 11
Marca 12
Marca 13
Marca 14
Marca 15
Marca 16
Marca 17

439
466
445
478
464
463
438
418
423
444
407
437
410
493
424
462
421

65.0
57.0
69.0
67.0
70.0
66.0
69.0
69.0
70.0
73.0
70.0
60.0
56.7
60.0
65.0
55.0
63.0

11.0
10.0
11.0
5.6
6.3
7.1
11.0
6.3
6.8
9.0
6.0
6.7
6.3
7.6
11.0
11.0
11.0

15
22
14
21
18
19
13
13
13
13
12
18
18
24
13
22
14

574.00
828.00
12.00
363.00
263.00
136.00
431.00
201.00
241.00
375.00
106.70
76.67
66.70
1066.00
892.00
931.00
624.00

Tabla 2.8: Base de datos para las galletitas

En este ejemplo, con respecto a la matriz de datos, p = 5y n = 17. El valor x93 = 10
representa la cantidad en gramos de proteinas cada 100 g de la segunda de las marcas

elegidas; es decir, para las galletitas de la Marca 2 (segunda fila).


https://flic.kr/p/a6Hs83
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El andlisis de datos multivariantes tiene por objeto el estudio estadistico de varias
variables medidas en un subconjunto de elementos de una poblacién. La descripcion
de los datos multivariantes comprende el estudio de cada variable aisladamente y
también de las relaciones que quedan definidas entre ellas.

Para entender la complejidad del problema con el cual nos vamos a enfrentar, pense-
MOos que, en casos univariados, basta con estimar dos parametros para la variable:

% uno de centralidad (por ejemplo la media),
% uno de dispersion (por ejemplo la varianza).

En el caso de una poblacion p-variada; donde se han observado o medido p caracte-

(p—1)
2

risticas sobre cada individuo, se dispondra de p medias, p varianzas y P covarian-

zas (concepto que trataremos en detalle mas adelante).
Vale decir que, en lugar de estimar dos parametros debemos aproximar el valor de:

plp—1) _p*+3p

2
P 2

parametros.
En la Tabla 2.9 se puede apreciar como crece la cantidad de parametros a medida
que aumenta la cantidad de variables observadas sobre cada individuo.

Varibles Parametros a estimar

5
S
14
20
27
35
44
54
0 65

©o0o~NOoO Ok~ WN

—

Tabla 2.9: Cantidad de parametros en funcion de las variables

Ejemplo 2.11. En el Ejemplo 2.10 se tiene que p = 5, lo que implica estimar 20 pardme-
tros.
|
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2.3.1 Objetivos del analisis exploratorio

Algunos de los objetivos que se fijan en el andlisis exploratorio son los siguientes:

e

Conocer los datos.

2

Descubrir regularidades.

v

s Verificar la existencia de estructuras ocultas.
% Entender los patrones descubiertos.

% Resumir informacion.

s Hallar asociaciones de variables.

% Detectar anomalias.

Con estos propdsitos resultara de utilidad disponer de los datos de forma tal que
podamos observar y describir estos patrones.

Veremos a continuacién algunas otras formas de presentar y representar conjuntos
de datos multivariados.

2.3.1.1 Tabla de clasificacion cruzada

Se han tabulado las consideraciones respecto del consumo y de la garantia, que tienen
1441 clientes en el momento de decidir la compra de un auto 0 km. y en la Tabla 2.10 se
presenta la distribucién conjunta de estas dos variables.

Se tuvo en cuenta el consumo

NO SI  TOTAL

NO 258 280 538
Se tuvo en cuenta la garantia Sl 184 719 903
TOTAL 442 999 1441

Tabla 2.10: Consideraciones para la compra de un auto

Cada una de ellas tiene dos niveles, por lo cual la tabla tiene dos filas y dos columnas,
sin considerar la fila y la columna de totales.

Cuando las dos variables consideradas son categoéricas, una representacion ade-
cuada es el grafico de mosaicos.
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2.3.1.2 Grafico de mosaicos

Se utiliza para representar distribuciones conjuntas multivariadas.

En la Figura 2.24 de mosaicos, producida mediante el Codigo 2.10, se representan
los datos de la Tabla 2.10 que indica las consideraciones tomadas antes de comprar un
auto.

gar.no=c(258, 280) # Carga de datos
gar.si=c(184, 719)

mat=rbind (gar.no, gar.si) # Combina datos

colnames (mat)=c("No_considera_consumo", "Considera_consumo")
# Pone nombre a las columnas
rownames (mat)=c("No_considera,_garantia", "Considera_garantia")

# Pone nombre a las filas

mosaicplot(mat, col=c("skyblue","royalblue"), cex.axis=0.8, main="")
# Produce un diagrama de mosaicos

Codigo 2.10: Generacién de un diagrama de mosaicos

No considera garantia Considera garantia

No considera consumo

Considera consumo

Figura 2.24: Diagrama de mosaicos

En la Figura 2.24 se aprecia que es menor la proporcion de compradores que han
tenido en cuenta el consumo entre los que consideraron la garantia que entre los que no
han tenido en cuenta la garantia, en el momento de decidir la compra.
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2.3.1.3 Diagrama de dispersion

Vamos a utilizar el conjunto de datos mtcars en R, donde se han medido caracteristicas de
consumo, cilindradas, peso, numero de carburadores y trasmision en diferentes modelos
de autos. Con el Codigo 2.11 generamos el diagrama de dispersién de la Figura 2.25.

library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos
mtcars$cilind=factor (mtcars$cyl) # Declara las cilindradas como factor

ggplot(mtcars, aes(wt, mpg)) +
geom_point(aes(colour=cilind))
xlab ("Peso") +

ylab (" Millas _por_galén") +
labs (colour="Cilindrada )

# Produce un diagrama de dispersion

+

Millas por galon

35-

30-

25-

20~

15-

10-

Cadigo 2.11: Generacién de un diagrama de dispersion

Cilindrada
4
o %o O ® 6
[ ] ° 8
&
2 3 4 5
Peso

Figura 2.25: Diagrama de dispersion para tres poblaciones

En la Figura 2.25 se han representado tres variables y podemos apreciar simultanea-
mente:

Y
TR

ﬁk

=

;\r‘ﬁ

%

%

N

Caracteristicas individuales de la variable ‘Peso’.
Caracteristicas individuales de la variable ‘Millas por galén’.
Posicionamiento de los grupos definidos por las cilindradas respecto de ambas.

Posicionamiento relativo de los grupos.
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% Relacion entre variables cuantitativas por grupo definido por las cilindradas y en
general.

2.3.1.4 Dispersograma

Cuando sobre un conjunto de individuos se han medido varias variables cuantitativas,
puede resultar de interés visualizar si existe vinculacion entre pares de estas variables.
Para esta visualizacién es muy util el dispersograma.

Utilizamos nuevamente el conjunto de datos disponibles en https://goo.gl/Dpnx9Z
y, mediante el Codigo 2.12, generamos el dispersograma de la Figura 2.26.

library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx

IMCinfantil=read_excel ("C:/.../IMCinfantil.xlsx")

# Importa la base con la cual se va a trabajar

attach (IMCinfantil) # Se pone la base en la memoria
SEX=4x (SEXO=="F")+5 % (SEXO=="M")

#define una variable cuantitativa para el factor SEXO
base . nifos=data.frame (EDAD, PESO, TALLA, IMC, CC)

# Arma una sub—base con variables numéricas

pairs (base.nifios, pch=19, cex=0.8, col=SEX)

# Produce un diagrama de dispersion de a pares

Codigo 2.12: Generacién de un dispersograma

20 50 80 5 2
EDAD] [ | 11" ] (% ] [@® °
:i_u_:'u PESO| [ s%8°] g™ | |
hatdef] [ ] [TALLA| [gfter | [
=TI :288¢] | IMC | g
re o] Lyater] L) 00 E
6 8 10 11 14 17 50 70 90

Figura 2.26: Dispersograma

En el dispersograma de la Figura 2.26 se aprecia la variacion conjunta de cada par
de variables de la base, en general y por sexo (azul corresponde a mujeres y celeste a
varones).


https://goo.gl/Dpnx9Z
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2.3.1.5 Grafico de coordenadas paralelas

Los graficos de coordenadas paralelas son una alternativa para la visualizacion datos
multidimensionales.

s En lugar de usar ejes perpendiculares (z, y, z) se utilizan ejes paralelos.

% Cada atributo es representado en uno de estos ejes paralelos con sus respectivos
valores.

% Se escalan los valores de los distintos atributos para que la representacion de los
mismos tenga la misma altura.

% Cada individuo se representa mediante una linea que une los puntos que le corres-
ponden en los distintos ejes.

% De esta forma, se puede apreciar la similitud de las observaciones.

# También puede compararse la forma de distintos subgrupos o definir patrones, re-
alizando el gréfico con diferentes colores para cada subgrupo.

Con los datos Iris de R, construimos la Figura 2.27 mediante el Codigo 2.13.

library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos
library (GGally) # Paquete que extiende funciones de ggplot2

ggparcoord (data=iris , columns=1:4, mapping=aes(color=as.factor (Species))) +

scale_color_discrete ("Especies", labels=levels(iris$Species)) +
xlab("") +
ylab("") +

scale_x_discrete(limit=c("Sepal.Length", "Sepal.Width", "Petal.Length",
"Petal.Width"),

labels=c("Longitud _del_sépalo", "Ancho_del_sépalo",
"Longitud_del_pétalo", "Ancho_del _pétalo"))

# Produce diagrama de coordenadas paralelas

Caodigo 2.13: Generacién de un grafico de coordenadas paralelas
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Especies
—— setosa
— versicolor

—— virginica

Longitud del sépalo  Ancho del sépalo  Longitud del pétalo  Ancho del pétalo

Figura 2.27: Grafico de coordenadas paralelas

En la Figura 2.27 se puede apreciar que hay representadas tres especies, cada una
de ellas con un color distinto. La relacién entre longitud y ancho del sépalo es clara-
mente distinta en el grupo de ‘virginica’ y ‘versicolor’ respecto del grupo ‘setosa’. Una
apreciacion similar puede realizarse con respecto a los anchos del pétalo y el sépalo.

2.3.1.6 Grafico de perfiles multivariados

Se representan los valores medios 0 medianos de cada una de las variables observadas
en distintos individuos en las diferentes categorias en las que se clasifica a los grupos
o a los individuos. Esto permite comparar la posicion central de estas variables en los
distintos individuos o grupos definidos.

Con los datos de disponibles en https://goo.gl/yDmQE2 sobre ciertas caracteristicas
de diferentes tipos de galletitas, se construye la Figura 2.28 mediante el Codigo 2.14.
Se aprecia en la misma que la composicién nutricional media de las galletitas dulces y
saladas es similar en todas las variables estudiadas, excepto en el contenido de sodio.

library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos
library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx
library (reshape) # Paquete para reestructurar datos

galle=read_excel ("C:/.../galletitas.xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar

dulces=split(galle, galle$Tipo)$dulce # Agrupa las dulces

saladas=split (galle, galle$Tipo)$salada # Agrupa las saladas

med. dul=apply (dulces[,2:6], 2, mean) # Calcula las medias de las dulces
med. sal=apply (saladas[,2:6], 2, mean) # Calcula las medias de las saladas



https://goo.gl/yDmQE2
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data.plot=data.frame(group=c(1,2,3,4,5), valuel=med.dul+7, value2=med. sal)
melteddata = melt(data.plot, id = 'group’)
# Arregla datos para grafico

ggplot(melteddata, aes(x=group, y=value, colour=variable)) +
geom_line () +

xlab("Variables") +

ylab ("Medias") +

scale_x_discrete(limit=c("1", "2", "3", "4", "5"),

labels=c("Calorias", "Carbohidratos", "Proteinas", "Grasas", "Sodio")) +
labs (colour="Tipo’) +

scale_colour_manual(labels=c("Dulces", "Saladas"),

values=c("royalblue", "greend"))

Caodigo 2.14: Generacion de un grafico comparativo de perfiles

600 -

Tipo

— Saladas

Medias

— Dulces

200 -

Calérias Carbor;idratos Proléinas Gralsas Soldio
Variables

Figura 2.28: Gréfico de perfiles

2.3.1.7 Curvas de nivel

Las curvas de nivel unen puntos de igual cantidad de observaciones. De este modo, los
distintos colores ayudan a identificar regiones de mayor o menor densidad de observa-
ciones.

Mostramos el caso de la distribucién Normal Bivariada en las Figuras 2.29 y 2.30,
ambas fueron generadas mediante el Cédigo 2.15.
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Figura 2.29: Gréfico de la distribucién Normal Bivariada

Figura 2.30: Grafico de las curvas de nivel de la distribucion Normal Bivariada

fun=function(x,y) exp(—x"2—y”"2)
# Define la funcion de distribucién Normal Bivariada con ro=0

x=seq(—-3,3,0.1)
y=X
# Asigna valores a las variables

persp(x, y, outer(x,y,fun), theta=—15, phi=30, r=sqrt(3), d=3,
col="deepskybluel", xlab="x", ylab="y", zlab="2z")
# Produce un dibujo de la Normal Bivariada

filled.contour(outer(x,y,fun), axes=TRUE, frame.plot=FALSE,
color.palette=topo.colors, plot.axes=FALSE)
# Grafica las curvas de nivel de la Normal Bivariada

Cadigo 2.15: Generacién der curvas de nivel de la Normal Bivariada
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2.3.1.8 Graficos de estrellas

Cuando todas las variables consideradas son cuantitativas para poder detectar estruc-
turas similares, es adecuado el grafico de estrellas.

Queremos encontrar similitudes entre individuos o grupos del conjunto de datos con-
siderado. Con los datos del archivo mtcars de R, seleccionamos los primeros nueve
modelos de autos. Cada variable es representada con un radio de una estrella, la longi-
tud del radio esta dada por el valor de la variable en un individuo o bien por el promedio
de observaciones de esa variable en el grupo. Por ejemplo podriamos representar en
una estrella los autos familiares y en otra los utilitarios.

Mostramos un ejemplo de ello en la Figura 2.31, generada con el Cédigo 2.16.

autos=mtcars[1:9,] # Toma las primeras nueve marcas de la base
row.names(autos)=c("Mazda", "Mazda Wag", "Datsun", "Hornet D", "Hornet_S",
"Valiant", "Duster", "Merc_D", "Merc")

# Coloca etiquetas

stars (autos, full=F, cex=0.8, flip.labels=T, len=0.9, col.stars=cm.colors (9))
# Produce un diagrama de estrellas

Codigo 2.16: Generacién de un grafico de estrellas

En la Figura 2.31 se aprecia similitud en la estructura de los modelos Mazday Mazda
Wag, asi como también son similares los modelos Merc D y Merc.

Mazda Datsun
Hornet D ' Valiant
Hornet S
Merc D
Duster Merc

Figura 2.31: Grafico de estrellas
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2.3.1.9 Graficos de caras de Chernoff

Las caritas de Chernoff [10] son un método grafico mediante el cual ciertas caracteristi-
cas cuantitativas de un grupo de observaciones se asocian con datos fisicos de la cara
de una persona. Esto permite realizar un dibujo que representa dichas caracteristicas, y
visualizar facilmente similitudes y diferencias entre individuos, dado que estamos habitu-
ados a hacerlos con personas.

En la Figura 2.32, generada con el Cédigo 2.17 con datos extraidos de https://goo.
gl/yDmQE2, se muestran caras de Chernoff para ciertas marcas de galletitas saladas.
En la misma, se aprecian similitudes entre las marcas 8, 9 y 11 por un lado y entre las
marcas 5y 6 por otro.

library (tcltk2) # Paquete que permite hacer caras de Chernoff
library (aplpack) # Paquete que permite hacer caras de Chernoff
library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx

galle=read_excel ("C:/.../galletitas .xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar

saladas=split (galle, galle$Tipo)$salada # Agrupa las saladas
faces(saladas[,2:6], nrow.plot=2, ncol.plot=5, face.type=1,

labels=saladas$Marca)
# Produce un diagrama de caras de Chernoff

Codigo 2.17: Generacién de caras de Chernoff

Marcad Marcab Marca6 Marca8 Marca9
4 v a
MarcalO Marcall Marcal2 Marcal3

)
)
@

Figura 2.32: Gréfico de caras de Chernoff para galletitas saladas
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2.4 Medidas de posicion y dispersion en datos multiva-
riados

Un conjunto de p variables observadas sobre n individuos puede representarse mediante
una matriz X € R™*?, Definimos el vector de medias muestral como:

T = (21, %2,...,Tp) € RP
donde z; se refiere al promedio de la i-ésima variable (columna) observada; es decir, es

un vector formado por la media de cada una de las variables observadas.
Ademas, se define la matriz de varianzas y covarianzas muestral como:

5= %(X ~ X)X - X)

donde X es una matriz que en cada una de sus columnas tiene el promedio muestral de
la variable respectiva repetido tantas veces como individuos tiene el conjunto de obser-
vaciones.

La matriz &, de tamafio p X p, resulta ser simétrica y su diagonal principal esta formada
por las varianzas muestrales de cada una de las variables observadas; mientra que fuera
de su diagonal, se encuentran las covarianzas muestrales de cada par de variables.

2.4.1 Propiedades del vector de medias

Sean X,Y € R™P matrices que guardan los datos observados, y sean A, B € RP*F y
C € R™* matrices escalares, entonces:

% XA+C=XA+C.

% XA+YB=XA+YB.

2.4.2 Propiedades de la matriz de varianzas y covarianzas

# La matriz de covarianzas muestral es simétrica: X' = X, es decir que para todo i, j
se cumple que X;; = ¥j;.

~ 1 .
# Y =—-(X-1,7)4X — 1,%), siendo 1, el vector columna de n unos.
n

% ¥ estima a la matriz de varianzas y covarianzas poblacional, que también es simé-
trica, como ¥ = F[(X — L,p)"(X — L,p)] .

% La matriz de covarianzas (poblacional o muestral) es semidefinida positiva; es decir,
que todos sus autovalores son mayores o iguales a cero.

# SiY = XA+ B, Yy = A'Yx A, siendo A € RP** y B ¢ R™* matrices de escalares.
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Ejemplo 2.12. Vamos a buscar la matriz de covarianza muestral correspondiente al con-

10 4
junto de observaciones dadopor X = | 15 1
20 7
Tenemos que
1 15 4
= (15 4), X=1Llyag=(1](15 4)=| 15 4 y
1 15 4
[/ w004 15 4\ [/ 10 4 15 4
Y= — 15 1 — 15 4 15 1 — 15 4
20 7 15 4 20 7 15 4

<16.6 5)
5 6

_1(50 15)
3\ 15 18

2.5 Transformacion del conjunto de datos

En algunas ocasiones, para optimizar el andlisis de la informacion disponible, es conve-
niente realizar transformaciones a los datos. Las transformaciones pueden ser por filas o
por columnas, 0 sea por individuos o por variables, dependiendo de los objetivos de las
mismas.

Los objetivos mas usuales de estas transformaciones son:
% hacer comparables las magnitudes,
#% modificar la escala de medicion,

# satisfacer alguna propiedad estadistica.

2.5.1 Transformaciones por variables

Las transformaciones por variables se aplican con el objeto de hacer comparables los
valores asignados a los distintos individuos u objetos de analisis. Por ejemplo, cuando
un grupo de jueces deben evaluar un conjunto de individuos o productos, suele ocurrir
que algunos de ellos tengan tendencia a poner puntuaciones muy altas o muy bajas de
manera subjetiva, lo cual sesga el estudio. Para neutralizar estas diferencias se utilizan
transformaciones por filas tales como las que veremos a continuacién.



2.5. TRANSFORMACION DEL CONJUNTO DE DATOS

56

2.5.1.1 Variables aleatorias estandarizadas

Suele denominarse a la transformacion de estandarizado como z-scores o puntuaciones
Z, ya que tienen la caracteristica de tener media 0 y varianza 1. Las mismas se realizan
restando a las observaciones el valor medio muestral y dividiendo esta diferencia por el
desvios estandar muestral. Simbolicamente,

Tij — fj
Zijg = T ——

(2.1)

2
5j
Estas transformaciones tienen sentido en el caso en que la media y el desvio resulten
una buena representacion de la centralidad y la dispersidén respectivamente. En caso
contrario, pueden considerarse en forma alternativa la mediana y la desviacion intercuartil
o la mediana y el MAD.

2.5.2 Transformaciones por individuo

Se aplican con el objeto de hacer comparables los valores de los distintos individuos. En
el caso de varios jueces que evaluan un conjunto de individuos o productos. Se sabe que
un juez podria tener una tendencia a puntuaciones muy altas o0 muy bajas lo cual sesgaria
el estudio. Para neutralizar la influencia de esta tendencia, se realizan transformacionnes
por fila. Por ejemplo, la siguiente

r— . _
Slx > x,
Tmax —
T(x) =
r—2x . _
— Sl <=2
X — Tmin

La transformacion de las puntuaciones superiores a la media de cada juez resultaran
positivas, mientras que las que resulten inferiores a la media resultaran negativas. A las
puntuaciones superiores se las normaliza por la distancia entre la media y el maximo,
mientras que a las inferiores por la distancia entre la media y el minimo.
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2.6 Analisis multivariado

¢ En qué nos beneficia realizar el analisis conjunto de todas las variables?

Ejemplo 2.13. Consideremos un conjunto de cajas producidas por una maquina o un
operador. Si observamos el comportamiento de una sola variable, podemos detectar si
alguna observacién esta alejada de la mayor parte de los datos. Con los datos extraidos
de https://goo.gl/uWiltv) mediante el Codigo 2.18 generamos la Figura 2.34.

https://flic.kr/p/9qBNAs

library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos
library (dplyr) # Paquete para manipular datos
library (readxl) # Permite leer archivos xlsx

datos=read_excel ("C:/.../controlunivariado.xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar
attach (datos) # Se pone la base en la memoria

dat=datos %% group_by(Obs, Clase) # Reagrupa la base
exp_names <— c(‘A‘="Bajo_control", ‘B‘="Fuera_de_control",
‘C'="Fuera_de_control") # Cambia etiquetas

ggplot(dat, aes(x=Obs, y= Valor, group=Clase, colour=Clase)) +
facet_wrap(~Experimento, labeller=as_labeller (exp_names)) +
geom_point () +

geom_hline (yintercept=1, linetype="dashed") +

geom_hline (yintercept= 3, linetype="dashed") +

xlab ("Observaciones") +

ylab("") +
theme (legend. position="none") +
scale_color_manual(values=c("royalblue", "indianred3"))

# Produce un diagrama

Codigo 2.18: Generacién de un grafico de control univariado


https://goo.gl/uWiUtv
https://flic.kr/p/9qBNAs
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Figura 2.34: Crontrol univariado

En la Figura 2.34 podemos apreciar si el dato excede o esta por debajo de las especi-
ficaciones, pero no podremos apreciar si la forma es la adecuada o no.
[ |

El scatter plot o grafico de dispersion (ver Figura 2.35 y Codigo 2.19), nos permite
identificar variables que siguen el patrén general de interaccion pero se alejan del centro
de las variables. Asimismo permite identificar puntos que estan dentro del rango de
ambas variables pero la forma de su interaccion no es la forma general del grupo.

library (MASS)
# Paquete con funciones y bases de datos para la libreria de Venables y Ripley

dat=mvrnorm(n=60,c(10,5), cbind(c(0.7,0.5),¢c(0.5,0.4)), tol=1e—6,
empirical=FALSE, EISPACK=FALSE) # Genera los datos
datos=data.frame(dat) # Arregla los datos

ggplot(datos, aes(x=X1,y=X2)) +

geom_point(colour="royalblue") +

geom_point(aes(x=11.6,y=3.3), colour="indianred3") +

stat_ellipse (aes(x=X1, y=X2), colour="orchid3", type="norm") +
geom_hline (yintercept=3, linetype="dashed", colour="forestgreen") +
geom_hline(yintercept=7, linetype="dashed", colour="forestgreen") +
geom_vline (xintercept=8, linetype="dashed", colour="forestgreen") +
geom_vline (xintercept=12, linetype="dashed", colour="forestgreen") +
xlab("") +

ylab ("")

# Produce un diagrama

Codigo 2.19: Generacién de un grafico de control multivariado
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Figura 2.35: Control multivariado

Nos preguntamos ahora, ;qué podemos observar en el dispersograma 2.26?

s Cuales variables parecen asociadas.
s Cuales variables no parecen asociadas.
% Qué sentido se le encuentra a dichas asociaciones.

#% Qué fuerza se le encuentra a dichas asociaciones.

Sin embargo, deberiamos encontrar un modo de cuantificar estas apreciaciones, siendo
la covarianza muestral una forma posible.

2.6.1 Covarianza y Correlacion

Covarianza muestral

Es una medida de asociacion lineal entre dos variables. Se calcula sobre el conjunto
de observaciones z;;, mediante la siguiente formula:

n

1
sik = > (g — @) (@ — @)

j=1
La matriz de varianzas y covarianzas es de la forma
S11 S12 c Sin

S21 S22 Sop

Sp1 Sn2 " Snn
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donde
# s, > 0indica una asociacion lineal positiva entre los datos de las variables,
# s;, < 0indica una asociacion lineal negativa entre los datos de las variables,
% s; = 0 indica que no hay una asociacién lineal entre los datos de las variables.
Propiedades destacables de la covarianza
# Cov(X, X) =Var(X).
% Cov(Xy+ X2,Y) =Cov(X1,Y) + Cov(Xy,Y).

% Dados vectores aleatorios X e Y y matrices de constantes Ay B, se puede com-
probar que Cov(AX,BY) = ACov(X,Y) B'.

# La covarianza solo detecta asociacion lineal, mientras que otros tipos de asociacion
no son captadas por esta medida.

Ejemplo 2.14. Sean X e Y dos variables aleatorias tales que ux = 4, 0% = 2, siendo
Y = —2X + 3.
Utilizando propiedades de la varianza y de la esperanza matematica, tenemos que:

py = —2-4+3 = -5, 0L =4.2=8 y

Cov(X,Y) =Cov(X,-2X +3) = -2Cow(X,X) = -2Var(X)=-2-2=—4
Luego, si consideramos el vector aleatorio (X, Y’), por lo visto, la matriz de covarianzas

esta dada por
2 -4
E_<4 8>'

Es inmediato observar que el determinante de esta matriz es nulo; es decir, esta
matriz es singular.

¢ Por qué sucede esto?

Debido a que una de las variables es funcién lineal de la otra, el conjunto formado por
ambas resulta linealmente dependiente y, por lo tanto, el determinante es nulo.
[ |

El valor (magnitud) de la covarianza depende las unidades en que se miden las va-
riables. Este es un defecto que puede salvarse realizando una estandarizacion. De este
modo se obtiene una medida de la fuerza de la relacion que no depende de las unidades
de medicion. Dicho de otro modo,

Cov(aX 4+ b,cY +d) = acCov(X,Y) Ya,b,c,d € R
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Observacion: La varianza muestral es la covarianza muestral entre los datos de la
i-ésima variable con ella misma, algunas veces se denota como s;;.

A A A
® W ° . °
°
.o g .. ° . °
My My o My
ol ® ° ° o
e o L
o ©
Hx ~ px ® ~ -
(@) Cov(X,Y) >0 (b) Cov(X,Y) <0 () Cov(X,Y)=0

Figura 2.36: Signo de la covarianza

Correlacion muestral

Considerando las variables estandarizadas con la ecuacién 2.1, el coeficiente de co-
rrelacion lineal es una medida de asociacién lineal para las variables, definida como la
covarianza de los datos estandarizados. Para los datos de la i-ésima y k-ésima variable
se define como

- Sik
o=
‘ \/ Siin/ Skk
La matriz de correlacion muestral es de la forma
1 2 - Tin
7”21 1 .« e . 7”2
R = "
Th1 Tn2 - °° 1

Entonces, r;;, es la correlacion muestral entre Z; y Z;, columnas j y k de las variables
estandarizadas.

Tanto s;, como r;, son muy sensibles a la presencia de datos atipicos (outliers). En
presencia de datos atipicos sera recomendable utilizar otras medidas de asociacion.

Propiedades de la correlacion muestral
oG |7’1k| <1.
% Siry, = 1 significa que los datos yacen sobre una linea recta de pendiente positiva.

% Siry, = —1 significa que los datos yacen sobre una linea recta de pendiente nega-
tiva.

# Si 0 < ry < 1 significa que los datos se ubican alrededor de una linea recta de
pendiente positiva.
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% Si—1 < ry, < 0 significa que los datos se ubican alrededor de una linea recta de
pendiente negativa.

# Siry = 0 indica que no hay una asociacion lineal entre las dos variables.

Traza de una matriz

Llamamos traza de una matriz cuadrada a la suma de los elementos de la diagonal

principal. Simbdlicamente, si A € R™", tr(A) = Za,-,-.
=1

Siempre es posible calcular la traza de una matriz cuadrada. La traza es un numero
real, puede ser positivo, negativo o nulo. En el caso de las matrices de varianzas y
covarianzas, como en el caso de las matrices de correlacion, la traza es positiva.

23 ) entonces tr(A) =2+ 8 = 10.

Ejemplo 2.15. Si A = < 48

Traza de la matriz de varianzas y covarianzas

Debido a que en una matriz de covarianzas, la diagonal principal esta constituida por
las varianzas de las variables, que son valores mayores o iguales a cero, la traza de la
misma es no negativa. En este caso, la traza es la suma de las varianzas de las variables
consideradas en el conjunto de datos por lo cual indica de alguna forma la magnitud del
problema.

Traza de la matriz de correlaciones

En el caso de la matriz de correlaciones, la diagonal principal estd constituida por
unos, que representan las correlaciones de cada variable consigo misma. En este caso,
la traza es igual a la cantidad de variables involucradas en el problema. En el Ejem-
plo 2.15, tr(Corr(A)) = 1+ 1 = 2 variables.

Retomando el Ejemplo 2.14, la matriz de covarianzas es

E:(—Qzl _84>

1 -1
Corr = < 11 >
Luego, tr(¥) =2+8 =10y tr(Corr) =1+ 1= 2.
Correlogramas

y la matriz de correlacion es

Nos permiten visualizar la fuerza y el sentido de la correlacion entre un conjunto de
variables.

Con los datos disponibles en https://goo.gl/Dpnx9Z, y mediante el codigo 2.20, se
genera la Figura 2.37.


https://goo.gl/Dpnx9Z
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library (corrplot) # Paquete para representaciones graficas de matrices
library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx

IMCinfantil=read_excel("C:/ ... /IMCinfantil.xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar
attach (IMCinfantil) # Se pone la base en la memoria

base. nifos=data.frame (EDAD, PESO, TALLA, IMC, CC)

# Arma una sub—base con las variables numéricas de IMCinfantil

base . nifos$CC=max(base. ninos$CC)—base. nifos$CC

# Cambia la variable para que correlacione en forma negativa con las restantes
M=cor (base.nifios) # Calcula la matriz de correlaciodn

corrplot.mixed (M, lower="number", upper="shade", addshade="all")

# Produce un correlograma

Cadigo 2.20: Generacién de un correlograma

1

EDAD '/ 0.8
0.6

0.73 PESO 0.4
r0.2

0.84 0.87 | TALLA 0
—0.2
0.87 0.54 ~0.4
0.6
-0.64 | -0.92 | -0.73 | -0.88 CcC 0.8

Figura 2.37: Correlograma

En la Figura 2.37 se puede apreciar lo siguiente:
% El color azul indica correlacién positiva.
% El color rojo indica correlacién negativa.

% Cuanto mayor es la intensidad del color mas cercano a 1 en el caso positivoy a —1
en el caso negativo se encuentra el coeficiente de correlacion.

% Las variables EDAD, PESO, TALLA e IMC correlacionan positivamente entre si.
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# Todas las variables correlacionan negativamente con CC (que es una modificacion
de la variable original para lograr correlacién negativa).

% Es mas intensa la correlacién entre PESO y TALLA que entre EDAD y PESO.

% Es mas intensa la correlacion entre IMC y CC que entre EDAD y CC.

2.7 Alternativas robustas para posicion y escala

Las estadisticas robustas proponen métodos similares a los de la estadistica clasica,
pero que no se vean afectados por la presencia de observaciones atipicas (outliers en
inglés) u otras desviaciones de los supuestos de un modelo.

Por lo general las observaciones atipicas en bases grandes de datos no pueden ser
eficientemente detectadas analizando por separado cada variable. La deteccién resulta
mas eficiente estudiando el conjunto general de todas las variables.

Los outliers, en casos multivariados, pueden provocar dos tipos de efectos:

% El efecto de enmascaramiento se produce cuando un grupo de outliers esconden
a otro/s. Es decir, los outliers enmascarados se haran visibles cuando se elimine/n
el o los outliers que los esconden.

# El efecto de inundacién ocurre cuando una observacion sélo es outlier en presen-
cia de otra/s observacidn/es. Si se quitara/n la/s ultima/s, la primera dejaria de ser
outlier.

Distancia de Mahalanobis

Este concepto fue introducido por Mahalanobis [34] y se diferencia de la distancia
euclideana pues considera la correlacion entre las variables. Esta distancia es muy usada
en Estadistica Multivariada.

Precisamente, sean X e Y dos variables aleatorias pensadas como vectores columna
y con la misma distribucion de probabilidad. Si X es la matriz de covarianzas, se define
la distancia de Mahalanobis como

dn(X,Y) = /(X - Y)IE-L(X - V).

Vector de medianas

En [45] los autores proponen sustituir el vector de medias por un vector de medianas
y calcular la matriz de covarianza para el conjunto de las & observaciones con menor
distancia de Mahalanobis al vector de medianas.

Realizar una estimacion robusta de la matriz de covarianzas puede entenderse como
estimar la covarianza de una buena parte de los datos.
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MVE (Minimum Volume Ellipsoid) (Elipsoide de volumen minimo)

Este estimador se basa en la idea de buscar el elipsoide de menor volumen que
cubra m de las n observaciones. Puede ser calculado mediante un algoritmo de re-
muestreo [49].

Se ha demostrado que este estimador es eficiente, equivariante por transformaciones
afines y tiene un alto punto de ruptura. Esto lo convierte en un estimador robusto de
posicion y escala para datos multivariados.

Dado que se trata de un estimador de bajo sesgo; es decir, que la diferencia entre
la estimacién y el valor real del parametro de interés es pequena, resulta una buena
estrategia para la deteccion de valores atipicos multivariados [6].

MCD (Minimum Covariance Determinant) (Determinante de minima covarianza)

El objetivo a minimizar en este caso es el determinante de la matriz de covarianzas
de m observaciones de las n disponibles. Este estimador de posicion y dispersion mul-
tivariado robusto puede calcularse de manera eficiente con el algoritmo de FAST-MCD
propuesto por Rousseeuw y Van Driessen [44].

Puesto que la estimacidon de la matriz de covarianza es la base de muchos métodos
estadisticos multivariados, esta propuesta fue utilizada para desarrollar técnicas robustas
multivariadas.

Ejemplo 2.16. En el Cdédigo 2.21 se muestra como calcular los valores de los conceptos
previamente definidos utilizando el archivo stack.x de R.

library (MASS)

# Paquete con funciones y bases de datos para la libreria de Venables y Ripley
library (lattice) # Paquete para visaulizar datos

library (grid) # Paquete con un sistema para gréaficos

library (DMWR) # Paquete con funciones para data mining

covi=cov.rob(stack.x, method="mcd", nsamp="exact") # Calcula MCD
cov2=cov.rob(stack.x, method="mve", nsamp="best") # Calcula MVE
cov3=cov.rob(stack.x, method="classical", nsamp="best")

# Calcula la matriz de covarianzas cléasica

center1=apply(stack.x, 2, mean) # Calcula el vector de medias
center2=apply(stack.x, 2, median) # Calcula el vector de medianas

dcov1=0; dcov2=0; dcov3=0 # Inicializaciones

for(i in 1:21){

dcovi[i]=mahalanobis(stack.x[i,], covi$center, covi$cov, inverted=FALSE)
dcov2[i]=mahalanobis(stack.x[i,], cov2$center, cov2$cov, inverted=FALSE)
dcov3[i]=mahalanobis(stack.x[i,], cov3$center, cov3%cov, inverted=FALSE)

}

# Calcula distancias de Mahalanobis utilizando las distintas estimaciones
# de la matriz de covarianzas

round (cbind (dcovi1,dcov2,dcov3),2)

# Combina las tres distancias para observar el resultado
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distancias.outliers=lofactor (stack.x, k=5)
# Calcula las distancias teniendo en cuenta cinco vecinos

plot(density (distancias.outliers), col="royalblue", main=""
xlab="n=21,_5ancho_de_banda _=_,0.06518", ylab="Densidad")

# Dibuja la densidad estimada de las distancias de Mahalanobis de las
# observaciones

outliers=order(distancias.outliers , decreasing=T)[1:5]
# Arroja las observaciones correspondientes a las cinco distancias mayores
print(outliers)

Cadigo 2.21: Calculo en estadistica robusta

La Figura 2.38 muestra la densidad estimada de las distancias de Mahalanobis de las
observaciones realizadas.

Densidad
2
|

I T T T T T a
0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

n=21, ancho de banda = 0.06518

Figura 2.38: Deteccion multivariada de outliers

En la Tabla 2.11 se exhiben las distancias calculadas teniendo en cuenta cinco veci-
nos, mientras que en la Tabla 2.12 se muestran las distancias de Mahalanobis utilizando
las distintas estimaciones propuestas para la matriz de covarianzas. Se marcaron en
negrita los outliers encontrados teniendo en cuenta cinco vecinos.

1.785212 1.788115 1.670663 0.988912 0.986892 0.985768 1.006635
1.006635 0.986567 0.990893 1.019990 1.021364 1.028066 1.025351
1.169776 1.032410 1.314515 1.052058 1.048615 0.991374 1.410668

Tabla 2.11: Distancias entre outliers
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Observacion MVE MCD MCov
1 30.56 30.56 5.08
2 31.78 31.78 5.4
3 17.62 17.62 2.54
4 252 252 1.62
5 1.41  1.41 0.09
6 1.71 1.71 0.6
7 294 294 3.43
8 294 294 3.43
9 1.5 15 1.85
10 3.75 3.75 3.05
11 223 223 215
12 3.66 3.66 3.39
13 2.76 2.76 2.2
14 285 285 3.16
15 497 497 286
16 3.12 3.12 1.67
17 5.91 5.91 7.29
18 232 2.32 2.26
19 292 292 254
20 046 046 0.65
21 13.38 13.38 4.74

Tabla 2.12: Distancias de Mahalanobis
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2.8 Ejercitacion

Ejercicio 1. Transformaciones de datos

Seis candidatas son evaluadas para el puesto de recepcionista en una empresa, para
lo cual se las somete a dos entrevistas. En la primera de ellas, son evaluadas por el
responsable del Departamento de Recursos Humanos de la empresa, al cual denomina-
remos Juez 1, mientras que en la segunda son evaluadas por el responsable del area de
la cual van a depender, que llamaremos Juez 2. La asignacion de puntajes se basa en los
siguientes topicos: cordialidad, presencia y manejo de idiomas. Los puntajes asignados
independientemente por estos jueces se encuentran en la Tabla 2.13.

Juez 1 Juez 2

Candidatas Cordialidad Presencia Idioma Cordialidad Presencia Idioma

Mariana 80 90 70 60 78 80
Maia 80 90 60 65 90 65
Sabrina 90 60 50 70 60 50
Daniela 80 50 50 70 58 40
Alejandra 70 60 50 55 70 65
Carla 90 85 60 80 90 40

Tabla 2.13: Datos candidatas a recepcionistas

1. Calcular el promedio por juez de cada una de las aspirantes. ¢Cual de ellas selec-
cionaria cada uno de los jueces? ¢ Existe coincidencia?

2. Calcular el promedio de cada una de las aspirantes tomando en cuenta todos los
aspectos evaluados y ambos jueces.

3. Transformar las puntuaciones observadas de modo tal que cada una de las seis
variables tenga media 0 y dispersion 1. ;Cual es el objetivo de esta transformacion?

4. Transformar las puntuaciones de modo tal que cada candidata tenga para cada juez
media 0 y dispersion 1. ;Cual es el objetivo de esta transformacion?

5. Graficar los perfiles multivariados de cada una de las candidatas para ambas trans-
formaciones. ¢ Qué puede observarse?

Ejercicio 2. Tipos de variables resumenes
Se han registrado sobre 1500 individuos (ver https://goo.gl/ZcakZq), las siguientes
variables:

ID: numero de identificacion del registro de datos,

Nac.: indica la nacionalidad que puede ser Argentina, Brasilera, Canadiense, Uruguaya,
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Edad: cumplida en afos,

Sexo: Masculino (1) y Femenino (2),

Estatura: en metros,

Interés: de conexion, siendo chat (1), correo electrénico (2), buscadores (3), software

(4), musica (5), deportes (6) y otros (7),

Tiempo: tiempo promedio de uso promedio por dia en minutos,

Temp.: temperatura media anual de la zona de residencia,

Autos: cantidad de autos en la manzana de residencia,

Cig.:
1.

cantidad de cigarrillos consumida mientras se utiliza Internet.

Clasificar las variables de la base de datos y, para las que sean numéricas, construir
un grafico de coordenadas paralelas.

Construir la tabla de frecuencias de la variable Sexo. ¢Hay algun valor que pueda
llamar la atencién? ;Qué tipo de error podria ser?

Ordenar los datos por la variable Edad. ;Se encuentra algun valor extrano? ;Qué
tipo de error podria ser?

Construir la tabla de frecuencias de la variable Interés. ;Se encuentra algun valor
que pueda llamar la atencién? ;Qué tipo de error podria ser?

Proceder de forma similar para las variables Temperatura, Autos y Cigarrillos.

Eliminar de la base de datos aquellos valores que no son posibles y que probable-
mente corresponden a un error de tipeo. Detallar valores o registros que llamen la
atencién pero que no deban ser eliminados necesariamente.

¢, Para cuales de las variables tiene sentido calcular la media? ;Y la mediana?

¢, Cudles de las variables parecerian simétricas a partir de estos resumenes? Con-
firmar estas observaciones mediante un boxplot.

Calcular la desviacién intercuartil y detectar presencia de valores salvajes modera-
dos y severos.

Ejercicio 3. Gréficos univariados y multivariados
En la base de datos que se puede encontrar en https://goo.gl/FVqX22, se han
registrado para 49 gorriones las siguientes variables zoo métricas:

Largo: medida del largo total del ave,

Alas: extension alar del ave,
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Cabeza medida del largo del pico y la cabeza del ave,

Pata: medida del largo del humero del ave,

Cuerpo: medida del largo de la quilla del esternén del ave,

Sobrevida: indicando por 1 si el ave esté viva y por -1 si no lo esta.

1.
2.

Indicar en cada caso de qué tipo de variable se trata.
Confeccionar un informe univariado para cada variable.

Realizar un histograma, en el caso en que corresponda, ensayando el nimero de
intervalos que conviene utilizar en cada variable e indicando si se basa en algun
criterio.

Realizar un boxplot comparativo para cada una de estas variables, particionando
por el grupo definido por la supervivencia del ave. ¢Podria ser que alguna de estas
variables estuviera relacionada con la supervivencia; es decir, que tomara valores
muy distintos en ambos grupos? Analizar en todos los casos la presencia de out-
liers.

Construir graficos bivariados para todas las variables en cuestion, particionando por
el grupo de supervivencia y considerando un color para cada grupo. ¢Se observa
alguna regularidad que pueda explicar la supervivencia?

Construir la matriz de diagramas de dispersién. ¢ Podria considerarse que algun
par de estas medidas estan relacionadas? Estudiar si la asociacion de algunas de
estas medidas es diferente en alguno de los grupos.

Ejercicio 4.
Se han registrado, respecto de 26 razas de perros, las siguientes caracteristicas sobre
base de datos que se encuentra disponible en https://goo.gl/eNJ8GU:

Raza: nombre de la raza del perro,

Tamano: con los niveles pequeno (1), mediano (2) y grande (3),

Peso: con los niveles liviano (1), medio (2) y pesado (3),

Velocidad: con los niveles lento (1), mediano (2) y rapido (3),

Inteligencia: con los niveles alta (1), media (2) y baja (3),

Afectividad: con los niveles alta (1), media (2) y baja (3),

Agresividad: con los niveles alta (1), media (2) y baja (3),

Funcioén: con las categorias caza, utilitario y compania.
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. Realizar un gréfico de estrellas por raza y utilizando las variables tamano, peso,

velocidad, inteligencia y afectividad.
Idem al inciso anterior por funcién.
Idem al primer inciso por agresividad.

En el primer grafico se observan estrellas similares. ¢;Podria decirse que las razas
en cuestién son parecidas?

Ejercicio 5. Matriz de covarianzas
Para la base de datos disponible en https://goo.gl/FVqX22, se piden los siguientes
puntos.

1.

Calcular la dimensién de la base de datos notando por n al nUmero de observa-
ciones y por p a la cantidad de variables observadas sobre cada individuo.

Hallar el vector de medias, la matriz de varianzas y covarianzas y la matriz de
correlaciones. ¢Qué caracteristicas tienen estas matrices?

. Explicar qué representan los elementos my; y ms; de la matriz de varianzas y cova-

rianzas.
Explicar qué representa los elementos ms, y my3 de la matriz de correlaciones.

Relacionar los elementos my;, mq; Y mee de la matriz de varianzas y covarianzas
con el elemento m,, de la matriz de correlaciones.

Hallar una nueva variable e incorporarla en la base de datos, llamada Diferencia y
gue mida la diferencia entre el largo total y el largo del humero.

. Calcular el vector de medias y las matrices de varianzas y covarianzas y la matriz

de correlaciones de la nueva base de datos, relacionando el nuevo vector de medias
con el anterior.

Hallar la traza de las cuatro matrices calculadas, explicando el significado de cada
uno de los resultados obtenidos. ¢Qué trazas no aumentan al agregar una variable?
Explicar.

Ejercicio 6. Propiedades de la matriz de covarianzas
Para los datos de la Tabla 2.13 se pide:

1.
2.

Calcular el vector de medias e interpretar los valores.

Hallar las matrices de varianzas y covarianzas y de correlaciones para la submatriz
de puntuaciones del primer juez y del segundo juez por separado. Repetir para el
conjunto total.
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3. ¢Se puede decir que la suma de las dos primeras submatrices da como resultado
la matriz del grupo total? De no ser asi, explicar el motivo.

4. ;Se cumple esta relacion para las trazas, para el vector de medias y para los vec-
tores de medianas?

Ejercicio 7. Medidas de posicidon y escala robustas
Con los datos disponibles en https://goo.gl/ZcakZq,

1. Seleccionar las variables numéricas y agregar 5 observaciones que no sean atipi-
cas en forma univariada pero que si lo sean en forma multivariada. Utilizar las
medidas robustas para detectar estos valores.

2. Agregar cuatro observaciones que sean outliers pero que aparezcan enmascaradas.

Utilizar estrategias robustas para detectar su presencia.
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Capitulo 3

Analisis de componentes principales

La vida es el arte de obtener
conclusiones suficientes a partir
de premisas insuficientes.

— Samuel Butler

3.1 Nociones Previas

En el Apéndice A se presentan conceptos elementales de Algebra Lineal y que seran
utilizados a lo largo de este capitulo. Para mayores detalles de algebra lineal ver entre
otros [24, 8]).

Para introducirnos en el concepto de vector en R”, consideramos un punto de co-
ordenadas P = (vy,vq, -+ ,v,), €l vector v = (vy,v9,--- ,v,) €S el segmento rectilineo
orientado cuyo punto inicial es el origen de coordenadas de R"™ y cuyo punto final es
el punto P. A modo de ejemplo, mostramos en la Figura 3.1 los vectores u = (3,0),
v=(1,3)yw=(-2,1) en R%

-3 -2 -1 1 2 3

Figura 3.1: Vectores en coordenadas
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Consideremos el espacio vectorial R™. Si v = (vy,v9, -+ ,v,) Y w = (wy,wa, -+ ,wy,)
son dos vectores en R" y a € R, las operaciones del espacio vectorial son la sumay el
producto por un escalar definidas como

Fov+w= (v +wy,vs+wa, U, W),
#oav = (o, aug, -+ ay).

Para elementos de un espacio vectorial V, decimos que el vector u es combinacion
lineal de los vectores v y w cuando existen escalares a y g tales que u = av + fw.

Notemos que el vector nulo siempre se puede obtener como combinacién lineal de
cualquier conjunto de vectores tomando todos los escalares iguales a cero.

Analicemos geométricamente qué significa una combinacién lineal. Para ello consi-
deremos como espacio vectorial de referencia V a R? o a R3.

% Las posibles combinaciones lineales de un unico vector son los multiplos de este
vector; es decir, comparten la misma direccion pues pertenecen a una misma recta.

s+ Si dos vectores no nulos en el plano R? no tienen la misma direccion, cualquier otro
vector del plano puede escribirse como combinacion lineal de ellos.

Un concepto fundamental en este campo es el de dependencia lineal. Sea un con-
junto de vectores vy, v9,--- ,v, €n un espacio vectorial V. Se dice que los vectores
vy, v9, -+, v, SONn linealmente dependientes (l.d.) si el vector nulo puede escribirse
como una combinacién lineal de elementos de este conjunto con al menos un escalar
distinto de cero. Simbodlicamente: existe ayv; + aves + -+ + v, = 0 con algun
a; # 0. En caso contrario, se dice que los vectores vy, v, - -+ , v, son linealmente inde-
pendientes (l.i.); en este caso la Unica combinacion lineal que da el vector nulo tiene
todos los escalares iguales a cero. Simbdlicamente, ayv; + avy + -+ - + a,v, = 0 implica
que oy = ag = -+ =, = 0.

Pensando este concepto desde un enfoque estadistico, dos vectores (variables) son
l.d. cuando la informacién que brinda uno de ellos es redundante con la informacién que
brinda el otro. En este caso, se puede ver que uno de ellos es multiplo del otro. Por
ejemplo, la estatura medida en centimetros es I.d. con la medida en metros.

El hecho de que tres vectores (variables) sean I.d. estadisticamente significa que la
informacién de una de las variables es una combinacién lineal de la informacion de las
otras dos.

En la Figura 3.2 se exhiben estos conceptos desde un punto de vista grafico. En el
primer caso se representan los vectores v = (a,a) y —v = (—a,—a) que son l.d., pues
su suma es una combinacion lineal que da por resultado el vector nulo siendo ambos
escalares iguales a uno.
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) Y Y
(V)
v u
x T ’/’W' x
(a) Vectores I.d. (b) Vectores L.i. (c) ¢Vectores li. 01.d.?

Figura 3.2: Dependencia lineal entre vectores

Sea T' = {vy,v9,---,v,} € V un conjunto de vectores de un espacio vectorial V.
Al conjunto de todos los vectores que pueden expresarse como combinacién lineal de
elementos de T se lo denomina espacio generado por 7'y se lo denota como gen(T') =
(T).

El espacio generado por un unico vector; es decir, todos los vectores que son multiplos
del mismo, es una recta. Cuando dos vectores no pertenecen a una misma recta, el
espacio generado por ellos es un plano. Reciprocamente, todo vector que pertenece
a ese plano resulta combinacion lineal de los dos vectores que podemos denominar
generadores.

Ejemplo 3.1. Enla Tabla 3.1 se muestra la base de datos de los tiempos empleados por
catorce nadadores en cada uno de los cuatro tramos de una competencia.

https://flic.kr/p/cpmtS5

Podriamos estar interesados, por ejemplo, en:
% el tiempo medio empleado por cada nadador en los primeros dos tramos,
% el tiempo medio empleado por cada nadador en los Gtimos dos tramos,

% la diferencia entre los dos promedios anteriores.
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Designemos con wv; al vector de tiempos empleados por los nadadores durante el
tramo i-ésimo para i = 1,2, 3,4. De este modo las combinaciones lineales de interés son:

Fowp = 1U1 + 11}2,
2 2

$owp = lU3 + 11)4,
2 2

oS W3 = W1 — Wa.

Agregamos a la Tabla 3.1 la informacidn correspondiente a cada una de las combina-
ciones lineales definidas sobre las variables originales, lo presentamos en la Tabla 3.2.

Nadador Tramo1 Tramo2 Tramo3 Tramo 4

1 10 10 13 12
2 12 12 14 15
3 11 10 14 13
4 9 9 11 11
5 8 8 9 8
6 8 9 10 9
7 10 10 8 9
8 11 12 10 g
9 14 13 11 11
10 12 12 12 10
11 13 13 11 11
12 14 15 14 13
13 10 10 12 13
14 15 14 13 14

Tabla 3.1: Tiempos por tramos en competencia de natacion

En la Tabla 3.2 podemos apreciar cuales nadadores tardaron mas en promedio en
los dos primeros tramos que en los dos segundos, de igual manera podemos determinar
cuan grande es esta diferencia a favor o en contra.

Notemos que, las nuevas variables wy, wy Y w3 pertenecen al espacio generado por
las primeras cuatro variables.
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Nadador Tramo1 Tramo2 Tramo3 Tramo4 w; wey W3

1 10 10 13 12 10.0 125 -25
2 12 12 14 15 12.0 145 -25
3 11 10 14 13 10.5 13.5 -3.0
4 9 9 11 11 9.0 11.0 -2.0
5 8 8 9 8 80 85 -05
6 8 9 10 9 85 95 -1.0
7 10 10 8 9 10.0 85 15
8 11 12 10 9 115 95 20
9 14 13 11 11 135 11.0 25
10 12 12 12 10 12.0 11.0 1.0
11 13 13 11 11 13.0 11.0 2.0
12 14 15 14 13 145 135 1.0
13 10 10 12 13 10.0 125 -25
14 15 14 13 14 145 135 1.0
Tabla 3.2: Tiempos por tramos en competencia de natacién ampliada
[ |
Sea B = {v1, vy, ,v,} un conjunto de vectores de un espacio vectorial W. Se dice

que B es una base de W si los vectores de B son linealmente independientes y ademas
generan a W, gen(B) = W.

Todo espacio vectorial admite infinitas bases pero se puede probar que todas esas
bases poseen la misma cantidad de elementos. A dicha cantidad de elementos se la de-
nomina dimensién del espacio vectorial. Con la notacion anterior, dim(W) = n. De esta
manera, una recta se genera con un unico vector no nulo y por ende es un espacio unidi-
mensional; es decir, de dimensién 1. El espacio generado por dos vectores linealmente
independientes (un plano en R? o el plano coordenado R?) es un espacio bidimensional
o de dimension 2.

Para el espacio R" se conoce como base candnica al conjunto de n vectores donde
cada vector tiene un 1 en la coordenada i-ésima coordena y 0 en las restantes. En la
Figura 3.4 se muestran dos ejemplos de bases distintas para el espacio R%. La primera
es la base canonica y sus vectores se simbolizan E = {ej,es}, donde e¢; = (1,0) y
es = (0,1). senota E = {ejy, ey, -+ ,€,}, donde e; es el i-ésimo vector candnico.



3.2. TRANSFORMACIONES 78

(a) Base candnica (b) Base {vy,v2}

Figura 3.4: Bases para R?

3.2 Transformaciones

Frecuentemente, en el analisis multivariado es conveniente transformar un espacio vec-
torial dado en otro de distinta dimension. Para ello se aplican diversos tipos de trans-
formaciones que, en general, son transformaciones lineales. Dentro de este conjunto de
transformaciones lineales, las mas usuales son las proyecciones y las rotaciones.

Ejemplo 3.2. Proyecciones

Dado un conjunto de datos como los representados en la Figura 3.5, podria intere-
sarnos encontrar una proyeccién que maximice la sombra o una proyeccion que discri-
mine mejor los colores proyectados, claramente no se trata de la misma proyeccion.

[> discrimina mejor el color

capta mayor variabilidad

Figura 3.5: Modelo de datos a proyectar
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Ejemplo 3.3. Simetrias

Consideremos la siguiente transformacién del plano en si mismo, 7' : R? — R? definida

ren= (3 %) (2)-( 7).

En la Figura 3.6 se exhibe el efecto que tiene esta trasformacion sobre un triangulo

en el plano.
Y
B
A C
T
T(A) T(C)
T(B)

Figura 3.6: Simetria respecto del eje de abscisas

Una pregunta interesante es qué sucede si componemos esta transformacién 7' con-
sigo misma; es decir, la aplicamos sobre los transformados de la figura original B. Sim-
bolicamente, 7' o T'(B).

La matriz asociada a esta transformacion lineal en las bases candnicas esta dada

por Mg(T) = ( (1) _01 > Es facil ver que Mg(T)* = I por lo que T o T = id; es decir,

aplicar dos veces seguidas esta transformacién es equivalente a aplicar la transformacién
identidad (la cual transforma a cada vector en si mismo).
|
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Ejemplo 3.4. Rotaciones

Consideremos la siguiente transformacién del plano en si mismo, 7' : R? — R? definida

por
_( cos(m) —sen(w))(m)_(—l 0 )(x)_(—x)
Tlwy) = ( sen(m)  cos(m) y/) L0 -1 y/) \ -y /)’
En la Figura 3.7 se exhibe el efecto que tiene esta trasformacion sobre un triangulo
en el plano.

Figura 3.7: Rotacion de angulo =

En general, la matriz de rotacion de angulo 6 en sentido antihorario esta dada por

(o) o).
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Ejemplo 3.5. Proyecciones ortogonales

La proyeccion ortogonal sobre el plano xy, es decir el plano de ecuacién z = 0, es
la transformacion lineal que asigna a un punto P = (z,y, z) del espacio tridimensional,
el punto P’ = (x,y,0) (ver Figura 3.8). La matriz asociada a esta transformacion en las
bases canédnicas es

10
Mp(T)=1{ 0 1
0 0

o O O

°
P' = (z,y,0)

Figura 3.8: Proyeccion ortogonal de un punto sobre el plano zy

T

Ejemplo 3.6. Proyectores

Una transformacién lineal P : V — V es un proyector si al aplicarla por segunda vez
no se altera el resultado obtenido en la primera. Simbdlicamente, satisface (P o P)(v) =
P(P(v)) = P(v) para todo v € V. Un ejemplo de proyector es la transformacion definida
en el Ejemplo 3.5.

Cabe destacar que existen vectores que, al aplicarles una transformacion lineal con-
servan su direccion o permanecen constantes. En el caso de esta transformacion, todos
los vectores del plano xy permanecen constantes. En efecto, si v = (x,y, 0) pertenece al
plano zy, se verifica que T'(v) = 1v.

|

Esta ultima idea nos conduce a la siguiente seccion.
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3.2.1 Autovalores y Autovectores

Sea T : R" — R" una transformacion lineal de un espacio en si mismo, con matriz
asociada en las bases candnicas A € R"*". Se dice que v € R* — {0} es un autovector
asociado al autovalor \ € R si se verifica que T'(v) = Av. La expresion matricial de esta
condicion es Av' = Mo’

El espacio generado por todos los autovectores asociados a un autovalor A\ se de-
nomina autoespacio asociado al autovalor A\. Simbdlicamente, podemos expresar el
autoespacio como Sy = {v € R"/Av' = M\v'}. Observemos que el vector nulo no es un
autovector (por definicidén) pero si pertenece al autoespacio de cualquier autovalor.

Los autovalores y autovectores de una transformacion lineal 7' se corresponden con
los de su matriz asociada en las bases canodnicas.

Ejemplo 3.7. Para la proyeccion en plano horizontal vista en el Ejemplo 3.6, recordemos
que los vectores del plano zy se transforman en si mismos, por lo tanto son autovectores
asociados al autovalor 1.

S; ={v/v=(x,y,0), Vz,y € R} = ((1,0,0), (0,1,0)).
[

Ejemplo 3.8. Consideremos la transformacion lineal cuya matriz asociada en las bases
01
10
(y,x). Nos preguntamos qué vectores se transforman en si mismos o en un multiplo de
si mismos (ver Figura 3.9).

canonicas es Mg(T) = ( ) Entonces el vector (z,y) se transforma en el vector

Se puede observar que los vectores sobre la recta y = « permanecen fijos y los de la
recta y = —x transforman en sus opuestos. Es decir:

% el vector (1,1) es un autovector de autovalor 1, pues se cumple que 7T'(z,z) =
(x,z) = 1(z, x).

% el vector (1, —1) es un autovector de autovalor —1, pues se cumple que T'(z, —x) =
(—x,z) = —1(z, —x).

En sintesis, esta transformacién tiene dos direcciones principales.
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Yy
7(C) B
)
T(
A C

Figura 3.9: Simetria respecto de larectay = =

Observemos que, por definicion, si A es un autovalor de A € R™*", existe un vector
no nulo v € R" tal que Av' = A\v'. O en forma equivalente (A — AI)v* = 0. Dado que debe
existir v no nulo, entonces necesariamente

det(A— M) =0.

Este determinante queda expresado en funcién de la variable \ y recibe el nombre de
polinomio caracteristico de Ay se denota y4(\) = det(A — \I). Resulta luego que, los
autovalores de A son las raices de su polinomio caracteristico.

Ejemplo 3.9. Sea T': R? — R? la transformacion tal que My(T) = A = ( g —36 )

El polinomio caracteristico estd dado por

XAZdet(A—/\]):Kg —36)_/\<(1) ?)‘:'(QEA —63—/\>‘

=(2-=XN)(=6—X)—9=\+4)—21.
Igualando a cero, obtenemos sus raices que son A\; =3y A\, = —T.
Para hallar los autovectores, resolvemos los siguientes sistemas homogéneos:

% Para \ = 3,

a-an(5)=(0)= (5 %)(5)=(5).

Al resolver el sistema nos encontramos con que las dos ecuaciones son equivalen-
tes entre si, por lo que nos quedamos con la primera ecuacion —z + 3y =0 < x =
3Y.

Luego los vectores de la forma (3y, y) = y(3, 1) son autovectores asociados al auto-
valor 3 y el espacio generado de dimensidn 1 es una recta cuyo vector director es
(3,1).
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% Para A = -7,

arm(5)=(0)= (3 %)) =-(3):

Nuevamente las dos ecuaciones son equivalentes, entonces resolvemos 3z + y =
0 y= -3z

Luego los vectores de la forma (z, —3z) = z(1, —3) son autovectores asociados al
autovalor —7y el espacio generado de dimensién 1 es una recta cuyo vector director

es (1,-3).
[ |
Observaciones:
% Para cuantificar el tamafio de un vector v = (21,29, -+ ,z,) € R", se puede calcular

su norma (su longitud) mediante ||v| = /2?2 + 22 + - + 22.

% Si bien las posiciones de dos vectores o sus orientaciones pueden diferir mucho,
estas medidas permiten comparar de alguna forma su fuerza.

% Nos va a interesar cuantificar el tamafo de la variabilidad de un conjunto, lo que
equivale a cuantificar el tamano de la matriz de covarianzas.
3.2.1.1 Relacion entre autovalores, traza y determinante

Dada una matriz cuadrada A; es decir, con igual cantidad de filas y de columnas, para
cuantificar su tamano se han utilizado con frecuencia estas dos funciones:

% la traza o suma de los elementos de su diagonal, denotada por tr(A),
# el determinante denotado por det(A).

Estas dos funciones, nos daran una idea del tamario de la variabilidad del conjunto y
estan muy relacionadas con los autovalores de la matriz.

Veamos como son estas funciones en el caso de una matriz de 2 x 2 y cdmo se
vinculan con los autovalores de la matriz. Sea

a=(ea):

# El determinante es det(A) = ad — be.

% Latrazaestr(A) =a+d.

s El polinomio caracteristico es x4(\) = (a —A)(d—\) —bc = X\? — (a+d)\+ ad — bc =
N —tr(A)X + det(A).
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% Las raices de este polinomio, supongamos A; y A», son los autovalores de A.

Por propiedades de las raices de un polinomio ménico de grado n, se sabe que la
suma de las mismas coincide con el opuesto del coeficiente del término de grado n — 1
y que su producto es igual al término independiente. En nuestro caso, \; + A\, = tr(A)y
Ay = det(A).

Este resultado se puede generalizar de la siguiente manera. Sea A € R"*" con auto-

valores A\, Ao, - -+, A, (complejos -si los tuviera- y con repeticiones), se puede demostrar
que
Fotr(A) = >0\,
=1

i=1

Ejemplo 3.10. Siguiendo los célculos del Ejemplo 3.9, vimos que los autovalores de A
son 3y —7. Aplicando el resultado anterior, tenemos que tr(A) = —4 'y det(A) = —21.
[

Muchas aplicaciones de esta materia requieren el calculo de trazas o determinantes.
Para realizar estos coémputos, usaremos R. Mostramos algunos ejemplos en el Cédigo 3.1.

A=matrix(c(1,2,-1,1,0,1,3,1,0,0,2,0,0,0,1,—1), nrow=4, ncol=4, byrow=T)
# Ingresa una matriz de 4x4
A # Muestra la matriz

eigen(A)$values # Calcula los autovalores de A

## Comparar los siguientes calculos:
sum(diag(A)) # Calcula la traza de A
sum(eigen(A)$values) # Calcula la suma de los autovalores de A

## Comparar los siguientes calculos:
det(A) # Calcula el determinante de A
prod(eigen(A)$values) # Calcula el producto de los autovalores de A

t(A) # Calcula la traspuesta de A

sum(diag (t(A)))

# Observar que las trazas de una matriz y su traspuesta son iguales
det(t(A))

# Observar que los determinantes de una matriz y su traspuesta son iguales
eigen(t(A))$values

# Observar que los autovalores de una matriz y su traspuesta son los mismos

solve (A) # Calcula la inversa de A

A%solve (A) # verifica que son inversas

det(solve (A))

# Observar que los determinantes de una matriz y su inversa son inversos
eigen(solve (A))$values

# Observar que los autovalores de una matriz y su inversa son inversos
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eigen(A)$vectors # Calcula los autovectores de A
eigen(A)$vectors[,1] # Muestra el primer autovector
## Verifiguemos que es autovector de autovalor 2:
Aeigen (A)Svectors[,1]

2xeigen (A)$vectors[,1]

sqrt (sum(eigen(A)$vectors|[,1]*2)) # Calcula la norma del primer autovector

Codigo 3.1: Célculos matriciales

En el Cddigo 3.1 hemos observado relaciones entre los autovalores de una matriz con
los de su traspuesta e inversa. Ahora estamos en condiciones de analizar el problema
de la reduccién de dimension.

3.3 Motivacién del problema de reduccion de la dimen-
sion

Supongamos que deseamos explorar en nuestra poblacién los factores de riesgo de sufrir
una enfermedad coronaria.

De estudios anteriores sabemos que se consideran como factores de riesgo para
la enfermedad coronaria: la hipertension arterial, la edad, la obesidad, el tiempo de
antigliedad en el diagndstico de hipertension, el pulso, y el stress.

M- Y ; \
| g
bz -J

https://flic.kr/p/WxGFab

Para la investigacion se seleccionan al azar 20 pacientes hipertensos de la poblacion
objetivo sobre los cuales se miden las siguientes variables:

% Xp: presion arterial media en mm/Hg,
% X, edad en afos,

% X3: peso en kg,

% X,: superficie corporal en m?,

% Xj5: tiempo transcurrido desde el diagndstico de hipertensién en anos,


https://flic.kr/p/WxGFa5
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# Xg: pulsaciones por minuto,
# X7: medida asociada al stress.

Si solamente conocemos las herramientas de analisis univariado y queremos estudiar
las caracteristicas de este grupo de pacientes en relacién a los factores de riesgo, nos
van a interesar las descripciones individuales de cada una de las variables consideradas
asi como las posibles interrelaciones entre las distintas variables.

También podriamos preguntarnos si es posible definir un indice general (o0 més de
uno) que cuantifique la condicion frente al riesgo de cada paciente.

La Tabla 3.3 contiene los datos registrados para este grupo de 20 pacientes.

Caso Presion Edad Peso Superficie Tiempo Pulso Stress

1 105 47 85.4 1.75 5.1 63 33
2 115 49 94.2 2.10 3.8 70 14
3 116 49 953 1.98 8.2 72 10
4 117 50 94.7 2.01 5.8 73 99
5 112 51 89.4 1.89 7.0 72 95
6 121 49 99.5 2.25 9.3 71 10
7 121 48 99.8 2.25 2.5 69 42
8 110 47 90.9 1.90 6.2 66 8
) 110 49 89.2 1.83 7.1 69 62
10 114 48 92.7 2.07 5.6 64 35
11 114 47 94.4 2.07 5.3 74 90
12 115 50 941 1.98 5.6 71 21
13 114 49 916 2.05 10.2 68 47
14 106 45 87.1 1.92 5.6 67 80
15 125 52 101.3 2.19 10 76 98
16 114 46 94.5 1.98 7.4 69 95
17 106 46 87 1.87 3.6 62 18
18 113 46 94.5 1.90 4.3 70 12
19 110 48 90.5 1.88 9.0 71 99
20 122 56  95.7 2.09 7.0 75 99

Tabla 3.3: Andlisis sobre riesgo cardiaco

La dimension inicial del problema planteado, entendida como la cantidad de variables
consideradas en el andlisis, es 7.

Si consideramos solamente dos variables, por ejemplo la presién y la edad, los re-
sultados se pueden presentar mediante un diagrama de dispersién como el que aparece
en la Figura 3.11 y que es generado mediante el Cdédigo 3.2 con datos extraidos de
https://goo.gl/E9AhVK. Sobre la figura se ha representado mediante un punto a cada
uno de los 20 pacientes, considerando solamente, las mediciones de su peso y de su


https://goo.gl/E9AhVK
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superficie corporal. En este grafico es posible observar el tipo de relacidén entre las dos
variables, asi como también las similitudes entre los individuos.

Dos individuos con representaciones préximas en el diagrama de dispersion tendran
caracteristicas similares en estas dos variables, mientras que dos individuos alejados
tendran caracteristicas diferentes en las mismas.

library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos
library (ggrepel) # Paquete que manipula etiquetas para graficos
library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx

riesgo=read_excel ("C:/.../riesgo.xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar

ggplot(riesgo, aes(x=Peso, y=Superficie)) +
geom_point(colour="royalblue", shape=8) +

xlab ("Peso") +

ylab("Superficie_corporal") +
geom_text_repel(aes(label=rownames(riesgo), size=2)) +
theme (legend. position="none")

# Produce un dispersograma

Codigo 3.2: Analisis de dos variables

Ox*7
22-
15"
® 21- 2% 20
o 20- x4
S 12% % %3
£ 16
A 1.9- 14 By * *
9*
18-
1*
85 90 95 100
Peso

Figura 3.11: Dispersograma entre dos variables

En algunos estudios puede resultar interesante también ver si existen agrupamientos
de individuos.
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Representacion tridimensional de variables

Considerando las tres primeras variables (presién, edad y peso), aun es posible re-
presentarlas en un diagrama de dispersion como se muestra en la Figura 3.12 generada
por el Cédigo 3.3 con datos extraidos de https://goo.gl/E9AhVK. En algunos utilitarios
es posible rotar este grafico a fin de apreciar la relacion entre las variables representadas
desde distintos angulos.

library (scatterplot3d) # Paquete para generar graficos en 3D
library (readxl) # Permite leer archivos xlsx

par (mfrow=c(1,2)) # Permite hacer graficos simultaneos

riesgo=read_excel ("C:/.../riesgo.xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar

scatterplot3d(riesgo[,2:4], angle=35, pch=16, color="royalblue", box=FALSE,
grid=TRUE, xlab="Presion", ylab="Edad", zlab="Peso")

scatterplot3d (riesgo[,2:4], angle=225, pch=16, color="royalblue", box=FALSE,
grid=TRUE, xlab="Presion", ylab="Edad", zlab="Peso")

# Producen dispersogramas en 3D con distintos angulos de vision

Cadigo 3.3: Generacién de dispersogramas en 3D
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Figura 3.12: Dispersograma 3D desde distintos puntos de vista
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Las representaciones tridimensionales sobre el papel son dificiles de interpretar ya
que no se tiene una referencia visual clara.

Si lograramos rotar la figura construida para las primeras tres variables de nuestro
problema, podriamos apreciar que casi todos los puntos yacen sobre un plano.

Cabe preguntarnos si existe algun sistema de referencia (subespacio), en nuestro
ejemplo un plano, cerca de la nube de puntos de forma tal que al proyectar cualquier par
de puntos A, B sobre éste, se minimice la diferencia entre la distancia entre los puntos
originales y la distancia entre los puntos proyectados. Es decir que se debe minimizar
|dist(A, B) — dist(A’, B')|, siendo A’ y B’ las proyecciones sobre dicho subespacio de los
puntos A y B respectivamente.

Cuando esto ocurre, se pone de manifiesto que no son necesarias tres dimensiones
para describir el conjunto de datos, sino que es posible dar una buena aproximacién de
la informacion de estas tres variables utilizando solamente dos.

Cuando el numero de variables cuantitativas es superior a tres, el diagrama de dis-
persion ya no es posible.

Sin embargo, si tuviéramos una variable que indicara el sexo de los pacientes po-
driamos agregar color a la representacién para visualizar los grupos, de modo tal de
representar las cuatro variables en un solo grafico como se muestra en la Figura 3.13
(ver Codigo 3.4 y datos disponibles en https://goo.gl/E9AhVK).

library (scatterplot3d) # Paquete para generar graficos en 3D
library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx

riesgo=read_excel ("C:/.../riesgo.xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar

datos=data.frame (x=riesgo$PRESION,
y=riesgo$Peso,

z=riesgo$Edad,

group=riesgo$Sexo)

# Arregla los datos

with (datos, scatterplot3d(x, y, z, box=FALSE, grid=TRUE, pch=16,
color=ifelse (group=="M","royalblue", "indianred3"),

xlab="Presion", ylab="Peso", zlab="Edad"))

legend ("topright", legend=unique(riesgo$Sexo), title="Sexo", pch=16,
col=c("indianred3", "royalblue"))

# Produce un dispersograma en 3D clasificado por grupos

Cadigo 3.4: Dispersograma en 3D clasificado por grupos


https://goo.gl/E9AhVK
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Figura 3.13: Dispersograma en 3D clasificado por grupos

La pérdida de informacién entre los datos originales y los datos proyectados puede
cuantificarse de diversas formas, por ejemplo:

% variabilidad del conjunto de puntos originales versus variabilidad de las proyec-
ciones.

s grado de similitud entre las distancias de los puntos originales y las distancias de
los puntos proyectados.

Si representamos dos de las variables en un diagrama de dispersién es sencillo distin-
guir dos direcciones ortogonales, una de las cuales capta la mayor variabilidad del con-
junto. A estas dos direcciones se las suele identificar como ejes principales (ver 3.14) y
los vectores que las definen resultan ser combinaciones lineales de las variables origina-
les.
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Figura 3.14: Ejes principales

Estas nuevas variables constituyen un nuevo sistema de referencia.

Figura 3.15: Direcciones principales en el espacio tridimensional

Si tuviéramos los puntos graficados en tres dimensiones 3.15, podriamos pensar el
problema de cémo hacer para buscar el plano que logra que la proyeccién de los puntos
sobre él tengan la mayor superficie ocupada posible. Una vez reducidos los puntos a dos
dimensiones tendriamos el gréfico de la Figura 3.14.

De esta forma, podemos reducir la dimensiéon del problema original, seleccio-
nando los ejes principales sobre el subespacio utilizado para proyectar.

La reduccion de la dimension es posible cuando las variables estan relacionadas entre
si'y, por tanto, tienen informacién comun.
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3.4 Analisis de componentes principales

El andlisis de componentes principales (ACP) es un procedimiento matematico mediante
el cual se transforma un conjunto de variables correlacionadas en un conjunto de varia-
bles no correlacionadas de menor dimensidn que se obtienen a partir de combinaciones
lineales de las variables originales, de manera tal que se preserve la mayor variabilidad
del conjunto original de observaciones. A este nuevo conjunto de variables se lo deno-
mina componentes principales.

Este analisis se trata de una técnica descriptiva, libre de distribucidén y en la cual se
trabaja directamente con los datos muestrales.

El ACP es una técnica exploratoria que no establece supuestos por lo tanto siem-
pre puede aplicarse. Esta técnica procura hallar aquellas combinaciones lineales de
las variables originales que maximizan la varianza. Es decir, minimizan la pérdida de la
informacion inicial. Luego, el propésito fundamental de esta técnica consiste en la reduc-
cion de la dimension de los datos con el fin de simplificar la magnitud del problema a
estudiar.

Se dispone de una matriz X € R™*? que contiene las observaciones de p variables
tomadas sobre n individuos.

Es importante destacar que en el contexto de ACP:

s Todas las variables juegan el mismo papel puesto que no existen variables inde-
pendientes o dependientes, como en otros modelos estadisticos.

% El objetivo es reducir la dimensién del problema; es decir, la idea es descartar
informacion redundante.

#% Es una alternativa que permite visualizar la informacion multidimensional.
% Se explora la existencia de variables latentes.

% Soélo tendra sentido su aplicacion en el caso en que las variables originales estén
fuertemente correlacionadas.

# Dado que la variabilidad del conjunto esta representada por la matriz de covarian-
zas y ésta se ve influenciada por las unidades de medicion, es recomendable re-
alizar el analisis de componentes principales basandose en la matriz de correla-
ciones.

% Se debe encontrar una condicion de ‘finalizacion’ para determinar el numero de
componentes principales a seleccionar.

% Los analisis confirmatorios permiten evaluar la estabilidad de las componentes prin-
cipales y al mismo tiempo, brindan un apoyo para la deteccién de observaciones
atipicas.

# Puede resultar de utilidad para detectar algun tipo de anormalidad en las observa-
ciones.



3.4. ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES

94

3.4.1 Definicion de las componentes

Para resolver los problemas provocados por la multidimensionalidad, los estadisticos han
realizado diversos planteos. Todos ellos convergen en la misma solucién, que son las
componentes principales.

Los distintos planteos alternativos fueron:

% Buscar aquella combinacion lineal de las variables que maximiza la variabilidad
(Hotelling [27]).

% Buscar el subespacio de mejor ajuste por el método de los minimos cuadrados,
minimizando la suma de cuadrados de las distancias de cada punto al subespacio
de representacion (Pearson [40]).

% Minimizar la discrepancia entre las distancias euclideas entre los puntos calculadas
en el espacio original y en el subespacio de proyeccion, que son las coordenadas
principales (Gower [19]).

https://flic.kr/p/7g9KSc

Como las componentes resultan de la combinacion lineal de las variables originales y
definen un nuevo espacio de representacidén de las observaciones, restaria analizar qué
variables explican las similitudes o diferencias entre los individuos en este nuevo espacio.

Este analisis se realiza a partir de las correlaciones entre las componentes principales
y las variables originales.
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3.4.2 Variabilidad explicada por las componentes principales

Vamos a deducir la expresion de las componentes principales siguiendo la idea original
de Hotelling.

Si designamos a las variables originales por X;, X,,---, X, y la variable Y; es una
combinacion lineal de ellas, entonces

P
Y, = Zainj = apnX1+ apXe + -+ apX,
j=1

donde a; = (a;,ap, -+ ,a;) € RP. Los coeficientes a;; se denominan cargas (loadings
en inglés).

Comenzamos buscando a; € R? tal que tenga norma unitaria, simbdlicamente ||a;| =
1 y tal que la variable Y; tenga varianza maxima entre todas las posibles combinaciones
lineales de X, Xs,--- , X,.

¢ Qué formato tiene la solucion al problema planteado?

¢ Cuales son los valores de las cargas?

Demostraremos que la variabilidad de la primera componente principal es maxima
cuando el vector de cargas es el autovector asociado al mayor autovalor de la matriz de
varianzas y covarianzas X..

Recordemos que si X € R? es un vector columna aleatorio y a € R? es un vector de
constantes
Var(aX) =aVar(X)a" = aXa’.

Nuestro problema es hallar el vector « de modo tal que aXa' resulte maximo sujeta a
la restriccion de norma unitaria; es decir, aa’ = 1.

Para dar respuesta a este problema utilizaremos el método de multiplicadores de
Lagrange. Construimos el multiplicador como la suma de la funcién a optimizar y una
constante \ por la restriccion de norma unitaria para el vector buscado,

L(a) = a¥a’ + A aa' — 1). (3.1)
Derivando la expresién (3.1) respecto de « e igualando a cero, obtenemos

J0L(a)
oa

El sistema de ecuaciones que resulta de (3.2) puede expresarse de la forma

= 2%a' — 2\Ia' = 0. (3.2)

(X — M)a' = 0. (3.3)
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El sistema (3.3) admite solucién no trivial cuando el determinante de la matriz > — A/
es nulo.

Como ya hemos visto anteriormente, los valores de A\ que son solucion de (3.3) son
los autovalores de la matriz 3 y el vector a es el autovector asociado con el autovalor Ay
de norma unitaria.

La matriz de covarianzas ¥ es real, simétrica y de orden p, por lo cual tiene p autoval-
ores reales. Ademas, ¥ es semidefinida positiva lo que dice que sus autovalores son no
negativos.

La notacion de los autovalores ordenados es la siguiente:

A=A > 20, 2 0.
Entonces, si a; es un autovector de norma 1 asociado al autovalor \;, se tiene que
Var(Yy) = Var(a X) = aVar(X)a! = a;3a} = ayhial = A\ aral = Ny (3.4)
| M—
=1

Luego, para maximizar la varianza de Y; los coeficientes de la combinacion lineal son
las componentes del autovector unitario a; asociado al mayor autovalor. Es decir, las
componentes del autovector a; son los coeficientes de la combinacién lineal que define
la primera componente principal dada por

Yi=a X =anXi +apXo+ -+ ap, X,

. Como se define la segunda componente principal?

Buscamos otra combinacién de las variables originales de la forma

P
Yo =a X = Z a2; Xj = an X1 + agnXo + -+ apX,

j=1
tal que Y; tenga varianza méxima entre el conjunto de combinaciones lineales de las
variables originales no correlacionadas con Yj, sujeto a la condicién que |jas|| = 1. Es
decir que en el subespacio ortogonal a la primera componente principal, buscamos la
segunda componente principal tal que
Cov(Y1,Ys) = Cov(a1 X, a:X) = a1%al, = aj\aly = Ny aral, = 0.
| I
=0

El objetivo ahora es maximizar Var(Y3) sujeto a las restricciones

# aral =0,

# agal = 1.

Repitiendo el procedimiento de multiplicadores de Lagrange, ahora con dos restric-
ciones, se obtiene que la segunda componente principal corresponde al autovector aso-
ciado al segundo de los autovalores ordenados en forma decreciente; es decir, \s.

En este procedimiento se va construyendo una nueva representacion de variables no
correlacionadas, que pierde la menor informacion posible de los datos originales.
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3.4.3 Variabilidad de las componentes principales

Nos interesa saber ahora, qué parte de la variabilidad total del conjunto logra captar cada
componente principal.

La variabilidad de cada variable X, esta representada por Var(Xy) = X que es el
k-ésimo elemento de la diagonal principal de la matriz de covarianzas.

La variabilidad total del conjunto de datos, es la suma de las varianzas de cada una
de las variables; es decir, la traza de la matriz de covarianzas de las variables originales.
Simbdlicamente, la variabilidad total se calcula como

tT(E) =211+ 2+ -+ Epp.

Recordemos que tr(X) = >"7 | A\; donde ); son los autovalores de la matriz X.

Mediante un razonamiento analogo a 3.4 se puede probar que A\; = Var(Y;). Ademas,
los autovalores \; son decrecientes por construccion; es decir, Ay > Xy > --- > A,

Entonces cabe preguntarnos lo siguiente:

¢ Qué proporcion de la variabilidad total logra captar la primera componente principal?

¢ Qué proporcion de esa variabilidad logra captar cada una de las componentes
principales consideradas?

La proporcion de la variabilidad que capta la primera componente principal es
Ao A
tr(2) M+t A

Como hemos visto, los valores de \; van decreciendo, luego la proporciéon que cada
componente logra captar de la variabilidad total, también disminuye.

3.4.4 Cantidad de componentes principales

En algun punto, dado que nuestro objetivo es reducir la dimensién del problema original,
dejara de tener sentido seguir buscando nuevas componentes principales.

La pregunta es
¢ Cuantas componentes conviene considerar?

Existen diferentes criterios para decidir el nimero de componentes principales a ele-
gir [41]. Algunos ya estan incorporados en los paquetes estadisticos.
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3.4.4.1 Criterio 1: Porcentaje de variabilidad explicada

Se define un porcentaje de variabilidad minimo que se desea explicar y se toman las
primeras m componentes que alcanzan este porcentaje de explicacion. Es decir, si se
desea explicar el ¢% de la variabilidad, elegimos k£ componentes de modo tal que

MAdet A g
tr(%) = 100

siendo
>\1+)\2+"'+/\k—1 q

< —.
tr(%) 100
En general, no se trabaja con la matriz de covarianza de las variables %, sino con su

estimacion X, que es la matriz de covarianza muestral. Lo que se puede calcular son los
autovalores y autovectores de esta matriz.

Estos son los estimadores de méxima verosimilitud de los poblacionales, cuando la
distribucion de los datos es normal multivariada (veremos luego esta distribucion con mas
detalle).

Se dispone de un test para decidir si son suficientes ¢ componentes principales para
explicar el py% de variabilidad (ver Apéndice B).

3.4.4.2 Criterio 2: Criterio de Kaiser

Obtener las componentes principales a partir de la matriz de correlaciones R poblacional
equivale a suponer que las variables observables tienen varianza 1. Por lo tanto una
componente principal con varianza inferior a 1 explica menos variabilidad que una de las
variables originales.

El criterio, llamado de Kaiser, consiste en retener las m primeras componentes tales
que sus autovalores resulten iguales o mayores que 1. Simbdlicamente:
M= A 2> 2>, > 1 y Am1 < 1.

Sin embargo, basados en estudios de simulacién de Montecarlo, algunos autores
recomiendan utilizar
A2 A= 2 A 20T

Este criterio puede extenderse a la matriz de covarianzas de la siguiente manera: se
eligen las primeras m componentes tales que

tr(X)
p

tr(X%)

A2 A > 2 Ay 2> Am1 <

, . - o 0.7
Nuevamente, puede considerarse la sugerencia de utilizar como cota inferiora —tr(%).
p
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3.4.4.3 Criterio 3: Criterio del baston roto

Por otra parte, si la proporcién de variabilidad explicada por Y3, Y5, -- ,Y,, se estabiliza
a partir de un cierto valor de m, entonces aumentar la dimension no aportaria cambios
significativos.

La representacién de la secuencia de valores propios de la matriz de covarianzas,
ordenados de mayor a menor, recibe el nombre de grafico de sedimentaciéon o scree
plot, debido a que se asemeja al perfil de una montafia. En un punto del gréfico la
pendiente se suaviza pareciéndose a una meseta, donde se acumularian los sedimentos
que caen por la ladera, dando de esta forma el nombre al grafico. La sugerencia de este
criterio es seleccionar las componentes previas a la zona de acumulacion de sedimentos.

3.4.4.4 Criterio 4: Prueba de esfericidad

Si las observaciones provienen de una distribucidon Normal p-variada y las variables son
independientes, entonces no existen direciones de maxima variabilidad. Es decir, la va-
riabilidad es similar en todas las direcciones. En este caso, la distribucién tiene forma
similar a una esfera y de ahi el nombre de estos tests.

Este test esta basado en un estadistico cuya distribucién es Chi Cuadrado, x?, y se
aplica en forma secuencial. En el Apéndice B se presenta este test.

La hipdtesis nula H[* de este test, plantea que a partir de m, no hay direcciones de
maxima variabilidad; es decir, que a partir de m, la distribucion es esférica.

Si no rechazamos H{), significa que no hay direcciones principales. Por el contrario,
si rechazamos H|), testeamos H} y asi sucesivamente hasta que no rechacemos H}".
Por ejemplo, si decidimos que hay dos direcciones principales en un conjunto de cinco
variables, en este caso p = 5y m = 2, significa que rechazamos H{ y H} pero no
rechazamos H¢.

Importante: este test suele rechazar la hipoétesis nula sélo debido a que el tamafo
de la muestra es muy grande. Por tal motivo, existen recomendaciones de aplicarlo sélo

n
cuando — < 5.
p

3.4.5 Estimacion de las componentes principales

Hasta aca hemos desarrollado la deduccion de las componentes principales y la pro-
porcion de variabilidad explicada utilizando la matriz de covarianza poblacional . Sin
embargo, en general no se dispone de la matriz 3 y se la estima con la matriz de cova-
rianza muestral S. Simbdlicamente > = S.

Analogamente, la matriz de correlacion muestral estima a la poblacional. Recorde-
mos que la matriz de correlacién equivale a la matriz de covarianza de las variables
estandarizadas. De este modo, los autovalores y los autovectores de X se estiman res-
pectivamente con los autovalores y los autovectores de S.
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Ejemplo 3.11. Retomando el Ejemplo 3.1 de los nadadores, vamos a calcular las com-
ponentes principales, a estimar la proporcion de variabilidad explicada por cada una de
ellas aplicando los criterios expuestos para decidir la cantidad de componentes que se
deberian considerar. Para este estudio utilizamos el Codigo 3.5 con datos extraidos de
https://goo.gl/MJpohr.

library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos

library (devtools) # Coleccion de herramientas de desarrollo para paquetes
install_github("vqv/ggbiplot") # Instala paquete desde GitHub

library (ggbiplot) # Paquete para visualizacion de componentes principales
library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx

nad=read_excel ("C:/ ... /nadadores. xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar

nadadores=data.frame (nad[,2:5])

nad.pca.cov=prcomp(nadadores, center=TRUE, scale.=FALSE)

# Realiza el analisis de componentes principales
nad.pca.cor=prcomp(nadadores, center=TRUE, scale.=TRUE)

# Realiza el analisis de componentes principales con estandarizacio6n
summary (nad.pca. cor)

summary (nad.pca.cov)

# Realiza un resumen de las variabilidades explicadas por las componentes

ggscreeplot(nad.pca.cov, type = c(’'pev’, ‘cev’)) +
xlab ( ’Namero_de_componentes_principales’) +

ylab (' Proporcién_de_la_variabilidad_explicada’) +
geom_line (colour="royalblue’) +

geom_point (colour="royalblue’)

# Produce un grafico de sedimentacion

Codigo 3.5: Analisis de componentes principales de los nadadores

1.709 0.957 0.348 0.197
0.731 0.229 0.030 0.009
0.731 0.960 0.990 1.000

Tabla 3.4: Variabilidad de las componentes con las variables estandarizadas

3.584 1.986 0.703 0.422
0.736 0.226 0.028 0.010
0.736 0.962 0.989 1.000

Tabla 3.5: Variabilidad de las componentes con las variables originales
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En las Tablas 3.4 y 3.5 se puede apreciar que:
% La primera componente principal logra captar el 73% de la variabilidad total.

% Las primeras dos componentes principales logran captar el 96% de la variabilidad
total del conjunto.

# Los autovalores disminuyen considerablemente a partir de la tercer componente y
alcanzan valores muy por debajo de 1.

En la Figura 3.17 se representan en el eje de abscisas el orden de las componentes
y en el eje de ordenas la proporcion de la variabilidad explicada por cada una de ellas.

0.6-

0.4-

0.2-

Proporcién de la variabilidad explicada

0.0- =
1 2 3 4
Numero de componentes principales

Figura 3.17: Grafico de sedimentacion

Interpretacion del grafico de sedimentacion
En la Figura 3.17 se ve con claridad lo siguiente:

% Las dos ultimas componentes principales explican una proporcién de variabilidad
mucho menor que la que explican las dos primeras.

% La segunda componente explica algo mas del 20% de la variabilidad total.
Analicemos la cantidad de componentes principales a considerar:

% Criterio 1: Si se quiere explicar el 75% de la variabilidad total del conjunto de los
nadadores se deben considerar las dos primeras componentes, dado que con una
sola no se alcanza ese porcentaje.

% Criterio 2: Si se consideran los autovalores mayores que 1 de las variables es-
tandarizadas, se debe tomar una sola componente. Si en cambio se consideran los
mayores que 0.7, se deberian tomar las dos primeras. Recordemos que los auto-
valores corresponden a la varianza de la componente y por lo tanto debe elevarse
al cuadrado el desvio estandar de la salida que se muestra en la Tabla 3.4).
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% Criterio 3: En el grafico de sedimentacion 3.17 se aprecia que el quiebre se pro-
duce en la segunda componente, lo que coincide con los criterios anteriores.

% Criterio 4: En el Codigo 3.6 con datos extraidos de https://goo.gl/MIpShr se
aplica secuencialmente un test de esfericidad.

library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx

nadadores=read_excel ("C:/ ... /nadadores. xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar

pval=0 ; estad=0; gl=0 # Inicializa las variables
autoval=prcomp(nadadores, center=TRUE, scale.=TRUE)[[1]]
# Guarda los autovalores

p=4; n=14 # Asigna valores a los parametros

for(m in 1:p){

r=m+1; u=p-m

estad[m]=n—(1—(2«p+11)/6)«(uxlog (mean(autoval[r:4])) —

sum(autoval[r:4]))

# Calcula el estadistico de contraste de cada paso

gl[m]=(p—1)*p/2 # Calcula los grados de libertad

pval [m]=1—-pchisq(estad[m],gl[m])} # Calcula el p—valor de cada contraste

pval # Muestra los p—valores obtenidos

Cadigo 3.6: Test de esfericidad de Bartlet

Este criterio elige las dos primeras componentes principales y rechaza, con nivel
0.05 en el tercer test. La secuencia de p-valores es: 0.3087 - 0.1935 - 0.0908 -
0.0456.

3.4.6 Escalas de medida

Si las escalas de medida de las variables fueran muy diferentes, la variabilidad estaria
dominada por las variables con mayores magnitudes de manera que las primeras compo-
nentes pueden mostrar simplemente las diferencias de escala de medicion. En ese caso
conviene tomar las variables estandarizadas (matriz estandarizada por columnas), vale
decir, centrar las variables y dividirlas por su desvio estandar. En ese caso las compo-
nentes estarian calculadas sobre la matriz de correlaciones.

Cuando las componentes principales se calculan a partir de las matrices de covarian-
zas, los factores de carga dependen de la escalas de medida de las variables por lo que
son dificiles de interpretar. Mientras que si las componentes principales se calculan a
partir de la matriz de correlaciones, las cargas (loadings en inglés) son las correlaciones
entre las componentes principales y las variables originales. Los factores de carga sue-
len representarse en un grafico que permite la interpretacion visual de las relaciones. En
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cualquiera de los casos, podemos calcular la correlacion al cuadrado entre las compo-
nentes y las variables originales (ver Figuras 3.18 y 3.19).

A estas correlaciones al cuadrado se las denomina usualmente contribuciones re-
lativas del factor al elemento y miden la proporcion de contribucion del elemento a la
componente principal.

Las componentes son combinaciones lineales de las variables originales y por ende,
se espera que solo unas pocas (las primeras) recojan la mayor parte de la variabilidad
de los datos, obteniéndose asi una reduccion de la dimensién del problema.

3.4.7 Cargas o loadings

Estudiaremos ahora el aporte de los loadings a este analisis.

2
TR

PN
7

PN
7

Si la carga (coeficiente o loading) de una de las variables en la componente principal
es positiva, significa que la variable y la componente tienen una correlacion positiva.
En este caso, el coseno del angulo formado por la componente y la variable es
positivo.

Si la carga es positiva, un individuo que tenga una puntuacién alta en esa variable
tendra valores mas altos en esa componente que otro individuo que tiene un menor
valor en esa variable y valores similares al primero en las restantes variables.

Si por el contrario, la carga es negativa, este hecho indica que dicha variable se
correlaciona en forma negativa con la primera componente.

Cuando la carga de una variable es negativa para dos individuos con puntuaciones
similares en las restantes variables, el que tenga puntuacién mas alta de los dos en
esta variable se ubicara en un valor menor de la componente.

Con el fin de visualizar estas propiedades, se pueden graficar las cargas que tienen
las variables originales en las componentes principales.

PC1 PC2 PC3 PC4

Tramo1 051890 -0.45481 0.18151 0.70061
Tramo 2 0.49743 -0.52759 -0.19481 -0.66049
Tramo3 0.48743 0.51984 -0.68449 0.15374
Tramo4 0.49561 0.49452 0.67864 -0.22192

Tabla 3.6: Cargas para los nadadores

En las Figuras 3.18 y 3.19 se representan las primeras dos componentes principales.
Las mismas fueron generadas mediante el Codigo 3.7 y con datos extraidos de https:
//goo.gl/MJIp9hr.
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Primera carga
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Figura 3.18: Cargas de la primera componente principal

0‘3- I I

0.0-

Segunda carga

Tramo

Figura 3.19: Cargas de la segunda componente principal

library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos

library (devtools) # Coleccion de herramientas de desarrollo para paquetes
install_github("vqv/ggbiplot") # Instala paquete desde GitHub

library (ggbiplot) # Paquete para visualizacion de componentes principales
library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx

nad=read_excel ("C:/ ... /nadadores.xlsx") # Importa los datos de estudio

nadadores=data.frame(nad[,2:5])
nad.pc=prcomp(nadadores, center=TRUE, scale.=TRUE)

ggplot(cargal, aes(tramo, primcarga), fill=tramo) +
geom_bar(stat="identity", position="dodge", fill="royalblue", width=0.5) +
xlab(’'Tramo’) + ylab(’Primera_carga’)

ggplot(carga2, aes(tramo, segcarga), fill=tramo) +

geom_bar (stat="identity", position="dodge", fill="royalblue", width=0.5) +

xlab(’Tramo’) + ylab(’Segunda_carga’)

cargal=data.frame(cbind(tramo=1:4, primcarga=data.frame(nad.pc$rotation)[,1]))
carga2=data.frame(cbind(tramo=1:4, segcarga=data.frame(nad.pc$rotation)[,2]))

Codigo 3.7: Generacién de graficos de cargas
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La Tabla 3.6 nos muestra los autovectores asociados a los autovalores presentados
en las primeras tablas. Estos autovectores nos dan las cargas de las componentes prin-

cipales.

Si denotamos a las variables originales estandarizadas con

la expresion para calcular los puntajes o scores de la primera componente principal es

Zi

SXx;

Y

y la expresion para calcular los scores de la segunda componente principal es

En la Tabla 3.7 estandarizamos las variables originales. Luego, con las variables
estandarizadas, realizamos el calculo de los scores, utilizando las expresiones de las

Yy = —0.457; — 0.5375 + 0.5275 + 0.497,.

componentes principales que se exhiben en la Tabla 3.8.

Nadador Tramo 1 est. Tramo 2 est. Tramo 3 est. Tramo 4 est.
1 -0.5458 -0.5832 0.7479 0.3357
2 0.3531 0.3774 1.2715 1.7456
3 -0.0963 -0.5832 1.2715 0.8057
4 -0.9952 -1.0635 -0.2992 -0.1343
5 -1.4446 -1.5438 -1.3463 -1.5442
6 -1.4446 -1.0635 -0.8227 -1.0742
7 -0.5458 -0.5832 -1.8698 -1.0742
8 -0.0963 0.3774 -0.8227 -1.0742
9 1.2520 0.8576 -0.2992 -0.1343
10 0.3531 0.3774 0.2244 -0.6042
11 0.8026 0.8576 -0.2992 -0.1343
12 1.2520 1.8182 1.2715 0.8057
13 -0.5458 -0.5832 0.2244 0.8057
14 1.7015 1.3379 0.7479 1.2756

Tabla 3.7:

Datos de los nadadores estandarizados por columna
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PC1 PC2 PC3 PC4

-0.0424 1.1107 -0.2696 0.0433
1.8559 1.1645 0.3049 -0.1938
0.6790 1.4109 -0.2274 0.3344

-1.2579 0.7918 0.1402 -0.0110

-2.9392 0.0080 -0.0879 0.1432

-2.2122  0.2592 -0.2209 -0.1978

-2.0171 -0.9473 0.5654 -0.0462

-0.7957 -1.1142 -0.2569 -0.2048
0.8640 -1.2438 0.1738 0.2945
0.1809 -0.5419 -0.5731 0.1668
0.6308 -1.0394 0.0923 -0.0204
2.5733 -0.4693 -0.4505 -0.3071

-0.0647 1.0710 0.4077 -0.1415
2.5453 -0.4601 0.4020 0.1403

Tabla 3.8: Puntajes (scores) de los nadadores

Estadisticos descriptivos

En la Tabla 3.9 se exhiben la media y la desviacion tipica de cada una de las variables
originales de la base. En todos los tramos, los nadadores han hecho tiempos similares
y dispersiones similares. Observemos que estos breves resimenes no nos permiten
distinguir entre los distintos estilos o calidades de nadadores del grupo.

Tramo Media Desvio =«

1 11.21 222 14
2 11.21 2.08 14
3 11.57 1.91 14
4 11.29 212 14

Tabla 3.9: Estadistica descriptiva univariada para los nadadores

3.4.8 Interpretacion de las componentes principales

% La primera componente tiene todos las cargas positivas, por lo cual se la considera
una componente de tamano. Es decir que un individuo tendra puntuacion alta en
esta componente si ha tardado mucho en todos los tramos o bien si la suma de
tiempos que le ha llevado correr la carrera completa es alta. Por el contrario, los
individuos que han hecho “buenos tiempos” tendran valores bajos en esta compo-
nente. Esta componente podria denominarse ‘rapidez’.

# La segunda componente es en cambio, un contraste, se dice que es una compo-
nente de forma. Contrasta los tiempos de los primeros dos tramos con los de los
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ultimos dos. Un individuo tendra alta esta componente si tard6 poco al principio y
desacelerd en los ultimos tramos. Por el contrario, si un individuo gasté toda su
energia en los dos primeros tramos y tarda mucho en los dos ultimos porque esta
cansado, su segunda componente sera baja. Esta componente podria denominarse
‘experiencia en carreras’.

3.4.9 Biplot

Para poder interpretar los resultados del analisis, se dibuja un grafico en el que se repre-
sentan simultaneamente las variables y los valores de cada individuo en pares de com-
ponentes principales entre las consideradas. A este grafico se lo conoce como biplot.

Graficar los individuos tiene sentido cuando las observaciones son pocas. En con-
trapartida, cuando disponemos de gran cantidad de observaciones, puede tener sentido
identificar grupos de individuos con distintos colores.

La Figura 3.20 muestra un biplot para los datos de la base de nadadores y la misma
es generada mediante el Cédigo 3.8 y cn datos extraidos de https://goo.gl/MIp9hr.

library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos

library (devtools) # Coleccion de herramientas de desarrollo para paquetes
install_github("vqgv/ggbiplot") # Instala paquete desde GitHub

library (ggbiplot) # Paquete para visualizacion de componentes principales
library (ggrepel) # Paquete que manipula etiquetas para graficos

library (readx!l) # Permite leer archivos xlsx

nad=read_excel ("C:/ ... /nadadores. xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar

nadadores=data.frame(nad[,1:5])
nad.pc=prcomp(nadadores[,2:5], center=TRUE, scale.=TRUE)

ggbiplot(nad.pc, obs.scale=1) +
geom_point(colour="royalblue") +
geom_text_repel(aes(label=nadadores[,1])) +
theme(legend. position="none") +

xlab ("PC1_,(73.1%,_de_variabilidad _explicada)") +
ylab ("PC2_(22.9%, _de_variabilidad_explicada)")
# Genera un biplot

Codigo 3.8: Generacion de un biplot
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Figura 3.20: Biplot para nadadores

El biplot tiene la particularidad de facilitar:

# La interpretacion de las distancias entre individuos en términos de similitud en
relacion a las variables consideradas.

#% La busqueda de grupos o patrones.

# La explicacion de las componentes principales utilizando las correlaciones con las
variables originales.

# El estudio de las posiciones relativas de los individuos entre si y respecto de las
componentes principales graficadas.

Un biplot es una representacion grafica de datos multivariantes. De la misma manera
que un diagrama de dispersion muestra la distribucion conjunta de dos variables, un biplot
puede representar tres 0 mas variables.

El biplot aproxima la distribucion de una muestra multivariante en un espacio de di-
mension menor, frecuentemente de dimension dos. El mismo superpone, sobre la misma
representacién, las variables originales de la muestra. El prefijo bi- se refiere a la super-
posicion, en la misma representacion, de individuos y variables.

En el biplot las representaciones de las variables son vectores. Sus proyecciones
sobre las componentes principales (ejes del biplot) nos dan idea de los loadings.

Este tipo de figura resulta util para describir graficamente los datos o para mostrar los
resultados proporcionados por modelos mas formales.

La forma mas sencilla del biplot es un diagrama de dispersion en el que los puntos
representan a los individuos, y los dos ejes a las componentes.
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Desde el punto de vista del usuario, los biplots serdn importantes debido a que su
interpretacion se basa en conceptos geométricos sencillos como los que se detallan a
continuacion.
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Ejemplo 3.12. A continuacidn citamos conclusiones obtenidas a partir de la interpretacién

La similitud entre individuos es la funcién inversa de la distancia entre los mismos,
sobre la representacion biplot.

Las longitudes y los angulos de los vectores que representan a las variables, se
interpretan en términos de variabilidad y covariabilidad respectivamente.

Las relaciones entre individuos y variables se interpretan en términos de producto
escalar; es decir, en términos de las proyecciones de los puntos individuo sobre los
vectores variable.

del biplot de nadadores dado por la Figura 3.20.
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En el biplot se aprecian las relaciones entre las variables y entre los individuos.

Si las variables forman angulos muy pequenos, significa que estan muy correlacio-
nadas.

En este grafico hay dos pares de variables muy correlacionadas ¢r1 con ¢r2 por un
lado vy, tr3 con tr4 por el otro.

Cuando dos variables son ortogonales (perpendiculares) indica que no estan corre-
lacionadas.

Asimismo, las proyecciones de las cuatro variables sobre el eje de la primera com-
ponente principal son todas positivas, mientras que la proyeccion de las dos pri-
meras variables sobre la segunda componente principal es positiva y la de las dos
siguientes sobre la segunda componente principal es negativa.

Respecto de los individuos, podemos decir que 5y 12 son los opuestos respecto de
la primera componente principal, el individuo 12 es el mas lento del grupo, mientras
que el individuo 5 es el mas rapido, el que hizo la carrera en menos tiempo; es decir,
el ganador.

Los individuos 4, 8 y 10 son los mas cercanos al origen del nuevo sistema de coor-
denadas y se los considera nadadores promedio.

Si pensamos en la segunda componente principal, que explica los estilos de nadar
de los participantes, los individuos 2 y 3 se gastan toda la energia en el primer tramo
y llegan cansados al segundo tramo, mientras que los individuos 9 y 11 guardan
energia para el segundo tramo, donde aceleran y ganan diferencia teniendo estilos
similares.
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Veamos si con el grafico de caritas de Chernoff (ver Figura 3.21 generada con el
Cadigo 3.9) y con datos extraidos de https://goo.gl/MIp9hr, es posible detectar la
presencia de los mismos patrones y similitudes que se aprecian en el biplot.

library (tcltk2) # Paquete que permite hacer caras de Chernoff
library (aplpack) # Paquete que permite hacer caras de Chernoff
library (readx!) # Permite leer archivos xlsx

nad=read_excel ("C:/ ... /nadadores. xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar

faces (nadadores, nrow.plot=3, ncol.plot=5, face.type=1,
labels=nadadores$nadador)
# Produce un diagrama de caras de Chernoff

Codigo 3.9: Generacién de caras de Chernoff para nadadores

1 2 3 4 5
o ~o @ @© 9©
6 7 8 9 10
& <5
11 12 13 14
Q ©é© p \I \@n ©é©

Figura 3.21: Caras de Chernoff para nadadores

Se visualiza en la Figura 3.21 que hay nadadores similares como 6y 509y 11. Sin
embargo en este grafico no podriamos asegurar cuales de estos nadadores son mas
rapidos ni tampoco cuales son mas expertos. Ademas soélo tiene sentido realizar esta
representacion si se dispone de una base relativamente chica de datos.

Enunciamos a continuacion conceptos clave.

% La matriz de vectores propios, que denotamos por V, define un cambio de base del
espacio R? en el que se ha representado la matriz de datos originales.
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Las ¢ primeras columnas de V' definen la proyeccion de los puntos en R? sobre el
subespacio g-dimensional de mejor ajuste.

Los elementos de V' son los cosenos de los angulos que forman las variables origi-
nales y las componentes principales.

Las coordenadas de los individuos en el nuevo sistema de referencia son de la
forma VX! =Y".

Estas puntuaciones se denominan scores y son representables.

El ACP utiliza la informacién redundante, a través de las correlaciones entre las
variables, para reducir la dimension.

Las componentes principales son variables no correlacionadas y, por tanto, cada
una de ellas aporta informacion independiente de la aportada por las restantes.

La varianza de la i-ésima componente principal es \,.

Ejemplo 3.13. Sobre un conjunto de 146 estudiantes de Data Mining se midieron las
siguientes variables:

25
%
oS
%

X1 peso en kilogramos,
X5, talla en centimetros,
X3 ancho de hombros en centimetros,

X, ancho de caderas en centimetros.

https://flic.kr/p/BPb18

Se cuenta con la siguiente informacion:

2S

el vector medio muestral del conjunto es

04.25
161.73
36.53
30.10

X =


https://flic.kr/p/BPb18

3.4. ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES

112

# La matriz de varianzas y covarianzas muestral es

44.70 1779 5.99 9.19
17.79 26.15 4.52 4.44
2.99 452 333 1.34
919 444 134 4.56

% Los autovectores y autovalores de la matriz de varianzas y covarianzas se muestran
en la Tabla 3.10.

X1 X2 X3 X4

0.8328 0.5095 0.1882 0.1063
0.5029 -0.8552 0.2020 0.1232
0.1363 -0.0588 0.1114 -0.9826
0.1867 0.0738 -0.9755 -0.0892

Autovalor 58.49 15.47 2.54 2.24
Porcentaje acumulado  74.27 93.92 97.15 100

Tabla 3.10: Autovalores y autovectores

% Los p valores del test de esfericidad de Bartlett se exhiben en la Tabla 3.11.

m x2 gl p-valor

0 33390 9 0439
1 12380 5 0.013
2 0.39 2 0.009

Tabla 3.11: Esfericidad de Bartlett

Decision sobre el numero de componentes a considerar

% Si se quisiera explicar el 90% de la variabilidad, alcanzaria con considerar las pri-
meras dos componentes principales.

% Aplicando el criterio de Kaiser, calculamos la media de las varianzas que resulta ser

o tr(s?) _ 78474

p _
son 58.49 y 15.47 siendo ambos mayores que 0.7V = 13.78.

= 19.685. Podemos ver que los dos primeros valores propios

# Considerando los p valores del test de esfericidad de la Tabla 3.11, se deberian
considerar las dos primeras componentes.
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Las dos primeras componentes principales con las variables estandarizadas tienen la
siguiente expresion analitica

Y; = 0.8328X; + 0.5029.X5 + 0.1363 X5 + 0.1867.X,
Y, = 0.5095.X; — 0.8552X, — 0.0588X5 4+ 0.0738X,

Interpretacion de las componentes

% La primera componente es la variable con mayor varianza y tiene todos sus coefi-
cientes positivos. Es una componente de tamano; es decir, ordena a los estudiantes
por tamano, en el sentido de las variables consideradas.

% La segunda componente tiene coeficientes positivos y negativos, por lo que se trata
de una componente de forma. Surgen de este modo dos tipologias de estudiante:
el atlético y el de formas redondeadas.

% Las componentes de tamafo y de forma son no correlacionadas.

% Las coordenadas de las primeras componentes principales nos permiten interpretar
las similitudes entre los individuos con pérdida minima de informacién.

Como observaciones generales importantes, destacamos las siguientes:

# El estudio de componentes principales, como otros métodos multivariados basados
en la matriz de varianzas y covarianzas o la matriz de correlaciones, usan una
pequena porcidn de la informacidn disponible.

% Se puede obtener la expresion de las componentes, asi como el porcentaje de
variabilidad explicada, a partir de la matriz de correlaciones o la matriz de covarian-
zas. Sin embargo, si se dispone sélo de esta informacion no pueden obtenerse los
scores.

Ejemplo 3.14. Un grupo de 48 individuos se present6 a una seleccion de personal que
convocd una empresa multinacional. Los candidatos fueron entrevistados y evaluados
de acuerdo con 15 criterios. En la Tabla 3.12 se exhiben los criterios considerados los
cuales constituyen las variables de interés del estudio.

PRO: prolijidad APA: apariencia personal

AMA: amabilidad FAC: formacién académica

HON: honestidad VEN: arte para vender

CAR: caracter EXP: experiencia

POT: potencial CON: capacidad para conceptualizar
SEG: seguridad  ADA: capacidad para adaptarse
AMB: ambicion GRU: entusiasmo para trabajo grupal
LUC: lucidez

Tabla 3.12: Criterios de evaluacién
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Cada criterio se evalud con una calificacion dentro de la escala del 0 a 10, siendo 0
completamente insatisfactoria y 10 sobresaliente. La evaluacion de cada uno de estos
48 individuos, segun estos quince criterios se encuentran en el archivo disponible en
https://goo.gl/1TERF3.

En la Tabla 3.13 se exhiben las proporciones de variabilidad explicadas por cada una
de las componentes principales y la variabilidad explicada acumulada. Para la generacion
de estos valores ver el Codigo 3.10.

Componente Desviacion Proporcion de Variabilidad
estandar variabilidad acumulada

PC1 2.741 0.501 0.501
PC2 1.434 0.137 0.638
PC3 1.207 0.097 0.735
PC4 1.094 0.080 0.815
PC5 0.860 0.049 0.864
PC6 0.703 0.033 0.897
PC7 0.593 0.023 0.921
PC8 0.557 0.021 0.941
PC9 0.507 0.017 0.958
PC10 0.430 0.012 0.971
PC11 0.391 0.010 0.981
PC12 0.312 0.007 0.987
PC13 0.298 0.006 0.993
PC14 0.254 0.004 0.998
PC15 0.189 0.002 1.000

Tabla 3.13: Variabilidad explicada

En la Figura 3.23 se presenta el grafico de sedimentacién o screeplot correspondiente
a las componentes halladas generado dentro del Cédigo 3.10.


https://goo.gl/1TERF3
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Figura 3.23: Gréfico de sedimentacién para aspirantes

En la Tabla 3.14 se encuentran los loadings o cargas de las primeras cuatro compo-
nentes principales calculados mediante el Codigo 3.10.

Criterio PC1 PC2 PC3 PC4

PRO -0.1624 -0.4288 0.3154 0.0943
APA -0.2131 0.0353 -0.0229 -0.2622
FAC -0.0402 -0.2369 -0.4305 -0.6363
AMA -0.2251 0.1298 0.4658 -0.3454
SEG -0.2905 0.2489 -0.2410 0.1728

LUC -0.3149 0.1310 -0.1500 0.0710
HON -0.1581 0.4054 0.2839 -0.4165
VEN -0.3243 0.0295 -0.1860 0.1982

EXP -0.1341 -0.5531 0.0826 -0.0678
CAR -0.3151 -0.0462 -0.0796 0.1560
AMB -0.3180 0.0682 -0.2087 0.1993
CON -0.3315 0.0232 -0.1171 -0.0747
POT -0.3333 -0.0223 -0.0725 -0.1881
ADA -0.2592 0.0823 0.4672 0.2014
GRU -0.2360 -0.4207 0.0892 0.0199

Tabla 3.14: Cargas de los datos de los aspirantes

En la Figura 3.24 se grafican las cargas de las primeras cuatro componentes princi-
pales.
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Figura 3.24: Cargas para los aspirantes

En la Figura 3.25 (generada por el Cddigo 3.10) se presentan los biplots de las pri-
meras dos componentes principales y de la tercera y cuarta componente principal.

Biplot entre las componentes 3y 4
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Figura 3.25: Biplots para los aspirantes
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library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos

library (gridExtra) # Paquete para acomodar graficos simultaneos

library (devtools) # Coleccion de herramientas de desarrollo para paquetes
install_github("vqv/ggbiplot") # Instala paquete desde GitHub

library (ggbiplot) # Paquete para visualizacién de componentes principales
library (ggrepel) # Paquete que manipula etiquetas para graficos

library (readx!) # Permite leer archivos xlsx

asp=read_excel ("C:/ ... /aspirantes.xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar

asp.pca.cor=prcomp(asp[,2:16], center = TRUE, scale. = TRUE)
# Realiza el analisis de componentes principales con estandarizacion

summary (asp.pca.cor) # Muestra la importancia de las componentes principales

ggscreeplot(asp.pca.cor, type = c("pev", "cev")) +
xlab ("Numero_de_componentes_principales") +

ylab (" Proporcién_de_variabilidad_explicada") +
geom_line (colour="royalblue’) +
geom_point(colour="royalblue’)

# Produce un grafico de sedimentacion

# Calculo de cargas
cl=as.vector(round(asp.pca.cor$rotation[,1],4))
c2=as.vector (round(asp.pca.cor$rotation[,2],4))
c3=as.vector(round(asp.pca.cor$rotation[,3],4))
c4=as.vector(round(asp.pca.cor$rotation[,4],4))
criterio=factor(colnames(asp)[2:16])
datos=data.frame(criterio ,c1,c2,c3,c4)

# Acomoda datos para grafico

load1=ggplot(datos, aes(x=criterio, y=cl1))+

geom_bar (stat="identity ", position="dodge", fill="royalblue",size=0.5)+
ggtitle ("Cargas_de_la_primera_componente") +

xlab ("") +

ylab("") +

theme (axis.text=element_text(size=5),
plot.title=element_text(color="#666666", face="bold", size=9, hjust=0.5))
# Grafica las cargas de la primera componente principal

load2=ggplot(datos, aes(x=criterio, y=c2))+

geom_bar(stat="identity", position="dodge", fill="royalblue",size=0.5)+
ggtitle ("Cargas,_de_la,_segunda_componente") +

xlab("") +

ylab("") +

theme (axis.text=element_text(size=5),
plot.title=element_text(color="#666666", face="bold", size=9, hjust=0.5))
# Grafica las segunda de la primera componente principal

load3=ggplot(datos, aes(x=criterio, y=c3))+
geom_bar(stat="identity", position="dodge", fill="royalblue",size=0.5)+
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ggtitle ("Cargas_de_la_tercera_componente") +

xlab("") +

ylab("") +

theme (axis.text=element_text(size=5),
plot.title=element_text(color="#666666", face="bold", size=9, hjust=0.5))
# Grafica las cargas de la tercera componente principal

load4=ggplot(datos, aes(x=criterio, y=c4))+

geom_bar (stat="identity", position="dodge", fill="royalblue",size=0.5)+
ggtitle ("Cargas,_de_la_cuarta_componente") +

xlab("") +

ylab("") +

theme (axis.text=element_text(size=5),
plot.title=element_text(color="#666666", face="bold", size=9, hjust=0.5))
# Grafica las cargas de la cuarta componente principal

grid.arrange (arrangeGrob (load1, load2, load3, load4, nrow=2))
# Realiza un grafico en simultaneo

b12=ggbiplot(asp.pca.cor, obs.scale=1, choices=1:2)+
geom_point(colour="royalblue") +
geom_text_repel(aes(label=1:48), size=2) +
theme(legend. position="none") +

xlab ("PC1_,(50.1%_de_,variabilidad_explicada)") +
ylab ("PC2_(13.7%_de_variabilidad_explicada)") +

ggtitle ("Biplot_entre_las_componentes 1.y 2") +

theme (axis. title=element_text(size=7),
plot.title=element_text(color="#666666", face="bold", size=9, hjust=0.5))
# Genera un biplot entre las componentes 1 y 2

b34=ggbiplot(asp.pca.cor, obs.scale=1, choices=3:4)+
geom_point(colour="royalblue") +

geom_text_repel(aes(label=1:48), size=2) +

theme (legend. position="none") +

xlab ("PC3_,(9.7%_de_variabilidad _explicada)") +

ylab ("PC4_(8.0%_de_variabilidad _explicada)") +

ggtitle ("Biplot_entre_las_componentes 3.y 4") +

theme (axis. title=element_text(size=7),
plot.title=element_text(color="#666666", face="bold", size=9, hjust=0.5))
# Genera un biplot entre las componentes 3 y 4

grid .arrange (arrangeGrob (b12, b34, nrow=1))
# Realiza un grafico en simultaneo

Cadigo 3.10: Anadlisis de componentes principales de aspirantes
A partir de las salidas presentadas podriamos hacernos las siguientes preguntas:

% ¢ Cuantas componentes principales seria conveniente considerar? ;Qué criterio se
utiliza para responder a esta pregunta?

% ¢ Es pertinente la aplicacion de esta técnica en este caso?

% ¢ Las componentes principales son de tamaro o de forma?
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# ¢ Qué implica un valor alto en la primera componente? ¢ Y en la segunda?
# ¢ Qué nombres serian adecuados para las primeras dos componentes principales?

3.5 Componentes principales robustas

La presencia de outliers univariados o multivariados puede distorsionar la informacién
de la matriz de covarianza muestral y conducir a resultados erroneos. Luego, se hace
necesario contar con técnicas robustas alternativas. Algunas de estas técnicas se basan
en métodos de bootstrap, las cuales requieren de menos supuestos pero tienen un alto
costo computacional.

Otras alternativas propuestas se basan en el reemplazo del vector de medias y de
la matriz de covarianzas obtenidas con el método clasico; por el vector de medias y la
matriz de covarianzas obtenidos con un método robusto.

Una de las alternativas robustas propuestas es Minimun Covariance Determinant
(MCD) [47], otra es el estimador de Stahel-Donoho [14] y una tercera propuesta es el
Minimum volume ellipsoid (MVE) [49].

La idea principal del estimador de Stahel-Donoho es utilizar una ponderaciéon de
las observaciones en funcion de su ‘medida de alejamiento del conjunto general de
datos’.

La ponderacion esta basada en proyecciones univariadas sobre la direccidén en la cual
el alejamiento es maximo. Este estimador para los casos multivariados, tiene dificultades
en la medicion del grado de alejamiento de las observaciones.

En el caso de conjuntos de datos fuertemente contaminados, se han propuesto co-
rrecciones para este estimador que miden esta calidad previamente al céalculo de las
ponderaciones [50].

Recordemos que el MCD es un algoritmo para estimar el vector de medias y la ma-
triz de covarianzas a partir de una submuestra cuya principal caracteristica es lograr el
determinante minimo. Se trata de una estimacion robusta del vector de medias y de la
matriz de covarianzas.

Se espera que en conjuntos de datos que tienen outliers, los métodos robustos logren
un funcionamiento superior a los métodos clasicos.



3.5. COMPONENTES PRINCIPALES ROBUSTAS 120

Ejemplo 3.15. Considerando los datos de nadadores del Ejemplo 3.1, agregamos tres
observaciones nuevas que se muestran en la Tabla 3.15

15 18 12 12 10
16 8 15 5 11
17 10 13 12 8

Tabla 3.15: Nuevos nadadores

Observemos los graficos de las Figuras 3.26 y 3.27 (generados dentro del Cédigo 3.11)
para interpretar el objetivo de agregar estos datos.

Tiempos por tramos con datos originales Tiempos por tramos con datos modificados

14 16

12 12

10 ‘ ‘
8 °

Tramo EJ1E32 E5 3Bl 4

Figura 3.26: Comparacion de boxplots para nadadores
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Figura 3.27: Diagramas de dispersion para nadadores

Veamos qué efecto tienen estas tres nuevas observaciones sobre el analisis de com-
ponentes principales clasico que se muestra en la Tabla 3.16 cuyos datos pueden gene-
rarse aplicando el Codigo 3.11.

1.4645 1.0139 0.7794 0.4688
0.5362 0.2570 0.1518 0.0549
0.5362 0.7932 0.9451 1.0000

Tabla 3.16: PCA clasico con nuevos datos

Con el objeto de apreciar el impacto de estas tres observaciones nuevas, se sugiere
comparar los resultados con los obtenidos en la Tabla 3.4.

Las Figuras 3.28, 3.29 y 3.30 fueron generadas mediante el Cédigo 3.11 con datos
extraidos de https://goo.gl/MIp9hr y muestran los resultados del analisis clasico apli-
cado a la base de datos de los nadadores con los datos agregados.

Se sugiere su comparacion con las Figuras 3.18, 3.19, 3.17 y 3.20 que muestran los
resultados con los datos originales.


https://goo.gl/MJp9hr
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Cargas de la primera componente Cargas de la segunda componente
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Figura 3.28: Cargas ACP(clasico) para nadadores con datos agregados
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Figura 3.29: Andlisis clasico de screeplot para los nadadores con los datos agregados
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Figura 3.30: biplot clasico para nadadores con datos agregados

library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos

library (gridExtra) # Paquete para acomodar graficos simultaneos

library (readxl) # Permite leer archivos xlsx
install_github("vqgv/ggbiplot") # Instala paquete desde GitHub

library (ggbiplot) # Paquete para visualizacion de componentes principales
library (ggrepel) # Paquete que manipula etiquetas para graficos

g_legend <— function (a.gplot){

tmp <— ggplot_gtable (ggplot_build(a.gplot))

leg <— which(sapply (tmp$grobs, function(x) x$name)=="guide—box")
legend <— tmp$grobs[[leg]]

return (legend)}

# Funcion para obtener leyendas

nad=read excel("C:/.../nadadores. xlsx")

# Importa la base con la cual se va a trabajar
datos=data.frame(c(nad$tr1 , nad$tr2 , nad$tr3, nad$tr4),
c(rep("tr1",14), rep("tr2",14), rep("tr3",14), rep("trd" ,14)))
# Arregla los datos

colnames (datos)=c("Tiempo","Tramo")

bp=ggplot (data=datos ,aes(y=Tiempo), colour=factor (Tramo)) +

geom_boxplot (aes(x=Tramo, fill=factor (Tramo))) +
ggtitle ("Tiempos_por tramos_con_datos _originales") +
xlab("") +

ylab("") +

theme (axis.text.x=element_blank (), axis.ticks=element_blank(),
axis.line=element_line (colour="royalblue", size=0.5, linetype="solid")) +
scale_fill_brewer(palette="BuPu", name="Tramo",

breaks=c("tr1", "tr2", "tr3", "trd"),
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labels=c("1","2","3","4")) +

theme(plot. title=element_text(color="#666666", face="bold", size=9,
hjust=0.5)) +

theme(legend. position="bottom")

# Genera un boxplot

nad.cont=rbind(nad,c(15,18,12,12,10),¢c(16,8,15,5,11),¢c(17,10,13,12,8))
# Agrega nuevos datos

nad.cont=nad.cont[, —1]

# Quita una columna

datos.cont=data.frame(grupo=c(rep("original",14), rep("nuevo",3)),
c(nad.cont$tr1 ,nad.cont$tr2 ,nad.cont$tr3 ,nad.cont$tr4),
c(rep("tr1",17), rep("tr2",17), rep("tr3",17),

rep("trd" ,17)))

colnames(datos.cont)=c("Grupo", "Tiempo", "Tramo")

# Acomoda los datos

bpcont=ggplot(data=datos.cont,aes(y=Tiempo),colour=factor (Tramo)) +

geom_boxplot (aes(x=Tramo, fill=factor (Tramo))) +
ggtitle ("Tiempos_por tramos,_con_datos_modificados") +
xlab("") +

ylab("") +

theme (axis.text.x=element_blank (), axis.ticks=element_blank(),
axis.line=element_line (colour="royalblue", size=0.5,
linetype="solid")) +

scale_fill_brewer(palette="BuPu", name="Tramo",

breaks=c("tr1", "tr2", "tr3", "trd"),

labels=c("1","2","3","4")) +

theme(plot. title=element_text(color="#666666", face="bold", size=9,
hjust=0.5)) +

theme(legend. position="bottom")

# Genera un boxplot

mylegendi=g_legend (bpcont)
# Guarda una leyenda

grid.arrange (arrangeGrob (bp + theme(legend.position="none"),
bpcont + theme(legend.position="none"), nrow=1),

mylegend1, nrow=2, heights=c(10, 2.5))

# Realiza un grafico en simultaneo

datos.tr=split (datos.cont,datos.cont$Tramo)
data=data.frame(datos. tr)

tr1=datos.tr[[1]]

tr2=datos.tr[[2]]

tr3=datos.tr[[3]]

tr4=datos. tr [[4]]

# Acomoda datos para grafico

p12=ggplot (data, aes(tr1$Tiempo, tr2$Tiempo))+
geom_point (aes(colour=factor (tr1$Grupo))) +

labs (x="Tramo_1", y="Tramo_2", color="Datos\n") +
scale_color_manual(labels=c("Agregado", "Original"),
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values=c("indianred3", "royalblue")) +
theme(axis. title=element_text(size=8),
axis.text=element_text(size=7),
legend. position="bottom")

# Genera un diagrama de dispersién

p13=ggplot(data, aes(tr13$Tiempo, tr3$Tiempo))+
geom_point (aes(colour=factor (tr1$Grupo))) +

labs (x="Tramo_1", y="Tramo_3", color="Datos\n") +
scale_color_manual(labels=c("Agregado", "Original"),
values=c("indianred3", "royalblue")) +

theme (axis. title=element_text(size=8),
axis.text=element_text(size=7),

legend. position="bottom")

# Genera un diagrama de dispersién

pl4=ggplot(data, aes(tr1$Tiempo, tr4$Tiempo))+
geom_point(aes(colour=factor (tr1$Grupo))) +

labs (x="Tramo_1", y="Tramo_4", color="Datos\n") +
scale_color_manual(labels=c("Agregado", "Original"),
values=c("indianred3", "royalblue")) +

theme(axis. title=element_text(size=8),
axis.text=element_text(size=7),

legend. position="bottom")

# Genera un diagrama de dispersidn

p23=ggplot(data, aes(tr2$Tiempo, tr3$Tiempo))+
geom_point (aes(colour=factor(tr2$Grupo))) +

labs (x="Tramo_2", y="Tramo_3", color = "Datos\n") +
scale_color_manual(labels=c("Agregado", "Original"),
values=c("indianred3", "royalblue")) +

theme(axis.title=element_text(size=8),
axis.text=element_text(size=7),
legend. position="bottom")

# Genera un diagrama de dispersién

mylegend2=g_legend (p23)
# Guarda una leyenda

grid . arrange (arrangeGrob (p12 + theme(legend.position="none"),
p13 + theme(legend.position="none"),

p14 + theme(legend.position="none"),

p23 + theme(legend.position="none"), nrow=2),

mylegend2, nrow=2, heights=c(10, 3.5))

# Realiza un grafico en simultaneo

nad.pca=princomp (nad.cont,cor = TRUE, scores = TRUE)
# Calcula las componentes principales con los datos agregados
summary(nad.pca) # Muestra la importancia de las componentes principales

load1=nad.pca$loadings[,1]
load2=nad.pca$loadings|[,2]
# Calcula las cargas de las componentes principales
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dat=data.frame(cbind(load1 ,load2))
x=factor(c("Tramo_1", "Tramo_2", "Tramo 3", "Tramo_4"))
# acomoda datos para grafico

pi=ggplot(dat, aes(x=x, y=load1))+

geom_bar(stat="identity", position="dodge", fill="royalblue",fsize=0.5)+
ggtitle ("Cargas_de_la_primera_componente") +

xlab ("") +

ylab("") +

theme(plot. title=element_text(color="#666666", face="bold", size=9,
hjust=0.5))

# Genera un grafico de barras

p2=ggplot(dat, aes(x=x, y=load2))+

geom_bar (stat="identity", position="dodge", fill="royalblue",size=0.5)+
ggtitle ("Cargas_de_la_segunda_componente") +

xlab("") +

ylab("") +

theme(plot. title=element_text(color="#666666", face="bold", size=9,
hjust=0.5))
# Genera un grafico de barras

grid.arrange (arrangeGrob(p1, p2, nrow=1))
# Realiza un gréafico en simultaneo

ggscreeplot(nad.pca, type = c(’'pev’, ‘cev’)) +
xlab ( 'Numero_de_componentes_principales’) +

ylab (' Proporcién_de_la_variabilidad_explicada’) +
geom_line (colour="royalblue’) +
geom_point(colour="royalblue )

# Produce un grafico de sedimentacion

ggbiplot(nad.pca, obs.scale=1) +
geom_point(colour="royalblue") +
geom_text_repel(aes(label=1:17))
theme (legend. position="none") +
xlab ("PC1_(53.6%, de_variabilidad _explicada)") +
ylab ("PC2_(25.7%_de_variabilidad_explicada)")
# Genera un biplot

+

Codigo 3.11: ACP nadadores con datos agregados

A continuacién veremos como actuan las diferentes alternativas robustas sobre este
analisis. Para ello, en la Tabla 3.17 y en las Figuras 3.32 y 3.31 vamos a mostrar los
resultados de una de las alternativas robustas y las instrucciones a seguir para aplicar las
demas opciones y asi poder comparar las salidas obtenidas. Los resultados se obtienen
a partir del Codigo 3.12 con datos extraidos de https://goo.gl/MIp9hr.


https://goo.gl/MJp9hr
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1.670 1.031 0.337 0.181
0.698 0.266 0.028 0.008
0.698 0.963 0.992 1.000

Tabla 3.17: Andlisis de componentes principales usando MCD
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Figura 3.31: Screeplot para MCD de nadadores con datos agregados
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Figura 3.32: Biplot para MCD de nadadores con datos agregados
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library (readx!) # Permite leer archivos xlsx

install_github("vqv/ggbiplot") # Instala paquete desde GitHub

library (ggbiplot) # Paquete para visualizacién de componentes principales
library (MASS)

# Paquete con funciones y bases de datos para la libreria de Venables y Ripley
library (ggrepel) # Paquete que manipula etiquetas para graficos

nad=read_excel ("C:/ ... /nadadores. xlsx")

# Importa la base con la cual se va a trabajar

nad.cont=rbind(nad, c(15,18,12,12,10), c(16,8,15,5,11), ¢(17,10,13,12,8))
# Agrega nuevos datos

nad.cont=nad.cont[, —1]

# Quita una columna

nad.rob.pcal=princomp(nad.cont, cor=TRUE, scores=TRUE,
covmat=MASS::cov.mcd(nad.cont))

summary (nad.rob.pcal)

# Analisis de componentes principles aplicando MCD

ggscreeplot(nad.rob.pcal, type = c(’'pev’, ‘cev’)) +
xlab ( 'Numero_de_componentes_principales’) +

ylab (’Proporcién_de_la_variabilidad_explicada’) +
geom_line (colour="royalblue’) +
geom_point(colour="royalblue )

# Produce un grafico de sedimentacion

ggbiplot(nad.rob.pcal, choices = 1:2) +
geom_point(colour="royalblue") +
geom_text_repel(aes(label=1:17)) +

theme (legend. position="none") +

xlab ("PC1_estandarizada (69.8%, de_variabilidad_explicada)") +
ylab ("PC2_estandarizada _(26.6% _de_variabilidad_explicada)") +
theme(axis. title=element_text(size=8))

# Genera un biplot

HHHHHHAH RS S S S
# Otras alternativas robustas
HHBH AR

nad.rob.pca2=princomp(nad.cont, cor=TRUE, scores=TRUE,
covmat=MASS::cov.rob(nad.cont))

summary (nad.rob.pca2)

# Analisis de componentes principles aplicando el estimador
# resistente de ubicacién multivariada y dispersién

nad.rob.pca3=princomp(nad.cont, cor=TRUE, scores=TRUE,
covmat=MASS::cov.mve(nad.cont))

summary (nad.rob.pca3)

# Andlisis de componentes principles aplicando MVE

Codigo 3.12: PCA Robusto (nadadores con datos agregados
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3.6 Ejercitacion

Ejercicio 1. Consideramos un vector aleatorio X = (X, X, X3)! de media 0 cuya matriz
de varianzas y covarianzas poblacionales esta dada por

Ejercicio 2. Considerando los datos de la base disponible en https://goo.gl/CSZuvH,

3 11
1 31
1 15

. Hallar los autovalores y autovectores de la matriz de varianzas y covarianzas.

Dar la expresion de las componentes principales Y = (Y7, Y5, Y3)! e indicar la pro-
porcion de la variabilidad explicada por cada una de ellas.

Hallar los loadings de la primera componente principal.

Hallar los scores de las primeras dos componentes principales correspondientes a
la observacion X = (2,2,1)".

se pide:

1.

Graficar el boxplot de cada una de las variables, indicando si se observa la presen-
cia de valores atipicos.

Graficar los diagramas de dispersion de las variables de a pares. Estimar la presen-
cia de correlacion entre variables a partir de estos graficos, indicando si la misma
puede considerarse fuerte y el signo de las mismas.

Calcular el vector de medias y la matriz de varianzas y covarianzas muestral.

Hallar la matriz de correlacion muestral. Verificar las estimaciones realizadas vi-
sualmente.

. A partir de estas observaciones, ;resulta razonable pensar en un analisis de com-

ponentes principales para reducir la dimensién del problema?

Hallar la primera componente principal y graficar sus coeficientes mediante barras
verticales.

. Indicar qué porcentaje de la variabilidad total logra explicar esta componente. Ex-

plicar si se trata de una componente de tamano o de forma. Es posible ordenar las
promotoras en funcién de esta componente? Si la respuesta es afirmativa, ¢ cual
es la mayor y cual la menor? En caso contrario, explicar por qué no es posible
ordenarlos.


https://goo.gl/CSZuvH
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Ejercicio 3. Consideremos el siguiente conjunto de datos

3 6
X = 5 6
10 12

. Calcular la matriz de covarianza, sus autovalores y autovectores.

Hallar las componentes principales y su contribucién porcentual a la varianza total.

Graficar los datos en R? teniendo en cuenta la base original y luego la base de los
dos primeros ejes.

Repetir los calculos con los datos estandarizados e interpretar los resultados obte-
nidos

Verificar que los dos primeros autovectores son ortogonales entre si. Representar
graficamente estos dos vectores en un grafico bidimensional y trazar rectas desde
el origen hasta la ubicaciéon de cada uno de los vectores en el gréfico.

Ejercicio 4. Sea

311
1 40
1 0 2

Y=

la matriz de varianzas y covarianzas poblacionales correspondiente al vector aleatorio
X = (X17X2, Xg)t siendo:

X;: puntuaciéon media obtenida en las asignaturas de Econometria,

X,: puntuacion media obtenida en las asignaturas de Derecho,

X3: puntuaciéon media obtenida en asignaturas libres.

Los datos corresponden a un conjunto de alumnos de la carrera de economia.

1.
2.

Calcular los autovalores de la matriz X.

Interpretar la segunda componente principal sabiendo que el autovector correspon-
diente es w = (0.5744, —0.5744,0.5744).

Cbmo se deberia interpretar el hecho que un estudiante tuviera segunda una pun-
tuacién en la componente principal muy inferior a la de sus comparneros?

¢, Cuantas componentes principales seran necesarias para explicar al menos el 80%
de la variabilidad total del conjunto?

Ejercicio 5. El conjunto de datos disponible en https://goo.gl/9Mg4 D, se refiere a
20 observaciones de suelo, donde se midieron


https://goo.gl/9Mg4JD
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-
To.
i

Ty-

contenido de arena,
contenido de cieno,
contenido de arcilla,

contenido de materia organica,

: acidez segun PH.

. Comparar los resultados del Analisis en Componentes Principales para la matriz de

covarianza y para la matriz de correlacién.

. Los porcentajes de variabilidad que logran explicar cada una de las componentes,

¢,son los mismos?

. ¢, Cambia el orden de las componentes?
. ¢Cambian los loadings de las componentes?

. ¢, Cual de los dos andlisis parece mas adecuado? ¢ Por qué?

Ejercicio 6. Los datos disponibles en https://goo.gl/FVqX22 se refieren a 49 aves,

21 de los cuales sobrevivieron a una tormenta.

. Estandarizar las variables y calcular la matriz de covarianzas para las variables

estandarizadas.

. Verificar que ésta es la matriz de correlacion de las variables originales.

. ¢Parece adecuado en este caso un analisis de componentes principales? ;Qué

indica el autovalor para una componente principal?

. ¢ Cuantas componentes son necesarias para explicar el 80% de la varianza total?

Realizar el grafico de sedimentacién, fundamentando la respuesta con este grafico.

. ¢,Cual es la expresidn de la primera componente principal?

. ¢ Cbémo queda expresada la primera componente principal en funcion del autovector

correspondiente y de las variables?

. Encontrar las coordenadas del pajaro 11 en las nuevas componentes.

. Representar graficamente en el plano: Eje 1 vs. Eje 2, Eje 1 vs. Eje 3, Eje 2 vs. Eje

3. Interpretar los tres primeros ejes.

. Realizar un grafico donde se observen las aves en los nuevos ejes 1y 2, resaltando

con distinto color el grupo de los que sobrevivieron.


https://goo.gl/FVqX22
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10. Utilizar el Analisis en Componentes Principales como método para encontrar out-
liers.

Ejercicio 7. Con el objetivo de obtener indices utiles para la gestién hospitalaria basa-
dos en técnicas estadisticas multivariantes descriptivas, se recogi6 informacién del Hos-
pital de Algeciras correspondiente a los ingresos hospitalarios del periodo 2007-2008. Se
estudiaron las siguientes variables habitualmente monitorizadas por el Servicio Andaluz
de Salud, del Sistema Nacional de Salud Espafiol:

NI: numero de ingresos,

MO: tasa de mortalidad,

RE: numero de reingresos,

NE: numero de consultas externas,
ICM: indice cardiaco maximo,

ES: numero de estancias.

Las variables se midieron en un total de 22486 ingresos. En el archivo disponible
en https://goo.gl/V2UQ1lp se aprecia la distribucion de los valores obtenidos en las
variables listadas por los servicios del hospital de Algeciras, Andalucia, Espana.

1. Calcular las primeras dos componentes principales son.
2. Graficar las cargas y explicar la interpretacidén de las componentes principales.

3. ¢Qué porcentaje de variabilidad logra captar cada una de ellas? Graficar el scree
plot.

4. ;Parece adecuado considerar dos componentes principales?
5. Hallar la correlacion entre las nuevas variables y las originales.

6. Ordenar los servicios en funcion de su puntuacidén en cada una de las dos primeras
componentes principales, indicando cuales son los servicios mas demandados y
los mas complejos.

7. Representar un biplot y buscar servicios similares, asociaciones entre las varia-
bles. Verificar en este grafico la representacion de las variables originales en las
componentes.


https://goo.gl/V2UQ1p
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Capitulo 4

Contrastes de independencia y
homogeneidad

Si tu experimento necesita un
estadista, hubiera sido necesario
hacer un experimento mejor.

— Ernest Rutherford

4.1 Contraste de Hipotesis

El contraste de hipétesis se propone investigar si una propiedad, que se supone es va-
lida en una cierta poblacién, es compatible con lo observado en una muestra de dicha
poblacién.

Se trata de un procedimiento que permite elegir entre dos posibles hipoétesis antagoni-
cas o simplemente excluyentes.

Todo contraste de hipétesis estadisticas se basa en la formulacion de dos hipotesis
mutuamente excluyentes:

# Hipotesis nula, denotada por H,

% Hipbtesis alternativa, denotada por H,

¢ Qué se debe asignara Hy? ;Y a H,?

La hipotesis H, es la que se contrasta. En general, es una afirmaciéon concreta
sobre la forma de una distribucién de probabilidad, sobre el valor de alguno de los para-
metros de una distribucion o sobre la vinculacién entre distribuciones o pardmetros. El
nombre de nula se refiere a ‘sin valor, efecto o consecuencia’, lo cual sugiere que H,
debe identificarse con la hipotesis statu quo; es decir, no habria cambio, diferencia o
mejora a partir de la situacion actual.
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Es importante destacar que la hipo6tesis nula nunca se considera probada, aunque
puede ser rechazada por la evidencia empirica.

Por ejemplo, la hipétesis de que dos poblaciones tienen la misma media puede ser
rechazada facilmente cuando las mismas difieren notablemente al analizar muestras su-
ficientemente grandes de ambas poblaciones. Sin embargo, no puede ser ‘demostrada’
mediante muestreo puesto que siempre cabe la posibilidad de que las medias difieran
en una cantidad lo suficientemente pequefia para que no pueda ser detectada, aun en el
caso de que la muestra sea muy grande.

Podemos resumir diciendo que la l6gica del contraste de hipétesis se basa en los
siguientes puntos.

% Se encuentra, 0 no, evidencia en contra de la hipétesis de nulidad planteada.

N

% En caso de no haberse encontrado evidencia, por el momento, no hay motivos para
dejar de sostenerla.

N
C

¢« Si, por el contrario, se encuentra evidencia; se tienen los motivos necesarios para
rechazarla.

Dado que descartaremos o no la hipétesis nula en funcién de la informacion disponi-
ble, o evidencia empirica, que surge a partir de las muestras obtenidas, no sera posible
garantizar que la decisién tomada sea la correcta. Es decir, podria surgir una diferencia
como producto del azar en la seleccion de la muestra.

La hipotesis alternativa, también llamada hipétesis del investigador, es muchas ve-
ces la negacion de la hipétesis nula, pero puede ser simplemente excluyente sin llegar a
incluir todo lo que H, excluye.

A qué se refiere una hipotesis estadistica?

Podemos distinguir dos grandes grupos de hipoétesis:
% Hipotesis paramétricas: se refieren al valor de algun parametro, o relaciones entre
valores de varios parametros.

En este caso, H, asigna un valor especifico o un intervalo de valores al pardmetro
en cuestiéon. La opcidn de igualdad siempre debe formar parte de H,.

N
A

Hipotesis no paramétricas o de libre distribucidon: no se refieren al valor de un
parametro. Las mismas pueden referirse a una forma distribucional, a una estruc-
tura relacional de las variables o a la pertenencia de cierta familia.

Recordemos que los parametros son constantes que caracterizan a una distribucién
tedrica o poblacional. Por ejemplo, en la distribucion Normal existen dos parametros:
que indica la media, y o que indica la dispersion.

Para poder estimar el valor de los pardmetros, se utilizan funciones de la muestra
denominadas estadisticos, cuya distribucién se denomina distribucién muestral.
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Algunos ejemplos de estadisticos son los siguientes:
% la media muestral X,

s la mediana muestral X,

# la varianza muestral S?,

# el rango muestral X™ — X1,

¢JEn qué se basa la regla de decision?

Decision

T

El estadistico de contraste es un resultado que se obtiene a partir de la muestra y
que cumple dos condiciones:

% proporcionar informacidén empirica relevante sobre la afirmacién propuesta en Hy,
% poseer una distribucion muestral conocida.

Luego, para definir un criterio que permita decidir si se rechaza o no la hipétesis nula
H,.

Suponiendo cierta la hipétesis de nulildad, conocemos la distribucion del estadistico
de contraste y partimos el soporte del estadistico en dos regiones o zonas mutuamente
excluyentes, que denominaremos regién critica o de rechazo y regiéon de no rechazo
(algunos textos la denominan de aceptacion).

% region critica o regidn de rechazo es el area del soporte de distribucién muestral
que corresponde a los valores del estadistico de contraste que se encuentran muy
alejados de la afirmacion establecida. Siendo cierta H, es muy poco probable que
el estadistico de contraste caiga en esta region.

# region de no rechazo es el area del soporte de la distribucidon muestral correspon-
diente a los valores del estadistico de contraste préximos a la afirmacidn establecida
en Hy. Es decir, los valores del estadistico de contraste que tienen una probabilidad
alta de ocurrir siendo H, cierta.
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El o los valores criticos son valores del estadistico de contraste que delimitan la
region de rechazo.

La probabilidad de la regién critica o de rechazo se denomina nivel de significacion o
nivel de riesgo y se representa con la letra . De esta manera, la probabilidad asignada
a la region de no rechazoes 1 — a.

Una vez definidas estas dos zonas, la regla de decision consiste en:

% rechazar H, si el estadistico de contraste toma un valor perteneciente a la zona de
rechazo,

% no rechazar 7, si el estadistico de contraste toma un valor perteneciente a la zona
de no rechazo.

Entonces, el tamafo de las zonas de rechazo o critica y de no rechazo, se determina
fijando el valor de «; es decir, fijando el nivel de significacion con el que se desea trabajar.
Habitualmente se consideran para el nivel de significacion las proporciones 0.10, 0.05 o
0.01.

La forma en que se divide la distribucion muestral en zona de rechazo y de no rechazo
depende de si el contraste es bilateral, situando la region de rechazo en los dos extremos
o colas; o unilateral, en el cual se situa la region de rechazo en uno de los dos extremos
o colas.

La zona critica debe situarse donde puedan aparecer los valores muestrales incom-
patibles con H, y compatibles con H;.
Teniendo en cuenta fio anterior, las reglas de decision se basan en lo siguiente:

# Para contrastes bilaterales donde la hipétesis alternativa da lugar a una region
critica ‘a ambos lados’ del valor del parametro, lo mas usual es que cada una de las
dos regiones de rechazo tengan la misma area («/2). Se rechaza H, cuando el es-
tadistico de contraste pertenece a la zona critica. Esto ocurre cuando el estadistico
de contraste toma un valor muy alejado del supuesto en la hip6tesis nula. Siendo
cierta H, la probabilidad de obtener un valor dentro de la region critica derecha es
a/2y lo mismo en la izquierda.

# Para contrastes unilaterales en los cuales la region critica esta ‘a un solo lado’,
pudiendo ser derecho o izquierdo, el area de la zona critica o de rechazo es «. Se
rechaza H, si el estadistico de contraste pertenece a la zona critica; es decir, si el
estadistico de contraste toma un valor mayor que el valor critico si la cola es a la
derecha y menor que el valor critico si la cola es a la izquierda.



4.1. CONTRASTE DE HIPOTESIS 137

ona de no rechazo

Regidn critic Regidn critica

V.C.1 V.C.9

Figura 4.1: Ejemplo de regiones en un contraste bilateral

Una vez planteada la hipétesis, se debe:

1.

2.
3.
4.
5.

Establecer los supuestos.

Definir el estadistico de contraste y hallar su distribucion muestral.
Fijar el nivel de significacion.

Elegir convenientemente el tamafio muestral n.

Deducir la regién critica para una muestra de tamarno n.

Recién entonces, se toma una muestra aleatoria de tamano n y se aplica el test. Se
decide luego

% rechazar H, si el estadistico de contraste pertenece a la zona critica,

PN
7

no rechazar H, si el estadistico pertenece a la zona de no rechazo.

En caso de rechazar H,, se esta afirmando que la hipdtesis nula es falsa; es de-
cir, que hemos conseguido probar que esa hipétesis es falsa con una probabilidad « de
equivocarnos. Por el contrario, si no se rechaza, no significa que estamos afirmando que
la hipbtesis sea verdadera. Simplemente, decimos que no tenemos evidencia empirica
suficiente para rechazarla y que la misma se considera compatible con los datos. Pode-
mos concluir que, si se mantiene o no se rechaza H,, nunca se puede afirmar que ésta
sea verdadera.

La toma de decision puede implicar los siguientes dos tipos de error.

s Error de tipo | es el que se comete cuando se decide rechazar la hipoétesis nula Hy

siendo en realidad verdadera. La probabilidad de cometer este error resulta

P(Rechazar Hy/H, es verdadera) = «.

s Error de tipo Il es el que se comete cuando se decide no rechazar la hipétesis nula

H, siendo en realidad falsa. La probabilidad de cometer este error resulta

P(No rechazar Hy/H, es falsa) = f.
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Por lo tanto tenemos que
# 1 — a es la probabilidad de tomar una decision correcta cuando H, es verdadera,

% 1 — [ es la probabilidad de tomar una decision correcta cuando H, es falsa.

No se rechaza H, Se rechaza H,
H, es verdadera Decisidn correcta Error de tipo | (P = «)
H, es falsa Error de tipo Il (P = f3) Decision correcta

Tabla 4.1: Errores en un test

El problema de usar un procedimiento basado en datos muestrales es que, debido a
la variabilidad del muestreo, la muestra obtenida puede resultar no representativa, y por
ende, conducir a un error.

4.1.1 Nivel de significacion

El nivel de significacion de un test se puede definir como la maxima probabilidad de
rechazar la hipétesis nula H, cuando ésta es cierta. Por lo tanto, el nivel de significacién
representa el riesgo maximo admisible para rechazar H, siendo ella cierta. Este nivel
debe ser elegido por el investigador antes de realizar el contraste, para que el mismo no
influya sobre su decision.

Por otro lado, la probabilidad de cometer un error de tipo Il, 3, es un valor desconocido
que depende de los siguientes factores:

# la hipotesis H, que se considere verdadera,
#% el valor de «,

# el tamano del error tipico (desviacion tipica muestral) utilizado para efectuar el con-
traste.

Cuanto mas se aleje el verdadero valor del valor supuesto en H,, mas se alejara
la distribucidén del estadistico de contraste bajo H, de la del estadistico bajo H;. En
consecuencia, mas pequefa sera el area 5 marcada con rojo en la Figura 4.2. Asi, el
valor de 3 depende del valor concreto que se haya supuesto en H; para el parametro de
interés. Es mas, a y 3 se relacionan de forma inversa, siendo menor 5 cuanto mayor es a.
El solapamiento entre las curvas correspondientes a uno y otro parametro, establecidos
en Hyy H,, sera tanto mayor cuanto menor sea la distancia entre ambos parametros (1
y 11 de la Figura 4.2).
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Figura 4.2: Representacién de los errores de un test

4.1.2 Relaciones entre los errores de tipo 1l y |l

Un buen procedimiento estadistico es aquel para el cual la probabilidad de cometer
cualquier tipo de error resulta pequefia. La eleccién de un valor particular para efec-
tuar el corte de la region de rechazo determina las probabilidades de errores de tipo | y
de tipo Il

El valor del nivel de significacién, «, se establece ‘a priori’ por lo tanto es unico. Sin
embargo, hay un valor diferente de  por cada valor del pardmetro escogido en H;.

Como « es fijado por el investigador, trataremos de elegir un procedimiento tal que la
probabilidad de cometer el error de tipo Il sea la menor posible.

Usualmente, se disefan los contrastes de tal manera que el nivel de significacion sea
a = 0.05. Aungque en ocasiones se usan los valores 0.10 0 0.01 para adoptar condiciones
mas relajadas o mas estrictas, respectivamente.

4.1.3 Potencia de un contraste

Se llama potencia de la prueba y se denota por «, a la probabilidad de decidir por H;
cuando ésta es cierta; es decir,

1— si H
m = P(Rechazar Hy) = { p , n ¢ Ho,
o Sl u € Hp.

El concepto de potencia se utiliza para medir la bondad de un contraste de hipétesis.
Cuanto mas lejana se encuentra la hipoétesis H,; de H,, menor es la probabilidad de
incurrir en un error tipo 1l y, por consiguiente, la potencia tomara valores mas préximos a
1.

Si la potencia en un contraste es siempre proxima a 1, entonces se dice que la prueba
de hipétesis es muy potente para contrastar H, ya que en ese caso las muestras seran,
con alta probabilidad, incompatibles con H, cuando H, sea falsa.

Por tanto puede interpretarse la potencia de un contraste como su sensibilidad o ca-
pacidad para detectar la falsedad de la hipétesis nula. Dicho con otras palabras, la po-
tencia cuantifica la capacidad del criterio utilizado para rechazar H, cuando ésta es falsa.
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Es deseable en un contraste de hipétesis que las probabilidades de ambos tipos de
error sean lo mas pequenas posibles. Sin embargo, con una muestra de tamarno estable-
cido, disminuir la probabilidad del error de tipo | («), conduce a incrementar la probabilidad
del error de tipo Il (5).

Una estrategia valida para aumentar la potencia del contraste; esto es, disminuir la
probabilidad de error de tipo I, es aumentar el tamafo muestral, lo que en la practica
conlleva a un incremento de los costos del estudio que se quiere realizar.

El concepto de potencia nos permite valorar cual, entre dos contrastes con la misma
probabilidad de error de tipo |, es preferible.

El objetivo consiste en tratar de escoger entre todos los contrastes posibles con un
valor de « establecido, aquel que tenga mayor potencia; esto es, menor probabilidad de
incurrir en el error de tipo Il (5).

4.1.4 Concepto de p-valor

Cuando se realiza un contraste de hipotesis se sabe que, a partir del nivel de signifi-
cacion, se genera una particién del soporte de la distribucién muestral en la zona de
aceptacion y la region critica o de rechazo.

El p-valor es la probabilidad, suponiendo cierta H,, de obtener una muestra como
la obtenida o mas alejada aun que la hipétesis de nulidad, en el sentido de la hipbtesis
alternativa.

Cuanto menor resulte el p-valor, mayor es la seguridad con la que rechazamos H,. El
p-valor resulta de esta forma, una manera de cuantificar la seguridad del rechazo de H,.

4.2 Contrastes de homogeneidad e independencia

Presentaremos fundamentalmente el test Chi cuadrado, que es uno de los mas conoci-
dos para estudiar datos categoricos [42]. Mostraremos que las hipétesis que se pueden
testear con el estadistico Chi cuadrado, dependen de cémo fueron obtenidos los datos.
Es decir, dependen de la intencidon del estudio lo cual determina el muestreo.

Los datos categdricos pueden ser presentados en tablas de tamario r x ¢, siendo r el
namero de filas y ¢ el nimero de columnas. En algunas aplicaciones, las r filas pueden
hacerse corresponder a resultados posibles de una variable categoérica y las ¢ columnas,
a diferentes poblaciones muestreadas.

Por ejemplo, interesa comparar el grado de satisfaccién clasificado en nulo, regular o
bueno, que experimentaron los clientes atendidos mediante dos sistemas diferentes. Las
poblaciones en este caso quedan determinadas por los tratamientos, por lo tanto pode-
mos pensar como si tuviéramos dos muestras, una de cada poblacién. Estos resultados
podrian extenderse a mas tratamientos; es decir, a un nimero mayor de poblaciones.

En otras ocasiones, las filas y las columnas corresponden a dos criterios diferentes
para clasificar los sujetos observados a partir de una unica poblacién.
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4.2.1 Contraste de independencia

Veremos que existen esencialmente dos métodos de muestreo que dan lugar a las fre-
cuencias de una tabla de doble entrada o de contingencia de tamano r x k.

En un test de independencia el tipo de muestreo, llamado cross-sectional o transver-
sal, proviene de seleccionar una muestra aleatoria de n sujetos de una poblacion y luego
determinar para cada sujeto el nivel de la caracteristica A y el nivel de la caracteristica
B. Soélo se especifica a priori el tamario total de la muestra n. Muchos de los estudios
que se realizan en investigaciones econdmicas, médicas y sociales pertenecen a esta
categoria.

Los siguientes son algunos ejemplos ilustrativos.

#% En un estudio sobre la calidad de los cuidados médicos de los distintos servicios
de un Centro de Salud brindados a sus pacientes, todas las nuevas admisiones
realizadas son clasificadas segun el servicio al que fueron derivadas y el nivel de
satisfaccién manifestado por el paciente respecto a la atencidn recibida.

% En un estudio para analizar si el consumo de alcohol esta asociado con la edad, se
seleccionan individuos y se los clasifica segun la edad en tres categorias: jovenes,
adultos y de tercera edad; y, segun su consumo de alcohol, en otras tres categorias:
nada, poco o mucho.

# En un estudio para analizar si el habito de fumar depende del sexo de un individuo,
se toma una muestra de tamafo n y se clasifica a los individuos segun el sexo y si
tienen el hdbito de fumar o no.

Ejemplo 4.1. Un estudio realizado con 80 personas, se refiere a la relacion entre la
cantidad de horas de programas con escenas de violencia vistas durante una semana
en la televisién y la edad del televidente categorizada como joven, adulto y mayor. Los
resultados obtenidos se muestran en la Tabla 4.2.

https://flic.kr/p/s2iGbo
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8 12 20 40
18 15 7 40
26 27 27 80

Tabla 4.2: Nivel de violencia segun la edad

Nos interesa saber si los datos indican que el consumo de violencia en programas de
television esta asociados o no con la edad del televidente, con un nivel de significacion
del 5%.

Para la muestra aleatoria considerada en la cual se consult6é sobre la edad y el con-
sumo de programas televisivos con contenido de violencia, se calculan las frecuencias
relativas y se presentan en la Tabla 4.3.

0.1000 0.1500 0.2500 0.5
0.2250 0.1875 0.0875 0.5
~Totales 0.3250 0.3375 0.3375 1

Tabla 4.3: Frecuencias relativas del nivel de violencia segun la edad

Simbolizando con PV a poca violencia y con MV a mucha violencia, la estructura
general de la Tabla 4.3 se presenta en la Tabla 4.4.

P(16-34NPV) P(35-54NPV)  P(>55NPV)  P(PV)
P(16-34NMV) P(35—-54NMV) P(>55nMV) P(MV)
 Totales ~  P(16 —34) P(35 — 54) P(> 55) 1

Tabla 4.4: Formato tedrico del nivel de violencia segun la edad

Las probabilidades P(PV), P(MV), P(16 — 34), P(35 — 54) y P(> 55) se denominan
probabilidades marginales y las que aparecen en las celdas interiores de la tabla se
llaman probabilidades conjuntas.

[ |

Con el objeto de comprender la légica del test, recordemos el concepto de indepen-
dencia entre eventos y la definicién de probabilidad condicional.
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Definicion 4.2. Se denota por P(A/B) a la probabilidad de que ocurra A sabiendo que
ocurrié B, o bien, probabilidad de A condicionada a la ocurrencia de B
P(ANB)

P(A/B) = “PB) con P(B) > 0.

Definicion 4.3. Se dice que dos eventos A y B, asociados a un mismo experimento,
son independientes cuando la ocurrencia de uno de ellos no afecta la probabilidad de
ocurrencia del otro; es decir, si P(B) > 0,

P(A/B) = P(A) & P(AN B) = P(A) - P(B).

Ejemplo 4.4. En particular, diremos entonces que en la poblacion del Ejemplo 4.1, la
edad y la cantidad de horas de programas con escenas de violencia consumida seran
independientes si y sblo si cada probabilidad conjunta (encontradas en las casillas in-
teriores de la tabla) es el producto de las correspondientes probabilidades marginales
(totales de las filas y de las columnas de la tabla). Los calculos de este ejemplo se
presentan en la Tabla 4.5.

Probabilidad conjunta Resultado Producto marginal Resultado

P(16 — 34N PV) 0.1000 P(16 —34) - P(PV) 0.3250 - 0.5 = 0.16250

P(35— 54N PV) 0.1500 P(35—54)- P(PV) 0.3375-0.5 = 0.16875
P(> 55N PV) 0.2500 P(>55)- P(PV)  0.3375-0.5 = 0.16875
P(16 — 34N MV) 0.2250 P(16 —34) - P(MV) 0.3250 - 0.5 = 0.16250
P( P(
P(> P(>

35— 54N MV) 0.1875 P(35—54) - P(MV) 0.3375-0.5 = 0.16875
> 55N MV) 0.0875 P(>55)- P(MV)  0.3375-0.5 = 0.16875

Tabla 4.5: Célculos para el analisis de independencia

Resulta evidente que las probabilidades observadas en esta muestra no coinciden
con las esperadas bajo el supuesto teodrico de independencia.
[ |

La pregunta que debemos hacernos ahora es

¢ El apartamiento entre las variables es significativo o puede ser debido a la variabilidad
muestral?

A partir de la Tabla 4.5, es posible evaluar la hipo6tesis nula que plantea que para la
poblacién de interés las dos variables son independientes, versus la hipétesis alternativa
de que no lo son; es decir, que las variables estan asociadas de alguna manera. Como
en todo test, el problema sera decidir si la evidencia muestral es suficiente para rechazar
la hipbtesis nula o no. Debemos analizar entonces cuan probable es obtener una tabla
como la obtenida a partir de los datos muestrales, 0 més alejada aun cuando la muestra
se tomo de una poblacion en las que las variables son independientes.
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4.2.2 Test Chi cuadrado de independencia

En esta seccion vamos a presentar un estadistico que cuantifica el apartamiento entre las
frecuencias observadas y las frecuencias esperadas bajo la hipétesis nula que establece
en este caso la independencia.

Utilizaremos la siguiente notacion:

# e,;; denota la frecuencia esperada bajo H, en la celda de la i-ésima fila y la j-ésima
columna,

# o0;; indica la observacion en la celda de la i-ésima fila y la j-ésima columna.

4.2.2.1 Hipoétesis de interés

El test se plantea de manera conceptual como H, versus H;, siendo

H, : las variables son independientes,
H, : las variables no son independientes.

En forma simbodlica el planteo es:

{Ho: P(X =2;,Y =y;) = P(X =2)P(Y =y;), V(i,5)/1<i<r 1<j<k,

Ejemplo 4.5. Siguiendo los datos de la Tabla 4.2, que contiene las frecuencias obser-
vadas para el estudio de la cantidad de horas consumidas en programas televisivos
con cierto grado de violencia de los n = 80 televidentes encuestados y clasificados de
acuerdo con su edad.

Resulta ahora de interés, calcular las frecuencias esperadas bajo el supuesto de inde-
pendencia que establece H,. Si la hipbtesis nula es verdadera, entonces la probabilidad
de que un individuo sea clasificado en una celda es el producto de las correspondientes
probabilidades marginales. Sin embargo, las probabilidades marginales son desconoci-
das por lo cual se estiman con las proporciones marginales observadas.

Por ejemplo, en el caso de un encuestado joven que consume poca violencia se tiene
que, bajo el supuesto de independencia, la probabilidad conjunta estimada es el producto
de las correspondientes probabilidades marginales estimadas:

~ ~ ~ 26 40 13
D: — P 1 - 4 P == P 1 — 4 . P P = — — = —,
P11 (( 6—-3 )ﬂ V) ( 6-3 ) ( V) 30 80 30
Con lo cual, el numero esperado de individuos jévenes que consume poca violencia
resulta 13

De manera analoga se calculan las demas frecuencias esperadas e;; que se exhiben
en la Tabla 4.6 junto con las frecuencias observadas o;;.
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8 (13) 12 (135) 20 (13.5) 40
18 (13) 15 (135) 7 (13.5) 40

" Totales 26 (26) 27 (27) 27  (27) 80

Tabla 4.6: Frecuencias observadas y esperadas (violencia por edad)

Se puede observar que las probabilidades marginales de las frecuencias esperadas
son idénticas a las probabilidades marginales de los datos originales, salvo error de re-
dondeo.

[ |

4.2.3 Test Chi cuadrado de homogeneidad

En esta seccion, nos interesa estudiar si una variable aleatoria X sigue la misma dis-
tribucién en distintos subgrupos de una poblaciéon de estudio. Estos subgrupos seran
denominados en lo sucesivo como subpoblaciones. En lineas generales, disponemos
de:

% r muestras de tamafo n; de una misma variable aleatoria (X) y queremos com-
probar si son homogéneas; es decir, si la variable tiene la misma distribucion en las
r poblaciones de interés. Las frecuencias observadas se exhiben en la Tabla 4.7,
donde o,; denota la frecuencia absoluta observada en la categoria j de la variable
en la muestra i-ésima.

% el recorrido de la variable aleatoria X es X, X, -+, Xj, pudiendo ser el nivel de
medicion de X nominal u ordinal.

011 O12 - 015 - O1k ny.
021 O22 - 025 02k U>x
0i1 Oig - 0ij ce Oik n;,
Or1 Or2 T Orj T Ork s

_Totales  ny no -+ ny o mk o

Tabla 4.7: Frecuencias tedricas de homogeneidad
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En este caso tenemos de r subpoblaciones y una unica variable observada que tiene
k categorias distintas. El total de observaciones de la i-ésima muestra, para 1 < i < r,

es
k
n; = Z Oij'
j=1

El total de observaciones de la categoria j-ésima de la variable en todas las muestras

es
T
n.j = Z Oij-
i=1

El total de observaciones de las » muestras es

r k
=1 j=1

Se desea verificar si la distribucion de las distintas categorias de la variable X es
homogénea en las subpoblaciones muestreadas. Para comprender la idea de ‘homo-
geneidad’, consideremos la variable dada por el color en las tres subpoblaciones de la
Figura 4.4 haciéndonos la siguiente pregunta

¢La distribucion de la variable dada por el color es homogénea en las tres poblaciones
representadas?

Poblacién 1
Poblacion 2

Poblaciéon 3

Figura 4.4: Poblaciones segun variable de color

La respuesta a la pregunta planteada es sencilla y visual, dado que se trata de una va-
riable simple y pocas subpoblaciones de tamanos reducidos. Sin embargo, este analisis
para bases de datos grandes, no puede realizarse con un golpe de vista y es necesario
cuantificar la situacion.

Del mismo modo que hicimos en la prueba de independencia, debemos comparar
las frecuencias observadas en cada una de las celdas con las frecuencias esperadas
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respectivamente, considerando ahora el supuesto de homogeneidad en la distribucién de
la variable de interés en las subpoblaciones. En este caso, las frecuencias observadas
corresponden al numero de individuos de la muestra i en la categoria X;.

4.2.3.1 Hipotesis de interés

Las hipotesis de interés pueden expresarse de la siguiente manera:

{Ho t P(Xj/mu) = pji = P(X;) = pj, V(i,j)/1<i<r, 1 <j<k,
Hy o 333, 5)/ P(Xj/mi) = pji # P(X;) = p;.

¢ Cual es el valor esperado en cada casilla bajo la hipdtesis de homogeneidad H,?

Para responder a esta pregunta procedemos de la siguiente manera. Primero esti-
mamos la probabilidad de la categoria j de la variable X
~ n.;
Py =PX;) = n—j
Luego, estimamos la probabilidad condicional de la categoria ;7 de X en la sub-
poblacién i
~ 5 Tl
pji = P(X;/m;) = n—]
Como lo que esperamos bajo H, es que p;; = p, para todas las subpoblaciones
teniendo en cuenta 1 < i < r, podemos igualar sus estimaciones p,; = p,. De esta

igualdad se desprende que
~ ~ n . n;,
eij = p]nl =

donde g;; es la frecuencia esperada bajo el supuesto de homogeneidad, que puede repre-
sentarse como el producto entre el total de la i-ésima muestra y la probabilidad estimada
de la categoria j en la poblacion.

Es interesante observar que las frecuencias esperadas bajo independencia y bajo
homogeneidad se calculan de la misma forma. Sin embargo, los tests son diferentes en
cuanto a las hipétesis y al muestreo. Es por ello que las conclusiones deben redactarse
en forma distinta en cada caso.
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4.2.4 Estadistico de contraste

Para las dos pruebas presentadas, podemos utilizar el siguiente estadistico de contraste
que cuantifica la separacién entre las frecuencias observadas y las esperadas cuando es
cierta la hipotesis de nulidad:

k ~
2 - (0ij — ez‘j)Q
X =D D
el-j

i=1 j=1

Este estadistico tiene distribucién Chi cuadrado [23] con (k — 1)(r — 1) grados de libertad
lo cual se denota por x3,, ~ X{,_1y,_,)- Dicho de otra manera, los grados de libertad (g.1.),
del estadistico se obtienen multiplicando la cantidad de categorias de la primera variable
menos uno por la cantidad de categorias de la segunda variable menos uno para el caso
de independencia; y multiplicando la cantidad de categorias de la variable de estudio
menos uno por la cantidad de poblaciones seleccionadas menos uno para el caso de
homogeneidad.

En ambos casos los grados de libertad estan en funciéon de la cantidad de filas y
columnas de la tabla. Esto esta vinculado con la cantidad de datos que son necesarios
para completar las tablas en cuestién, conocidos los totales de las filas y de las columnas.

4.2.5 Region critica

En ambos casos se trata de un test con regidén de rechazo unilateral a derecha; es decir,
rechazamos H, cuando los valores del estadistico son grandes y no se pueden atribuir al
azar las diferencias entre los valores observados y los esperados.

La distribucién Chi cuadrado es asimétrica por la derecha y su forma depende de los
grados de libertad (ver Figura 4.5). Debido a ello, la regidén critica variara en funcién
de los grados de libertad de la variable y del nivel de significacién establecido para el
contraste .
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1.25-

1.00-

0.75- — k=1

0.50-

0.25-

0.00- ==

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

Figura 4.5: Gréficos de la distribucién x? por grados de libertad

Ejemplo 4.6. Interesa estudiar si cierta enfermedad ocurre con frecuencia similar o bien
ocurre con frecuencia diferente en las poblaciones definidas por la adiccién al tabaco.
Para testear estas hipotesis se seleccionan dos muestras, una de 100 fumadores y otra
de 50 no fumadores.

https://flic.kr/p/21MtHhT

Destaquemos que en el test de homogeneidad los totales muestrales de cada una de
las subpoblaciones se fijan a priori. En la Tabla 4.8 se muestra la cantidad de enfermos
en cada una de las muestras.

12 88 100
25 25 50
Totales 37 18 150

Tabla 4.8: Datos enfermedad segun tabaquismo


https://flic.kr/p/21MtHhT
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Se considera un nivel de significacion del 5% para el ensayo. Realizamos un con-
traste de homogeneidad para responder a los interrogantes. Para comprender que se
trata de una prueba de homogeneidad, debemos definir la variable de interés y las pobla-
ciones en las cuales estamos comparando su distribucién. La variable de interés es X

que establece si un individuo padece la enfermedad. En este caso, la variable queda
representada por dos niveles o categorias: ‘SI''y ‘NO’.

Las poblaciones de estudio son las siguientes:

—

r/ -

{ P.o’bla Fumadores

\>/CIOI’1 1

| Pobla- |
| No fumadores

“\ cion 2
"/

Debido a lo anterior, el estadistico de contraste tendra (2 — 1) - (2 — 1) = 1 grado de
libertad, y dado que el nivel de significacion es del 5%, la regién de rechazo unilateral a
derecha queda definida por {x?,./x%. > 3.841} y esta representada en la Figura 4.7.

0.5~

0.4-

Densidad
o
w

o
N}

0.1-

0.0-

0 2 4 6
Variable

Figura 4.7: Distribucion x? y zona critica
La hipotesis nula de este ensayo sostiene que las proporciones de enfermos en am-

bas poblaciones, ‘Fumadores’ y ‘No fumadores’, son iguales. Calculemos las frecuencias
esperadas bajo la hipbtesis de homogeneidad a partir de las probabilidades estimadas
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para individuos enfermos (p.) y para individuos sanos (py):

113 N 14
Pe=10 Y PT150
Denotando por n; y n, s a los totales de fumadores y no fumadores respectivamente,
se tiene que:
37
€11 = Ds = .100 = 24.67,
€11 = Ps X Ny 150
113
12 = D, = —~.100 = 75.33,
12 = Pe X = 150
37
€21 = Ps nf = —= o0 = 12.34,
€21 = Ps X Ml = 155
113
€22 = Pe X Tinf = 154

En la Tabla 4.9 se agregaron las frecuencias esperadas.

No padece la enfermedad Padece la enfermedad

(7] é\ij O;j é\ij Totales
Fumador 12 24.67 88 75.33 100
No fumador 25 12.34 25 37.67 50
Totales 37 37 113 113 150

Tabla 4.9: Frecuencias observadas y esperadas

En las casillas (1,1) y (2,1), se observan diferencias importantes entre los valores
observados y la estimacién de los valores esperados. Sin embargo, es importante notar
que en todos los casos las pruebas de Chi cuadrado sefialan que las distribuciones no
son homogéneas pero no senalan a qué casillas o categorias se debe esta diferencia.
Para poder determinar eso se deberan hacer otro tipo de pruebas como por ejemplo
diferencia de proporciones.

El valor de estadistico de contraste en este caso resulta
» (12 —-24.67)? N (25 — 12.34)? N (88 —75.33)2 (25 — 37.67)?
Xobs = 91 67 12.34 75.33 37.67

Como el estadistico de contraste toma un valor muy superior al valor critico estable-
cido para este caso, x%,, = 25.88 >> 3.841 = x},, 45, la decision es rechazar la hipétesis
nula. Es decir, existe evidencia en contra de la hipo6tesis de que la distribucién de la va-
riable que indica si un individuo padece la enfermedad, es similar en las dos poblaciones
estudiadas.

El p-valor correspondiente a esta prueba es P(x? > 25.88) << 0.0001.

= 25.88.

Recordemos una vez mas que los resultados obtenidos no nos indican en qué radica
la diferencia de las distribuciones o en qué son diferentes, solamente apoya la suposicion
de que no son iguales.

[ |
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4.2.6 Limitaciones

Recordemos que si una variable aleatoria tiene distribucién Normal estandar, su cuadrado
tiene distribucion Chi cuadrado con 1 grado de libertad. Simbdlicamente, si Z ~ N(0; 1)

entonces U = Z% ~ y2.

Ademas, la suma de dos variables aletorias Chi cuadrado independientes, es una
nueva variable aleatoria Chi cuadrado cuyos grados de libertad corresponden a la suma
de los grados de libertad de los sumandos. Simbolicamente, si U; ~ x2, y Us ~ x2, son
independientes, entonces U = Uy 4+ Uy ~ X3, ,,,-

Basados en estos resultados y aplicando el Teorema del Limite Central se puede
deducir la distribucién del estadistico de contraste de la prueba de Pearson. Sin embargo,
este resultado tiene validez asintética por lo cual no es aplicable en todos los casos.

Para que sea valida la aplicacion del test de Chi cuadrado, es necesario que todas las
frecuencias esperadas resulten superiores a 1 y alo sumo el 20% de las mismas inferiores
a 5. Cuando no puede aplicarse el test de Chi cuadrado, una alternativa disponible es el

test exacto de Fisher [1].

¢ Qué similitudes y diferencias se pueden establecer entre los contrastes de
homogeneidad e independencia?

La respuesta a esta pregunta se muestra en la Tabla 4.10.

Prueba de independencia

Prueba de homogeneidad

Dos variables categoricas,
nominales u ordinales.

Una sola poblacion.
~ 1.1 5
62']' =

n.
T k -~ 2
2 _ (04 — €35) 2
Xabe =D D 5. T Xe-nk-
i=1 j=1 K
Region de rechazo unilateral a derecha.
Rechaza grandes diferencias entre

frecuencias observadas y esperadas.

Una variable categorica,
nominal u ordinal.
Por lo menos dos subpoblaciones.

= n;.n.;
eij =
n.
T k ~ 2
2 _ (0 —€;)" 5
Xobs — = X(r—1)(k—1)

, . €ij
=1 j=1
Region de rechazo unilateral a derecha.
Rechaza grandes diferencias entre

frecuencias observadas y esperadas.

Tabla 4.10: Similitudes y diferencias entre ambas pruebas
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Ejemplo 4.7. En los Codigos 4.1 y 4.2 se muestra como aplicar el test Chi cuadrado a
los Ejemplos 4.6 y 4.1, respectivamente.

M=as. table (rbind(c(12,88), c(25,25)))
# Guarda los datos

dimnames (M)=list (Fumador=c ('Sl ’, 'NO’
# Establece las poblaciones (filas)

), Enfermedad=c("Padece","No_Padece"))
y las categorias (columnas) de estudio

Xsg=chisq.test (M) # Realiza el test Chi cuadrado
Xsq$expected # Calcula las frecuencias esperadas

Cadigo 4.1: Ejemplo de test de Chi cuadrado para Ejemplo 4.1

D=as.table(rbind(c(8,12,20), c(18,15,7)))

# Guarda los datos

dimnames(D)=1list (Violencia=c( Poca’, '"Mucha’),
Grupo . etareo=c(’'Joven’, Adulto’,’ Mayor’))

# Establece las categorias de estudio

Xsq=chisq.test (D) # Realiza el test Chi cuadrado
Xsg$expected # Calcula las frecuencias esperadas

Codigo 4.2: Ejemplo de test de Chi cuadrado para Ejemplo 4.1

El comando chisq.test arroja como resultado lo siguiente:

Pearson’s Chi-squared test with Yates’ continuity correction
data: M

X-squared = 23.898, df = 1, p-value = 1.016e-06
Pearson’s Chi-squared test

data: D

X-squared = 10.439, df = 2, p-value = 0.005411

Los valores esperados se calculan con el comando Xsq$expected, y se puede ver
que, en ambos ejemplos, son mayores que 5 y por lo tanto es valida la distribucion asin-
totica del estadistico, concluyendo que se rechaza la hipétesis de nulidad que sostiene la
independencia entre las variables.

[ |

4.2.7 Test exacto de Fisher

El test exacto de Fisher permite analizar si dos variables dicotdmicas estan asociadas
cuando la muestra a estudiar es demasiado pequefia y no se cumplen los supuestos
establecidos para la validez de la aplicacion del test Chi cuadrado. Estas condiciones
exigen que los valores esperados de al menos el 80% de las celdas en una tabla de
contingencia sean mayores que 5. Asi, si consideramos una tabla de tamano 2 x 2, sera
necesario que todas las celdas verifiquen esta condicion, si bien en la practica suele
permitirse que una de ellas muestre frecuencias esperadas ligeramente por debajo de
este valor.
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En situaciones como ésta, una forma de plantear los resultados es su disposicidon
en una tabla de contingencia de dos vias. Si las dos variables de consideracién son
dicotdmicas, nos encontraremos con el caso de una tabla 2 x 2 como la que se muestra
en la Tabla 4.11.

Caracteristica A

Presente Ausente Totales

.- Presente a b a-+b
Caracteristica B Ausente . d o de gl
Totales a+c b+d n

Tabla 4.11: Ejemplo de tabla de contingencia de 2 x 2

El test exacto de Fisher se basa en evaluar la probabilidad asociada a cada una de
las tablas de tamario 2 x 2 que se pueden formar manteniendo los mismos totales de filas
y columnas de la tabla observada. Cada una de estas probabilidades se obtiene bajo la
hipotesis nula de independencia de las dos variables que se estan considerando.

La probabilidad exacta de observar un conjunto concreto de frecuencias a, b, cy d en
una tabla de 2 x 2 cuando se asume independencia y los totales de filas y columnas se
consideran fijos, estd dada por la distribucién Hipergeométrica. Esto se obtiene calcu-
lando todas las posibles formas en las que podemos disponer n sujetos en una tabla de
2 x 2 de modo tal que los totales de filas y columnas sean siempre los mismos: a + by
¢+ d para las filas, a + c y b + d para las columnas. Simbdlicamente,

. Ca-l—b,acc-i-d,c o (a:b) (CJcrd)

Crate ()

La probabilidad anterior debera calcularse para todas las tablas de contingencia que
puedan formarse con los mismos totales marginales que la tabla observada. Luego, estas
probabilidades se utilizan para calcular el p-valor asociado al test exacto de Fisher. Este
valor de p indica la probabilidad de obtener una diferencia entre los grupos mayor o igual
a la observada, bajo la hipétesis nula de independencia. Si esta probabilidad es pequenfia,
se considera si p < 0.05, se debera rechazar la hipo6tesis de partida y deberemos asumir
que las dos variables no son independientes, sino que presentan asociacion. En caso
contrario, se dira que no existe evidencia estadistica de asociacidén entre ambas variables.

Existen dos métodos para el computo del p-valor asociado al test exacto de Fisher. En
primer lugar, se puede calcularlo sumando las probabilidades de aquellas tablas con una
probabilidad asociada menor o igual a la correspondiente a los datos observados. La otra
posibilidad consiste en sumar las probabilidades asociadas a resultados al menos tan
favorables a la hipétesis alternativa como los datos reales. Este calculo proporcionaria el
valor de p correspondiente al test en el caso de un planteamiento unilateral. Duplicando
este valor se obtendria el p-valor correspondiente a un test bilateral.

Para ilustrar la explicacion anterior, veamos un ejemplo.
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Ejemplo 4.8. Se desea investigar entre los pacientes internados en cierto servicio del
hospital, si existe asociacidén entre la aparicion de sintomas de depresion y el sexo del
paciente.

https://flic.kr/p/7AzoiX

Se observa una muestra de 14 pacientes de este servicio y se los clasifica por sexo
y segun la aparicion de sintomas de depresion. Las observaciones se encuentran en la
Tabla 4.12.

Sintomas de depresion

Presente Ausente Totales

Mujer 1 4 5
Sexo Hombre 7 2 9
Totales 8 6 14

Tabla 4.12: Depresion segun sexo

Los valores observados son: a = 1, b = 4, ¢c = 7y d = 2. Mientras que los totales
marginales son: a +b=5,¢c+d=9,a+c=8y b+ d = 6.

En todo lo que sigue, nos referimos al Cédigo 4.3.
La frecuencia esperada en tres de las cuatro celdas es menor que 5, por lo que no

resulta adecuado aplicar el test de Chi cuadrado, por lo que es recomendable aplicar el
test exacto de Fisher.

Si las variables ‘sex0’ y ‘depresion’ fuesen independientes, la probabilidad asociada a
los datos que han sido observados se calcula de la siguiente manera:

_ G5uCor _ () _5-36

B Ciag B (184) ~ 3003

~ 0.0599.

En la Tabla 4.13 se muestran todas las posibles tablas que mantienen la frecuencias
marginales de nuestro ejemplo, mientras que en la Tabla 4.14 se presentan las probabili-
dades asociadas a cada una de estas combinaciones.


https://flic.kr/p/7AzoiX

4.2. CONTRASTES DE HOMOGENEIDAD E INDEPENDENCIA 156

Tabla 4.13: Combinaciones para Fisher

Sumando las probabilidades que no superan a la de la tabla observada 4.12, calcu-
lamos el p-valor
p-valor = 0.0030 + 0.0280 + 0.0599 = 0.0909.

Considerando un nivel de significacion del 5%, no tenemos evidencia para rechazar
la hipétesis de nulidad que sostiene que la depresiéon no se asocia con el sexo. Para
realizar este test en R nos referimos al Cddigo 4.3, cuya salida es:

Fisher’s Exact Test for Count Data

data: B

p-value = 0.09091

alternative hypothesis: true odds ratio is not equal to 1
95 percent confidence interval:

0.001283434 1.558054487

sample estimates:

odds ratio

0.09106548



4.2. CONTRASTES DE HOMOGENEIDAD E INDEPENDENCIA 157

Tabla 4.14: Probabilidades asociadas a la Tabla 4.13
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B=as.table (rbind(c(1,4), c(7,2)))

# Guarda los datos

dimnames (B)=list (Sexo=c( Mujer’, "Hombre '), Sintomas=c(’ Presente’, Ausente’))
# Establece las categorias de estudio

Xsg=chisq.test(B) # Realiza el test Chi cuadrado
Xsq$expected # Calcula las frecuencias esperadas

fisher.test(B) # Realiza el test de Fisher

Caodigo 4.3: Ejemplo para el test de Fisher

Observacion: R informa la decision en funcidon de una medida de asociacion conocida
como odds ratio que es cociente de chances.
[ |
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4.3 Ejercitacion

Eje

1.

rcicio 1.
Seleccionar la alternativa correcta en cada uno de los siguientes casos.

O El nivel de significacién de un test de hipbtesis suele ser pequeno y es fijado
por el investigador o un convenio generalmente aceptado.

O El nivel de significacion de un test de hipétesis da la probabilidad de declarar
significativo el resultado de un test cuando éste es falso.

O Al disminuir el nivel de significacidn de un test de hipotesis, aumenta la proba-
bilidad del error de tipo II.

0 Todo lo anterior es cierto.
0O Todo lo anterior es falso.

2. Un estudio sobre la efectividad de un tipo de campana llega a la conclusién de

que éste es significativamente distinto del tradicional con p < 0.05. ¢Cual es la
interpretacion correcta de este resultado?
0 Con toda seguridad, el nuevo estilo supera al tradicional

O La probabilidad de éxito con la nueva camparna supera a la probabilidad del
anterior en un 95%.

O El nuevo estilo es un 95% mejor que el tradicional.

O Si la campana no fuese efectiva, existe menos del 5% de probabilidad de ob-
servar muestras tan contrarias a dicha hipétesis como las obtenidas.

O Ninguna de las anteriores es correcta.

3. En una prueba de hipétesis el p-valor es

B
O

un numero pequeno.

fijado antes de realizar la prueba.

la probabilidad de rechazar la hipétesis nula.

la probabilidad del error al rechazar la hipétesis alternativa.

O 0O 0o o g

conocido al extraer la muestra y calcular el estadistico experimental.
Una prueba de hipétesis se considera significativa si una muestra aleatoria es
coherente con la hipétesis nula.

O Una prueba de hipétesis se considera significativa si una muestra aleatoria no
es coherente con la hipétesis nula.

O Una prueba de hipétesis se considera significativa si la hipdtesis alternativa es
mas probable que la nula.

0 Todo lo anterior es cierto.
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O Son ciertas la segunda y la tercera opcidn.

5. Se realiz6 un estudio para comparar la duracion de lamparas de bajo consumo
utilizando dos métodos de fabricacion diferentes y no se encontr6 diferencia es-
tadisticamente significativa. s Cual de las siguientes razones podrian ser causantes
del resultado?

O Los métodos ofrecen tiempos de duracion muy diferentes.
O El nivel de significacion es demasiado alto.

O Las muestras son demasiado numerosas.

O Las muestras son demasiado pequenas.

0 Nada de lo anterior.
6. La afirmacién es falsa.

O El nivel de significacion es normalmente un valor pequeno.
O La significacién de una prueba es conocida después de analizar los datos.

O El nivel de significacion de una prueba debe ser fijado antes de seleccionar la
muestra.

O Una prueba puede resultar significativa antes de recoger los datos.
O Una prueba se sefiala como significativa cuando se obtiene una muestra que
discrepa mucho de la hipétesis nula.
7. El error de tipo | consiste en

Rechazar H, cuando es falsa.
Rechazar H, cuando es cierta.

O

O

0O No rechazar H, cuando es cierta.
0 No rechazar H, cuando es falsa
O

La probabilidad de rechazar H, cuando es falsa.

Ejercicio 2.

A un grupo de 350 adultos, quienes participaron en una encuesta, se les pregunté si
accedian o no a Twitter. Las respuestas clasificadas por sexo fueron las que se muestran
en la Tabla 4.15.

Sexo Femenino Masculino Totales
Usa Twitter 14 25 39
No usa Twitter 159 152 311
Totales 173 177 350

Tabla 4.15: Ingreso a Twitter segun sexo
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1. Representar graficamente esta informacion e interpretar el grafico.
Obtener los porcentajes por filas y comparar las diferentes zonas.

Obtener los porcentajes por uso y comparar las diferentes usos.

A w0 N

Calcular las frecuencias esperadas bajo independencia y compararlas con las ob-
servadas.

5. ¢Sugieren estos datos que existe diferencia de proporciones entre mujeres y hom-
bres que acceden o no a Twitter? (Considerar a = 0.05.)

Ejercicio 3.

Se clasificd en forma cruzada una muestra de 250 técnicos en telecomunicaciones
en base a su especialidad y a la zona de la comunidad en que estaban trabajando. Los
resultados estan tabulados en la Tabla 4.16.

Zona A B C D E Totales

Norte 20 18 12 17 67 134
Sur 6 22 15 13 56 112
Este 4 6 14 11 35 70
Oeste 10 19 23 40 92 184
Totales 40 65 64 81 250 500

Tabla 4.16: Especialidad segun zona

1. ¢Puede considerarse adecuado un test de homogeneidad o de independencia?
Fundamentar la respuesta considerando el tipo de muestreo realizado.

2. Establecer las hipdtesis de interés, realizar el contraste y concluir considerando un
nivel de significacion del 1%.

Ejercicio 4.

Entre 1605 recién nacidos registrados en una maternidad, se han presentado 48 con
un angioma cuya presencia, se sospecha puede estar relacionada con el caracter (normal
o patolégico) del embarazo de la madre. Los resultados se muestran en la Tabla 4.17.

Con angioma Sin angioma

Embarazo normal 37 1334
Embarazo patologico 11 223

Tabla 4.17: Presencia de angioma segun tipo de embarazo

Plantear y testear las hipotesis correspondientes considerando un nivel de significa-
cion del 5%.
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Capitulo 5

Analisis de correspondencias

Nuestra generacion ha entregado
el alma a los contables y todas las
pasiones que hoy nos conmueven
se derivan de las estadisticas:
para saber si somos felices,
ahora se hacen encuestas.
—Manuel Vincent

En este capitulo expondremos una técnica multivariante que permite representar con-
juntamente las categorias de las filas y columnas de una tabla de contingencia.

El analisis de correspondencias (AC) es una técnica descriptiva o exploratoria, cuyo
objetivo es resumir una gran cantidad de datos en un niumero reducido de dimensiones
con la menor pérdida de informacién posible [21]. Al referimos a una técnica descrip-
tiva o exploratoria, estamos haciendo referencia a que no se requiere el cumplimiento
de ningun supuesto para poder aplicarla. Si bien el objetivo de esta técnica es similar
al de otros métodos factoriales, como componentes principales, en el caso del analisis
de correspondencias el método se aplica sobre variables categoéricas u ordinales. Mas
especificamente, se busca una representacion en coordenadas de las filas y columnas
de una tabla de contingencia, de modo tal que los patrones de asociacion presentes
en la tabla se reflejen en estas nuevas coordenadas. Recordemos que una tabla de
contingencia es un arreglo matricial de nimeros no negativos donde en cada casilla se
presenta la frecuencia absoluta observada para esa combinacion de categorias de las
variables.

Este método trabaja con las proporciones que se encuentran en cada combinacion
de categorias de la variable X y de la variable Y.

El analisis de correspondencias simple centra su estudio en una tabla de contingencia
de dos variables cualitativas, donde las categorias de una de las variables aparecen
en las filas de la tabla, mientras que las de la otra variable en las columnas. El AC
consiste entonces en resumir la informacién presente en las filas y columnas, de manera
que pueda proyectarse sobre un subespacio reducido y representarse simultdneamente
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los puntos fila y los puntos columna, pudiéndose obtener conclusiones acerca de las
relaciones entre ellos.

Con el AC se construye una gréfica, llamada mapa perceptual, que senala la inte-
raccion de dos variables categoéricas a través de la relacion entre las filas y las columnas.
Se cuantifica ademas el grado de asociacién presente en un conjunto de variables.

Por ejemplo, consideremos la variable cualitativa fila que representa la bebida cuyos
diferentes niveles en un mercado dado son:

% gaseosa # sidra # champana @+ cerveza 3 leche : agua 3 jugo

Mientras que la variable columna es la percepcidn del cliente respecto de las bebidas
consideradas, clasificandose en:

% sabrosa % seca 3 fuerte  empalagosa 3+ dulce 3 amarga

El andlisis de correspondencias estudia las frecuencias de la distribucidén conjunta de
ambas variables y produce un grafico con dos ejes en los cuales cada categoria de la
variable ubicada en las filas y cada categoria de la variable ubicada en las columnas esta
representada por un punto. Este grafico podria sugerir, por ejemplo, que siguiendo la
direccién de uno de los ejes, a la izquierda se encuentran las categorias-fila dadas por
suave, dulce, empalagosa; mientras que a la derecha podemos encontrar las de seca,
amarga, fuerte. Se veria también que las categorias-columna de gaseosa y jugo se
hallan a la izquierda y las de champana y de cerveza a la derecha. De esta manera se
podran establecer relaciones entre las categorias de las variables ubicadas en las filas y
en las columnas.

La extensidon del analisis de correspondencias simples al caso de varias variables
categoricas, representadas en tablas de contingencia multidimensionales, se denomina
analisis de correspondencias multiples, y utiliza los mismos principios generales que
la técnica antes descripta [12].

Dentro de los ejemplos de aplicacién del andlisis de correspondencias simple y multi-
ple podemos citar los siguientes:

% Estudios de preferencias o estilos de consumo, muy usuales en Investigacién de
Mercados.

% Estudios que buscan tipologias de individuos respecto a variables cualitativas, como
pueden ser el comportamiento de especies en Biologia, los patrones de enfer-
medades en Medicina, los perfiles psicolégicos, entre otros.

% Estudios de posicionamiento de empresas a partir de las preferencias de consumi-
dores.

% Estudios para elegir tratamientos efectivos para una misma patologia pero con di-
ferentes etiologias.



164

La informacion disponible se puede organizar en una tabla con una estructura como
la que se muestra en la Tabla 5.1. Siendo f;; la cantidad de observaciones que tuvieron
nivel ¢ en la variable X y nivel j en la variable Y.

fll f12 flj flk
f21 f22 f2j f2k’
fa fo o fu o fa
R e

Tabla 5.1: Tabla de contingencia

En la Tabla 5.1 encontramos valores enteros en las casillas, estos valores a veces no
son muy informativos. Si calculamos para cada casilla la proporcién de observaciones
que representa esa frecuencia absoluta; es decir, para cada combinacion de categoria
de la variable fila X y la variable columna Y, obtenemos la frecuencia relativa con la
que se presenta esa combinacion en el grupo general. En realidad, como se trata de
una muestra lo que obtenemos es la estimacion de la probabilidad de esa combinacién
de categorias (7,j) en la poblacién de estudio. De este modo, podemos estimar las
probabilidades de la Tabla 5.2 mediante la férmula

5 Ju
- )

Dij o
siendo n el total de observaciones.

Pin P12 - Py o DPik
P21 P22 P2; - D2k
Pi1i P2 biz Dik
Pr1 Dr2 e Drj e Drik

Tabla 5.2: Tabla de probabilidades estimadas

A continuacion, presentamos un ejemplo para ilustrar las ideas expuestas reciente-
mente.
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Ejemplo 5.1. El objetivo de este estudio es analizar la asociacion entre el nivel cultural,
representado en columnas, y el trastorno de la atencion en los nifios, representado en
filas. Para ello, se observaron 1600 nifos pacientes de un centro asistencial focalizando
en su nivel cultural y en su respuesta a un test de trastornos de la atencion. Los resulta-
dos obtenidos se muestran en la Tabla 5.3.

Nos interesa estudiar si existe alguna vinculacion entre el nivel sociocultural del pa-
ciente y sus resultados en el test de atencion.

https://flic.kr/p/6hyajx

64 57 57 72 36 21 307
94 94 105 141 97 51 582
58 54 65 77 54 34 342
46 40 60 94 78 51 369

" Totales 262 245 287 384 265 157 1600

Tabla 5.3: Nivel cultural segun atencién

En las Tablas 5.4, 5.5 y 5.6 se pueden apreciar, respectivamente, la distribucion
marginal de la atencién, la distribucién marginal del nivel de cultura y la distribucién con-
junta de ambas variables.

307/1600 0.1919
582/1600 0.3627
342/1600 0.2138
369/1600 0.2307

Tabla 5.4: Distribucion marginal del nivel de atencién


https://flic.kr/p/6hyajx

166

262/1600 245/1600 287/1600 384/1600 265/1600 157/1600

0.1638 0.1531 0.1794 0.2400 0.1656 0.0981

Tabla 5.5: Distribucion marginal del nivel de cultura

0.0400 0.0356 0.0356 0.0450 0.0225 0.0131 0.1919
0.0588 0.0588 0.0656 0.0881 0.0606 0.0318 0.3638
0.0363 0.0338 0.0406 0.0481 0.0338 0.0213 0.2138
0.0288 0.0250 0.0375 0.0588 0.0488 0.0319 0.2306

| Totales ~ 0.1638 0.1531 0.1794 0.2400 0.1656 0.0981 1

Tabla 5.6: Distribucion conjunta de niveles cultural y de atencion

Aligual que en el caso de componentes principales, si las variables observadas fueran
independientes, no podriamos asociar una categoria a la otra. Entonces cabe cues-
tionarnos lo siguiente.

. Como se reflejaria la independencia de las variables en la representacion de AC?

¢ Como se podria observar este hecho en una tabla?

Para responder a estos planteos, recordemos primero el concepto de probabilidad
condicional
PANB)
P(B)

siendo P(B) > 0. La probabilidad condicional de que ocurra A, sabiendo que ocurrié B,
es el cociente entre la probabilidad conjunta de ambas y la probabilidad marginal de B.
En términos coloquiales, se dice que dos eventos son independientes cuando la ocu-
rrencia de uno de ellos no altera la probabilidad de ocurrencia del otro. Simbdlicamente
esto significa que

P(A/B) =

P(A/B) = P(A).

P(ANB)

L I n
o cual se traduce en que PB)

= P(A), y por lo tanto

P(ANB) = P(A)P(B).
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Es decir que cuando dos eventos son independientes, la probabilidad de ocurrencia
conjunta es el producto de las probabilidades marginales de cada uno de ellos. La ul-
tima expresién obtenida suele considerarse como la definicion de independencia de dos
eventos porque incluye el caso de que B sea imposible.

Este concepto puede extiende para variables aleatorias y sus distribuciones, diciendo
que dos variables, digamos X e Y, son independientes si se verifica que

P(X =1/Y =j)=P(X =1).

Dicho de otra manera, la proporcién de X = i es la misma para cualquiera de los niveles
de la variable Y. O bien, la proporcion de Y = j es la misma para cualquiera de los
niveles de la variable X. De esta definicion y por lo antes demostrado para eventos, se
deduce que si X e Y son variables independientes entonces

P(X=4Y=j)=PX=19)PY =j).

Es decir que bajo el supuesto de independencia, se esperaria que en la casilla ij (fila i,
columna j), la probabilidad conjunta resulte el producto de las probabilidades marginales.
Veamos qué consecuencia tiene este hecho en las frecuencias esperadas de cada casilla
de la tabla dadas por

e; =nxP(X =1i)x P(Y =j).

Esto implica la necesidad de encontrar la manera de estimar tanto p; = P(X = i) como
p,; = P(Y = j). Podemos considerar el cociente entre el total de observaciones registra-
das en la categoria i (respectivamente j) de la variable X (respectivamente Y) y el total
de registros obteniendo

- fa [
bi. = — y =
n n
De lo cual se infiere que
a‘j =n Xp; X ﬁj
0 equivalentemente,
aj:nxﬁx &: fi'f'j.
n n n

Ejemplo 5.2. Calculemos para el Ejemplo 5.1, las frecuencias de las casillas esperadas
bajo independencia (ver Tabla 5.7) y comparemos estas frecuencias con las observadas
para ver si las variables X e Y podrian o no ser independientes.

A B C D E F Totales
Atento 50.27 47.01 55.07 73.68 50.85 30.12 307
Sintomas leves 95.30 89.12 104.40 139.68 96.39 57.11 582
Sintomas moderados 56.00 52.37 61.35 82.08 56.64 33.56 342
Disperso 60.42 56.50 66.19 88.56 61.12 36.21 369
Totales 262 245 287 384 265 157 1600

Tabla 5.7: Frecuencias esperadas bajo el supuesto de independencia
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Se puede apreciar que en algunas casillas los valores esperados bajo independencia
son muy diferentes de los observado, citamos por ejemplo:

% Atentoy F,
% Atentoy A,
# Dispersoy A,
% Dispersoy F.

Para analizar la independencia vamos a cuantificar la discrepancia entre los valores
observados y los valores esperados bajo independencia. Como ya hemos visto y amplia-
remos a continuacién, una alternativa disponible para cuantificar esta discrepancia es el
estadistico Chi cuadrado de Pearson.

Sin embargo, podemos pensar esta idea desde la siguiente perspectiva: si las dos
variables fueran independientes, la distribucion condicional de una de ellas se repetiria
para cada nivel de la otra variable y coincidiria con el perfil medio, que es la distribucion
marginal. A partir de la distribucidon marginal de los niveles culturales, que se muestra en
la Tabla 5.5, se puede construir el perfil medio cultural.

Investiguemos ahora si la distribucion de esos niveles en la poblaciéon general es si-
milar a la distribucion condicional de estos niveles en cada una de las categorias de la
variable atenciéon. En la Tabla 5.8 se muestran las probabilidades condicionales esti-
madas de los niveles de atencion dado el nivel superior de atencién.

P(A/Atento) P(B/Atento) P(C/Atento) P(D/Atento) P(E/Atento) P(F/Atento)

64/307 57/307 57/307 72/307 36/307 21/307
0.2085 0.1856 0.1856 0.2345 0.1172 0.0684

Tabla 5.8: Probabilidades condicionales dado el nivel ‘Atento’

Si las variables que definen el nivel cultural y de atencién no tuvieran influencia una
sobre la otra, las distribuciones del nivel cultural serian muy similares para las diferentes
categorias del nivel de atencion; es decir, reproducirian todas las filas el perfil medio de
atencion.

|

De la simple observacion de una categoria pueden surgir diferencias pero aun faltaria
analizar si estas diferencias pueden considerarse estadisticamente significativas o no.
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5.1 Perfiles medios

El concepto de perfil dado por un conjunto de frecuencias relativas, es fundamental
para el andlisis de correspondencias. Estos conjuntos de frecuencias relativas, también
llamados vectores, tienen caracteristicas geométricas especiales debido a que la suma
de sus elementos es igual a 1 (lo que representa el 100%).

Al analizar una tabla de frecuencias, uno se puede fijar en las frecuencias relativas
de las filas o en las frecuencias relativas de las columnas, que llamaremos perfiles fila
y perfiles columna, respectivamente. Estos perfiles pueden representarse como puntos
en un espacio de perfiles. En la Figura 5.2 se muestra el aspecto tienen los perfiles para

el Ejemplo 5.1.
8 100- Nivel de atencién
S
c — Atento
3 .
_% Disperso
k) Sintomas leves
L()% — Sintomas moderados

50 -

B C D E
Nivel cultural

M-

Figura 5.2: Perfiles de nivel cultural segun atencion

El cruce entre las lineas que representan los diferentes perfiles indica que no existe
independencia total entre las variables, o bien que la distribucion del nivel cultural no es la
misma en todos los niveles de atencién. Es decir, en el grafico de la Figura 5.2 se aprecia
la presencia de interaccidn entre el nivel cultural y el resultado del test de atencion.

Las frecuencias observadas siempre suelen ser diferentes a las esperadas. Sin em-
bargo, desde un punto de vista estadistico, se desea saber si estas diferencias son lo
suficientemente grandes como para contradecir la hipétesis de independencia o las mis-
mas resultan ser un producto del muestreo. Dicho de otra manera, el objetivo es estudiar
qué tan probable resulta ser que las discrepancias entre frecuencias observadas y espe-
radas se deban solo al azar. Para responder a esta pregunta, calcularemos una medida
para la discrepancia entre las frecuencias observadas y esperadas. Una forma de cuan-
tificar la magnitud de las diferencias entre lo observado y lo esperado es el estadistico >
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de Pearson, definido como
r k

~ 2
Z (fis — €5)
i=1 j=1 €ij

5.2 Inercia total

Vamos a definir un nuevo concepto, llamado inercia total, como el cociente entre el
estadistico Chi cuadrado y el tamafio muestral.

Una manera de llegar a una tabla de contingencia de r x k columnas, es definir r
variables binarias para las filas y k variables binarias para las columnas. Luego, se
disponen estas variables en matrices A/, con los datos de las filas y A/, con los datos de
las columnas.

Ejemplo 5.3. La Tabla 5.9 corresponderia a un modelo de tabla de contingencia para el
Ejemplo 5.1 donde las matrices M, y M, estan coloreadas en violeta y verde respecti-
vamente. En la misma se ve que el primer individuo es atento y tiene nivel cultural A,
mientras que el segundo presenta sintomas leves y tiene nivel cultural F.

;1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 O

Tabla 5.9: Representacién de niveles como simulaciones (dummies)

En nuestro caso se tiene lo siguiente:

% La matriz M (representada de la columna 2 a la 5) tiene dimension n x r = 1600 x 4
y describe las caracteristicas de los individuos en funcidén de su nivel de atencién.

% La matriz M, (representada de la columna 6 ala 11) tiene dimension n x k = 1600 x 6
y describe el nivel cultural de los individuos.

Si realizamos el producto matricial F' = M}Mc, obtendremos una matriz de dimension
r x k que, en el ejemplo anterior, se corresponde con la tabla de contingencia de tamafo
de 4 x 6. En esta matriz aparece en cada posicion ij la frecuencia absoluta observada
para cada combinacién de caracteristicas. Observar que si F, es la matriz de frecuencias
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relativas; es decir, el cociente entre las frecuencias absolutas observadas y el total de
. 1
observaciones, entonces F, = —F.
n

La matriz F, puede ser estudiada por filas o por columnas. De este modo, el analisis
de F, resulta analogo al de su traspuesta, dado que la eleccién de filas o columnas para
cada una de las variables es arbitraria.

Ejemplo 5.4. Verifiquemos lo antes expuesto en un ejemplo sencillo a partir de los datos
dados en la Tabla 5.10. Para este conjunto de observaciones M, corresponde a la Carac-
teristica A mientras que M, corresponde a la Caracteristica B. El resultado del producto
F' = M} M. se exhibe en la Tabla 5.11. La matriz I tiene las frecuencias absolutas y la
matriz F,., de la Tabla 5.12, las frecuencias relativas.

Caracteristica A Caracteristica B
Individuo A, A, B, B, B

PV NREADN 20 O@OND G AN~
O OO0 L2 4 0w 000000 = 4 4 1 a4
—_ a0 0000 2 4 A a0 0000 O0O
OO OO0~ 0000 —~~000CO =+ —
o0+ 122000 2+ 2+ 2000+ 200
- 4 00000 ~~00 00—+~ 000O0

Tabla 5.10: Representacion de niveles para un ejemplo sencillo

B, B, Bj; Totales

A, 4 3 2 9
A, 1 5 3 9
Totales 5 8 5 18

Tabla 5.11: Tabla de contingencia y matriz F' para un ejemplo sencillo
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B, B, B; Totales

Aq 0.22 0.17 0.11 0.5
A, 0.05 0.28 0.17 0.5
Totales 0.27 045 0.28 1

Tabla 5.12: Matriz F, para un ejemplo sencillo

En lo que sigue vamos a estudiar como representar las filas, luego el razonamiento
se realiza de manera similar para las columnas. Las r filas pueden pensarse como r
puntos en el espacio R". El propdésito es representar estos r puntos en un espacio de
dimension menor de forma tal que nos permita apreciar sus distancias relativas. El ob-
jetivo es el mismo que en componentes principales, pero ahora se deben considerar las
peculiaridades de los datos.

Estas peculiaridades provienen de que las frecuencias relativas de cada fila son dis-
tintas. Las filas tienen distintos pesos debido a que algunas tienen mas datos que otras.
Esto implica que la distancia euclidea, siendo una de las medidas mas usadas, no sea
una buena medida para cuantificar la proximidad entre las filas. Luego, es conveniente
elegir otra forma de cuantificar esta distancia.

Observemos que la fila i tiene como frecuencia relativa

fi. = Z Jij-
j=1

Notando por 1, al vector columna de que tiene un 1 en cada una de sus n compo-
nente, se definen el vector totales fila y el vector totales columna respectivamente, de

la siguiente manera:
fT:Fﬂr Yy CT:]IZF7

donde F denota la matriz de frecuencias absolutas.

Ejemplo 5.5. Siguiendo los datos del Ejemplo 5.1, para calcular los vectores totales fila
y columna, procedemos de la siguiente manera

1

4 3 2 9
fT_Fl?’_(l 5 3) 1 _<9>’

cr=1r=(11)( 122 )=(585)

Definimos entonces las siguiente matrices diagonales:

9 0
Df:(o 9) y D=

S O Ot
S o O
o O O
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Para efectuar estos calculos en R nos referimos al Cédigo 5.1 con datos extraidos de

https://goo.gl/KeET4T.

library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx

m=read_excel ("C:/ ... /ejemplosimple.xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar

M=as . matrix (m)

Mf=M[ ,2:3] # Guarda la matriz que caracteriza las filas

Mc=M[ ,4:6] # Guarda la matriz que caracteriza las columnas

F=t (Mf)%%Mc # Arma la tabla de contingencia

totalf=P%rep(1, 3) # Calcula el vector totales fila

totalc=rep(1, 2)%%F # Calcula el vector totales columna
n=sum(totalf) # Calcula el total de observaciones

Fr=F/n # Calcula las frecuencias relativas al total de observaciones
round(Fr,2) # Exhibe el resultado con 2 decimales

Caodigo 5.1: Célculos del ejemplo

Para dar a cada fila un peso proporcional a su frecuencia relativa, los componentes
del vector fr pueden considerarse como pesos. Podemos observar que en nuestro ejem-

plo 5.1, las filas tienen el mismo peso.

Con el fin de estudiar la distancia entre filas, lamaremos R a la matriz de frecuencias

relativas condicionadas al total de la fila, que se obtiene calculando

_ -1
R=D;'F

donde D, es una matriz diagonal de r x r cuyos elementos diagonales son las compo-

nentes del vector fr = f;, las frecuencias relativas de los totales de las filas.

Ejemplo 5.6. Siguiendo con nuestro Ejemplo 5.1, aplicamos el Cédigo 5.2 con datos

extraidos de https://goo.gl/KeE74T

library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx

m=read_excel ("C:/ ... /ejemplosimple.xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar

M=as . matrix (m)

Mf=M[ ,2:3] # Guarda la matriz que caracteriza las filas
Mc=M[ ,4:6] # Guarda la matriz que caracteriza las columnas
F=t (Mf)%%Mc # Arma la tabla de contingencia
totalf=Pe%rep(1, 3) # Calcula el vector totales fila
Df=diag (as.vector(totalf))

# Arma la matriz diagonal con las frecuencias de las filas
R=solve (Df)%%F # Calcula la matriz R

round (R,3) # Exhibe el resultado con 3 decimales

Codigo 5.2: Més célculos del ejemplo


https://goo.gl/KeE74T
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Tenemos entonces que
R_(9 0>‘1(432>_(1/9 o)<432>_<4/9 1/3 2/9)
09 153)-Vo 1/9/)\153) \1/9 509 1/3)"

Observar que las filas de la matriz R deben sumar 1. Es mas, cada fila de esta matriz
representa la distribucion de la variable de las columnas condicionada a la presencia del
atributo que representa cada fila. Denotamos la fila :-ésima de la matriz R de frecuencias
relativas condicionadas por filas como R;, que puede ser considerada como un punto o
como un vector del espacio R*.

k
Como la suma ZRH = 1, todos los puntos se encuentran en un espacio de dimen-
j=1
siébn k£ — 1. Nuestro objetivo es proyectar estos puntos sobre un espacio de dimension
menor de manera tal que las filas que tengan estructuras similares aparezcan proximas
y las que tengan estructuras diferentes aparezcan alejadas.

Definimos la distancia Chi cuadrado como

1 (fu f)
D2<Ra"Rb'>_jzlf_.j<E_ﬁ) ;

siendo f,; (resp. f»;) el elemento de la fila a (resp. b) en la columna j, f,. el total de la fila
ay f;eltotal de la columna j. Que puede expresarse matricialmente como

D*(R,., Ry.) = (Ra. — Ry ) D (Ra. — Ry,

donde D! es la inversa de la matriz diagonal cuyos elementos en la diagonal coinciden
con los totales de las columnas.

Ejemplo 5.7. Los calculos anteriores en el caso del Ejemplo 5.1 se realizan con las
instrucciones del Codigo 5.3 con datos extraidos de https://goo.gl/KeE74T.

library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx
m=read_excel ("C:/ ... /ejemplosimple.xlsx") # Importa los datos de estudio

M=as . matrix (m)

Mf=M[ ,2:3] # Guarda la matriz que caracteriza las filas
Mc=M[ ,4:6] # Guarda la matriz que caracteriza las columnas
F=t (Mf)%%Mc # Arma la tabla de contingencia
totalf=P%rep(1, 3) # Calcula el vector totales fila
totalc=rep(1, 2)%%F # Calcula el vector totales columna
Df=diag (as.vector(totalf)) # Arma matriz diagonal con frecuencias de las filas
R=solve (Df)%%F # Calcula la matriz R
Dc=diag(as.vector(totalc))

# Arma la matriz diagonal con las frecuencias de las filas
distchi12=(R[1,]—R[2,])%%solve (Dc)%%(R[1,]—-R[2,])

# Calcula la distancia chi cuadrado entre las filas 1y 2

Cadigo 5.3: Ejemplo de distancia chi cuadrado


https://goo.gl/KeE74T
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A modo de ejemplo, calculamos la distancia entre las dos primeras filas

1/4 1\% 1/1 5\° 1/2 1\
d(Rl,,Rg.):d[(4,3,2),(1,5,3)]:5(5—5) +§<§—§> +5<§—§) = 0.0308642.

La distancia Chi cuadrado es equivalente a la distancia euclidea entre los vectores
transformados de la siguiente forma

Y; = D;'?R;.

Es decir, podemos construir la matriz de datos transformados y calcular la distancia eu-
clidea entre las filas de esta matriz, siendo

Y = RD;'? = D;'FD;'?,

de donde se deduce que

Y, — fij
L 1/2°
fzfj
Cabe observar que los elementos transformados ya no suman 1, ni por filas ni por colum-

nas.

Ejemplo 5.8. Para nuestro ejemplo 5.1, tenemos que

—-1/2

- 4/9 1/3 2/9)
o 1/2
Y =RD, —( —\ 0.0496 0.1964 0.1490

1/9 5/9 1/3

S O Ot
S oo O
o O O

- ( 0.1987 0.1178 0.0993 )

Las componentes de la matriz Y se corresponden con las frecuencias relativas condi-
cionadas a las filas estandarizadas por su variabilidad, que depende del total de la
columna. La distancia euclidea entre las filas de la matriz Y coincide con la calculada en
la definicion de distancia Chi cuadrado. Consideremos la matriz

Z =D;'"’FD;?,

de donde
fij
Vit

Buscamos ahora una representacion para las filas de la matriz Z mediante una proyec-
cién en un espacio de dimension menor. Es decir, buscamos una direccion « de norma
unitaria tal que w'w = 1y la proyeccién de Z de manera tal de maximizar la variabilidad.
Dicho de otro modo, buscamos maximizar ' Z!Zw. Pero recordemos que este problema
ya lo hemos resuelto en el andlisis de componentes principales.
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Tenemos que proyectar en la direccion de los autovectores de la matriz Z!Z. Entonces
las coordenadas de las filas de la representacion vienen dadas por

Cr =YW, = D;'FD;'*W,,

donde W, = ( w, w ) la matriz formada por los dos primeros autovectores de la matriz
Z'Z.
Resumiendo, este procedimiento puede esquematizarse en los siguientes tres pasos:

% Calculamos las frecuencias relativas condicionales, consideradas como puntos del
espacio.

:# Computamos la distancia Chi cuadrado entre estos puntos.

# Proyectamos los puntos en el espacio que maximiza la variabilidad de la proyeccion;
es decir, proyectamos en la direccidén de los primeros dos autovectores de la matriz
AVA

Analogamente, podemos aplicar a las columnas un analisis similar al de las filas,
resultando la mejor representacion de las columnas:

C.=YU, = D;'F'D; "1,

donde U; = ( Uy s ) la matriz formada por los dos primeros autovectores de la matriz
AR

5.3 Biplot simétrico

Retomando el Ejemplo 5.1, podemos representar los puntajes o scores en un gréfico
denominado biplot simétrico como el de la Figura 5.7, para lo cual nos referimos al
Cédigo 5.4. R también nos permite visualizar diferentes graficos, como por ejemplo las
contribuciones a la inercia de las filas y de las columnas como en las Figuras 5.3 y 5.4.
La representacion en el biplot de las categorias de las filas y de las columnas se muestra
en las Figuras 5.5y 5.6.
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Contribuciones (%)

Disperso Atento Sint. leves Sint. moderados
Nivel de atencion

Figura 5.3: Contribucién de filas a la dimension 1

Contribuciones (%)

Nivel cultural

Figura 5.4: Contribucion de columnas a la dimension 1
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Dimensién 2 (2.9%)

Dimensién 2 (2.9%)
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Figura 5.7: Biplot simétrico - AC
library (ca) # Paquete para andlisis de correspondencias

(
library (FactoMineR) # Paquete con métodos de analisis exploratorio de datos
library (factoextra) # Paquete para analisis multivariado de datos

library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos

# Armamos la base de datos

atento=c(64,57,57,72,36,21)

leve=c(94,94,105,141,97,51)

moderado=c(58,54,65,77,54,34)

disperso=c(46,40,60,94,78,51)

base=rbind (atento, leve, moderado, disperso)

colnames (base)=c("A", "B", "C", "D", "E", "F")

rownames (base)=c("Atento", "Sint._leves", "Sint._moderados", "Disperso")

atencion.ac=CA(base, graph=FALSE) # Realiza el analisis de correspondencias
get_ca_row(atencion.ac) # Muestra lo que se guarda de las filas
get_ca_col(atencion.ac) # Muestra lo que se guarda de las columnas

fviz_contrib (atencion.ac, choice="row", axes=1, fill="royalblue",
color="black") +

theme_gray () +

theme (axis.text.x = element_text(angle=0)) +

xlab (’Nivel_de_atencidon’) +

ylab (' Contribuciones (%)) +

ggtitle (")

# Grafica las categorias de las filas

fviz_contrib(atencion.ac, choice="col", axes=1, fill="royalblue",
color="black") +
theme_gray () +
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theme(axis.text.x = element_text(angle=0)) +
xlab (’Nivel_cultural’) +

ylab (’Contribuciones (%)) +

ggtitle ()

# Grafica las categorias de las columnas

fviz_ca_row(atencion.ac, repel=TRUE, col.row="royalblue") +
theme_gray () +

xlab (’Dimension_1_(95.4%) ") +

ylab ('Dimensién_2_(2.9%)’) +

ggtitle (")

# Grafica los puntos fila

fviz_ca_col(atencion.ac, repel=TRUE, col.col="indianred") +
theme_gray () +

xlab (’Dimension_1,,(95.4%) ") +

ylab ('Dimensiéon_2_(2.9%)") +

ggtitle ()

# Grafica los puntos columna

fviz_ca_biplot(atencion.ac, repel=TRUE, col.row="royalblue",
col.col="indianred") +

theme_gray () +

xlab (’Dimension_1_(95.4%) ") +

ylab (’Dimension_2_(2.9%) ") +

ggtitle (7 )

# Realiza el biplot simétrico

# Aplicamos ahora el paquete ca

atencion_ac=ca(base, graph = FALSE) # Realiza el analisis de correspondencias
summary (atencion_ac)

atencion_ac$rowcoord # Arroja las coordenadas del biplot de las filas
atencion_ac$colcoord # Arroja las coordenadas del biplot de las columnas

Cddigo 5.4: AC para niveles cultural y de atencion

5.3.1 Guia para la interpretacion grafica del biplot simétrico

Listamos a continuacion algunas consideraciones a tener en cuenta almomento de inter-
pretar un biplot simétrico.

% Las columnas (respectivamente, filas) cercanas al origen reflejan categorias simi-
lares a la columna (respectivamente, fila) promedio.

% Las columnas (respectivamente, filas) cercanas entre si reflejan categorias de simi-
lar perfil en términos de columnas (respectivamente, filas).

% Las columnas (respectivamente, filas) cercanas y lejanas al origen reflejan alta aso-
ciacién positiva entre las categorias representadas.

% Los ejes representan ‘factores ocultos’ o ‘variables latentes’.
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# En cada eje se indica el porcentaje de la inercia que logra representar el mismo.

Teniendo en cuenta lo anterior, realizamos las siguientes observaciones para el biplot
simétrico 5.7:

% Los niveles de atencién mas usuales son los que presentan sintomas leves y mo-
derados.

% El nivel cultural A es el mas proximo a la categoria de ‘atento’.

# Los niveles de cultura C'y D son los mas usuales.

% Los sintomas leves en grado de atencion se asocian con la categoria de cultura D.
En general, el programa R guarda la siguiente informacién en el ‘objeto’:

#% nd: dimensién de la solucién

#% rownames (respectivamente, colnames): nombres de las filas (respectivamente, de
las columnas)

% rowinertia (respectivamente, colinertia): cantidad de inercia de cada fila (res-
pectivamente, de cada columna)

% rowdist (respectivamente, coldist): distancia Chi cuadrado de las filas (respecti-
vamente, de las columnas) al perfil medio de fila (respectivamente, de columna

% rowcoord (respectivament,. colcoord): coordenadas para representar las cate-
gorias de filas (respectivamente, de columnas)

La salida correspondiente al andlisis de correspondencias simples para el Ejemplo 5.1,
aplicando el paquete ac (ver Codigo 5.4), se muestra en las Tablas 5.13, 5.14 y 5.15.

1 2 3
Valor 0.020682 0.000639 0.000369
Porcentaje 95.35% 2.95% 1.70%

Tabla 5.13: Inercias principales (autovalores)

Atento  Sintomas leves Sintomas moderados Disperso

Masa 0.191875 0.363750 0.213750  0.230625
Distancia Chi  0.206391 0.040579 0.047857 0.232132
Inercia 0.008173 0.000599 0.000490 0.012427
Dimension 1 -1.418216 -0.162976 -0.185590  1.608987
Dimension 2 -0.835542 1.307591 -0.931956 -0.503463

Tabla 5.14: Perfiles de las filas



5.3. BIPLOT SIMETRICO 182

A B C D E F
Masa 0.1638 0.1531 0.1794 0.2400 0.1656 0.0981
Distancia Chi 0.1667 0.1722 0.0550 0.0427 0.1856 0.2455
Inercia 0.0046 0.0045 0.0005 0.0004 0.0057 0.0059

Dimension1 -1.1369 -1.1869 -0.3268 0.2148 1.2756 1.6677
Dimension2 -1.1737 0.7788 -0.1535 0.5280 1.0690 -2.0717

Tabla 5.15: Perfiles de las columnas

A medida que las tablas de contingencia crecen en tamafo, debido al aumento de
niveles considerados dentro de cada una de las variables, resulta dificil detectar la pre-
sencia de patrones desde la mera observacion de los perfiles o del apartamiento de los
mismos respecto del perfil medio o de la distancia entre pares de ellos. Practicamente,
resultaria imposible resaltar las caracteristicas esenciales de estos datos. Por tal motivo,
deberiamos buscar una alternativa a los diagramas de dispersion, que ha sido el instru-
mento para la descripcion de datos que hemos utilizado hasta ahora. Esa alternativa,
precisamente, es la que nos ofrece el analisis de correspondencias.

Consideremos un nuevo ejemplo para clarificar el concepto de perfil medio.

Ejemplo 5.9. En la Tabla 5.16 se muestran los datos que la Secretaria de Ciencia y
Técnica de la Facultad de Ciencias Economicas registré de las universidades con las
que se realizaron viajes de intercambio en el contexto del Proyecto Redes durante los
ultimos meses del ano 2018. También consigné conjuntamente las actividades que se
desarrollaron durante los dias del intercambio, clasificadas en docencia, investigacion y
extension.

Universidad Docencia Investigacion Extension Totales

UTN 18 3 33 54
UNC 3 < 33 45
UNL 12 75 0 87
UNS 6 6 60 72
Totales 39 93 126 258

Tabla 5.16: Registro viajes de intercambio

En el AC, como ya hemos destacado, el concepto de perfil se refiere al conjunto de
frecuencias divididas por su total y el mismo resulta de fundamental importancia en la
comprension de esta técnica. Para obtener los valores de la Tabla 5.17 se divide cada
fila de la Tabla 5.16 por su propio total y, para obtener el perfil medio las filas se divide
a los totales de las columnas por el total general. Observar que, salvo diferencias por
redondeo, la suma de cada una de las filas es 1.
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0.33 0.06 0.61 1
0.07 0.20 0.73 1
0.14 0.86 0.00 1
0.08 0.08 0.83 1
Tabla 5.17: Perfiles fila de los viajes de intercambio
Con el Cédigo 5.5 se genera la Figura 5.8.
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Figura 5.8: Perfiles fila de las actividades universitarias

library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos

# Cargamos los datos

Universidad=rep (c("UTN","UNC","UNL","UNS"),3)

actividad=c(rep("Docencia" ,4), rep("Investigacién" ,4), rep("Extension" ,4))
prop=c(0.33,0.07,0.14,0.08,0.06,0.2,0.86,0.08,0.61,0.73,0,0.83)
viajes=data.frame(cbind (Universidad, actividad, prop))

ggplot(data=viajes , aes(x=actividad , y=prop, group=Universidad,
color=Universidad)) +

geom_line (linetype="dashed")+

geom_point(color="royalblue", size=1)+

xlab ("Tipo_de_actividad") +

ylab (" Proporcion™)

Codigo 5.5: Analisis de perfiles fila de las actividades universitarias
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Analizando la Figura 5.8, se puede ver que tanto en el perfil de UTN como en el de
UNC, existe una mayor concentracién de frecuencia en actividades de extensién, si bien
las otras dos frecuencias estan invertidas Mientras que los perfiles de UNS y de UNL
concentran sus actividades en extensién e investigacién respectivamente.

¢ Qué perfiles interesa comparar?

Podemos estar interesados, por ejemplo, en comparar los perfiles de dos universi-
dades, o bien en comparar el perfil de una universidad especifica con el perfil medio
dado por el perfil de la fila final de los totales de cada columna de la Tabla 5.16; es decir,
el perfil de todas las actividades desarrolladas considerando a todas las universidades
conjuntamente. Este calculo resulta:

, s » 1
( Docencia Investigacion Extension ) = ﬁ( 39 93 126 )

= ( 0.1512 0.3605 0.4884 )

Hasta el momento, nos hemos concentrado en observar los perfiles fila con el objetivo
de comparar las modalidades de intercambio entre las diferentes universidades. Sin
embargo, también podemos comparar los perfiles columna para ver de qué manera se
distribuyen las modalidades de actividad en las distintas universidades. Esto se exhibe
en la Tabla 5.18.

Universidad Docencia Investigacion Extension

UTN 0.4615 0.0323 0.2619
UNC 0.0769 0.0968 0.2619
UNL 0.3077 0.8065 0.0000
UNS 0.1538 0.0645 0.4762
Totales 1 1 1

Tabla 5.18: Perfiles columna de los viajes de intercambio

El perfil columna medio se obtiene realizando el cociente entre el total de las filas y el
total general, obteniéndose por resultado

UTN 54 0.2093
UNC | 1 45 | [ 0.1744
UNL “oss | 87 ) | 0.3372
UNS 72 0.2791

Podemos comparar los valores de los perfiles de los tipos de actividad con los valores
del perfil columna medio, para ver si sus valores estdn por encima o por debajo de los
del perfil medio. De esa manera surge con qué universidades el intercambio es diferente
y de qué forma se manifiesta esa diferencia. Asi, por ejemplo, el 46% de los intercambios
de UTN son de docencia, y el 80% de los intercambios con la UNL son de investigacion.
Del mismo modo, la mayoria de los intercambios con UNS son de extensién. Veamos
ahora lo siguiente:
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% El promedio de UTN supera al promedio general de dedicacién en docencia.

# Los promedios de UNC y UNS superan al promedio general de dedicacién media
en extension.

% El promedio de UNL supera al promedio general de dedicacién en investigacion.

Veamos si se aprecia alguna similitud en las caritas de Chernoff de la Figura 5.9.

UTN UNC UNL UNS

Figura 5.9: Caras de Chernoff universidades

5.3.2 Otra representacion grafica

En esta seccidn vamos a mostrar una manera completamente distinta de representacion
basédndonos en el Ejemplo 5.9. Para representar los cuatro perfiles, ahora proponemos
utilizar tres ejes, que corresponden a los tres tipos de actividad de intercambio, a modo
de un diagrama de dispersién tridimensional como el de la Figura 5.10 generado por
el Codigo 5.6 con datos extraidos de https://goo.gl/NfwlNwK. En cada uno de estos
tres ejes podriamos situar a uno de los tres elementos del perfil. Luego, podemos con-
siderar estos tres elementos como las coordenadas de un Unico punto que represente
todo el perfil, tomando las observaciones porcentuales por fila como las componentes
de los puntos. Etiquetamos a estos tres ejes como docencia, investigacion y extension,
calibrandolos de 0 a 1.

Este tipo de representacion sélo serd factible cuando se disponga de observaciones
realizadas en tres categorias.


https://goo.gl/NfwNwK
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Figura 5.10: Representacién en 3D de las actividades universitarias

library (scatterplot3d) # Paquete para generar graficos en 3D
library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx

universidades=read_excel("C:/ ... /universidades.xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar

with (universidades , {

s3d <— scatterplot3d (Docencia, Investigacién, Extension,
color="royalblue", pch=16, box=FALSE, angle=25,

type="h", xlab="Docencia", ylab="Investigacién",
zlab="Extension")

s3d.coords <— s3d$xyz.convert(Docencia, Investigacién, Extensién)
text (s3d.coords$x, s3d.coords$y,

labels=universidades$Universidad ,

cex=.6, pos=4)

})

# Realiza un diagrama de dispersién en 3D

with (universidades , {

s3d <— scatterplot3d (Docencia, Investigacién, Extension,
color="royalblue", pch=16, box=FALSE, angle=25)

s3d.coords <— s3d$xyz.convert(Docencia, Investigacién, Extensién)
text (s3d.coords$x, s3d.coords$y,
labels=universidades$Universidad ,

cex=.6, pos=4)

fit <— Im(Extensién ~ Docencia + Investigacion)

s3d$plane3d(fit , col="indianred") # Agrega un plano

})

Cadigo 5.6: Cbdigo para diagrama de dispersion 3D (actividades universitarias)
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Los perfiles de las universidades, representados por las filas, se pueden llevar a dos
dimensiones dado que, si bien tienen tres componentes, los mismos estan restringidos
debido a que la suma de las tres componentes para cualquiera de las cuatro universi-
dades es igual a 1. Luego, en un espacio tridimensional el espacio ocupado es bidimen-
sional, siendo el plano de ecuacion x + y + z = 1. Esto se puede ver en la Figura 5.11.

Extensién
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

5
Investigacion

0.05 0.10 0.15 020 0.25 0.30 035 040 oo

Docencia

Figura 5.11: Plano de representacion de las actividades universitarias

El comando summary(univ.ac) del Cédigo 5.7 (con datos disponibles en https://
goo .gl/NfwNwK) da como resultado los autovalores y autovectores considerados, el aporte
a la inercia de las filas y de las columnas y el porcentaje de representaciéon. Con el
mismo cédigo se generan los graficos correspondientes al biplot simétrico (Figura 5.12),
al aporte de las filas (Figura 5.13) y al aporte de las columnas (Figura 5.14).

library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx

library (FactoMineR) # Paquete con métodos de analisis exploratorio de datos
library (factoextra) # Paquete para andlisis multivariado de datos
library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos
universidades=read_excel ("C:/ ... /universidades.xlsx")

# Importa la base con la cual se va a trabajar

# Armamos la base de datos

base=as.matrix (universidades[1:4,2:4])

colnames (base)= c("Docencia", "lInvestigacion", "Extension")
row.names(base)= c("UTN","UNC" ,"UNL" ,"UNS")

univ.ac=CA(base, graph=FALSE) # Realiza el analisis de correspondencias
summary (univ.ac) # Muestra el resultado del andlisis de correspondencias

fviz_contrib(univ.ac, choice="row", axes=1, fill="royalblue", color="black") +
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theme_gray () +

theme (axis.text.x=element_text(angle=0)) +
xlab (’Universidad’) +
ylab(’Contribuciones (%)) +

ggtitle (")

# Grafica las categorias de las filas

fviz_contrib(univ.ac, choice="col", axes=1, fill="royalblue", color="black") +
theme_gray () +

theme (axis.text.x=element_text(angle=0)) +

xlab (' Tipo_de_actividad ') +

ylab(’Contribuciones (%)) +

ggtitle (7 ")

# Grafica las categorias de las columnas

fviz_ca_biplot(univ.ac, repel=TRUE, col.row="royalblue",
col.col="indianred") +
theme_gray () +

xlab ('Dimensién_1_(86.7%) ")
ylab ('Dimension_2_(13.3%) ")
ggtitle (")

# Realiza el biplot simétrico

+
+

Caodigo 5.7: Cbdigo para AC (actividades universitarias)
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Figura 5.12: Biplot simétrico (actividades universitarias)
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Figura 5.13: Contribucion de las filas (actividades universitarias)
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Figura 5.14: Contribucion de columnas (actividades universitarias)

Presentamos a continuacion un nuevo ejemplo.
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Ejemplo 5.10. El objetivo de interés consiste en estudiar si, para la poblacion de jovenes
estudiantes universitarios, existe una asociacion entre la practica de algun deporte y la
ausencia de depresion. Para tal fin, se ha seleccionado una muestra aleatoria simple
de 100 jévenes universitarios. Sobre cada uno de estos jovenes se observaron conjun-
tamente la presencia de depresion y la frecuencia con la que se realiza alguna practica
deportiva. Utilizando un nivel de significacion del 5%, vamos a contrastar estas hipétesis.

https://flic.kr/p/qGEafE

Los datos obtenidos se presentan en la Tabla 5.19.

31 22 53
38 10 48
40 6 46
Totales 109 B 147

Tabla 5.19: Distribucion de depresién segun practica deportiva

Recordemos que en el caso de la prueba de independencia tenemos una sola po-
blacién y dos variables que se observan simultaneamente sobre cada individuo de la
poblacidén. En nuestro caso, las variables a observar estan dadas por

s X ’frecuencia en practica deportiva’,
% Y': ’estado de depresion’.

Entonces, tenemos que la variable X presenta tres niveles, equivale a la existencia de
tres filas, y la variable Y presenta dos niveles, dando lugar a dos columnas.


https://flic.kr/p/qGEafE
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Calculamos las frecuencias esperadas bajo independencia para este caso y anotamos
los valores esperados en la Tabla 5.20:

109 x 53 38 x 53
€11 147 39 3, €12 147 3 7,
N 109 x 48 N 38 x 48
€91 = T? = 356, €99 = T’? = 124,
~ 109 x 46 ~ 38 x 46
€31 = T7 = 341, €39 = 147 11.9.
39.3 13.7 53
35.6 12.4 48
34.1 11.9 46

Totales 109 B 147

Tabla 5.20: Frecuencias esperadas bajo independencia

Se debe comparar con el percentil 95 de la distribucién x? con (3 —1)(2 — 1) = 2
grados de libertad que vale 5.99; es decir, se rechaza la hipétesis nula si el estadistico de
contraste supera este valor. El estadistico de contraste es

, _ (813037 (221377 (38— 35.6)° (10— 124)
Xobs = 7393 13.7 35.6 124
(40 — 34.1)> (6 — 11.9)2
—11.34,
311 119 3

Como la decisién a un nivel de significacion del 5% es rechazar la hipotesis de nulidad
que afirma la independencia entre las dos variables, se asume que existe relacién entre
la ausencia de depresidn y los habitos deportivos del individuo. La salida de R es:

Pearson’s Chi-squared test
data: deporte
X-squared = 11.346, df = 2, p-value = 0.003437
|

Cuando la hipétesis nula se rechaza, debe suponerse que las variables X e Y son
dependientes. Sin embargo, el test Chi cuadrado no sefala en qué sentido estan asocia-
das. Vale decir que no nos indica en qué nivel una de ellas se comporta muy distinto de
lo esperado ni en qué sentido. Si deseamos indagar al respecto podriamos:

% Analizar los perfiles condicionales fila y columna.

s Estudiar los residuos del modelo para estudiar qué tipo de dependencia existe entre
las variables.
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Los residuos mas utilizados son los llamados residuos tipificados corregidos o
ajustados que vienen dados por la expresion

fz‘j—ez‘j
Ve (1-2) (1-%2)

donde n; es la suma de la fila i-ésima, n ; es la suma de la columna j-ésima y n es el
total de datos.

Estos residuos tomaran valores absolutos grandes cuando la correspondiente celda
registre valores observados muy diferentes de los esperados.

Tij

¢ Cuando debe considerarse que un residuo es alto?

Dado que los residuos tienen distribucion asintética Normal estandar bajo la hipotesis
nula, un valor absoluto del residuo superior a 2 nos indica que debemos prestar atencidon
a dicha casilla.

Los residuos correspondientes al Ejemplo 5.10 se muestran en la Tabla 5.21.

Frecuencia en la Ausencia de Presencia de
practica deportiva depresion depresion

Sin practica -3.256 3.256
Hasta tres veces por semana 0.967 -0.967
Mas de tres veces por semana 2.393 -2.393

Tabla 5.21: Residuos correspondientes a depresién vs practica deportiva

Podemos observar que el mas alto de los residuos corresponde al caso de un indi-
viduo que no practica deporte y que tiene depresion.

Bajo independencia esperariamos que la cantidad de individuos que tiene depresion
se presente en igual proporcion en los distintos niveles de practica deportiva. Sin em-
bargo, se da en mayor proporcion entre los que no lo practican.

La pregunta que podriamos hacernos es cémo cuantificar la relevancia de esta dife-
rencia entre los valores observados y los esperados. Hasta ahora, habiamos calculado
el estadistico Chi cuadrado de Pearson, pero este estadistico esta afectado por la canti-
dad de datos. Ademas, como veremos en el siguiente apartado, se puede vincular esta
medida con la distancia de los perfiles (fila 0 columna) a su respectivo perfil medio.
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5.4 Estadistico de Pearson e inercia

La suma de todas las distancias entre los perfiles fila y el perfil fila promedio, ponderadas
por su importancia (cantidad de observaciones) se conoce como inercia total de la tabla
de contingencia. La inercia total se calcula como
2
X

In=2 fi(Ri=rn) D7 (R =) = -~
=1

donde r,, es el perfil medio de las filas; es decir, la estimacion del perfil esperado por
filas.

Se puede demostrar que la inercia total es la suma de los autovalores de la matriz 7! 7,
gue coincide con la suma de los autovalores de ZZ' (debido a que una es la traspuesta
de la otra), por lo cual el andlisis de las filas o de las columnas es simétrico y puede
verse como una descomposicién de los componentes del estadistico x? en sus fuentes
de variacion.

La distancia Chi cuadrado tiene una propiedad importante que se conoce como el
principio de equivalencia distribucional, que implica que si dos filas tienen la misma
estructura y se agrupan en una nueva fila, las distancias entre las restantes filas per-
manecen invariantes. Por supuesto esta misma propiedad siguen valiendo para las
columnas. Esta caracteristica es importante pues asegura la invarianza del procedi-
miento por agregacion de categorias irrelevantes.

Observemos, para el Ejemplo 5.10, que el estadistico de Pearson x?,, puede expre-
sarse también de la siguiente manera

{(31 —39.3)2 N (22 — 13.7)2} [(38 — 35.6)2 N (10 — 12.4)2} {(40 —34.1)? N (6 — 11.9)2}
39.3 13.7 35.6 12.4 34.1 11.9 '

Dividiendo numerador y denominador por el cuadrado del total de la fila, obtenemos

2 2 2 2 2 2
[<—) LB (B, -5 [ +<—>]
532 532 482 482 462 62

Y extrayendo el total de la fila como factor comun, concluimos

(228" (B-11) (35— 38" (35— 124)°
53[ 53 &353 4+ 153 &753 448 8 345j8 4 148 1%48 +
53 53 8 8

40 _ 34.1)2 6 11.9)2
46 [(46 @16 ) + (46 ﬁﬁ ) ] )
46 6

De esta expresion es facil ver que x?,, es igual a la suma de los términos de la forma:

(perfil fila observado de la casilla — perfil fila esperado de la casilla)®
perfil fila esperado de la casilla

total de la fila x
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Esta forma comienza a parecerse a una distancia entre perfiles esperados y observados
ponderados por el peso de la cantidad de observaciones de la fila.

Dividiendo ambos miembros por el total de observaciones tenemos que

31 39.3)2 22 13.7\2 38 35.6) 2
Xas D3 [ (55— %) +(§—¥) L2 (% — %) N N
147 147 33 187 147 56 124

o G, G
147 | %l 119

Hemos dicho que el cociente entre el estadistico Chi cuadrado de Pearson y el total
de observaciones se denomina inercia. Entonces, con el calculo anterior, hemos expre-
sado a la inercia como la suma de las distancias entre los perfiles observados y el perfil
esperado ponderadas por los perfiles esperados y la masa de las filas (frecuencia rela-
tiva del total de las filas). La inercia es entonces una medida de la variabilidad total de la
tabla, independientemente de su tamano.

En Fisica, la inercia se define como la suma de los cuadrados de las distancias al
centro de gravedad, para nosotros el ‘centro de gravedad’ es el perfil medio. Es una
medida similar a la variabilidad total de las componentes principales y mide el grado total
de dependencia existente entre las variables X e Y.

Los estadisticos han denominado a este valor de distintas maneras, una de ellas
es coeficiente medio cuadratico de contingencia. Su raiz cuadrada se denominado
coeficiente ¢, por lo cual se puede decir que la inercia es igual a ¢>.

5.4.1 Interpretacion geométrica de la inercia

Como ya hemos visto, la inercia mide la magnitud de la distancia entre los perfiles fila
(resp. columna) y el perfil fila (resp. columna) medio. Es decir, mide la distancia entre los
perfiles fila (resp. columna) observados y los perfiles fila (resp. columna) esperados bajo
la hipétesis de independencia.

Cuando esta distancia es grande, significa que existe asociacién entre alguno de los
perfiles fila y alguno de los perfiles columna, lo que deriva en que podremos descubrir
algunas relaciones presentes en la distribucion conjunta de las dos variables de interés.

En la Figura 5.16 se grafican los perfiles fila de un conjunto de datos y la inercia de
su respectiva tabla de contingencia.



5.4. ESTADISTICO DE PEARSON E INERCIA

195

Inercia 1 Inercia 2

Inercia 3 Inercia 4

Figura 5.16: Ejemplos de inercias

Podemos observar la siguiente relacion de orden entre las inercias

Inercia 1 < Inercia 2 < Inercia 3 < Inercia 4.

¢ Qué sucede con las posiciones relativas de los perfiles fila a medida que la inercia
aumenta?

. Como se vincula esto con la hipotesis de independencia?
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Ejemplo 5.11. En la Tabla 5.22 se puede visualizar lo que muestra la Figura 5.16, donde
el total de observaciones se mantiene constante y se van polarizando las distribuciones.

B1 B2 B3

A1 10 12 11
A2 12 10 13
A3 15 14 13

inercial = 0.0064

B1 B2 B3

Al 5 16 13
A2 12 5 13
A3 15 14 19

inercia3 = 0.0838

B1 B2 B3

Al 4 12 11
A2 12 10 13
A3 15 14 19

inercia2 = 0.0354

B1 B2 B3

A1l 5 16 20
A2 2 5 19
A3 25 14 11

inercia4 = 0.2678

Tabla 5.22: Inercia creciente - Asociacion creciente

El analisis de correspondencias propone la construccién de un sistema de coorde-
nadas (habitualmente bidimensional) asociado a las filas y a las columnas de una tabla
de contingencia, que refleje las relaciones existentes entre dichas filas y columnas. En
dicha representacion, juegan un papel importante las llamadas distancias x? entre per-
files, que son las que el andlisis de correspondencias intenta reproducir en su representa-
cidén grafica. Dichas distancias son distancias pitagoéricas ponderadas entre perfiles que

vienen dadas por las siguientes férmulas:

2
Body=) — (M - @> para los perfiles fila,

n;. n;.

k 2
1 (np npy .
%oy =Y — (ﬂ - ﬁ) para los perfiles columna,

n; n;

donde usamos en forma indistinta, segun el caso, n,; para indicar O;; 0 f;;.
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Ejemplo 5.12. En las Tablas 5.23 y 5.24 se calculan estas distancias para el Ejem-
plo 5.10.

0.5849 0.4151
0.7917 0.2083
0.8696 0.1304

Tabla 5.23: Perfiles fila

0.2844 0.5789
0.3486 0.2632
0.3670 0.1579

Tabla 5.24: Perfiles columna

Para la Tabla 5.23, calculemos a modo de ejemplo las distancias x? entre los siguien-
tes perfiles fila:

1 1
dyy = @(0.5849 —0.7917)% + £(0.4151 —0.2083)? = 0.001517,

1 1
diz = @(0.5849 —0.8696)* + £(0.4151 —0.1304)? = 0.002876.

Para la Tabla 5.24, elegimos calcular a modo de ejemplo la distancia y? entre los
siguientes perfiles columna:

1

diy =
12 53

1 1
(0.2844 — 0.5789) + @(0.3486 —0.2632)% + E(0.3670 —0.1579)* = 0.002739

A partir de estas distancias, ¢ cuales serian las filas mas similares? ;La de no practica
deportiva con la de una frecuencia de menos de 3 veces por semana? O, ¢la de no
practica deportiva con la de una frecuencia de mas de tres veces por semana?

Por ende las distancias y? son invariantes a variaciones en la codificacién de las
categorias con comportamiento similar en cuanto a sus perfiles condicionales.
[ |
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5.5 Principio de equivalencia distribucional

Veamos ahora que, efectivamente, la distancia Chi cuadrado satisface el principio de
equivalencia distribucional. Para ello consideremos la tabla de contingencia 5.25 en la
cual las dos primeras filas son proporcionales, por lo cual, los perfiles fila son iguales.

10 12 20 42
5 6 10 21
8 4 5 17

iTotales’ 23 22 35 80

Tabla 5.25: Primer ejemplo de equivalencia distribucional

Calculamos la distancia entre los perfiles fila aplicando el Cédigo 5.8, y obtenemos
que dip = 0, d13 =2.13 y d23 = 2.13.

Luego, colapsamos las dos primeras filas y tenemos una nueva tabla 5.26. Volvemos
a calcular la distancia entre la fila colapsada y la tercera fila que en este caso pasa a ser
la segunda fila (referimos nuevamente al Codigo 5.8).

B1 B2 B3 Totales

15 18 30 63

8 4 5 17
' Totales 23 22 35 80

Tabla 5.26: Segundo ejemplo de equivalencia distribucional

Ahora s6lo hay dos filas y la distancia entre ellas es: D12 = 2.13. Observar que la

distancia entre la fila colapsada es igual a las distancias de las dos filas originales con la
tercera fila de la tabla.

# Guardamos los datos
Al1=c(10,12,20)
A2=c(5,6,10)
A3=c(8,4,5)

# Calculamos los perfiles—fila
perf1=A1/sum(A1)
perf2=A2/sum(A2)
perf3=A3/sum(A3)

totcol=A1+A2+A3 # guarda los totales por columna

# Calculamos las distancias Chi cuadrado entre perfiles fila
d12=sum((perfl—perf2)xtotcol)
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d13=sum((perfi—perf3)=«totcol)
d23=sum((perf2—perf3)«totcol)

# Colapsamos las dos primeras filas
Al=A1+A2

All=A3

perfl=Al/sum(Al)
perfll=All/sum(All)

D12=sum(( perfl—perfll)«totcol)

Cadigo 5.8: Cédigo para el andlisis de equivalencia distribucional

5.6 Analisis de correspondencias multiples

Dado el nivel de complejidad del problema, el analisis de correspondencias puede subdi-
vidirse en dos categorias:

% Cuando se trata de tablas de contingencia de dos variables, estamos frente a un
analisis de correspondencias simples (ACS), sin importar la cantidad de niveles que
tengan estas dos variables.

s Cuando el numero de variables registradas es superior a dos, diremos que el anali-
sis es un analisis de correspondencias multiples (ACM).

La idea en el andlisis de correspondencias multiples es la misma que en el analisis
de correspondencias simples que hemos estado tratando en las secciones previas. El
objetivo es reducir la dimensién del problema y lograr una representacion que, perdiendo
la menor cantidad de informacién posible, represente nuestra tabla de contingencias.

Ejemplo 5.13. Consideremos un conjunto de 12 personas en las que hemos observado
cuatro variables. En la Tabla 5.27 hemos registrado para cada una de estas 12 observa-
ciones, sus categorias en las cuatro variables observadas.

i

https://flic.kr/p/plxq92
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Observacion Género Edad Estado civil Color de cabello
1 M joven  soltero castafo
2 M adulto soltero rojizo
3 F mayor casado rubio
4 M adulto soltero negro
5 F mayor casado negro
6 F mayor soltero castano
7 M joven casado rojizo
8 M adulto casado rubio
9 M mayor soltero castano

10 F joven casado negro
11 F adulto soltero castano
12 M joven casado rubio

Tabla 5.27: Caracteristicas observadas

Otra forma de presentar estos datos podria ser la que se muestra en la Tabla 5.28.

Este tipo de matriz se denomina matriz disyuntiva y la vamos a designar con G.

Género Edad Estado civil Color de Cabello
Obs. M F Jvn. Adit. Myr. Slt. Csd. Rbo. Cst. Rjz. Ngr.
1 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
2 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0
3 o 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0
4 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1
5 0o 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1
6 o 1 0 0 1 1 0 0 1 0 0
7 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0
8 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0
9 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0
10 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1
11 o 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0
12 1 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0

Tabla 5.28: Matriz disyuntiva para las caracteristicas observadas

La matriz traspuesta, sera G*' y se muestra en la Tabla 5.29.
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Tabla 5.29: Matriz G*

5.6.1 Matriz de Burt
Listaremos una serie de preguntas que intentaremos responder observando la matriz 5.29.

% ¢ Cuantas variables participan de este analisis?

A
Ar

¢, Qué aspecto tienen las matrices sefialadas en los diferentes colores?

N
Ar

¢, Cudles son los elementos diagonales?

#% ¢ Cuanto valen los elementos no diagonales?

En el Ejemplo 5.13, las variables consideradas son las cuatro siguientes:
# Género con dos niveles: Masculino y Femenino;

% Edad con tres niveles: Joven, Adulto y Mayor;

% Estado Civil con dos niveles: Soltero y Casado;

% Color de cabello con cuatro niveles: Rubio, Castafo, Rojizo y Negro.

Si denotamos a la matriz de Burt con B y con B;; al elemento de esta matriz corres-
pondiente a la fila i y a la columna j, podemos hacer las siguientes observaciones.

# En la interseccidn de la j-ésima linea y de la j-ésima columna, dada por el valor
B;;, se encuentra el numero de individuos que presentaron la j-ésima modalidad
de una caracteristica de ese bloque. En la Tabla 5.30, B33 indica la cantidad de
jovenes de la muestra que es 4.
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# En la interseccion de la i-ésima fila y de la j-ésima columna, dada por el valor B;;,
se encuentra un 0 si se refieren a la misma modalidad pero con distinto nivel, i # ;.
Es decir, B; = By = 0 en la Tabla 5.30, ya que no puede ser al mismo tiempo
varén y mujer.

# En la interseccion de la i-ésima fila con la j-ésima columna, el valor B;; indica la
cantidad de individuos que presentaron simultdneamente la i-ésima modalidad de
una caracteristica y la j-ésima modalidad de otra caracteristica observada. Por
ejemplo, en la Tabla 5.30 By; = Bs; = 3 significa que se observaron 3 mujeres
mayores.

% La matriz B resulta del producto entre la matriz disyuntiva completa y su traspuesta.
Este hecho implica que la matriz de Burt es una matriz simétrica. Ademas, es una
matriz definida positiva como la matriz de varianzas y covarianzas.

% La matriz B puede no ser de rango completo.

¢ Por qué puede suceder que B no sea de rango completo? ;Qué impacto tiene en tal
caso sobre el analisis de correspondencias?

Jvn. Adt. Myr. SIit. Csd. Rbo. Cst. Rjz. Ngr.

Jvn.
Adt.
Myr.
Slt.
Csd.
Rbo.
Cst.
Rjz.
Ngr.

- W wWww

DD WRA2TOWOoO NS
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0
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1
1
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2
3
1
2
0
2

—_ = L W22 OO0 PR~ =W
—_ —_ A e A WO PO =W
- ON - NN PpPOOW-—
—_ 4= R OOCOMNW—=-DNDPN
NN = O WwOo o

O OO WWO -+ = 22D
OO Phr~rOOPLALAN—=-=2DNDDD
ONOO -0 —=-—=200DMN
WOOON—=- = =2 2N =

Tabla 5.30: Matriz de Burt para el Ejemplo 5.13

Las Figuras 5.18, 5.19, 5.20, 5.21 y 5.22 son distintas representaciones graficas para
las cuatro variables de interés. Todas fueron generadas por el Codigo 5.9 y con datos
extraidos de https://goo.gl/8pTyTW.
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Figura 5.18: Contribucién de variables a la inercia (dimension 1)
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Figura 5.19: Contribucion de individuos a la inercia (dimension 1)
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Figura 5.20: Categorias variables - ACM
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Figura 5.21: Individuos agrupados por género - ACM
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Figura 5.22: Individuos agrupados por estado civil - ACM

library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx
library (FactoMineR) # Paquete con métodos de analisis exploratorio de datos
library (factoextra) # Paquete para analisis multivariado de datos

personas=read_excel ("C:/ ... /personas. xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar

base=data.frame (personas)
personas.acm=MCA(base[2:5], quali.sup=1, graph=F)
# Realiza el analisis de correspondencias multiple

# las variables deben ser introducidas como factores

fviz_contrib (personas.acm, choice="var", axes=1,

fill="royalblue", color="black") +
theme_gray () +

xlab(’’) +

ylab (' Contribuciones (%)) +
ggtitle ()

# Grafica las contribuciones de las variables

fviz_contrib (personas.acm, choice="ind", axes=1, top=5,

fill="royalblue", color="black") +
theme_gray () +

xlab (') +

ylab (' Contribuciones (%)) +
ggtitle (")

# Grafica las contribuciones de los individuos

fviz_mca_var (personas.acm, repel=TRUE, col.var="royalblue") +
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theme_gray () +

xlab (’Dimension_1_,(31.6%) ")
ylab (’Dimension_2_(22.1%) )
ggtitle ()

# Realiza el biplot simétrico

+
+

fviz_mca_ind (personas.acm, habillage=factor (personas$Sexo),
addEllipses=TRUE, repel=TRUE, legend.title="Género") +
theme_gray () +

xlab ('Dimensién_1_(31.6%) ")
ylab ('Dimension_2 (22.1%) ")
ggtitle(’’) +
scale_color_brewer(palette="Paired")
# Realiza un agrupamiento por género

+
+

fviz_mca_ind (personas.acm, habillage=factor (personas$Estado),
addEllipses=TRUE, repel=TRUE, legend. title="Estado_civil") +
theme_gray () +

xlab (’Dimension_1_(31.6%) ") +

ylab (’Dimension_2_(22.1%)’) +

ggtitle (") +

scale_color_brewer(palette="Paired")

# Realiza un agrupamiento por estado civil

Codigo 5.9: Cédigo para ACM del grupo de personas
Citamos algunas claves para interpretar un biplot simétrico.

% Dos categorias de una variable se parecen si tienen casi las mismas frecuencias
relativas en cada una de las modalidades de la otra.

% Dos modalidades de variables diferentes son cercanas si aparecen conjuntamente
en los mismos individuos con mucha frecuencia.

% Dos modalidades de una misma variable son excluyentes por construccion. Si las
mismas aparecen representadas de manera cercana, es porque presentan casi el
mismo comportamiento respecto de las restantes variables.

Haciendo un andlisis de la Figura 5.20, podemos sacar las siguientes conclusiones.

#% Las modalidades ‘casado’ y ‘cabello rubio’ aparecen cercanas en la representacion.
Esto significa que para este conjunto de individuos, los casados tienen tendencia al
cabello rubio. Si examinamos la base original veremos que se encuentran 4 casos
de casados con cabello rubio.

% Conclusiones como la anterior son sencillas de examinar claramente en este caso
en el que solo se tiene una muestra de 12 individuos y unas pocas caracteristicas
observadas de cada uno de ellos. Sin embargo, en una gran tabla de datos esto
puede hacernos encontrar patrones que a simple vista se nos escaparian casi con
seguridad.

% Las modalidades para el color del cabello aparecen bien separadas en la represen-
tacion.
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% La modalidad ‘soltero’ aparece proxima a la modalidad ‘castafio’. Examinando la
tabla original, encontramos 4 solteros y castaros.

Con el siguiente ejemplo revisaremos los conceptos del ACM.

Ejemplo 5.14. Una empresa desea analizar si los individuos que trabajan en ella, siguen
algun patrén vinculado al género, sus ingresos y la antigiiedad de los mismos en la
empresa. Resulta de interés responder a preguntas como ¢ podria asegurarse que la
empresa paga la fidelidad?, ;podria asegurarse que la empresa prefiere empleados de
algun género en particular?, ;podria asegurarse que los que eligen permanecer en la
empresa son de un género determinado?

https://flic.kr/p/dSGIKF

Podriamos intentar responder a estas preguntas de manera sencilla realizando un test
de independencia para cada par de variables involucradas en la pregunta. Sin embargo,
con este procedimiento estariamos cometiendo al menos dos errores importantes como
pueden ser:

% realizar demasiadas pruebas con un sélo conjunto de datos y perder potencia.
% perder la riqueza del andlisis conjunto de las tres variables con sus interacciones.

Debido a estas razones, la mejor de las opciones seria realizar un analisis de corres-
pondencias multiple.

En la Tabla 5.31 se encuentran las observaciones realizadas sobre 10 individuos de
la empresa, en funcion del género, los afnos en la empresa y los ingresos mensuales.


https://flic.kr/p/dSG9KF
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Individuo Género Antigiiledad Ingresos

1 Mujer 5 Medio

2 Mujer 3 Alio

3 Hombre 4 Bajo

4 Mujer 1 Bajo

5 Mujer 2 Medio

6 Hombre 5 Alto

7 Mujer 2 Medio

8 Hombre 3 Bajo

9 Hombre 1 Alto
10 Mujer 4 Medio

Tabla 5.31: Situacion de los empleados de una empresa

A partir de la tabla original, se construye la tabla disyuntiva o matriz G que se presenta
en la Tabla 5.32.

Individuo Género Antigliiedad Ingresos
Mujer Hombre 1 2 3 4 5 Bajo Medio Alto
1 1 0 0 00 0 1 0 1 0
2 1 0 001 0O0 O 0 1
3 0 1 0 0010 1 0 0
4 1 0 10 000 1 0 0
5 1 0 01 00O O 1 0
6 0 1 0 00 0 1 0 0 1
7 1 0 01 00O0 O 1 0
8 0 1 00100 1 0 0
9 0 1 10000 O 0 1
10 1 0 0 0010 O 1 0

Tabla 5.32: Matriz disyuntiva para la situacion de los empleados

Es importante destacar lo siguiente.

% En la tabla disyuntiva completa G, si hay alguna variable continua debe transfor-
marse en nominal, ordenandose en intervalos a los que se da un rango de valores.
Esto es debido a que en el analisis de correspondencias se trabaja con variables
categoricas.

# La tabla disyuntiva completa tiene tantas columnas como categorias y tantas filas
como individuos de interés.
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# Las frecuencias marginales de las filas son todas iguales al numero de variables
registradas sobre los individuos, y las frecuencias marginales de las columnas co-
rresponden al numero de sujetos que han elegido la modalidad j de la pregunta q.
Para cada subtabla el numero total de individuos es n.

% Relacionando cada variable con todas las demas la tabla disyuntiva se convierte a
una tabla de Burt que contiene todas las tablas de contingencia simples entre las
variables cruzadas dos a dos.

% A partir de la tabla disyuntiva completa se puede construir la tabla de contingencia
de Burt B = G'G, que es una tabla simétrica de orden p x p donde p indica la suma
de todos los niveles de las variables en cuestion.

&

B es una yuxtaposicion de tablas de contingencia y esta formada por bloques. Cada
bloque es una submatriz formada por tablas de contingencia correspondientes a las
variables tomadas dos a dos, salvo los bloques que estan en la diagonal que son
las tablas de contingencia de cada variable consigo misma.

La tabla disyuntiva completa es equivalente a la tabla de Burt y ambas producen los
mismos factores. Algunos programas de computacion permiten ingresar la tabla disyun-
tiva y otros permiten ingresar la matriz de Burt. La matriz de Burt permite calcular las
puntuaciones (distancias al centro de gravedad), las contribuciones absolutas de cada
modalidad y variable a los ejes o factores obtenidos (contribucion de cada modalidad o
variable a la inercia de los nuevos ejes), las contribuciones relativas o correlaciones de
cada modalidad con los nuevos ejes.

Como en la tabla de Burt las filas y las columnas representan las mismas modalida-
des, el estudio de ambas ofrece iguales resultados, por lo que sélo se representan los
resultados obtenidos a partir de las filas.

5.6.2 Examen de los puntos
Es importante tener en cuenta los siguientes aspectos:

% Las distancias de las modalidades, mientras mas alejadas se encuentren del origen,
mejor representadas estaran. Cuanto mas alejadas estén las modalidades entre
si en el grafico, menor asociacion existira entre ellas; mientas que cuanto mas
cercanas se encuentren, mas asociacidn existira entre ellas.

# La contribuciéon de los puntos a la inercia de cada dimensién, o contribuciéon de
cada una de las filas a la inercia o varianza explicada en cada uno de los ejes
considerados.

# La contribucidn de las dimensiones a la inercia de cada punto, que se refiere a la
correlacion existente entre cada uno de los caracteres y los nuevos ejes.

# En el analisis de correspondencias multiples, los valores propios generan una idea
pesimista de la variabilidad explicada.
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Por estos motivos, se recomienda medir la tasa de inercia realizando una modificacion
utilizando la correccién de Benzécri (1979). Se requiere de los siguientes pasos:

# Calcular b = 1/4, siendo ¢ el nUmero de variables.
% Seleccionar los valores propios V P iguales o superiores a b.
s Calcular los valores propios transformados V PT = (VP — b)?.

% Calcular el porcentaje de varianza explicada VV PE con los valores propios transfor-
mados, divididos por su suma.

Cada valor propio tiene una tasa de inercia sobre el total de varianza explicada por
todos los valores propios transformados. Al calcular el porcentaje acumulado de varianza
explicada, la parte de inercia debida a una modalidad de respuesta aumenta cuanto
menor sea el numero de personas de esta modalidad; es decir, cuanto menor sea su
masa.

Ejemplo 5.15. Siguiendo el Ejemplo 5.14, definimos dos categorias para la variable dada
por la antigliedad de cada empleado en la empresa:

e

O\

[ \

. Baja(B) | 1 -2y 3 afios

\ o /
a4

. Ala(A) | 4y 5 aftos

N4

Individuo Género Antigiiledad Ingresos Categoria

1 Mujer 5 Medio A
2 Mujer 3 Alio B
3 Hombre 4 Bajo A
4 Mujer 1 Bajo B
5 Mujer 2 Medio B
6 Hombre 5 Alto A
7 Mujer 2 Medio B
8 Hombre 3 Bajo B
9 Hombre 1 Alto B
10 Mujer 4 Medio A

Tabla 5.33: Agregado de categoria para los empleados

El analisis de correpondencias multiple se realiza mediante el Cédigo 5.10 con datos
extraidos de https://goo.gl/Ca6NWu. Las Figuras 5.24, 5.25, 5.26 y 5.27 se generan
con el mismo cédigo y se obtienen las salidas dadas en la Tablas 5.34, 5.35, 5.36 y 5.37.


https://goo.gl/Ca6NWu
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library (readx!) # Permite leer archivos xlsx

library (FactoMineR) # Paquete con métodos de analisis exploratorio de datos

library (factoextra) # Paquete para analisis multivariado de datos

library (ade4) # Paquete con herramientas para analisis multivariado de datos
(

library (anacor) # Paquete para analisis de correspondencias simple y candnico

empresa=read_excel ("C:/ ... /empresa. xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar

Género=factor (empresa$Género)

Antigliedad=factor (empresa$Antigliedad)

Ingresos=factor (empresa$lngresos)

Categoria=factor (empresa$Categoria)

base=data.frame (Género, Ingresos, Categoria)

# Arma la base de datos con las variables como factores

empresa.acm=MCA(base, quali.sup=1, graph=F)
# Realiza el analisis de correspondencias multiple

fviz_contrib (empresa.acm, choice="var", axes=1,
fill="royalblue", color="black") +
theme_gray () + ggtitle(’’) +

xlab(’’) + ylab(’ Contribuciones (%))

# Grafica las contribuciones de las variables

fviz_contrib (empresa.acm, choice="ind", axes=1, top=5,
fill="royalblue", color = "black") +

theme_gray () + ggtitle(’’) +

xlab(’’) + ylab(’ Contribuciones (%))

# Grafica las contribuciones de los individuos

fviz_mca_var(empresa.acm, repel=TRUE, col.var="royalblue") +
theme_gray () + ggtitle(’’) +

xlab (’Dimension_1_,(38.9%)’) + ylab( Dimensién_ 2 ,(33.3%) )

# Realiza el biplot simétrico

fviz_mca_ind (empresa.acm, habillage=Género, addEllipses=TRUE,
repel=TRUE, legend. title="Género") +

theme_gray () + ggtitle(’’) +

xlab (’Dimension_1_,(38.9%)’) + ylab( Dimensién_2 (33.3%)’) +
scale_color_brewer(palette="Paired")

# Realiza un agrupamiento por género

acm.disjonctif (base) # Calcula la matriz disyuntiva
burtTable (base) # Calcula la matriz de Burt

acm.empresa=dudi.acm(base, scannf=FALSE)
summary (acm.empresa) # Calcula las inercias
round (acm.empresa$cl1,3) # Calcula las coordenadas para representar

Codigo 5.10: Cédigo para el andlisis de correspondencias multiples para una empresa
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Contribuciones (%)

Figura 5.24: Contribucion a la inercia de las variables
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Figura 5.25: Contribucion a la inercia de los individuos

Contribuciones (%)
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Figura 5.27: Empleados agrupados por género
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1 0 1 0 0 1 1 0
2 0 1 1 0 0 0 1
3 1 0 0 1 0 1 0
4 0 1 0 1 0 0 1
5 0 1 0 0 1 0 1
6 1 0 1 0 0 1 0
7 0 1 0 0 1 0 1
8 1 0 0 1 0 0 1
9 1 0 1 0 0 0 1
10 0 1 0 0 1 1 0

Tabla 5.34: Matriz disyuntiva para la empresa

NMDMNDOMNDNO B
ADNPA =220 0
NN —=200W-=DN
N 0Wo—=DN
DN PAOOPRMO
ORAMN—=-=2DMNDDN
(o>l @ 2 \C I \O 2N \C I S \O)

Tabla 5.35: Matriz de Burt para la empresa

0.556 0.358 0.333 0.086
41.67 26.87 25.00 6.46
41.67 6854 93.54 100.00
0.556 0.914 1.25 1.33

Tabla 5.36: Inercias para la empresa
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.. st cs2
15 —0.454
~10 0303
10 0.303
10 0.303
~15  —0.454
00 —2.022
00 1348

Tabla 5.37: Coordenadas de representacion para la empresa
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5.7 Ejercitacion

Ejercicio 1.

Se ha realizado una encuesta entre el personal de una empresa al cual se le pregunt6
el cargo que desempenfa y la cantidad de cigarrillos diarios que fuma. La frecuencia
de fumador fue categorizada de la siguiente manera: No fuma - Fuma poco — Fuma

moderadamente - Fuma mucho. En la Tabla 5.38 se resumen las respuestas obtenidas.

4 2 3 2 11
4 3 7 4 18
25 10 12 4 51
18 24 33 13 88
10 6 7 2 25
61 45 62 25 193

Tabla 5.38: Habito de fumar segun puesto de trabajo

Estamos interesados en estudiar la relacién, si existiera, entre las variables “puesto
de trabajo” y “nivel de fumador” en el contexto de esta empresa.

1.

Analizar si la distribucion de la variable fumador es similar en todos los niveles de
la variable puesto de desempeno, construyendo para eso las distribuciones condi-
cionales de fumador por cada puesto de trabajo.

Realizar un andlisis de correspondencias para estos datos. ¢ Cuantos factores tiene
sentido considerar?

Realizar los gréficos de perfiles que pueden considerarse adecuados.

Explicar la calidad de la representacion y las relaciones entre las variables y los
ejes (inercia, calidad y cosenos).

Hacer una sintesis de las conclusiones obtenidas, inspeccionando relaciones entre
perfiles fila, entre perfiles columna y asociaciones entre filas y columnas de manera
adecuada.

¢,Cual es la inercia total?
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Ejercicio 2.

En el archivo de datos disponible en https://goo.gl/FeiXTg (extraido de Infostat),
se registran datos de 339 usuarios de auto. Las variables que se han preguntado son las
siguientes:

Origen: del auto, que puede ser americano, japonés 0 europero;

Estado: que puede ser soltero, soltero con hijos, casado o casado con hijos;
Casa: que indica la relacién con la casa en la que habita, siendo duefio o inquilino;
Tipo: de auto que puede ser familiar, deportivo o para trabajo;

Sexo: hombre o mujer;

Tamano: del auto distinguiendo entre chico, mediano y grande;

Ingreso: familiar dividido en dos niveles.

1. Elegir tres variables y construir la matriz disyuntiva y la matriz de Burt, explicando
el significado de los valores diagonales y verificando las propiedades de la matriz.

2. Realizar un analisis de correspondencias multiples con estas variables y explicar
los resultados.

Ejercicio 3.

La opinidén que algunos ingleses tienen sobre algunos europeos, se encuentra dispo-
nible en https://goo.gl/KDvuzn. Se pide realizar un analisis de correspondencias para
caracterizar a un grupo de europeos desde la mirada de los ingleses. Para ello, tener en
cuenta las siguientes preguntas.

1. ¢Qué caracteristicas son las més usuales?
2. ¢Qué caracteristicas son las mas raras?
3. En funcién de estos datos, ¢ es justo decir que Paris es la ciudad del glamour?
Ejercicio 4.
En el archivo disponible en https://goo.gl/XcKCQN se tabuld el consumo de distintos
tipos de proteinas per capita de los habitantes de distintos paises de Europa. Conducir

un analisis de correspondencias multiples para describir el tipo de consumo de proteinas
de los paises vinculando este analisis con la posicién geogréafica de los mismos.


https://goo.gl/FeiXTg
https://goo.gl/KDvuzn
https://goo.gl/XcKCQN
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Capitulo 6

Escalamiento multidimensional

Todas las verdades de las
matematicas estan vinculadas
entre si.

— Adrien-Marie Legendre

El escalamiento multidimensional (MDS, del inglés multidimensional scaling) tiene sus
origenes a principios de siglo XX en el campo de la Psicologia [20]. El mismo surge
como respuesta al propésito de estudiar la relacion que existia entre la intensidad fisica
de ciertos estimulos y su intensidad subijetiva.

El MDS es una técnica multivariante de interdependencia, que trata de representar
en un espacio geométrico de pocas dimensiones, las proximidades existentes entre un
conjunto de objetos que pertenecen a un espacio de dimensién mayor [13]. Esta técnica
de representacion espacial, facilita la visualizacién de un conjunto de objetos en un mapa.
Como ejemplos de estos objetos podemos considerar empresas, productos comerciales,
candidatos politicos o ideas, cuya posicidn relativa interesa analizar.

Resulta conveniente relacionar esta técnica con otros modelos multivariados de modo
que pueda servir como alternativa y/o complemento a las mismos para cierta investi-
gacion.

En la actualidad, el MDS es apto para diferentes tipos de datos de entrada, como por
ejemplo tablas de contingencia, matrices de proximidad, datos de perfil o correlaciones.

En sintesis, es escalamiento multidimensional es una técnica multivariante que crea
un grafico a partir de un conjunto de similitudes o distancias definidas sobre un con-
junto de objetos, tratando de preservar las distancias o similitudes originales en la nueva
representacion.
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6.1 Modelo general

El MDS toma como insumo una matriz de proximidades, A € R"*", donde n es el
namero de objetos que se desea representar entre los cuales se ha definido una distancia
o medida de similaridad. Cada elemento ¢§,; de A representa la proximidad entre los
objetos i-ésimo y j-ésimo. Es decir: §;; = dist(I;, ;) siendo I; el i-ésimo individuo e /; el

j-ésimo.
611 512 e 51]’ U 51n
521 522 o 52]' U 5271
(5n1 5112 e 5nj e 5nn

Esta matriz tiene todos sus elementos mayores o iguales a 0, siendo su diagonal
principal nula, debido a que la distancia de un objeto a si mismo es 0; es decir,

0 dip -+ 6 - Om
61 0 oo Oy oo Oop
A= 0it Oz crr Oy e O
01 Opg -++ Opj -+ 0

Ademas, se trata de una matriz simétrica pues la distancia entre el objeto i y el objeto
Jj, dada por ¢,;, es la misma que la distancia entre el objeto j y el objeto ¢, indicada por
dji-

A partir de esta matriz de proximidades, el MDS proporciona como salida una matriz
de coordenadas X € R"*™,

T11 X1z o X1y ottt Tim
To1 T2 v X5ttt Tam
X = ,
Ti1 Lz v Ty o Tim
Tpl Tp2 - Tpj *°° Tpm

donde n es la cantidad de objetos, m es la dimension de representacion de los mismos
y z;; es la j-ésima coordenada del i-ésimo individuo. Usando ahora la matriz X, se
puede calcular la distancia existente entre las representaciones de dos objetos i y ;5 del
conjunto considerado. Estas distancias pueden presentarse en una matriz de distancias
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que denominamos D € R™*",

dll d12 e dlj e dln
d21 d22 e d2j e d2n
dnl an e dnj T dnn

El MDS proporciona una solucién que maximiza la correspondencia entre las distan-
cias originales A y las representadas D.

Existen varias medidas que cuantifican esta correspondencia entre las distancias ori-
ginales y las representada, midiendo de alguna forma, la bondad de la representacion.

6.2 Modelos particulares

Existen dos modelos basicos de escalamiento multidimensional que son el modelo de
escalamiento métrico y el modelo de escalamiento no métrico. En el primero de ellos
se considera que los datos estdn medidos en escala de razén o en escala de intervalo,
mientras que en el segundo se supone que los datos estan medidos en escala ordinal.

6.2.1 Modelo de escalamiento métrico

Todo modelo de escalamiento parte de la idea de que las distancias son una funcion de
las proximidades; es decir, d;; = f(;;).- En el modelo de escalamiento métrico partimos
del supuesto de que la relacion entre las proximidades y las distancias es de tipo lineal:

dij =a+ bél]

donde a,b € R.

El primer procedimiento de escalamiento métrico fue presentado por Torgerson [48],
segun el cual a partir de una matriz de distancias D € R"*" se puede obtener una matriz
B € R™" de productos escalares entre vectores.

El procedimiento en este caso consiste en transformar la matriz de proximidades A €
R™*™ en una matriz de distancias D € R"*", de forma tal que verifique las tres condiciones
que definen una distancia:

¢ nho negatividad d;; > 0,
[ Simetria dij == djis

o desigualdad triangular d;; < d;;, + dy;.
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Los dos primeros axiomas se cumplen facilmente, pero el tercer axioma, no siempre se
cumple. Este problema se conoce con el nombre de estimacion de la constante aditiva.

Togerson proporciona una solucion para este problema estimando el valor minimo de
¢ que verifica la desigualdad triangular de la siguiente forma

max
Cmin = ik {51‘]‘ — Oik — 5jk}-
De esta manera, las distancias se obtienen sumando la constante ¢ a las proximidades.

Ejemplo 6.1. Sea la matriz de proximidades A para tres objetos A, By C.
015
A= 1 0 2
5 2 0

Se puede ver que no verifica la desigualdad triangular, puesto que d(A, C') = 5, mientras
que d(A,B)+d(B,C)=1+2=3<5.

En este caso el valor minimo de la constante es ¢ = 2. Sumando 2 a los elementos
no diagonales de la matriz de proximidades A, obtenemos la matriz de distancias

D=

N w O
= O W
O =

Una vez obtenida la matriz D € R™*", se necesita transformarla en una matriz B €
R™*™ de productos escalares entre vectores, para lo cual se aplica la siguiente transfor-
macion .

2 2 2 2
bij = —5(dyj — di. — d;; + &),

donde

A
Ar

1 < . . . , ,
d? == E d?; es la distancia cuadratica media por fila,
n )
n
2 1 2 . . 7 g .
#dG == E d;; es la distancia cuadratica media por columna,
n
=1

1 n n
we g2 & 2 ; ; A4 ; ;
od° = o E E d;; es la distancia cuadratica media de la matriz.
i=1 j=1

Finalmente, se busca una matriz X € R"*™ tal que B = X X!, siendo X la matriz que
guarda las coordenadas de cada uno de los n objetos en cada una de las m dimensiones.
Cualquier método de factorizacién permite transformar B en X X*.
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En resumen, el método se describe a partir de los siguientes pasos:

A matriz de disimilaridades

D matriz de distancias

B matriz de pro-
ductos escalares

X matriz de coorde-

‘ nadas de representacion

De lo antes expuesto, tenemos que d;; = f(d;;). Si esto fuera exactamente asi, no
habria margen de error. Sin embargo, en las proximidades empiricas es dificil que valga
la igualdad, con lo que generalmente ocurre que d;; ~ f(0;;).

A las transformaciones de las proximidades por f se las denomina disparidades. A
partir de esto, se define el error cuadratico como

Q?j = (dij - f(5i‘))2-

Mientras mayor sea la diferencia entre las disparidades y las distancias; es decir, las
distancias entre f(d;;) y d;;, mayor sera el stress y por tanto peor sera el modelo. El
stress es una medida de la falta de ajuste del modelo. EI mismo toma como valor minimo

al 0, mientras que su limite superior es 1 — — donde n indica la cantidad de objetos. La
n
manera de calcularlo es

STRESS = \/Zm’(dij — f(6i))? _ M
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Kruskal [30] sugiere la siguiente clasificacién del modelo segun su stress.

STRESS cer-

cano a 0.2 e
STRESS cer- Aceptable

cano a 0.1
STRESS cer- Bueno
cano a 0.05
STRESS cer-

Excelente

cano a 0.01

Una variante del stress es lo que se conoce como el S-stress, que resulta levemente
distinto y la férmula para calcularlo es

2 _ .
S_STRESS:\/Z,J-( i~ F200))

d
2 ()

Otra medida que se suele utilizar es el coeficiente de correlacion al cuadrado
(RSQ), el cual nos informa sobre la proporcion de variabilidad de los datos de partida
que es explicada por el modelo. El mismo se define como

RSQ = corr®(dj, f(5;5))-

El rango de variacion de este coeficiente es [0, 1] por ser un coeficiente de correlacién al
cuadrado. Valores cercanos a 1 indican que el modelo es bueno, mientras que valores
cercanos a 0 indican que el modelo es malo.

El programa R tiene implementados tanto los algoritmos para obtener soluciones con
MDS asi como las medidas para determinar si el modelo es adecuado o no lo es. Los
algoritmos implementados son reiterativos, de forma que se alcance la mejor solucién
posible.
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Ejemplo 6.2. Consideremos un conjunto de ciudades de la Republica Argentina de las
cuales tenemos informacion sobre su latitud y su longitud. Tengamos presente que cada
una de ellas tiene también diferente altura respecto del nivel del mar. Esta informacién

esta consignada en la Tabla 6.1

https://flic.kr/p/81zXt3

O©oONOOLhWN =

Buenos Aires
Cordoba

Rosario

Mendoza

Tucuman

Salta

Santa Fe

San Juan
Resistencia
Santiago del Estero
Corrientes

Posadas

San Salvador de Jujuy
Bahia Blanca
Parana

Neuquén

-34.61
-31.41
-32.95
-32.89
-26.82
-24.79
-31.63
-31.54
-27.46
-27.80
-27.48
-27.37
-24.19
-38.72
-31.73
-38.95

-58.38
-64.18
-60.64
-68.83
-65.22
-65.41
-60.70
-68.54
-58.98
-64.26
-58.83
-55.90
-65.30
-62.27
-60.52
-68.06

Tabla 6.1: Ciudades argentinas


https://flic.kr/p/81zXt3
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En primera instancia calculamos la matriz de distancias euclideas entre las posi-
ciones, recordando que es simétrica Esta distancia sera medida en diferencias de latitud
y longitud, pero puede no ser exactamente proporcional a la distancia en kilébmetros entre
las ciudades.

6.627

2.810 3.859

10.591 4.875 8.188

10.370 4.706  7.648 7.057

12.085 6.741  9.454 8.795 2.047

3.778 3.488 1.315 8.224 6.602 8.312

10.615  4.357  8.022 1.384 5.762 7.440 7.837

7.178 6.530 5.731 11.242 6.271 6.962 4.512 10.386

9.006 3.619 6.298 6.842 1.366 3.222 5.236 5.682 5.288

7.147 6.638 5.757 11.364 6.422 7.108 4.553 10.516 0.151 5.436

7.659 9.220 7.323 14.061 9.342 9.859 6.425 13.311 3.089 8.376 2.940

12.507 7.305 9.914 9.385 2.631 0.602 8.745 8.026 7.108 3.747 7.250 9.922

5.660 7.551  5.999 8.771 12.256  14.283 7.259 9.530 11.729 11.104 11.753 13.021 14.837

3.593 3.671 1.220 8.384 6.795 8.493 0.202 8.015 4.541 5.429 4.575 6.361 8.922 7.203
10.609  8.477  9.545 6.109 12.455 14.411 10.379 7.429 14.643 11.785 14.720 16.797 15.013 5.791 10.436

La representacion obtenida se muestra en la Figura 6.2 y es generada mediante el
Cédigo 6.1 con datos extraidos de https://goo.gl/bby6JC.

library (readx!l) # Permite leer archivos xlsx

library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos

library (ggrepel) # Paquete que manipula etiquetas para graficos

library (plotrix) # Paquete para graficos requerido para la libreria smacof
(

library (smacof) # Paquete para MDS basado en la minimizacion del stress

cities=read_excel("C:/ ... /ciudades.xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar
ciudades=data.frame(cities[,2:3])

D=dist (ciudades) # Calcula las distancias euclideas entre las filas
MCD_D=cmdscale (D, eig=TRUE, k=2)

# Realiza el MCD de una matriz de datos con k dimensiones de representacién
x=MCD_D$points[,1] # Guarda las abscisas de los puntos

y=MCD D$points[,2] # Guarda las ordenadas de los puntos

# Preparamos base de datos para el grafico
data=cbind(—x,-vy)

datos=data.frame(data)

colnames (datos)=c(" Latitud","Longitud")

rownames (datos)=c("Buenos_Aires", "Cordoba", "Rosario", "Mendoza", "Tucuman",
"Salta", "Santa_Fe", "San_Juan", "Resistencia", "Santiago_del_Estero",
"Corrientes", "Posadas", "San_Salvador_de_Jujuy", "Bahia_Blanca", "Parana",
"Neuquén")

ggplot(datos, aes(x=Latitud, y=Longitud))+
geom_point(colour="royalblue") +
geom_text_repel(aes(label=rownames(datos))) +
theme_gray ()

# Realiza un gréafico de puntos

MCD.D= smacofSym(D, ndim=2) # Realiza una escala multidimensional
MCD.D$stress # Calula el stress del ajuste

Cadigo 6.1: Codigo para el andlisis MDS de ciudades argentinas
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Longitud

o
1

_3-

«—San Salvador de Jujuy
Salta

San Juan,

[
Tucuman

Santiago deI‘Estero
C‘c’)rdoba

Resistencia Santa Fe
[ 3

Corrientes Parana e

Rosario

*Posadas
Buenos Aires®
5 0
Latitud

[ ]
Mendoza

Neuquéne

Barlia Blanca

Figura 6.2: MDS aplicado a ciudades argentinas

6.3 Relacion con otras técnicas

El MDS se utiliza en muchas investigaciones junto a otras técnicas multivariantes, bien
como una alternativa a dichas técnicas o bien como un complemento de las mismas,
dependiendo de los objetivos de la investigacion. Aunque otras técnicas, como el anali-
sis factorial, el analisis discriminante y el analisis conjunto, también sirven para reducir
los datos a unos pocos factores o dimensiones, el MDS obtiene el grado de similaridad
entre los datos, con el propdsito de representar la informacion en un espacio de pocas
dimensiones, preservando lo mas posible las distancias originales.

Entre las ventajas del MDS podemos mencionar las siguientes:

# Los datos en MDS pueden estar medidos en cualquier escala, continua o discreta.

% ElI MDS proporciona soluciones para cada individuo.

aYe
TR

&

A
-

En el MDS el investigador no necesita especificar cudles son las variables a emplear
en la comparacion de objetos.

Las distancias en el MDS pueden ser interpretadas directamente entre todos los
puntos, mientras que en el analisis de correspondencias solamente pueden ser
interpretadas directamente las distancias entre las filas o bien entre las columnas.



Capitulo 7

Comparacion de medias en el caso
univariado

La estadistica es el unico tribunal
de apelacion para juzgar el nuevo
conocimiento.

— Prasanta Chandra Mahalonibis

Es importante destacar que en este capitulo no trabajaremos con técnicas descripti-
vas o exploratorias, sino que emplearemos pruebas estadisticas tales como el contraste
de hipétesis. Por esta razén, el cumplimiento de los supuestos de cada una de las prue-
bas es fundamental para la validez de las conclusiones.

7.1 Diferencia de medias de poblaciones normales para
dos muestras independientes

7.1.1 Muestras normales independientes con varianzas conocidas

Ejemplo 7.1. Se sospecha que el pH (potencial de hidrogeno) de la superficie del suelo
de dos regiones A y B es diferente. Un geodlogo realiza mediciones y determina elec-
tromecanicamente el pH que se encuentra en la superficie del suelo en 20 puntos elegi-
dos al azar para cada una de las dos regiones de interés.

227
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https://flic.kr/p/6W2onx

Se supone que el pH en la superficie del suelo de ambas regiones, digamos Ay B
se distribuye normalmente, con varianzas 0.85 y 1.22 respectivamente. Los resultados
muestrales se presentan en la Tabla 7.1.

_ Regién A RegionB
“Media 658 5.74

Tabla 7.1: Observaciones del experimento del pH

Definimos el modelo a partir de dos muestras normales independientes:
# Xy, Xo, -+, X, donde X; ~ N(ux,o%) (region A),
# Y1, Yy, -, Y,, dondeY; ~ N(uy, o) (region B).

El interés radica en realizar inferencias acerca del parametro diferencia de medias de
las dos poblaciones dado por ux — py. Un estimador puntual insesgado para este
parametro es X — Y. Como ambas poblaciones son normales con varianzas conocidas,
se sabe que

o o2 - o2
XN (ue )y VN (D)
nx ny

y que estas variables son independientes. Luego,


https://flic.kr/p/6W2onx
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Por lo tanto, estandarizando el estimador puntual, se tiene una distribuciéon conocida y
tabulada

Las hipétesis para testear en nuestro ejemplo seran entonces:

{Hoi px — py =0,
Hy: px —py #0.

Como se trata de una hipotesis alternativa bilateral, valores muy grandes o muy pe-
quenos del estadistico de contraste conduciran a rechazar la hipétesis de nulidad. Si se
establece un nivel de significacion a = 0.05; es decir, una probabilidad maxima de 0.05
de rechazar H, siendo ésta cierta, la regién de rechazo sera:

RC = {zobs/zobs >1960 Zobs < —196}

Con lo cual la decisién sera rechazar H, cuando z,,, resulte superior a 1.96 o inferior a
-1.96. Esto queda representado en la Figura 7.2.

// \\

Region critica
0.025

Regidn de aceptacion

Region critica
0.95

0.025

—1.96 0 1.96

Figura 7.2: Zonas de aceptacion y de rechazo para esta prueba

El valor de la variable pivotal o estadistico de contraste bajo la hipétesis nula para el

Ejemplo 7.1 es

6.58 —5.74 — 0
Zobs = 055 n o = 2.61.
20 20

Como 2.61 > 1.96, z,s € RC' y entonces la decisién es rechazar H,. La conclusion es
que existe evidencia empirica en contra de la hipotesis de que las medias poblacionales
de los pH de los suelos de las dos regiones son iguales, con un nivel de significacion del
5%.

Puede resultar de interés cuantificar la fuerza del rechazo de la hipétesis nula, o
bien la probabilidad de encontrar un valor tan extremo o mas que el hallado en esta
muestra siendo cierta la hipo6tesis nula. A esta probabilidad se la denomina p-valor y en
el Ejemplo 7.1 resulta ser

p-valor = P(|Z| > 2.61) = 2P(Z > 2.61) = 2 - 0.0045 = 0.009.
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Cuando este valor es pequeno, indica que existe bastante seguridad en la decision, ya
que es muy poco probable que, siendo cierta Hy, nos encontremos con una diferencia de
medias como ésta.

Si se quiere construir un intervalo de confianza de nivel 1 — « para la diferencia de
las medias, se utiliza como variable pivotal

X =Y = (ux — i)
ok L o%
nx ' ny

~ N(0;1).

Luego, podemos afirmar que:

XY — (ux — py)
O' 0'2
e Ty

<z =1—-oa.

[N]le)

Realizando las operaciones algebraicas necesarias para despejar el parametro diferencia
de medias, tenemos la expresion del intervalo de confianza de nivel 1 —« bajo el supuesto
de poblaciones normales, independientes con varianzas conocidas. En forma general la
expresion de este intervalo es:

Recordemos que un intervalo de confianza de nivel 95% para un parametro se inter-
preta de la siguiente manera: de cada 100 intervalos construidos a partir de muestras de
igual tamarno, alrededor de 95 contendran el valor verdadero del parametro.

Para el Ejemplo 7.1, el parametro es la diferencia de medias poblacionales de pH
correspondiente a dos regiones. Los limites del intervalo de confianza de nivel 95% para
la diferencia de medias de pH resultan

0.85  1.22
— 5.74F 1.961/ ==
[658 5.74 F 1.96 20+zo]

Con lo cual el intervalo de confianza es [0.84 — 0.63,0.84 4+ 0.63] = [0.21,1.47]. Se debe in-
terpretar que con una confianza del 95%, que el intervalo [0.21, 1.47] contiene al verdadero
valor de la diferencia entre las medias de pH de las Regiones A y B. Se puede observar
que como ambos extremos del intervalo son positivos, el cero no pertenece al intervalo.
Entonces el test basado en el intervalo de confianza también rechaza la hipétesis de
igualdad entre las medias.
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7.1.2 Muestras normales independientes con varianzas desconoci-
das

Ejemplo 7.2. El tiempo que le toma a la habichuela en duplicar su peso es una medida
de su calidad para enlatar.

https://flic.kr/p/oALv(Q6

Un experimento con 15 repeticiones independientes de cada una de dos variedades
produjo los resultados que se muestran en la Tabla 7.2.

X =172 horas Y = 18.3 horas
sy = 0.7 horas sy = 0.8 horas

Tabla 7.2: Observaciones del experimento de las habichuelas

Interesa decidir si la calidad de la variedad B (variable Y') es inferior a la calidad de
la variedad A (variable X), utilizando para probar estas hipoétesis un nivel de significacion
de 0.01.

[ |

Si se pudiera asegurar que ambas muestras provienen de distribuciones normales
con la misma varianza, entonces el modelo podria definirse como dos muestras normales
independientes con medias distintas y varianzas iguales pero desconocidas; es decir,

% Xl,XQ," . ,an donde Xl ~ N(IMX,O'Q),
% Y1,Ys,--- Yy, donde Y; ~ N(uy,0?),

con o2 desconocida.
Las hipétesis de interés para este caso son

{Hoi py — px =0,
Hy: py —px <0;

o bien

{Hoi py — pix =0,
Hy: puy —px <O0.


https://flic.kr/p/oALvQ6

7.1. DIFERENCIA DE MEDIAS DE POBLACIONES NORMALES PARA DOS MUESTRAS
INDEPENDIENTES 232

Se trata de una prueba unilateral a derecha, por lo cual se rechaza la hipétesis nula
cuando el estadistico de contraste toma valores bajos. Estamos nuevamente interesa-
dos en realizar inferencias acerca del parametro dado por la diferencia de medias pobla-
cionales de las dos poblaciones, iy — ux. Se sabe que

. o2 . o2
XNN(/LX,—> y Y~N<uy,—>
nx ny

y que estas variables son independientes. Luego,

- o2 o? 1 1
Y—XNN(MY—MX,—+—) =N<,UY—MX,(—+—>02>.
ny nx ny nx
Entonces, estandarizando el estimador puntual propuesto, se obtiene la expresion de la
variable pivotal

Y - X — —
Z = by = 1) o),

1 1
TV ny Toax
Debido a que la varianza es comun a las dos poblaciones, tiene sentido construir un
estimador insesgado de la varianza comun, basado en ambas muestras. Este estimador
usualmente se conoce como varianza amalgamada o pooleada y su férmula es

nx — 1)53( + (ny - 1)532/
nx+ny—2 )

(
52 =

Es sabido que las siguientes variables son independientes y tienen distribucién Chi-

cuadrado ( )52

nx — 1 X
0_2 ~ X?Lx—l y 2 ~ X’ny—l'
Es un resultado conocido que la suma de variables aleatorias Chi-cuadrado independien-
tes es otra variable aleatoria Chi-cuadrado cuyos grados de libertad son la suma de los

grados de libertad de las variables sumadas. Entonces

(nx —1)S7 + (ny —1)S5
2 ~ Xnx+ny—2°

U:

g
Al ser Z y U independientes, se tiene que
Z

— A _
U nx+ny—2;
nx-+ny —2

donde la distribucién es la ¢ de Student con ny + ny — 2 grados de libertad. Un simple
calculo algebraico aplicado a esta variable conduce a que

VX — )

1 1
SP nx + ny

T

tnx+nyf2~

La regién de rechazo del test de nivel 0.01 para el Ejemplo 7.2 es

RC = {tobs/tobs > tg&o,gg = 2467}
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‘Of

tnx+ny72,1fa = 2467

Figura 7.4: Zonas de aceptacion y de rechazo para esta prueba

El valor observado del estadistico de contraste en el Ejemplo 7.2 es
18.3 —17.2

Lobs =
\/14-0.82+14~0.72 (L + L)
28 515

Como 4.008 > 2.467, rechazamos la hipétesis de nulidad con un nivel de significacion del
1%, lo cual significa que hay evidencia en contra de la hipétesis nula que sostiene que el
valor medio poblacional del tiempo que tarda la variedad A de habichuelas en duplicar su
tamano es igual o mayor que el tiempo medio poblacional que tarda la variedad B.

= 4.008.

Si quisiéramos construir un intervalo de confianza de nivel 1 — « para la diferencia
de medias de poblaciones normales provenientes de muestras independientes y con va-
rianzas desconocidas, pero que pueden suponerse iguales, debemos utilizar la variable

pivotal o
Y — X — (py — pix) ,
~ lnx+ny—2

Sp l—t i % x+tny
y plantear

Y — X — (py — pix)

P _tnXJrnny,% S 1 1 S tnx+ny72,% =1-a
Sp Py + o

Realizando las operaciones algebraicas necesarias para despejar de esta expresion
el parametro de interés, obtenemos el intervalo de confianza de nivel 1 —« para la diferen-
cia de medias de poblaciones independientes con varianzas desconocidas pero iguales,

_ _ [ 1 1 -~ — /1 1
Y - X — tnx+ny—2,%SP E + E, Y - X+ tnx.g_ny_g,%Sp E + E] .

Aplicando esta férmula para el Ejemplo 7.2, el intervalo de confianza para la diferencia
de medias de nivel 99% resulta [0.342, 1.858].
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Este intervalo tiene ambos extremos positivos lo que indica que la estimacion de la
diferencia de medias poblacionales es positiva. Este hecho implica que existe evidencia
empirica en favor de que la media poblacional de la calidad de la variedad B de habichue-
las es superior a la de la variedad A.

7.1.3 Muestras independientes de poblaciones cualesquiera

Si las muestras son suficientemente grandes, es posible aplicar la distribucién Normal,
basandonos en el Teorema del Limite Central que tiene un nivel aproximado o asin-
tético. Este es el caso mas usual para data mining donde se dispone de mucha in-
formacion y, en general, la informacion no satisface el supuesto de normalidad. Si se
desea aplicar una prueba basada en el supuesto de normalidad y los datos disponibles
no la satisfacen, una alternativa viable es aplicar transformaciones de Box & Cox [38]
o transformaciones de Jhonson para normalizar los datos y que dichos test sean vali-
dos [32].

Ejemplo 7.3. Los datos expuestos en la Tabla 7.3 corresponden a dos muestras aleato-
rias, una de varones y otra de mujeres, estudiantes universitarios cuyas edades oscilan
entre los 20 y 30 anos, que realizan algun tipo de actividad fisica y a los cuales se les
pregunt6 sobre la cantidad promedio de horas semanales dedicadas a este tipo de ac-
tividades, que incluyen algun deporte, clases de gimnasia y caminata, entre otras.

124 110
6.6 5.4
4.3 3.6

Tabla 7.3: Distribucion de Frecuencias para actividades fisicas

https://flic.kr/p/ViTF56

Queremos contrastar las hipétesis de que la cantidad de horas semanales dedicadas

a la actividad deportiva es la misma para ambos grupos definidos por la variable sexo,
con un nivel de significacion del 1%.

[ |
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Para este tipo de experimento, las hipétesis de interés son:

{Hoi px — py =0,
Hy: px —py #0.

Para el Ejemplo 7.3, consideramos ux la media del tiempo semanal dedicado a la
gimnasia por los hombres y 1y la media del tiempo semanal dedicado a la gimnasia por
las mujeres.

En lineas generales, el modelo consiste de dos muestras aleatorias independientes
de tamanos grandes (se considera grande cuando cada una de ellas es mayor a 30) cuya
distribucién no puede garantizarse que sea Normal. Es decir, se tiene las siguientes
variables independientes:

# X, Xo, -, X con E(X;) =ux yV(X;) =0%,parai=1,--- ,nx(con ny > 30);
% Y1, Y, Y, con E(Y;) = puy yV(Y;) =o0f,parai=1,--- ,ny(con ny > 30).

Aplicando el Teorema Central del Limite, tenemos que la distribucién aproximada o
asintética para los promedios muestrales es

X — px Y — py

- ~ N(0,1) y - ~ N(0,1).
NS vy
Al desconocer los valores que toman las varianzas poblacionales, podemos utilizar la
propiedad que asegura que g—X y g—y convergen a uno conforme el tamafo muestral
X Y
tiende a infinito. Con lo cual,
X — px Y — py
s ~N(0,1) y S ~ N(0,1).
VX vy
De donde se deduce _
XY — (ux —
Z = lx =) N(0,1).
S% 4 5%
nx ny

Al tratarse en este caso, de una hipotesis bilateral, se rechaza la hipétesis nula para
valores muy altos o para valores muy bajos del estadistico de contraste. Si denotamos
por z, al percentil derecho « de la distribucion Normal estandar; es decir, P(Z > z,) = a,
entonces la regién de rechazo del test para un nivel de significacion del 1% es

RC = {Zzops/ Zobs > Za O Zobs < —Za}-

Refiriéndonos al Ejemplo 7.3, rechazaremos H, cuando los valores del estadistico de
contraste resulten superiores a 2.58 o inferiores a —2.58. El valor del estadistico del test
observado para estos datos es

6.6 —54—0
Zops = ————o = 2.32.

4.32 3.62
124 + 110
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Por lo tanto, la decisién es no rechazar H,. Vale decir que no existe evidencia a favor
de que los tiempos destinados semanalmente a la actividad deportiva sean diferentes
de acuerdo al sexo. Concluimos que la media del tiempo semanal que dedican a activi-
dades fisicas los varones no es significativamente diferente de la media del tiempo que
le dedican las mujeres.

7.1.4 Muestras apareadas

Para analizar este caso, introducimos el siguiente ejemplo extraido de [43] (ver paginas
51-52).

Ejemplo 7.4. En un estudio para investigar si la accion de fumar afecta a la funcion
plaguetaria, se reclutaron 12 sujetos a los cuales se les midi6 la agregacién plaquetaria
con adenosin difosfato (ADP) antes de fumar y después de fumar. Los resultados se
muestran en la Tabla 7.4.

Sujeto Posterior a fumar Anterior a fumar

1 70 60
2 82 78
3 66 64
4 69 68
5 75 72
6 72 76
7 77 74
8 49 46
9 54 48
10 66 60
11 69 64
12 36 27

Tabla 7.4: Datos apareados para medicion de plaquetas con ADP

https://flic.kr/p/4CFf5u
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El objetivo es evaluar si el hecho de fumar aumenta la agregacién plaquetaria.
[ |

La diferencia entre este caso y los anteriores radica en que las dos muestras de
observaciones no son independientes.

El interés no se centra en evaluar si la media del primer conjunto de observaciones
es mayor, menor o distinta de la media del segundo conjunto de observaciones, sino mas
bien interesa estudiar la media de las diferencias por individuo.

El apareamiento surge como una estrategia de investigacién cuando las observa-
ciones son realizadas en un mismo individuo en dos instantes de tiempo, mediando al-
guna intervencion o bien en individuos apareados con algun criterio en los que se aplican
distintos tratamientos.

Por ejemplo, parejas de gemelos pueden ser asignadas al azar para que reciban dos
tratamientos especificos, de tal manera que los miembros de una sola pareja reciban
tratamientos distintos. Pueden asimismo ensayarse dos raciones distintas en dos lotes
de terneros formando pares de raza de la misma edad, sexo, entre otras caracteristicas,
y ocurrir que al cabo de un tiempo exista diferencia significativa o no, entre los promedios
de ganancia de peso de ambos lotes y de esta forma se logra eliminar la influencia de
calidad inicial de los lotes considerados.

En el Ejemplo 7.4, se elimina la influencia de las caracteristicas individuales de los
sujetos dadas por la variacién biolégica.

¢ Como se formaliza el modelo y las hipotesis?

El conjunto de observaciones ahora es de la forma (Xy,Y1), (X2, Ya), -, (X, Yn) ¥
se define la nueva variable diferencia como D, = X; — Y; parai¢ = 1,--- ,n, donde
D; ~ N(up,op) son independientes para 1 < i < n.

Consideramos el estadistico dado por

Sp

vn

siendo D la media muestral de las diferencias y Sp su desvio estandar muestral.

Es importante observar que lo que se pide para aplicar este modelo es la normalidad
en la distribucion de las diferencias, esto implica que las observaciones X; o Y; podrian
no ser normales. Ademas se trabaja con el supuesto de independencia entre los sujetos
muestreados. Si las distribuciones de X e Y son normales, la distribucion de las diferen-
cias también lo es. Sin embargo, las condiciones requeridas son menos estrictas 0 mas
relajadas.

El estudio se realiza sobre esta nueva muestra formada por las diferencias entre los
pares de observaciones, con un nivel de significacion del 0.05.
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Las hipotesis que se plantean son:

Hy: pp <0,
H . MD>O'

Se trata en este caso de un test unilateral derecho y por lo tanto la regién de rechazo
esta dada por
RC = {tobs/tobs > tn—l,l—a}-

En el Ejemplo 7.4, se rechaza H, Si t.s > t11095 = 1.796. En la Tabla 7.5 se calculan
las diferencias de las observaciones.

Sujeto Posterior a fumar Anterior a fumar Diferencia

1 70 60 10
2 82 78 4
3 66 64 2
4 69 68 1
5 75 72 3
6 72 76 -4
7 77 74 3
8 49 46 3
9 54 48 6
10 66 60 6
11 69 64 5
12 36 27 9

Tabla 7.5: Diferencias de datos apareados

Siguiendo con el Ejemplo 7.4, tenemos que n = 12, D = 4.17y Sp = 3.97. Entonces
la variable pivotal toma el valor
4.17—-0
tobs - 3.07 - 363
V12

y como 3.63 > 1.7958, se rechaza H,. Es decir: existe evidencia estadistica con una
significacion del 5% de que fumar aumenta la agregacién plaquetaria.

Si se quisiera estimar en cuanto aumenta la agregacién plaquetaria debido al efecto
de fumar durante este periodo, se podria estimar un intervalo de confianza para las dife-
rencias.

Utilizando la informacién que portan las diferencias D; y siguiendo el procedimiento
habitual, se obtiene el siguiente intervalo de confianza de nivel 1 — « = para la media de
las diferencias
Sp

D—t n—1,1-2
\/_

t

n—1,1-2 = D+
\/_
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Este intervalo para el Ejemplo 7.4 esta dado por [2.11, 6.22]. Es evidente observar que
la estimacion de esta diferencia es positiva debido a que ambos extremos del intervalo
son positivos. Todo esto es valido cuando se satisface el supuesto de normalidad, pero
cabe preguntarnos lo siguiente.

¢ Qué sucede cuando no se puede asegurar el cumplimiento del supuesto de
normalidad?

7.2 Pruebas no paramétricas para dos muestras inde-
pendientes

Existen alternativas no paramétricas, o de libre distribucion para los casos en que el
supuesto de normalidad no se satisface. Estos tests se basan generalmente en rangos o
scores [11].

Una aproximacion intuitiva al problema de comparar dos muestras de observaciones,
resulta de combinar ambas muestras en una Unica muestra ordenada y luego asignar a
cada dato su rango correspondiente; es decir, su posicién en el ordenamiento, sin tener
en cuenta de cual de las muestras proviene.

Si no existieran diferencias entre los valores medios de los dos grupos y ambos tu-
vieran la misma cantidad de observaciones, esperariamos que la suma de rangos de la
primera muestra resultara “similar” a la suma de rangos de la segunda muestra. Esto nos
indicaria que los datos de las dos muestras aparecen alternadamente en la muestra que
agrupa a las dos originales.

Si proponemos como estadistico del test la suma de rangos de una de las muestras,
una suma demasiado grande o demasiado pequefia conducird a rechazar la hipotesis
nula de igualdad.

Si las formas de las distribuciones de ambas muestras son similares podemos pensar
que el rechazo del test se origina en las diferencias entre las posiciones centrales de am-
bas poblaciones. Mientras que, si por el contrario, las distribuciones no fueran similares,
dichas diferencias sélo indicarian que las distribuciones son distintas.

¢ En qué casos se debe preferir un test de rangos?

% Si los datos no son numéricos y corresponden a categorias ordinales, los rangos
contienen la misma informacién que los datos.

# Si la variable es numérica, su distribucién no es Normal y la muestra es pequena,
no valen los tests que hemos presentado anteriormente.

La teoria de métodos basados en rangos es relativamente simple y no es necesario
especificar una distribucidn para las variables.
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7.2.1 Test de Mann-Whitney-Wilcoxon

Este test tiene dos modelos posibles. Cada uno de ellos, permite testear diferentes
hipétesis respecto de las poblaciones de las cuales provienen los datos.
Modelo 1

Se considera lo siguiente:

% Xp, Xo, -+, X, Observaciones independientes de una distribucién ' con mediana
fix;

#* Y1,Ys, -+ Y,, observaciones independientes de una distribucién F' con mediana
[y

Es importante destacar que ambas muestras provienen de poblaciones con la misma
distribucion F', pero no es necesario especificar cual es esta distribucion. Si hay una
diferencia entre ellas se debe sélo a la posicion central de la distribucion.

Las hipétesis para este caso son
HO : /“/—L} - //[3; - 07
H1 . [/,_l,\)_(/ - [T)_(/ 7& 0.
Modelo 2

En el caso que no pueda asumirse que ambas variables tienen la misma distribucién,
que no es necesario especificar, se considera entonces

% Xp, X, -+, X, Observaciones independientes de una distribucion F;
% Y1,Ys, -+ Y, observaciones independientes de una distribucion G.

Y las hipétesis a contrastar son
Hy: Vz:F(x)=G(x),
Hy,: 3Jz:F(x)# G(x).
La hipétesis nula afirma que las dos distribuciones poblacionales son iguales, lo cual

seria un caso equivalente a la H, del Modelo 1. Mientras que la hipotesis alternativa dice
que las dos distribuciones difieren de algun modo, sin indicar de qué modo [51].

Estadistico de Contraste
En ambos modelos, se toma como estadistico de contraste a

T = Suma de los rangos de la muestra con menor numero de observaciones.

Si estamos ante la presencia de muchos empates, no cambia el valor esperado de la
suma de los rangos pero si cambia su varianza.

La distribucion de este estadistico para tamanos de muestra pequerios esta tabulada.
Cuando ambos tamarnios muestrales son grandes (> 30) se usa la distribucidon asintética
del estadistico, que es la distribucion Normal.
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Ejemplo 7.5. En un estudio efectuado a fin de caracterizar la calidad y produccién de
aceite de oliva en la provincia de Catamarca de la Republica Argentina, se estudiaron
dos de las variedades mas conocidas. Para ello, se tomaron muestras de aceitunas de
distintos ejemplares a una misma altura de copa de aproximadamente dos metros, y de
todos los puntos cardinales de la misma, a efectos de evitar las variaciones debidas a la
posicion del fruto en la planta. Las aceitunas fueron secadas en estufa y se les determiné
su contenido porcentual de aceite por extraccion quimica, obteniéndose los resultados de

la Tabla 7.6.

Arbequina Carolea
34.5 16.4
20.1 14.8
21.8 17.8
18.2 12.3
19.5 11.9
20.2 15.5
22.5 13.4
23.9 16.0
22.1 15.8
24.2 16.2

Tabla 7.6: Aceite por variedad

https://flic.kr/p/cZWycu

Aplicamos el Codigo 7.1 para analizar el test, siendo su salida

# Shapiro-Wilk normality test
data: Arbequina

W = 0.76828, p-value = 0.00596
# Shapiro-Wilk normality test

data: Carolea

W = 0.92481, p-value = 0.3989


https://flic.kr/p/cZWycu
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# Wilcoxon rank sum test
data: Arbequina and Carolea
W = 100, p-value = 1.083e-05

alternative hypothesis: true location shift is not equal to 0O

# Cargamos los datos
Arbequina=c(34.5,20.1,21.8,18.2,19.5,20.2,22.5,23.9,22.1,24.2)
Carolea=c(16.4,14.8,17.8,12.3,11.9,15.5,13.4,16,15.8,16.2)

shapiro.test (Arbequina) # Testea la normalidad de los datos
shapiro.test(Carolea) # Testea la normalidad de los datos

wilcox .test (Arbequina, Carolea, alternative="two.sided")
# Realiza el test de Mann—Whitney—Wilcoxon bilateral

Cadigo 7.1: Cédigo del Test de Mann-Whitney-Wilcoxon

Debido a que el p-valor de la variedad Arbequina es inferior a 0.05, no puede con-
siderarse que la variable satisfaga el supuesto de normalidad distribucional, con lo cual
no puede aplicarse un test ¢. Aplicamos entonces un test de Mann-Whitney-Wilcoxon
bilateral, el cual rechaza la hipé6tesis de nulidad. Cabe ahora preguntarnos, ¢cuél es la
hipoétesis que podemos considerar en este caso?

En la Figura 7.8 se puede ver el boxplot paralelo de las dos distribuciones.

35-

30-

5 - Variedad

L E Arbequina
E Carolea

Aceite

20-

|

Arbequina Carolea

Figura 7.8: Boxplot para las distintas variedades de oliva

Debido a que las formas de los boxplots de las distribuciones son similares, se puede
testear la igualdad de valores centrales o medianos. Para ello, denominamos
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% 6, ala mediana poblacional (posicién central) del contenido de aceite de la variedad
Arbequina,

% 0y ala mediana poblacional (posicion central) del contenido de aceite de la variedad
Carolea.

Luego, las hipdtesis a testear son

{HO : 91 = (92,
H1 . 61 # 92.

Entonces la conclusion del test es que no se puede sostener la igualdad de valores
medianos.
[ |

¢ Es valido usar el test de Mann-Whitney-Wilcoxon si la distribucion de las dos muestras
es muy diferente?

Debemos tener en cuenta que en este caso, el test de Mann-Whitney-Wilcoxon no
es un test para el parametro de posicién. Por lo tanto, si rechazamos la hipétesis nula,
podemos concluir que las distribuciones difieren pero no sabemos de qué modo difieren.

En el caso en que no se puedan comparar los valores centrales mediante el test de
Mann-Whitney-Wilcoxon por ser muy diferentes las distribuciones de ambas muestras,
disponemos de un test que no tiene supuestos sobre las distribuciones de los grupos y
gue desarrollaremos en la siguiente seccion.

7.2.2 Test de la mediana
Este test posee las siguientes caracteristicas:

# Puede generalizarse a mas de dos grupos y resulta ser una alternativa al test de
Mann-Whitney-Wilcoxon cuando interesa un test para el pardmetro de posicion.

% Puede aplicarse sin que se cumpla el supuesto de igualdad distribucional de las
dos poblaciones.

#% Puede ser usado con datos numéricos u ordinales.

El modelo consiste en:

Xy, Xo, -+, X, observaciones independientes de una distribucién £’ con mediana
Ox;
#* Y1, Y, -+, Y,, observaciones independientes de una distribucién G' con mediana

Oy.
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Las hipétesis a contrastar son

Hy: 0Ox =0y,
H1 . Qx%gy.

Este test, tal como lo calculan la mayoria de los paquetes estadisticos, no acepta hipote-
sis alternativas unilaterales.

Para definir el estadistico, se ordenan los nx + ny datos y se calcula la mediana gen-
eral de los datos agrupados de ambas muestras, digamos 6. Luego, se cuenta el nimero
de observaciones menores o iguales que la mediana y el nimero de observaciones may-
ores que la mediana de cada una de las muestras. Estos datos se vuelcan a una tabla
de doble entrada como la de la Tabla 7.7.

Muestra X MuestraY

<6 mx my
> 60 MX MY
Totales nx ny

Tabla 7.7: Tabla para el test de la mediana

Si H, fuera verdadera, las proporciones entre los datos menores que la mediana y
los mayores que la mediana, deberian ser similares en las dos muestras; es decir, se

esperaria que

mXNmyNMXN

My

nx ny nx ny

El estadistico del test mide la distancia entre lo observado y lo esperado cuando H,
es verdadera. Silas muestras son relativamente grandes, el estadistico tiene distribucion
aproximada Chi cuadrado con 1 grado de libertad, x? [37].

Ejemplo 7.6. Aplicamos el test de la mediana para los datos del Ejemplo 7.5 usando
el Codigo 7.2 con datos extraidos de https://goo.gl/kkNzuB, el cual arroja la siguiente
salida

Mood’s median test

data: Aceite by Variedad
p-value = 1.083e-05

library (RVAideMemoire)
# Paquete que contiene funciones miscelaneas Utiles en bioestadistica
library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx

aceite=read_excel ("C:/ ... /aceite.xlsx") # Importa los datos de estudio

mood. medtest (Aceite~Variedad, data=aceite)
# Realiza el test de la mediana de Mood

Codigo 7.2: Cédigo para aplicar el test de la mediana a los distintos tipos de oliva


https://goo.gl/kkNzuB
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Concluimos que rechazamos la hipotesis de la igualdad de las medianas de las dos

variedades.
[ |
7.2.3 Tres 0 mas grupos: analisis de la varianza de un factor
En esta seccidon nos concentramos en responder la siguiente pregunta
¢ Qué ocurre si se desea comparar las medias de varios grupos?
k(k—1)

Si se realiza una comparacion de a pares para k grupos, se deberian realizar

contrastes. Considerando un nivel de significacion «, para cada uno de los contrastes, la
probabilidad global de no cometer error de tipo I, que equivale a no cometer error de tipo
| en ninguno de los contrastes, es: 1 — (1 — «)%okk—1),

Por ejemplo, si el nivel de significacion para cada comparacién se establece en 0.05
y la cantidad de grupos es k = 5, el nimero de comparaciones es 10 y el nivel de sig-
nificacién global es de 1 — (1 — 0.05)'° = 0.4012. Con lo cual se puede observar que la
probabilidad de cometer algun error crece notablemente!

Una mejor respuesta para este problema, desarrollada por Fisher entre los anos
1920 y 1930, es comparar las medias de tres 0 mas poblaciones independientes con
distribuciones normales de igual varianza. EIl andlisis que desarrollaremos a contin-
uacién y se denomina Andlisis de la varianza (ADEVA) o, en inglés, analysis of variance
(ANOVA) [18].

Ejemplo 7.7. El té es la bebida mas usual en el mundo entero después del agua, ac-
tualmente se ha difundido mucho el consumo del té verde, dado que se ha encontrado
que contiene vitamina B. Recientes avances en métodos de ensayo han determinado de
manera mas precisa el contenido de esta vitamina.

https://flic.kr/p/5Gq3Xm
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Consideremos los datos que se exhiben el la Tabla 7.8 acerca del contenido de vi-
tamina B para especimenes recogidos al azar de las cuatro marcas de té verde mas
conocidas del mercado.

Marca1 Marca2 Marca3 Marca4d

7.9 5.7 6.8 6.4
6.2 7.5 7.8 7.1
6.6 9.8 5.1 7.9
8.6 6.1 7.4 4.5
8.9 8.4 5.3 5.0
10.1 7.2 6.1 4.0
9.6
Media 8.0500 7.4500 6.4167 5.8167

Desvio estandar 1.4680 1.5083 1.1053 1.551

Tabla 7.8: Vitamina B en el té

En primera instancia y a partir de la Figura 7.10, analicemos graficamente si se ob-
servan diferencias importantes entre los contenidos medios de vitamina B de las distintas

marcas.
10-
8- Marca
a E Marca 1
E E Marca 2
g ‘ E Marca 3
6- E Marca 4

Marlca 1 Marlca 2 Marca 3 Marca 4

Figura 7.10: Boxplot para vitamina B en distintas marcas de té

Lo que deberemos investigar ahora es si estas diferencias que se aprecian visual-
mente en el boxplot comparativo son estadisticamente significativas o no.
[ |
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Para generalizar lo antes expuesto, supongamos el siguiente modelo aplicado a la
observacion de k£ muestras normales independientes con varianzas iguales

Muestra 1 Xi1, Xqo, -+ 7X1n1 v.a.i.i.d. le NN([,Ll,O'Q);
Muestra i: Xﬂ, XZ'Q, SR 7Xin2- v.a.i.i.d. Xz'j ~ N(/Lz, 0'2);

Muestra k: th ng, B ?Xk"k v.a.i.i.d. ij ~ N(,uk, 0'2);

donde v.a.i.i.d significa variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
0, equivalentemente, una muestra aleatoria.

El modelo considera
Xij=pi+e paral <i <k, 1<j<n,
siendo ¢;; ~ N(0,0?) independientes.
Las variables aleatorias observadas son normales, independientes entre si dentro de
las muestras y entre las muestras y homocedasticas, lo que significa que sus varianzas
son iguales. Este es un supuesto bastante fuerte que, en caso de no satisfacerse, se

debera realizar una transformacion de los datos o aplicar técnicas no paramétricas en la
cuales no se supongan homocedasticidad ni normalidad.

Cuando las transformaciones disponibles no son efectivas para que los supuestos se
satisfagan, veremos mas adelante, una alternativa interesante conocida como el test de
Kruskall-Wallis [31].

Introducimos la siguiente notacion: X; y S? para indicar respectivamente las variables
media y varianza de la i-ésima muestra, con 1 <i < k.

Parece natural que el estimador de o2 se obtenga calculando un promedio ponde-
rado de las varianzas de cada muestra s?, lo que es una generalizacién de la idea de la
varianza amalgamada o pooleada.

Se puede demostrar que el mejor estimador insesgado de o2 bajo este modelo es

G _ SSW _ (m— 1)SE + (no = 1)S5 + -+ + (i, = 1)S7 _ S (i —1)S?
P —k ng+ng+---+ng—=k n—k
donde SSW, del inglés sum squares within, indica la suma de cuadrados dentro de los

)

k
gruposy n.= Y ;.
=1
Las hipétesis a testear son
Ho: pn=pe=--= py,
Hy: i # pj para algan par (i, ).
La media general de todas las observaciones se calcula como

k
g n; X; =
i=1

ng

X =

S
M-
>

S|

i=1 j=1
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7.2.3.1 Descomposicion de la suma de cuadrados totales

Se define la suma de cuadrados totales (SST del inglés total sum of squares) como la
suma de los cuadrados de las diferencias a la media general de todas las observaciones,

k n;

i=1 j=1

Esta suma se puede descomponer en la suma de cuadrados dentro de los grupos (SSW)
y entre los grupos (SSB) como mostraremos a continuacién

SST=Y" i[(xij - X))+ (Xi - X))

i=1 j=1

Desarrollando el cuadrado del binomio,

=1 j=1 =1 j=1 =1 j=1

Puede probarse que el ultimo sumando es nulo; utilizando

SN (X - X% - X)) =3 (K - X)) [fj(xzj - Xz-.)] |

=1 j=1 i=1 j=1

Observar que la suma puede escribirse de esta forma ya que el segundo factor no de-
pende del subindice j, ademas la suma entre corchetes es la suma de los desvios del
i-€simo grupo respecto de su media y por lo tanto, es nula.

Luego, podemos expresar a la suma de cuadrados totales como suma de cuadrados
dentro y entre los grupos. Simbdlicamente,

SST = SSW 4 SSB.

7.2.3.2 Estadistico del test

El estadistico para este test es el cociente entre dos estimaciones de la varianza comun
de los grupos. La estimacién del numerador considera la varianza entre grupos mientras
que la del denominador considera la varianza dentro de los grupos. La distribucién de
este estadistico es F-Fisher Snedecor, por ser un cociente de variables aleatorias con
distribucion Chi cuadrado normalizadas por sus respectivos grados de libertad.

La suma de cuadrados entre los grupos, SSB del inglés sum squares between esta
dada por
Zf:l ni(X; — X.)?
k—1 '

SSB =
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El estadistico del test se obtiene mediante el cociente

Ssw Y €8

Para decidir si las medias son o0 no iguales en las distintas subpoblaciones, debemos
aplicar un test F. Como las variables Chi cuadrado son positivas, la variable F' asume
solamente valores positivos también. Para tomar la decisién procedemos de la siguiente
manera:

% Primer paso: se establecen la hipétesis de nulidad y la alternativa

{Hoi M1 = M2 = -+ = [,

% Segundo paso: se calcula el estadistico F' el cual tiene distribucion Fj,_; ,,_x cuyos
grados de libertad se corresponden con los grados de libertad de los estimadores
de la varianza del numerador y del denominador.

# Tercer paso: se decide con la siguiente regla si Fips > Fi_1,.-ko €ntonces se
rechaza H, con un nivel de significacion a.

¢ Por qué se rechaza para valores grandes del estadistico? O equivalentemente, ;por
qué se trata de una prueba unilateral derecha?

La respuesta se basa en que estamos comparando dos estimadores de la misma
varianza, en el numerador utilizamos las diferencias entre las medias de los grupos y la
media general, mientras que en el denominador amalgamamos las varianzas estimadas
para cada subgrupo.

El hecho de que el numerador sea mucho mayor que el denominador indica que las
medias son muy distintas entre si.

En la Figura 7.11 se sefala la region de rechazo de la prueba.

Figura 7.11: Zonas de rechazo para la prueba F'
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Suponiendo en primera instancia que se verifican los supuestos del modelo del anali-
sis de la varianza para el Ejemplo 7.7, armamos la base de datos y aplicamos el test
F para decidir si existen diferencias entre las medias del contenido de vitamina B en
las distintas marcas de té a nivel 0.05. En el Cdédigo 7.3 con datos extraidos de https:
//goo.gl/JCD1Uw, se define el contraste y la salida del mismo se muestra en la Tabla 7.9.

library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx

te=read_excel ("C:/ ... /te.xlsx™")
# Importa la base con la cual se va a trabajar

te .anova=aov(VitaminaB~Marca, data=te) # Realiza el ANOVA
summary (te.anova) # Devuelve la sintesis de la prueba

Codigo 7.3: Codigo para ANOVA presencia de vitamina B en el té

Gradosde Sumade Mediade F  Pr(>F)

libertad cuadrados cuadrados (p-value)
Marca 3 22.93 7.645 3.791 0.0256*
Residuos 21 42.35 2.016

Tabla 7.9: Salida de ANOVA presencia de vitamina B en el té
Donde los cédigos para la significacion son:

0 “x*xx’ 0.001 “*x2 0.01 “x’ 0.05 “.° 0.1 ¢ * 1.

De la Tabla 7.9, el test F' rechaza la igualdad de medias a nivel 0.05. Ahora, antes de
tomar una decision, se debe estudiar si los supuestos del contraste se satisfacen con el
objeto de ver si la conclusion es valida. Para ello se realiza el diagndstico del modelo que
sera desarrollado en la proxima seccion.

7.2.3.3 Diagnostico del modelo

Para que el test F' sea valido el modelo de £ muestras normales independientes con
varianzas iguales tiene que ser aproximadamente cierto. Al igual que con el test ¢, hay
que observar los datos para detectar si existe alguna razdn para pensar que este modelo
es 0 no el adecuado.

Analicemos en primera instancia el supuesto de homocedasticidad que establece la
igualdad de varianzas de los grupos. En el Ejemplo 7.7, los diagramas de caja de la
Figura 7.10 aparecen a diferentes alturas pero el tamafo de las cajas se ve muy similar
y tampoco se detecta la presencia de outliers. Por estas razones, no hay motivos para
sospechar, a partir del grafico, que no se cumple el supuesto de homocedasticidad.

Para realizar el andlisis cuantitativo, existen diferentes pruebas alternativas para esta
hipétesis.
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7.2.3.4 Test de Bartlett

Las hipétesis a contrastar en el test de Bartlett son

{Hoi 01 =09 =+ =0k,
Hy: 3(i,7) : 0y # 0.

En el Codigo 7.4 con datos disponibles en https://goo.gl/JCD1Uw, Se aplica este
test para el Ejemplo 7.7 y su salida es

Bartlett test of homogeneity of variances
data: te$Vitamina.B and Marca
Bartlett’s K-squared = 0.6168, df = 3, p-value = 0.8926

library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx

te=read_excel ("C:/ ... /te.xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar

te=data.frame (te)
Marca=factor (te$Marca) # Transforma en factor
bartlett.test(te$Vitamina.B, Marca) # Aplica el test de Bartlett

Codigo 7.4: Cédigo del Test de Bartlett

El test de Bartlett no rechaza la hipotesis de nulidad; es decir, no hay evidencia es-
tadistica significativa de que la varianza de alguno de los subgrupos difiera de las otras.

El problema de este test es su sensibilidad a la falta de normalidad. Esto implica que
puede ocurrir que el mismo rechace la hipétesis nula por no cumplirse el supuesto de
normalidad en lugar de rechazarla por no cumplirse el supuesto de homocedasticidad.

Una alternativa mas robusta, lo que significa que no es sensible a la falta de normali-
dad o a la presencia de algun valor atipico, la brinda el test de Levenne.

7.2.3.5 Test de Levene

El test de Levene realiza un nuevo analisis de la varianza para los valores absolutos de
los residuos de las observaciones respecto de la mediana, o la media, de su grupo.

En el Cddigo 7.5 con datos disponibles en https://goo.gl/JCD1Uw, Se aplica este
test al Ejemplo 7.7, siendo su salida

Levene’s Test for Homogeneity of Variance (center = median)
Df F value Pr(>F)

group 3 0.2949 0.8286
21
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library (readx!l) # Permite leer archivos xlsx
library (car) # Paquete con funciones que acompanan regresion aplicada

te=read_excel ("C:/ ... /te.xlsx™")
# Importa la base con la cual se va a trabajar

te=data.frame (te)
Marca=factor (te$Marca) # Transforma en factor
leveneTest (te$VitaminaB ,Marca) # Aplica el test de Levene

Codigo 7.5: Cédigo del Test de Levene

Como el p-valor de la prueba es 0.8286, no se rechaza la hip6tesis de homocedasti-
cidad. Esto significa que el test de Levene no rechaza la hip6tesis nula de homocedas-
ticidad, lo que brinda la misma conclusién que el test de Bartlett. Por lo tanto, podemos
suponer que se cumple la hipétesis de homocedasticidad.

Faltaria analizar el cumplimiento del supuesto de normalidad de la distribucion de los
residuos, que es equivalente a analizar el supuesto de normalidad de la distribucién de
la variable original.

7.2.3.6 Tests de normalidad

Dentro de las herramientas conocidas, se dispone de distintos tests de normalidad asi
como de un gréafico que compara los cuantiles empiricos con los esperados, en el caso
de que el supuesto se verifica. Este grafico se denomina QQ-plot o grafico de cuantil-
cuantil.

El programa R tiene implementada una bateria de tests de normalidad incluidos en la
libreria nortest. Dos de los mas conocidos y potentes son el test de Shapiro-Wilk y el
test de Anderson-Darling.

En el Codigo 7.6 con datos extraidos de https://goo.gl/JCD1Uw, S€ muestra como
aplicarlos y las salidas correspondientes son:
#% Shapiro-Wilk normality test
data: residuals(te.anova)

W = 0.956307, p-value = 0.2937

#% Anderson-Darling normality test
data: residuals(te.anova)

A = 0.36947, p-value = 0.3995

# D’Agostino skewness test
data: residuals(te.anova)
skew = 0.065564, z = 0.160000, p-value = 0.8729

alternative hypothesis: data have a skewness
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library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx

library (nortest)

# Paquete con pruebas para probar la hipétesis compuesta de normalidad
library (moments) # Paquete requerido para el test de D’ agostino

te=read_excel ("C:/ ... /te.xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar

te.anova=aov(VitaminaB~Marca, data=te) # Realiza el ANOVA
shapiro.test(residuals(te.anova)) # Aplica el test de Shapiro—Wilk
ad.test(residuals(te.anova)) # Aplica el test de Anderson—Darlin
agostino.test(residuals(te.anova)) # Aplica el test de D’ Agostino

Cadigo 7.6: Codigo para Tests de normalidad (té)

7.2.3.7 Graficos de cuantil-cuantil

Con el Cédigo 7.7 y datos disponibles en https://goo.gl/JCD1Uw, Se genera el grafico
cuantil-cualtil de la Figura 7.12.

library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx
library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos

te=read_excel ("C:/ ... /te.xlsx™")

# Importa la base con la cual se va a trabajar

te=data.frame (te)

te .anova=aov(Vitamina.B~Marca, data=vitamina) # Realiza el ANOVA

y=quantile (te$Vitamina.B, c(0.25, 0.75), type=5)

# Encuentra los cuartiles 1 y 3 para la muestra

x <— gnorm( c¢(0.25, 0.75))

# Encuentra los cuartiles 1 y 3 para la distribucién Normal

slope <— diff(y) / diff(x) # Calcula la pendiente de la recta de regresidn
int <— y[1] — slope x x[1] # Calcula la constante de la recta de regresion

ggplot(te, aes(sample=residuals(te.anova))) +
stat_qq(alpha = 0.5, color="royalblue") +

xlab ("Valores _tedricos") +
ylab("Valores_de_la_muestra") +

geom_abline (int=int, slope=slope, color="indianred")
# Realiza un qqplot

Codigo 7.7: Cédigo para generar un QQ-plot de la presencia de vitamina B en el té
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Figura 7.12: QQ-plot para vitamina B en distintas marcas de té

Si los datos fueran normales, los puntos que corresponden a las observaciones de-
berian posicionarse sobre la recta. Esto en la realidad no ocurrira nunca, dado que se
trata de una muestra aleatoria. Lo que debemos determinar es si el alejamiento obser-
vado de los puntos es significativo o no.

En base a las salidas de R ya estudiadas, no existe evidencia empirica en contra de
la normalidad de la distribucion de la variable o de los residuos. Luego, podemos dar
por valido el rechazo de la hipotesis de nulidad del test F' de analisis de la varianza. De
esta manera, para el Ejemplo 7.7, concluimos que al menos una de las medias de los
contenidos de vitamina B de las marcas de té es significativamente distinta de las demas.

¢ Qué debe hacerse si los residuos no son normales o resultan heterocedasticos?

Una primera opcién es transformar los datos para que se cumplan los dos supuestos.
En este contexto disponemos de los lineamientos que se muestran en la Tabla 7.10 para
elegir la transformacién mas adecuada. Analizando la relacion entre la variabilidad y la
media de los grupos y teniendo en cuenta la siguiente informacién se aplican transforma-
ciones de Box-Cox.

Relacion Transformacion  y? p
o no proporcional a ninguna Yy 1
o proporcional a /. raiz vp 0.5
o proporcional a logaritmo log(y) O

Tabla 7.10: Transformaciones de potencia
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En el programa R esta implementado un conjunto de transformaciones de potencia
denominadas de Box y Cox. Incluye ademas un grafico que sefiala la potencia mas
adecuada.

Cuando no se puede rechazar la hipotesis nula de ANOVA, generalmente el andlisis
finaliza en esa instancia. Sin embargo, cuando se rechaza, resulta I16gico que el experi-
mentador no se conforme con esta respuesta, sino que desee comparar las medias de
a pares en general y de algunas otras formas en casos especificos. En el Ejemplo 7.7
se encontrd evidencia en contra de la igualdad de contenido medio de vitamina B en las
distintas variedades de té consideradas.

Resulta interesante cuestionarse sobre cual o cuales son las medias que difieren.

La préxima seccion esta dedicada a responder esta pregunta.

7.2.3.8 Intervalo de confianza para la diferencia de dos medias

El propésito radica ahora en comparar las medias de dos grupos, digamos i e i*. A estas
comparaciones se las conoce como comparaciones a posteriori o post-hoc.

Comenzamos construyendo un intervalo de confianza para u; — p;+. El estimador
puntual a considerar es X; — Xj-.

¢Cual es su varianza? ;Como se estima la misma?

Ya hemos visto que en el caso de normalidad, homocedasticidad e independencia de
las variables, el intervalo de confianza de nivel 1 — a para la diferencia de medias es

_ _ 1 1 - - 1 1
Xi— Xiw —tn-1-25p peulaabegns Xi— X +tpg1-25p —t

A partir de este intervalo, podemos deducir un test para estudiar las siguientes hipétesis

{Ho LMy = ey
Hy:o i # s

El problema de este intervalo o de este test es que tiene nivel 1 — « para la compara-
cion de un par pero deja de tener este nivel cuando se quiere comparar varios pares,
como ya hemos observado en la introduccion del andlisis de la varianza. Es debido a
ello que cuando uno planea de antemano utilizar uno o muy pocos intervalos o tests,
se puede usar intervalos de a pares elevando adecuadamente el nivel de confianza de
los mismos, aunque en caso contrario, conviene emplear un método para intervalos de
confianza simultaneos.

En este sentido, se dispone de muchas alternativas de comparacion a nivel global.
Podemos citar por ejemplo las de Dunnet, Newman—Keuls, Tukey o LSD (least signficative
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difference). Todos estos procedimientos involucran el calculo de un valor critico que es
luego comparado con las diferencias entre pares de los promedios muestrales. Si el valor
critico es mayor que la diferencia entre los promedios de dos subpoblaciones, significa
que los valores medios de esos dos grupos no son significativamente distintos.

Tradicionalmente, las comparaciones multiples se realizan al mismo nivel de signifi-
cacion que el ANOVA. Sin embargo, esto puede variar segun la necesidad del estudio
considerado.

Algunas alternativas de intervalos simultdneos se exhiben en la Tabla 7.11 donde
SC'E indica la suma de los cuadrados estimados.

Prueba Férmula Tabla
LSD T+/2SCE/n  t-Student
Dunnet D\/2SCE/n  D-Dunnet
Tukey HSD Q+\/SCE/n Q-Tukey
Newman-Keuls Qmax\/SCFE/n Qmazx-Newman-Keuls
Duncan Qo/SCE/n Qo-Duncan

Sheffe S\/SCE/n S=+tn-1)F

Tabla 7.11: Comparaciones multiples

Basicamente, todas las pruebas son mejoras de la prueba original de ¢ de Student.
La prueba de Dunnet se emplea cuando el interés es comparar todos los competidores
contra uno original, como por ejemplo, todas la mejoras de tratamiento al tradicional. La
prueba LSD debe emplearse solo si se desean unas pocas comparaciones establecidas
a priori antes de realizar el analisis de la varianza). Mientras que las pruebas de Scheffe
y de Tukey estan disefiadas para comparar todos los pares de medias.

Ejemplo 7.8. En [5], Badimon y colaboradores llevaron a cabo un estudio a fin de deter-
minar el efecto de la fraccién lipoproteica HDL-VHDL sobre lesiones ateroscleréticas en
conejos. Para ello, en Nueva Zelanda se escogieron 24 conejos que fueron asignados
aleatoriamente y, en forma balanceada, a una de las siguientes dietas aterogénicas que
consisten de un conjunto de alteraciones con el fin de generar un depdésito de lipidos en
la pared de las arterias, que finalmente se transformara en una placa de calcificacion y
facilitara la pérdida de elasticidad arterial y otros trastornos vasculares.

#% Dieta 1: 60 dias de dieta rica en colesterol 0.5%.
% Dieta 2: 90 dias de dieta rica en colesterol 0.5%.

# Dieta 3: 90 dias de dieta rica en colesterol 0.5% y luego 30 dias con 50 mg de
fraccidn lipoproteica HDL-VHDL por semana.
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https://flic.kr/p/ipjeka

Luego del experimento, los animales fueron sacrificados. En todos los casos se com-
probaron lesiones aterogénicas en la arteria aorta. Se midi6 el contenido de colesterol
en la aorta en mg/g obteniéndose los resultados de la Tabla 7.12.

13.4 10.4 7.5
11.0 14.2 7.2
15.3 20.5 6.7
16.7 19.6 7.6
13.4 18.5 11.2
20.1 24.0 9.6
13.6 23.4 6.8
18.3 13.6 8.5

Tabla 7.12: Colesterol en conejos

El modelo que vamos a aplicar es
Yij = pi + €4,

donde ¢;; ~ N(0,0%) paral <i <3y j <8.

Calculamos la media y el desvio del contenido de colesterol (variable dependiente)
en la aorta correspondiente a cada una de las dietas, ver Tabla 7.13 para los resultados
y Codigo 7.8 para la generacién de los mismos.

Dieta 1 15.225 29894 8
Dieta 2 18.025 48664 8
Dieta 3 8.138 1.5620 8
Totales 13.796 5.3608 24

Tabla 7.13: Resumenes para datos del colesterol en conejos
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Realizamos un boxplot (ver Codigo 7.8) para apreciar graficamente si existen diferen-
cias entre los contenidos medios de colesterol en la aorta de las dietas y, también ver si
hay presencia de outliers en las distribuciones o asimetrias y si tiene sentido pensar que

las varianzas son iguales.

Colesterol

20-

‘ Dieta

E4 Dieta 1
Ed Dieta 2
E Dieta 3

T

Dieta 1 Dieta 2 Dieta 3

Figura 7.14: Boxplot comparativo para las distintas dietas

En la Figura 7.14 se aprecia que las varianzas no parecen ser similares. No se ob-
servan outliers en ninguno de los diagramas de caja. Ahora, para comprobar si estas
sospechas tienen significacién estadistica, vamos a ensayar la prueba de Levene (ver
Cédigo 7.8). Se obtienen las siguientes salidas.

3% El resumen es

Df Sum SqQ Mean Sq F value Pr (>F)
Dieta 2 415.6 207.78 17.78 3.03e-05 *okk
Residuals 21 245.4 11.69

Signif. codes: O ‘x*xkx’ 0.001 ‘*x> 0.01 ‘x’ 0.056 ‘. 0.1 ¢ *> 1

Esta salida indica que las diferencias entre los diametros aérticos de los conejos
sometidos a las distintas dietas son diferentes. Sin embargo, estos resultados sélo
seran validos si se satisfacen los supuestos del modelo de andlisis de la varianza.

% La prueba de Shapiro-Wilk produce la siguiente salida

Shapiro-Wilk normality test

data: residuals(colesterol.anova)



7.2. PRUEBAS NO PARAMETRICAS PARA DOS MUESTRAS INDEPENDIENTES

259

W = 0.97939, p-value = 0.8843

Esta salida indica que puede sostenerse el supuesto de normalidad distribucional
de los residuos.

# La prueba de Levene produce la siguiente salida

Levene’s Test for Homogeneity of Variance (center = median)
Df F value Pr(>F)

group 2 3.639 0.04396 *
21

Signif. codes: O ‘xxx’ 0.001 ‘%%’ 0.01 ‘%’ 0.056 ‘. 0.1 ¢’ 1

De esta ultima salida se interpreta que no es posible suponer homocedasticidad en
la distribucion de los residuos.

Intentemos entonces una transformacion para la variable respuesta. Para decidir el
exponente de la transformacion aplicamos el test de Box & Cox (ver Cédigo 7.8). La
salida de este test es la Figura 7.15, la cual sugiere una transformacion de la variable
respuesta con un exponente cercano a —0.5.

log-Likelihood

Figura 7.15: Salida del test de Box & Cox para el colesterol en conejos

Realizamos la transformacion sugerida y un nuevo analisis de la varianza, que origina
las siguientes salidas (nuevamente referimos al Cédigo 7.8).
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3% El resumen es

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr (>F)
Dieta 2 0.056841 0.029207 29.75 T.4be-07
Residuals 21 0.02062 0.000982

Signif. codes: O ‘x*x’ 0.001 ‘*x’> 0.01 ‘x’ 0.05 °.

* %k

> 0.1 ¢ 1

En esta salida se aprecia que las diferencias siguen siendo significativas aun con

los datos transformados.

% Hacemos el analisis diagnostico del modelo para los nuevos datos.

Shapiro-Wilk normality test
data: residuals(tcolesterol.anova)

W = 0.97902, p-value = 0.8771

Esto indica que se cumple el supuesto de normalidad requerido para el modelo de

analisis de la varianza para los datos transformados.

# A partir de la siguiente salida, vemos que también se cumple el supuesto de homo-

cedasticidad.

Levene’s Test for Homogeneity of Variance (center

Df F value
group 2 0.2626
21

= median)
Pr(>F)
0.7715

Nos preguntamos por ultimo, cudles son las dietas que difieren entre si. Utilizamos
los intervalos de confianza simultdneos para las diferencias de medias de Tukey (ver
Cadigo 7.8 con datos extraidos de https://goo.gl/sRR9yt) y obtenemos la siguiente

salida

Tukey multiple comparisons of means
95% family-wise confidence level
Fit: aov(formula = Colesterol(-0.5) Dieta, data =
$Dieta

diff lwr upr
Dieta 2-Dieta 1 -0.01743725 -0.05692446 0.02204997
Dieta 3-Dieta 1 0.09484116 0.05535394  0.13432838
Dieta 3-Dieta 2 0.11227841 0.07279119 0.15176563

conejos)

p adj

0.5168243
0.0000151
0.0000013

De donde se puede apreciar que la Dieta 3 produce niveles de colesterol inferiores a
los de las otras dos dietas. Mas aun, los dos ultimos intervalos no contienen al 0, lo cual

indica que la Dieta 3 es diferente de las Dietas 1y 2.
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library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx

library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos

library (car) # Paquete con funciones que acompafan regresion aplicada

library (MASS)

# Paquete con funciones y bases de datos para la libreria de Venables y Ripley

conejos=read_excel ("C:/ ... /conejos.xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar

pordieta=split (conejos$Colesterol ,conejos$Dieta) # Separa datos segun dieta
lapply (pordieta ,mean) # Calcula las medias
lapply (pordieta ,sd) # Calcula los desvios estandar

ggplot(conejos, aes(x=Dieta, y=Colesterol, fill=Dieta)) +
geom_boxplot() +

xlab("") +

scale_fill_brewer(palette="Pastel1")

# Produce boxplots
attach(conejos)

colesterol.anova=aov(Colesterol~Dieta, data=conejos) # Realiza el ANOVA
summary(colesterol.anova)

# Sirve para analizar si las diferencias son significativas
shapiro.test(residuals(colesterol.anova))

# Testea la normalidad de los residuos del modelo
leveneTest(Colesterol~Dieta, data=conejos)

# Testea el supuesto de homocedasticidad

boxcox(Colesterol~Dieta, plotit=T)
# Investiga qué transformacién deja los datos mas proximos a la normalidad

tcolesterol .anova=aov(Colesterol*(—0.5)~Dieta, data=conejos)

# Realiza el ANOVA para los datos transformados

summary(tcolesterol.anova)

# Analiza si las diferencias observadas siguen siendo significativas
shapiro.test(residuals(tcolesterol.anova))

# Testea la normalidad de los residuos

leveneTest(Colesterol*(—0.5)~Dieta, data=conejos)

# Testea el supuesto de homocedasticidad

TukeyHSD(tcolesterol.anova, conf.level=0.95)

# Realiza las comparaciones miltiples a posteriori entre los valores medios

Cadigo 7.8: Cbdigo para el andlisis del colesterol en conejos

¢ Qué sucede si no se verifican los supuestos del analisis de la varianza ni para los
datos originales ni para los datos transformados?

La alternativa en este caso son las pruebas no paramétricas. Siendo las mas usadas
para ANOVA, la prueba de la mediana y la prueba de Kruskal-Wallis, también conocida
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como analisis de la varianza no paramétrico. De estas dos pruebas, la mas potente
resulta ser la de Kruskal-Wallis siendo una generalizacion del test de Wilcoxon de rangos
signados que ya hemos presentado.

7.2.3.9 Test de Kruskal-Wallis no paramétrico para muestras independientes

Esta prueba contrasta la hipo6tesis nula que establece que las & muestras independientes
proceden de la misma poblacion y, en particular, todas ellas tienen la misma posicidén cen-
tral. La misma se basa en los rangos de las observaciones y no requiere el cumplimiento
del supuesto de normalidad ni del supuesto de homocedasticidad.

El modelo que supone este test consiste en

Poblacion 1:  Yiy, Y., -+, Yy, v.a.i.i.d. con escala al menos ordinal;
Poblacion 2: Y5, Yoy, -+, Ys,, Vv.a..i.d. con escala al menos ordinal;
Poblacion k: Y, Yio, -+, Yi,, V.a...d. con escala al menos ordinal.

donde las variables de las & poblaciones también son independientes entre si.

Las distribuciones de todas las subpoblaciones deben ser semejantes, de lo contrario,
el rechazo de la hipotesis de nulidad implicaria que las distribuciones son distintas y no
que sus medianas difieren, al igual que en la prueba de Wilcoxon-Mann-Whitney.

Las hipétesis a contrastar son

El estadistico de contraste para esta prueba, cuando hay pocos o ningun empates, es
kE  po2

12 R
H=—" Y %= _3(N+1
N(N—H);m N+,

donde N es el total de observaciones y R; es la suma de los rangos de la muestra i,
dados por R;;, el rango en la distribucion conjunta de la observacion j del grupo . Bajo
H,, este estadistico tiene distribucion aproximada Chi cuadrado con k£ — 1 grados de
libertad. Por este motivo, la regla de decisidn resulta:

% se rechaza Hy cuando Hops > Xji_11_q-
#% no se rechaza H, cuando H,; < Xﬁ_m_a.
Podemos describir el procedimiento a partir de los siguientes pasos.

% Se ordenan todas las observaciones en sentido creciente y se reemplazan por su
rango R;; (¢ =1,--- ,k,j=1,---,n;), en la muestra conjunta ordenada.
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# En caso de empates, se asigna a cada una de las observaciones empatadas el
rango promedio de ellas.

% Se calcula la suma de los rangos de cada grupo de observaciones. La suma de los
rangos en la muestra combinada del i-€simo grupo se designa con R; Yy el rango
promedio del i-ésimo grupo se denota con R;.

# Se calcula el estadistico de contraste H.
s Se toma una decision y se brinda la conclusién.

Cabe aclarar que decir que “las poblaciones tienen la misma posicion central” es
equivalente a decir que tienen “el mismo valor esperado o media aritmética de los ran-
gos”, o que “las poblaciones tienen igual mediana”.

Ejemplo 7.9. Se realiz6 una intervencion educativa innovadora para mejorar el rendi-
miento de los estudiantes. Dentro de los grupos de clasificacién, el A es el grupo de
control y los restantes, B y C, son los grupos con distintas innovaciones.

https://flic.kr/p/8tXgM4

Se evalué a los alumnos mediante una prueba objetivo sobre un total de 60 puntos.
Las puntuaciones logradas por los alumnos se presentan en la Tabla 7.14.

A 13 27 26 22 28 27
B 43 35 47 32 31 37
C 33 33 33 26 44 33 54

Tabla 7.14: Calificaciones segun los grupos

En la Figura 7.17 (ver Codigo 7.9 para su generacion) se grafican los datos corres-
pondientes a las tres distribuciones de los valores observados.


https://flic.kr/p/8tXgM4
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Figura 7.17: Distribucion del rendimiento por grupo

En la Tabla 7.15 se muestran los resultados de aplicar el test de Shapiro-Wilk a cada
uno de los grupos. El cédigo en R se muestra en 7.9.

Datos w p-valor

Grupo A 0.76163 0.02583
Grupo B 0.92057 0.5095
Grupo C 0.82769 0.07607

Tabla 7.15: Prueba de normalidad de los datos

Segun los resultados de la Tabla 7.15, se rechaza la hipotesis de normalidad para
la distribucidén de los recuentos en los puntajes correspondientes al grupo A. Por ende,
aplicamos un analisis no paramétrico mediante el test de Kruskal-Wallis. Para ello plan-

teamos las hipotesis

Hy : los tres grupos tienen la misma posicion
para la variable de estudio dada por el puntaje,
H, : al menos un grupo tiene diferente posicion
para la variable en estudio dada por el puntaje.
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En la Tabla 7.16 se muestran los datos ordenados los datos y sus rankeamientos.

Puntaje Grupo Rango Rango por grupo

13 A 1
22 A 2
26 A 3.5
27 A 5.5
27 A 5.5
28 A 7 24.5
31 B 8
32 B 9
35 B 14
37 B 15
43 B 16
47 B 18 80
26 C 3.5
33 C 11.5
33 C 11.5
33 C 11.5
33 C 11.5
44 C 17
54 C 19 85.5

Tabla 7.16: Datos de los puntajes ordenados y rankeados

Establecemos la regla de decisién como se rechazamos Hy Si Hops > X395 = 5.99,
siendo el estadistico de contraste de nuestra prueba

k

12 R? 12 (24.52 802 85.52>
Hps=—— 3 L _3(N+1) = = —3(19+ 1) = 9.92.
b N(N—i—l)zlni (N +1) OO+ H\ 6 6 7 (19+1)

Por lo tanto, la decisién es rechazar H, debido a que 9.92 > 5.99. Luego, no puede
suponerse que la distribucion de los rendimientos de las innovaciones sean iguales.

Con el andlisis realizado hasta el momento, no se puede inferir acerca de la mediana
ya que, como puede apreciarse en la Figura 7.17, las distribuciones en los distintos gru-
poOs no son similares.

Aplicando el test de Kruskal-Wallis de la suma de los rangos vy, luego del mismo, el
test de comparaciones multiples, segun el Codigo 7.9, obtenemos las siguientes salidas.
% Para la prueba de Kruskal-Wallis
Kruskal-Wallis rank sum test
data: Puntajes and Grupo

Kruskal-Wallis chi-squared = 9.9265, df = 2, p-value = 0.00699
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% Para la prueba de comparaciones multiples

Multiple comparison test after Kruskal-Wallis
p.value: 0.05
Comparisons obs.dif critical.dif difference

A-B 9.250000 T.777876 TRUE
A-C 8.130952 7.494949 TRUE
B-C 1.119048 7.494949 FALSE

A partir de esta ultima salida, surge que las diferencias de las distribuciones son
estadisticamente significativas y que el grupo A difiere significativamente de los grupos
B y C, mientras que los grupos B y C no difieren significativamente entre si.

library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos
library (pgirmess)
# Paquete con herramientas para lectura, escritura y transformacion de datos

Puntajes=c(13,27,26,22,28,27,43,35,47,32,31,37,33,33,33,26,44,33,54)
Grupo=as.factor(c(rep("A",6), rep("B",6), rep("C",7)))
Rendimiento=data.frame (Grupo, Puntajes)

# Carga la base de datos

ggplot (Rendimiento, aes(x=Grupo, y=Puntajes, fill=Grupo)) +
geom_boxplot() +

xlab("") +

scale_fill_brewer(palette="Pastell1")

# Produce boxplots

grupoA=Rendimiento [ Rendimiento$Grupo=="A" ,2]
grupoB=Rendimiento [ Rendimiento$Grupo=="B" ,2]
grupoC=Rendimiento [ Rendimiento$Grupo=="C" ,2]
shapiro.test (grupoA)

shapiro.test(grupoB)

shapiro.test (grupoC)

# Aplica el test de Shapiro—Wilk a cada grupo

kruskal .test (Puntajes, Grupo)

# Realiza el test de Kruskal—-Wallis

kruskalmc (Puntajes~Grupo)

# Realiza un test de comparacion miltiple entre tratamientos luego del
# test de Kruskal-Wallis

Codigo 7.9: Cédigo para el andlisis de innovaciones en la educacion
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7.3 Ejercitacion

Ejercicio 1.

Se quiere comparar el tiempo que tardan en reparar computadoras dos conjuntos de
técnicos. Para ello se seleccionan al azar los tiempos en fraccion de jornada laboral
de un grupo de 20 técnicos de dos sucursales distintas de cierta empresa. Los datos

registrados se encuentran en la Tabla 7.17.

Tiempos 1

Tiempos 2

0.17
0.26
0.19
0.34
0.52
0.33
0.23
0.20
0.18
0.22

0.21
0.22
0.28
0.25
0.90
0.33
0.22
0.17
0.39
0.27

0.18
0.33
0.23
0.16
0.19
0.30
0.21
0.20
0.16
0.21

0.20
0.30
0.32
0.20
0.19
0.22
0.27
0.24
0.29
0.27

Tabla 7.17: Tiempos de reparacion segun grupos de técnicos

1. ¢Satisfacen los datos el supuesto de normalidad? Si la respuesta es afirmativa,
aplicar un test basado en este supuesto para analizar si los tiempos de los dos
grupos son iguales o no. Si la respuesta es negativa, realizar una transformacién de
Box & Cox para normalizar los datos y aplicar la prueba a los datos transformados.

2. Aplicar una prueba no paramétrica y comparar los resultados con los obtenidos en

el item anterior.

Ejercicio 2.

Un investigador estudié el contenido en sodio de marcas de cerveza comercializadas
en Capital Federal y Gran Buenos Aires. Para ello, se seleccionaron las seis marcas
mas prestigiosas del mercado y se eligieron botellas o latas de 500 ml para cada marca
seleccionada y se midié el contenido en sodio en miligramos de cada una de ellas. Los

resultados de este muestreo son los de la Tabla 7.18.
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Marca1 Marca2 Marca3 Marca4 Marca5 Marca6

24.4
22.6
23.8
22.0
24.5
22.3
25.0
24.5

10.2
12.1
10.3
10.2

9.9
11.2
12.0

9.5

19.2
19.4
19.8
19.0
19.6
18.3
20.0
19.4

17.4
18.1
16.7
18.3
17.6
17.5
18.0
16.4

13.4

15
14.1
13.1
14.9
15.0
13.4
14.8

21.3
20.2
20.7
20.8
20.1
18.8
21.1
20.3

Tabla 7.18: Cantidad de sodio por marca de cerveza

1. Graficar la variable observada en cada grupo y analizar la presencia de outliers, la
igualdad grafica de las medias y las formas de las distribuciones.

2. Calcular la media y el desvio de cada uno de los grupos.
satisfaga el supuesto de homogeneidad?

3. Establecer las hipotesis estadisticas de interés.

4. Contrastar las hipétesis con un nivel a = 0.05.

5. Verificar el cumplimiento de los supuestos de normalidad y homocedasticidad. Si

¢, Es posible que se

se verifican estos supuestos, concluir en el contexto del problema.

Ejercicio 3.

Para comparar cuatro suplementos de engorde en bovinos para carne, se selec-
cionaron al azar, cuarenta animales Hereford de iguales edades y sexos y de pesos
homogéneos, para ser usados en un experimento. Los suplementos analizados poseen

las siguientes caracteristicas:

S1: suplemento constituido por grano partido y fuente A,
S2: suplemento constituido por grano partido y fuente B,
S3: suplemento constituido por grano entero y fuente A,
S4: suplemento constituido por grano entero y fuente B.

Se asignaron aleatoriamente 10 animales por suplemento, los que fueron alimentados
individualmente con una dieta estandar mas el correspondiente suplemento durante 80
dias. La variable en estudio o variable respuesta fue la eficiencia de conversién individual,
en kilogramo de materia seca por kilogramo de ganancia de peso, y cuyos registros se

presentan en la Tabla 7.19.
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S1

S2

S3

S4

3.3
4.4
4.9
4.9
3.9
4.2
4.7
5.1
4.6
4.5

4.6
4.5
5.0
4.0
4.5
5.2
4.9
5.5
4.8
5.3

6.7
5.8
5.0
4.8
5.3
6.2
5.0
6.4
5.9
5.4

6.3

6
6.7
5.5
6.6
6.1
5.3
6.5
6.3
6.8

Tabla 7.19: Eficiencia de conversion segun suplemento

—

los distintos suplementos.

2. Establecer las hipdtesis de interés del problema y explicitar los supuestos necesa-

rios.

3. Testear las hipétesis con nivel de significacion del 5%.
4. Analizar el cumplimiento de los supuestos del modelo.

5. Concluir en términos del problemay en caso de rechazar H,, indicar cuales medias
son diferentes, utilizando para ello las comparaciones a posteriori de Tukey.

Ejercicio 4.

Se desea estudiar el efecto de una nueva droga analgésica para uso farmacéutico
en pacientes con neuralgia cronica. Con tal fin, se la compara con la aspirina y con un
placebo. En 30 pacientes elegidos al azar, se utiliza el método del doble ciego, asignando
al azar 10 pacientes a cada tratamiento. La variable aleatoria observada esta dada por el
namero de horas en que el paciente esta libre de dolor después de haber sido medicado.

. Realizar un analisis grafico y descriptivo de la eficiencia de conversién lograda por

Los resultados obtenidos se muestran en la Tabla 7.20.

Media Desvio

Placebo
Aspirina
Droga

2.50
2.82
3.20

0.13
0.20
0.17

Tabla 7.20: Comparacion nuevo analgésico

Se tienen los p-valores de la Prueba de Levene (p = 0.18) y de la Prueba de Shapiro-
Wilks (p = 0.24) de los residuos del modelo. Se pide lo siguiente.
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1. Identificar la variable dependiente y el factor de interés.
2. Escribir el modelo en general y en términos del problema.

3. Analizar los resultados de las pruebas de hipétesis para los supuestos del modelo.

k
4. Sabiendo que SC.ror = Z(”i — 1)s?, plantear las hipotesis y construir la tabla de

=1

ANOVA.

5. Comparara los tratamientos utilizando un test ¢ con nivel global 0.05; es decir, como
son 3 comparaciones, « = 0.05/3 para cada una.

6. Adicionalmente, se indagéd a los pacientes sobre efectos colaterales gastricos como
respuesta al tratamiento. Los encuestados respondieron segun una escala entre 0
y 5, donde 0 indica nunca y 5 siempre. Los resultados obtenidos se muestran en la

Tabla 7.21.
Placebo 0 3 2 3 4 2 2 3 1 1
Aspirina 1 4 3 0 2 3 4 5 2 3
Droga 4 542 3 415320

Tabla 7.21: Efectos gastricos colaterales

(a) ¢Los investigadores deberian utilizar la misma prueba estadistica que la em-
pleada para comparar el tiempo libre de dolor? Justificar.

(b) ¢Cudles son las conclusiones de este estudio?

Ejercicio 5.

Se esta estudiando el tiempo de coccién de un alimento antes de lanzarlo al mercado.
Se han formado cuatro grupos y se les ha pedido que midan el tiempo transcurrido hasta
que, segun su juicio, el alimento quede a punto. Debido a que esta sensacién es subje-
tiva, se usa un ANOVA para estimar la varianza que presenta el experimento. Todos los
grupos usan fuentes de calor y utensilios similares. Si la Tabla 7.22 recoge los resultados
redondeados en minutos, ¢qué estimacion podria hacerse de la varianza de la poblacién
de estos alimentos? ;Se observan diferencias entre los grupos?
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Grupo A GrupoB GrupoC GrupoD

25 121 81 25
36 36 81 25
36 36 36 36
25 64 9 25
36 36 25 36
16 81 36 25
25 49 9 25
36 25 49 25
49 64 169 25
36 49 1 25
25 121 81 25

Tabla 7.22: Tiempo de coccion por grupo

1. Graficar los tiempos de coccidn por tratamiento y calcular las medidas resumen de
los mismos.

2. Establecer las hipotesis de interés y escribir el modelo detallando los supuestos.

3. Realizar la prueba y el diagnostico correspondiente. ¢ Son validos los resultados de
la prueba? Si la respuesta es afirmativa, concluir en el contexto del problema. En
caso contrario, intentar una transformacién de potencia conveniente para normalizar
y/0 homocedastizar la variable respuesta.

4. Realizar nuevamente la prueba, en caso de ser necesario, y el diagnédstico del mo-
delo correspondiente, concluyendo en términos del problema.

5. Comparar los resultados con los del test no paramétrico.

Ejercicio 6.

Se quiere comparar el trabajo de cuatro analistas de un laboratorio en el ensayo de
determinacién del porcentaje de alcohol metilico en muestras de un producto quimico,
mediante la técnica de cromatografia liquida de alta resolucion (HPLC). Los analistas
reportaron los resultados que se exhiben en la Tabla 7.23.

Analista Porcentaje alcohol

1 84.99 84.02 84.38
2 85.15 85.13 84.88
3 84.72 84.48 85.16
4 842 84.1 84.55

Tabla 7.23: Porcentajes de alcohol segun analista
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1. ¢Por qué no es adecuado aplicar el andlisis de la varianza paramétrico en este
caso?

2. Mediante la prueba no paramétrica de Kruskall-Wallis, determinar si el porcentaje
de alcohol depende del analista que lo mide.
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Capitulo 8

Comparacion de medias en el caso
multivariado

Los numeros nunca mienten,
después de todo ellos
simplemente cuentan diferentes
historias dependiendo de la
Matematica de los relatores.

— Luis Alberto Urrea

La generalizacién a varias dimensiones de la densidad Normal univariada juega un
papel fundamental en el analisis multivariado. Muchos de los fendmenos naturales del
mundo real pueden ser estudiados por medio de la distribucién Normal multivariada.

Incluso, a pesar de que el fendmeno estudiado no siga este modelo de distribucién,
las distribuciones de muchos de los estadisticos utilizados es aproximadamente Normal
multivariada.

8.1 Distribucion Normal univariada

Recordemos que una variable continua X tiene distribucion Normal univariada con me-
dia p y varianza o2, simboélicamente X ~ N(u,o?), cuando su funcién de densidad de
probabilidad es

1 _(e=w)?

flz,p,0) = e 202 | Vr € R.

2mo
Mencionamos algunas propiedades importantes de la distribucién Normal.
% Su gréfica es simétrica respecto de = = p.

% Su grafica es asintética respecto del eje de abscisas.

% Presenta un maximo en x = y siendo el valor maximo de la funcion

1
V2WU.
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% Presenta dos puntos de inflexiébn,enz =y —ocyenxz = pu+o.

#% La combinacion lineal de variables aleatorias Normales es otra variable aleatoria
Normal.

# El area bajo la curva dentro del intervalo (u + ko; u + to) no depende de p ni de o
sino de los valores reales que tomen k vy ¢.

En las Figuras 8.1 y 8.2 se puede apreciar el efecto sobre la grafica de la funcién de
densidad cuando varian las medias y las varianzas respectivamente.

0.4+ :

N(1,1)
N(1,9)
0.3} 3
N(1,25)
0.2
0.1
0
—10 -5 0 5 10

0.4 .
N(=2,1)
N(1,1)
0.3} ’ .
N (3,1
0.2} .
0.1 y
0
| | |
-10 -5 0 5 10

Figura 8.2: Distribucion normal con medias distintas
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8.2 Distribucion Normal multivariada

Un vector aleatorio continuo X = (Xi,---,X,)" tiene distribucién Normal multivariada
con vector de medias p = (u1,- -, iu,)" y matriz de covarianzas ¥, simbélicamente X ~
N, (1, %), cuando su funcion de densidad de probabilidad est4 dada por

1 1
X, 1, :Texp<——X— v (X — >

f(Xu, %) TEESE (X =) E(X —p)
donde —oco < x; < +oo paratodoi=1,--- n.

Entre las propiedades importantes de esta distribucion se pueden destacar las si-
guientes.

% Es una generalizacion del caso univariado.
% Tiene propiedades matematicas que la hacen muy manejable.

% Depende de un numero relativamente reducido de parametros: n para el vector de
n(n+1)
5
% En el caso de esta distribucidn, la ausencia de correlacion es equivalente a inde-
pendencia.

medias y para la matriz de covarianzas

% Si bien los datos de los que disponemos rara vez siguen con exactitud una distribu-
cién Normal, esta distribucion suele ser una aproximacion util.

% Al igual que en el caso univariado, esta distribucion es el limite de la suma de
vectores aleatorios independientes y con la misma distribucién (Teorema Central
del Limite).

La gréfica para el caso bivariado se puede apreciar en la Figura 8.3.

Figura 8.3: Ejemplo de distribucion Normal bivariada
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Si X ~ N,(i, ), entonces cualquier combinacion lineal de sus coordenadas también
tiene distribucion Normal; es decir, si ¢ €s un vector de constantes conocidas, entonces

Y =X ~ N(cp,cSch).

En particular para el caso de los vectores canoénicos e;, donde e¢; tiene un 1 en la i-
ésima coordenada y 0 enlas restantes, se tiene que ¢; X corresponde a la coordenada X;
del vector aleatorio X es decir, en particular, esta coordenada también tiene distribucién
Normal. Por lo tanto, cada una de las coordenadas de una distribucidén Normal multivari-
ada tiene distribucion Normal univariada. Equivalentemente, se puede afirmar que las
distribuciones marginales son normales.

A partir del vector aleatorio X = (X3, , X, Xo41, -, X»)", la caracteristica anterior
permite definir las siguientes variables Normales

Y’1:<X17"' 7Xq)t € }/QZ(Xqulu"' 7Xn>t-

Ejemplo 8.1. Consideramos el vector aleatorio X ~ N3(u, ) donde p = (1,2,3)'y X es
la matriz identidad de tamarno 3 x 3.
Sean las combinaciones lineales

Y1 =2X; + 3Xo,
Y, =-1X3 +2X;,

que pueden expresarse en notacién matricial como

w)=(2%03%)
<Y2_—102 X

Entonces, la distribucién conjunta de la variable Y = (Y7, Y2)" es Normal multivariada con
parametros uy y ¥y dados por:

, (230)%_(@3)
=
1 0 2 3 5%
y
2 30 100 2 -1 13 -2
Sr={ " 5 9 010 30 ) =(_,
00 1 0 2
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8.2.1 Estimadores de maxima verosimilitud

La funcién de verosimilitud de una distribucion es la funcion de distribucion conjunta
considerada como funcién de los parametros en lugar de como funcion de las variables de
la muestra. La estimacion de maxima verosimilitud es la que se obtiene maximizando
la funcion de verosimilitud; es decir, calculando los valores de los parametros que la
hacen maxima para la muestra disponible.

En nuestro caso particular, los estimadores de maxima verosimilitud para la distribu-
cion Normal multivariada N,(u, ) para un vector de dimension p, se obtienen maxi-
mizando la funcién de verosimilitud con respecto a los parametros ;1 y X.

Se puede demostrar que estos estimadores para el caso Normal multivariado son
i=X y =25
Estos estimadores verifican las siguientes propiedades:
— 1
# X ~ N, (u, —2).
n

# nS ~ W donde W,,,_1(X) indica la distribucion de Wishart con n — 1 grados de liber-
tad, siendo esta distribucién una extensién al caso multivariado de la distribucion y?
(ampliaremos este concepto en la proxima seccion).

% 7y & son independientes.

El comportamiento asint6tico de los estimadores de maxima verosimilitud esta dado
por los siguientes resultados.

e Ley débil de los grandes numeros para el caso multivariado: Si X es una
variable multivariada con esperanza E(X) = p y matriz de covarianzas V(X)) = ¥,
entonces vales las siguientes convergencias en probabilidad

x5 L y s -y
e Teorema central del limite para el caso multivariado: Si X es una variable
aleatoria p-variada con esperanza E(X) = p y matriz de covarianzas V' (X) = %,

entonces se tiene la siguiente convergencia en distribuciéon

V(X — i) =5 N,(0,5).



8.2. DISTRIBUCION NORMAL MULTIVARIADA 278

8.2.2 Distribucion de Wishart

Se dice que una matriz W cuadrada de orden p; es decir, tiene p filas y p columnas, sigue
una distribucion de Wishart [52], W ~ W(X,p,n), si y s6lo si W puede escribirse como

donde X; son vectores aleatorios independientes e idénticamente distribuidos con X; ~
N,(0,%). Dicho de otro modo, la distribucion de Wishart obedece a la suma de los pro-
ductos entre distribuciones Normales multivariadas independientes de media 0 y varianza
comun X, y sus respectivas traspuestas.

La distribucion de Wishart generaliza la distribuciéon x2. De hecho, es facil ver que si
p =1, entonces W(c? 1,n) = ox2.

La suma de variables aleatorias independientes con distribucién Wishart con iguales
parametros ¥ y p, es una nueva variable aleatoria con distribucion Wishart conservando
estos mismos parametros. Es decir, si W, ~ W(X,p,n1) y Wa ~ W(X, p, ny) son indepen-
dientes, entonces W, + Wy ~ W(X, p,ny + na).

8.2.3 Distribuciones muestrales de la media y la varianza

Para el caso univariado de una muestra aleatoria normal con media ;. y varianza 2, las
variables promedio muestral X y varianza muestral S? satisfacen

_ 1 n—1)52
X ~N (u, EU2> y u ~Xay

La ultima expresion equivale a decir

¢ Como se puede generalizar esta propiedad para el caso de un vector Normal

multivariado?
Sean X, X,, --,X, vectores aleatorios independientes idénticamente distribuidos
tales que X; ~ N,(u,X) parai = 1,--- ,n. Sean X el vector de medias y V' la matriz de

varianzas-covarianzas muestrales, desconocida la media poblacional, vale decir centrada
en la media muestral, tenemos respectivamente

1<
X:E;Xi y V=
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Entonces .
X ~ N, (,u,52> y (n—1V ~W(E,p,n—1).

Consideremos una muestra aleatoria simple de tamano n de un vector aleatorio de
p componentes con distribucion N,(u, ¥), digamos X = (X, X,,---, X,,)". Como X; ~
N,y(1,X), vale que X; — u ~ N,(0,%X) paratodoi=1,--- , n.

Sea U la matriz definida como la suma de los productos entre las desviaciones de
cada X, respecto de la media poblacional y su traspuesta

U=X'X= Z(X,- —u)(X; — p).

Vale decir la matriz de las observaciones centradas en las medias de la poblacién. La
matriz U tiene una distribucién de Wishart U ~ W(X, p, n).
1 n
Para el caso particular en el que p = 1, EZ(XZ' — 11)? resulta ser una estimador
=1
insesgado de o2, la varianza de la poblacién cuando la media poblacional ;. es conocida.
Del mismo modo,

D=-U==> (X;—p)(X;—p)
=1
es un estimador insesgado de ¥ cuando el vector de medias poblacional i es conocido.
La matriz D es semi-definida positiva y resulta definida positiva cuando X es inversible.

8.2.4 Distribucion de Hotelling

La distribucion de Hotelling es una generalizacion de la distribucion ¢-Student [26]. Recor-
demos que la variable aleatoria t de Student se define como el cociente entre una variable
aleatoria Normal estandar y la raiz cuadrada de una variable aleatoria Chi cuadrado, in-
dependiente de la variable Normal del numerador, divida por sus grados de libertad. Es

decir, si Z ~ N(0,1)y U ~ x2, entonces T = ~ t,. Como ya hemos visto, en esta

U/n
variable se basa el estadistico de contraste para la media poblacional de una distribucion
Normal cuando la varianza poblacional es desconocida, obteniendo que

V(X —p)
\/ﬁ Z?:1(Xi - X)Q

Consideremos el vector aleatorio X ~ N,(0,I,), donde I, indica la matriz identidad
de tamafo p x p. Sea ademas la matriz V' ~ W(I,, p,n) independiente de X, entonces
nX*V~'X sigue una distribucién de Hotelling de pardmetro n denotada 7};,. Simbdlica-
mente,

~ tn—l-

nXVIX ~T2.
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Existe una relacién entre la distribucion de Hotelling y la de Fisher-Snedecor. Si Q) ~
17, es de Hotelling, entonces

n—p+1
——Q ~ Fpnpi1,
np Q p,n—p+1
donde F,,_,+; denota la distribucion de Fisher-Snedecor con p y n — p + 1 grados de
libertad.
Por otro lado, si X ~ N,(u,X)y U ~ W(X,p,n), siendo X y U independientes, en-
tonces B B
(X =) U X —p) ~ Ty,
En particular, si Xy, X»,---,X,, es una muestra aleatoria, con X; ~ N,(1,%) (i =
1,---,n)y V es la matriz de varianzas-covarianzas muestral, se verifica que

(n =X =)V HX = p) ~ T}

pn—1-

8.2.5 Test del vector de medias para una poblacion

Consideramos ahora una muestra aleatoria multivariada X, X,, - - - , X,, donde para cada
i=1,---,n, X; ~ N,(u,X) siendo ¥ una matriz inversible. El objetivo de esta seccion es
construir un test para contrastar las siguientes hipétesis
{HO M= Mo,
Hy: p# po.

Esta prueba se basa en el estadistico

n—p

D (X - /LO)tvil(X’ - NO) ~ Fpn—p,

donde V denota la matriz de varianzas-covarianzas muestral.
Ejemplo 8.2. Nos interesa contrastar las hipétesis

HU : n = (mv 6)t7

Hy: p# (\/%, 6)".

Se tiene una muestra de 40 individuos de una variable bidimensional con matriz de
varianzas-covarianzas muestral dada por

V= ( 4.288 1.244 >
~ \ 1.244 0.428

y vector de medias muestrales
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En este caso, el estadistico construido resulta igual a

40 — 2

~2((69.6:2) - (V30.0) < 4288 1.244

1.244 0.428 ) ((6.9,6.2) — (V50,6)]" = 17.77.

Como P(Fy38 > 17.77) < 0.001, se rechaza la hipétesis de nulidad. Se concluye que no
se puede sostener que la media es igual a 1 = (1/50,6)".
[ |

8.2.6 Test para comparar medias de dos poblaciones

Sea X una variable aleatoria observada en dos poblaciones. Consideremos dos mues-
tras multivariadas independientes con distribuciones correspondientes a las dos pobla-
ciones. Suponiendo que ambas poblaciones tienen distribucién Normal con la misma
matriz de varianzas-covarianzas, nos interesa comparar sus vectores medios para lo
cual vamos a contrastar las siguientes hipétesis

{Ho oL = e,
Hy oo # po.

Sean X, y X, los vectores de medias muestrales, y V; y V; las matrices de varianzas-
covarianzas muestrales. Un estimador insesgado de la diferencia ; — ps €s X7 — Xo.

_ 1 - 1
Como X; ~ N, (m, —E) y Xo ~ N, <M2, —E), tenemos que
ny na

— - 1 1
X1 —Xo~N, <M1—M27 <—+—> 2)-

ni U]

Asumiendo la hipotesis nula como verdadera, 1 — o = 0y entonces

Xl—XQNNp <0,<n1+n2)2> .

ning

Por otro lado, un estimador insesgado para la matriz de varianzas-covarianzas pobla-
cional comun a las dos poblaciones,?’, es

(n1 — DVi + (02 — DV
n1 —I—TLQ — 2

S:

9

para el cual se verifica
(n1 4+ n2 —2)S ~ W(X,p,n1 + ny — 2).

Debido a que X; es independiente de X, y ambas son independientes de S, bajo H,

vale que
n1n9

D2 N N1+ No (Xl - X2)t Sil (Xl N XQ) ~ Tp%n1+n2727
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donde D resulta la distancia de Mahalanobis entre los vectores de medias muestrales
de ambas poblaciones. Ademas, por lo expuesto en la seccién anterior,

n1+n2—p—1
(n1+n2—2)p

2
D7 ~ Fp,n1+n2*p*1'

Ejemplo 8.3. Se desea comparar dos especies de avispas, conocidas como chaqueta
amarillay negra pequena.

https://flic.kr/p/HDSZhB

Para ello, se consideran las siguientes variables

longitud de la an-

Variable 1 o1
tena en milimetros

Variable 2 | longitud de la pata en milimetros

Para dos muestras independientes de tamafnos n; = 9y n, = 6, se han obtenido los
datos que figuran en la Tabla 8.1.


https://flic.kr/p/HDSZhB
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Antena Pata Especie

1.38 1.64 chaqueta amarilla
1.39 1.71 chaqueta amarilla
1.23 1.72 chaqueta amarilla
1.36 1.74 chaqueta amarilla
1.38 1.82 chaqueta amarilla
1.48 1.82 chaqueta amarilla
1.54 1.81 chaqueta amarilla
1.38 1.90 chaqueta amarilla
1.56 2.07 chaqueta amarilla
1.14 1.78 negra pequena
1.21 1.86 negra pequena
1.18 1.96 negra pequena
1.28 1.96 negra pequena
1.26 2.10 negra pequena
1.29 1.90 negra pequena

Tabla 8.1: Datos sobre las avispas

Con el Codigo 8.1 se puede generar el diagrama de dispersidon de la Figura 8.5.

2.1- °
— 2.0-
IS
£ ° °
] .
g 19- . Especie
I chaqueta amarilla
[0} [ ]
© ® negra pequena
5 gra pequ
2 18-
> °
c
o
B

1.7-

12 13 14 15

Longitud de la antena (mm)

Figura 8.5: Diagrama de dispersion para las avispas

Los vectores de medias X; y X, correspondientes a las especies ‘chaqueta amarilla’
y ‘negra pequena’ respectivamente, se calculan con el Codigo 8.1 y estan dados por

X, = (1.41,1.80), X, = (1.23,1.93).
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Las matrices de varianzas-covarianzas S; y S, correspondientes a las especies ‘cha-
queta amarilla’ y ‘negra pequefa’ respectivamente, se calculan con el Cédigo 8.1 y son

g _ ( 0.0103 0.0079 ) g _ ( 0.0036 0.0036 )
17X 0.0079 0.0159 /° 271 0.0036 0.0118 /-

Nuevamente, aplicando el Codigo 8.1, se puede obtener la estimacion (centrada) in-
sesgada de la matriz de varianzas-covarianzas comun

1

g_ L 0.0077 0.0063 )
=33 .

(851 +55,) = ( 0.0063 0.0143

Finalmente, hallamos la distancia de Mahalanobis entre las dos medias muestrales
(ver Codigo 8.1 con datos extraidos de https://goo.gl/5pTjSSs),

D? = (X — Xu)'S™H X, — Xy) = 12.54575.
Luego,

_ —2-1
72, = 20 p2 _as1647  y  Fp= o0

T2
obs 9 + 6 obs

T T2 = 20.8452.
20946 —2) "

Recordemos que el dltimo estimador sigue una distribucion F»1,. Considerando un nivel
de significacion del 5%, tenemos que F,,s = 20.8452 > F, 15095 = 3.885. Por lo tanto,
rechazamos la hip6tesis de nulidad, vale decir que no puede sostenerse la hipbtesis de
igualdad de los vectores medios.

library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx
library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos

avispas=read_excel("C:/ ... /avispas.xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar

avispas$Especie=factor (avispas$Especie) # Declara las especies como factor

ggplot(avispas, aes(Antena, Pata)) +
geom_point(aes(colour=Especie)) +
xlab(’Longitud_de_la_antena_(nm)’) +
ylab(’Longitud_de_la_pata_(mm) )
# Realiza un diagrama de dispersion

especie.avispa=split (avispas,avispas$especie)
# Agrupa los datos segun la especie

prom.espl=apply (especie.avispa[[1]][,1:2],2 ,mean)
prom.esp2=apply (especie.avispa[[2]][,1:2],2 ,mean)
prom.total=apply (avispas[,1:2],2,mean)

# Calcula los promedios para cada especie y del grupo general

Si=var (especie.avispa[[1]][,1:2])
round (S1,4)



https://goo.gl/5pTjSS
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S2=var (especie.avispa[[2]][,1:2])
round(S2,4)
# Calcula las matrices de varianzas—covarianzas para cada especie

S=(8xS1+5xS2) /13
round(S,4)
# Calcula las matrices de varianzas—covarianzas comuin

dist=t (prom.esp1—prom.esp2)%%solve (S)%«%(prom.esp1—prom.esp2)

Codigo 8.1: Cédigo para el analisis de las avispas

8.2.7 Analisis de perfiles
Se realiza un analisis de perfiles en las siguientes situaciones:

% El objetivo es comparar el comportamiento promedio de individuos de una o varias
poblaciones y se dispone de mediciones repetidas sobre un conjunto de variables
relacionadas.

# Las componentes del vector normal de interés no corresponden a diferentes varia-
bles sino a una misma variable repetida, por ejemplo en el tiempo o el espacio.

# Se quiere comparar transversalmente y longitudinalmente las medias de dos pobla-
ciones.

Por ejemplo, consideramos dos grupos de personas, uno con n; individuos y el otro
con ny individuos. En cada uno de estos grupos se aplica un tratamiento distinto y se
mide el resultado del tratamiento en p instantes diferentes. En la Figura 8.6 se presenta
un ejemplo de las medias en cada instante para cada uno de los grupos. En la abscisa
se representan los instantes o repeticiones, mientras que la ordenada indica el valor de
la media en este instante. El perfil se construye con las medias observadas en cada uno
de los grupos, en este caso en tres instantes distintos. Notemos que, en este caso, las
tres observaciones son realizadas sobre un mismo individuo o grupo, por lo cual no son
independientes.
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35-
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Grupo

Grupo 1

Medias

25- — Grupo 2

20-

1.0 15 20 25 3.0
Variables

Figura 8.6: Ejemplo de comparacion de perfiles

Mas alla que estudiar la igualdad de las curvas o los perfiles, queremos dar respuesta

a preguntas del estilo:

% ¢Los grupos se comportan de manera similar durante todo el proceso? Grafica-

mente, ¢las curvas son paralelas?

# ¢ Los grupos tienen un nivel parecido? Es decir, ¢las curvas son del mismo nivel?

# ¢No hay cambio a lo largo del tiempo? Desde el dibujo, ¢la curva promedio es

horizontal?

El la seccidén que sigue trataremos el caso de dos grupos.

8.2.7.1 Caso de dos perfiles

Sean u; y uo los vectores de medias poblacionales correspondientes a las dos pobla-

ciones consideradas. Es decir,

11 H21

H12 H22
Hn1 = . y Ho = .

Hip Hap

Si estamos interesados en saber si los perfiles son idénticos para las dos poblaciones

se debe realizar el test que plantea

{Ho D = g,
Hi:o o # po.
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Sin embargo, si nuestro interés es probar que los perfiles son paralelos, conviene
plantear las siguientes hipotesis

{Hoi 11 — M1 = 12 — Ma2 = - = Hip — H2p,
Hyoo 3(4,7) 0 ps — poi 7 pj — oy

Equivalentemente, si el planteo fuera matricial, consideramos la matriz ¢ € R®-Dx»
dadaporC; =1y (11 =—1parai=1,--- ,p—1y C;; = 0 en el resto de los lugares.
Entonces la prueba consiste en

{Ho p O — p2) =0,
Hy: Cun— p2) # 0.

En este caso, CX ~ N, 1(Cu, CXCT) y el estadistico de contraste es

ning

(X1 — Xo)'CHCSCH)IC(Xy = Xo) ~ T2 4 smga-

n1+n2

Siendo ademas,
ny + no — P 2

T ~ F
(ny +ng —2)(p — 1) Phmtna=2

p—1lni+no—p-

Ejemplo 8.4. Vamos a trabajar con el data set iris de R y nos refrimos al Cddigo 8.2
para todos los célculos y graficos que se van a realizar. Consideramos las dos primeras
variedades de este achivo que son setosa y versicolor. Sobre estas dos variedades
consideramos las primeras tres variables dadas por

\ Sepal Lengt longitud del sépalo de la flor

>/

\ Sepal Width|  ancho del sépalo de la flor

\ peta| Length‘ longitud del pétalo de la flor

Se dispone de 50 observaciones para estas variables en cada uno de los dos grupos
considerados.

El vector medio total estimando la misma media para los dos grupos es

X = (5.471,3.099,2.861).
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Estimamos los vectores medios de cada grupo para ver si los grupos presentan simi-
litudes o diferencias en estas variables. Notamos respectivamente X, y X, a las medias

de las especies setosa y versicolor,

X, = (5.006,3.428,1.462) y X, = (5.936,2.770,4.260).

En la Figura 8.7 se grafican ambos vectores medios muestrales.

4- Especie
setosa

—— versicolor

Longitud sépalo Ancho sépalo Longitud pétalo

Variables
Figura 8.7: Perfiles segun la especie
Estamos interesados en testear la hipotesis de que los perfiles son paralelos. Para

ello, consideremos las matrices de varianzas-covarianzas muestrales de las especies
setosa y versicolor, y la matriz de varianzas amalgamada, notadas respectivamente como

Ss, Su Y S
0.124 0.099 0.016 0.266 0.085 0.183
S,= 1 0.099 0.144 0.012 |, S, = | 0.085 0.098 0.083 |,
0.016 0.012 0.030 0.183 0.083 0.221

0.195 0.092 0.100
S=1 0092 0.121 0.048
0.100 0.048 0.126

Para realizar la prueba utilizaremos la matriz de varianzas-covarianzas comun, S.

El estadistico de contraste del test de Hotelling para probar la igualdad de medias
resulté 73, = 2319.292. Mientras que el valor critico del test es Fs 6095 = 2.7 Como
Fs = 7573197 > F360095 = 2.7, Se concluye que las diferencias entre los vectores
medios de ambos grupos resultaron estadisticamente significativas con un nivel del 5%.
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Nos preguntamos ahora si puede suponerse que los perfiles son paralelos. El es-
tadistico de contraste del test de Hotelling aplicando la funcién de R, para contrastar pa-
ralelismo de los perfiles resultd T2, = 1980.545. El valor critico del test es F 97,95 = 3.09.
Luego, debido a que T2, > Fyg7095, S€ concluye que no hay evidencia a favor de la
hipétesis de paralelismo con un nivel del 5%.

Sys.setenv (R_ZIPCMD= "C:/Rtools/bin/zip")

# Requerido para generar archivos xlsx

library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx

library (openxlsx) # Permite escribir archivos xlsx

library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos

library (corpcor)

#Paquete que incluye una estimacion eficiente de covarianza y correlacién
library (Hotelling) # Paquete que implementa el test de Hotelling

iris.especie=split(iris ,iris$Species)
# Agrupa los datos por especie

setosa=data.frame(iris .especie[[1]])[, —c(4,5)]
versicolor=data.frame(iris .especie[[2]])[, —c(4,5)]
# Toma las tres primeras tres primeras para cada variedad

total=data.frame(rbind (iris .especie[[1]][,—c(4,5)],
iris.especie[[2]][,—-c(4,5)]))
media.conjunta=apply (total ,2,mean)

media . setosa=apply (setosa,2,mean)
media.versicolor=apply(versicolor ,2 ,mean)

# Calcula la media conjunta y por especie

# Vamos a preparar los datos para el grafico de perfiles de medias
ms=as . matrix (media.setosa)

mv=as. matrix (media.versicolor)

medias=rbind (ms,mv)

datos=cbind(rep(c(1,2,3),2), medias, c(rep("setosa",3), rep("versicolor" ,3)))
colnames (datos)=c(" Variables", "Medias", "Especie")
data=data.frame (datos)

nombre=paste ("C:/.../datosiris.xlsx")

write . xlsx (data, file=nombre)

datosiris=read _excel("C:/.../datosiris.xlsx")
datosiris[,1:2]=as.numeric(unlist(datosiris[,1:2]))
ggplot(datosiris , aes(x=Variables, y=Medias, colour=Especie)) +
geom_line () +

scale_x_discrete(limit=c("1", "2", "3"),
labels=c("Longitud_sépalo", "Ancho_sépalo",

"Longitud _pétalo"))

var.setosa=round(var (setosa),3)
var.versicolor=round(var(versicolor),3)
var.amalgamada=round (49« (var.setosa+var.versicolor)/98,3)

# Calcula la matriz de varianzas—covarianza por especie y amalgamada

dif .med=(media.setosa—media.versicolor)
# Calcula la diferencia entre los vectores medios
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T2=(50+50/100)«t (dif.med)%+%solve (var.amalgamada)%+%dif .med

# Calcula el estadistico de Hotelling

F.obs=(96/(3%98))«T2

# Calcula el valor observado F de Fisher—Snedecor
pvalor=1—pf(F.obs,3,96)

# Estimamos el p—valor de la prueba

total .especie=data.frame(cbind(total ,c(rep("setosa",50),rep("versicolor" ,50))))
colnames(total .especie)=c("Sepal.Length","Sepal.Width","Petal.Length",
"Especie")

fit=hotelling.test (.~Especie, data=total.especie)

# Aplica el test de Hotelling

# Replicamos lo anterior en el caso matricial
C=rbind(c(1,-1,0),c(0,1,-1))

transf.setosa=as. matrix (setosa)%«%t (C)

transf.versicolor=as. matrix(versicolor )%%t (C)
transf.total=cbind(rbind(transf.setosa,transf.versicolor),
Especie=factor(c(rep("setosa",50),rep("versicolor" ,50))))
transf.difmed=C/%+%(media.setosa—media. versicolor)
transf.var=Clx%var .amalgamada¥%+%t (C)

transf.T2=(50«50/100)«t (transf.difmed)%«% solve (transf.var)%%transf.difmed
transf.F.obs=(96/(3%x98))«transf.T2

transf. fit=hotelling.test(.~Especie, data=data.frame(transf.total))

Cadigo 8.2: Codigo para el analisis de perfiles usando iris

Cuando las medias de dos grupos son significativamente distintas, puede ser de utilidad
considerar estas variables para asignar un individuo a uno de los dos grupos.
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Capitulo 9

Métodos de clasificacion supervisada

El estudio de las Matemadticas,
como el Nilo, comienza con
minuciosidad pero termina con
magnificencia.

— Charles Caleb Colton

Una vez realizado el andlisis de perfiles y de haber determinado que los vectores
medios de los dos grupos de estudio son diferentes, es probable que el investigador
esté interesado en clasificar a un nuevo individuo dentro de alguno de estos grupos. Por
ejemplo, si disponemos de un vector de informacidn sobre pacientes que han respondido
bien a cierto tratamiento y otros que no han tenido los mismos resultados, podria resul-
tar de interés decidir si a un nuevo paciente le conviene realizar este tratamiento o no.
Del mismo modo, podria ocurrir aplicando este analisis para clientes que han cumplido
con sus obligaciones y otros que no lo han hecho, con el objeto de decidir si resulta
conveniente otorgar a un nuevo cliente una financiacion o no.

En lineas generales, se dispone de un conjunto de observaciones que denominare-
mos conjunto de entrenamiento. Para este conjunto se conocen simultaneamente los
valores que asumen las variables de interés y el grupo al cual pertenece cada uno de los
individuos. Por este motivo, estas técnicas de clasificacion se denominan supervisadas.

9.1 Analisis discriminante

El analisis discriminante (DA) propuesto por Ronald Fisher [17] se propone encontrar
una funcion que depende de un conjunto de variables que denominaremos de aqui en
adelante variables discriminantes. Esta funcién al ser aplicada a un nuevo individuo,
devuelve un valor que permite asignar a este individuo en alguno de los grupos definidos
previamente.

Veremos luego que existen algoritmos de clasificacion no supervisada, como el anali-
sis de conglomerados o cluster (del inglés), donde se desconocen tanto la cantidad de
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grupos como la pertenencia de los individuos del conjunto de entrenamiento a cada uno
de ellos.

9.1.1 Analisis Discriminante Lineal (LDA)

Para el DA disponemos originalmente de una tabla de datos donde se registraron los
valores de p variables observadas sobre N individuos y el grupo de pertenencia. De este
modo, la tabla es de tamafio N x (p + 1).

Este andlisis senala para cada una de las variables consideradas, su poder clasifica-
torio que esta asociado con su peso en la funcion discriminante.

Consideremos en primera instancia el caso mas sencillo, que es el compuesto por
dos muestras independientes que provienen de dos poblaciones normales multivariadas:

# Poblacion 1: I € P, — X1 ~ N,(p1,%4),
# Poblacion 2: I € P, — X; ~ Ny(p2, X2).

Se supone conocido que un nuevo individuo I, con vector de observaciones X,
proviene de alguna de estas dos poblaciones con probabilidades que denominaremos
1 Y T respectivamente. Simbdélicamente:

P(IEPl):m Yy P(IGPQ):WQ.

Buscamos entonces una regla para predecir a cual de estas dos poblaciones es mas
probable que pertenezca un nuevo individuo.

Se han considerado diferentes enfoques para dar respuesta a este problema y al-
gunos a continuacion.

Primer enfoque

Esta opcién se define en funcion de la verosimilitud de X; en cada poblacién. Por
lo que, se asigna al sujeto a la Poblacion 1 si L(Xy, 1, %1) > L(X7, po, 3s), siendo L
la funcidon de verosimilitud que consiste en la funcion de probabilidad considerada como
funcidn del vector de parametros. Esto significa que se asigna el sujeto a la Poblacion 1
si su funcién de probabilidad toma un valor superior para el vector de parametros de la
Poblacién 1 que para el vector de parametros de la Poblacién 2.

Es decir, se decide que I € P, cuando

1
(2m)P

1 1 _
Sl 4 exp (5 (X — )03 (X1 — o))

En el caso particular en que X; = ¥, = ¥ y como ——— es un nlmero positivo, esta

NGGE

regla se simplifica decidiendo que I € P, cuando

exp (—5 (X1 — )5 (X — ) ) > exp (—5 (X7 — )27 (Xs — o))
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Realizando calculos algebraicos, se puede demostrar que esto es equivalente a

. et
(1 = p2)' 271 X7 > (= pi)' 27 (%) :

M1+ pio

Dicho de otra manera, si b = (1 — p2)'S 7Ly k= (1 — po)'S7! (
la primera poblacién cuando X; verifica que bX; > k.

), asignamos [ a

Cabe observar que, en general, desconocemos el valor de u; parai = 1,2, por lo que
se estima con X,.

Este razonamiento puede extenderse a varios grupos.
Segundo enfoque

Este método se basa en la distancia de Mahalanobis. Se asigna el sujeto = a la
Poblacién i si el cuadrado de la distancia de Mahalanobis al vector medio del i-ésimo
grupo es menor que el cuadrado de la distancia de Mahalanobis a los restantes grupos.
La distancia de Mahalanobis al centro del i-ésimo grupo esta dada por

D = (v — )" 27 (& — ).

El valor de D; es una medida de la proximidad de la observacién x al vector de medias
del i-ésimo grupo (u;), considerando la matriz de varianzas-covarianzas de la i-ésima
poblacién (%;).

Tercer enfoque

En esta opcion se usa la regla de la probabilidad a posteriori. Se asigna el sujeto a la
Poblacion i si

P(IGPi/{X1:$1,X2:$2,"' ,Xn:l’n})>P(I€Pj/{X1:$1,X2:.’IJ2,"' 7XTL:'%.TL})
para todo j # i.

La principal ventaja de la regla de la probabilidad a posteriori es que brinda una indi-
cacion sobre cuanta confianza se puede tener en la decisidon tomada.

Observar que, si bien se le dice ‘probabilidad a posteriori’, en realidad no es una pro-
babilidad. El hecho es que la observacién pertenece a una poblacién o a otra, mientras
que la incertidumbre proviene de la capacidad de la regla creada por el investigador para
elegir la poblacion correcta. Por ejemplo, si contrastamos

P([eB/{Xlz.CEl,XQ:JJQ,"',Xn:l'n}) :053,
P(IE.Pj/{Xlle,XQZZEQ,"',anxn}) :047,
no estamos tan seguros de haber clasificado correctamente. Sin embargo, por el con-
trario si el contraste es

P(I S -PZ/{XI - x17X2 = T2, 7X7L - In}) - 0937
P(Ie‘Pj/{XlthXQ:an"'7Xn:xn}) :007a

estamos mucho mas seguros de haber clasificado correctamente.

En el caso en que las matrices de varianzas-covarianzas de las distintas poblaciones
pueden suponerse iguales, los tres enfoques presentados coinciden.



9.1. ANALISIS DISCRIMINANTE 294

9.1.2 Reglas basadas en estimaciones de los parametros

Al disponer de un par de muestras de dos poblaciones, digamos P, y P», en realidad se
desconoce el verdadero valor de los parametros ., 19, X1 Yy Yo. Por tal razén, se debe
trabajar con sus estimaciones puntuales.

En el caso de los vectores de medias poblacionales, utilizamos como estimadores a
los vectores de medias muestrales

fi1 = X, y ﬂQZXQ-

Para la estimacion de la matriz de varianzas-covarianzas, cuando puedan suponerse

iguales, utilizamos la matriz de varianzas-covarianzas muestral amalgamada, cuya ex-

presion esta dada por

(n1 —1)S% + (n2 — 1)53
ny+ng —2

donde S; y S; son las matrices de varianzas-covarianzas muestrales de las Poblaciones

1y 2 respectivamente, y n; es la cantidad de individuos de la Poblacién i parar i = 1, 2.

V:

Y

Ejemplo 9.1. Retomemos nuevamente el Ejemplo 8.3 de las dos especies de avispas.
En dicho ejemplo, hemos probado aplicando el test de Hotelling, que las medias de am-
bas poblaciones son significativamente distintas. Supongamos ahora que tenemos una
nueva observacion y queremos clasificarla.

Consideremos una nueva observacién con coordenadas x = (1.25,1.8), que esta re-
presentada en la Figura 9.1 en color negro. Si la nueva observacién fuera la del punto
azul o rojo, no tendriamos muchas dudas respecto de a qué especie asignar la nueva
avispa. Sin embargo, en este caso no es tan claro a qué grupo deberia asignarse. Sin
embargo, no es tan claro a qué grupo deberia asignarse la observaciéon del punto negro
debido a que se encuentra en una zona fronteriza entre ambos grupos.
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Figura 9.1: Perfiles segun la especie con nuevas observaciones

Asimismo, cabe destacar que para este ejemplo las observaciones se indican en un
color distinto para cada una de las poblaciones, lo cual resulta posible y sencillo dado
que sélo hemos observado dos variables. Si hubiéramos observado mas variables, esta
visualizacion podria resultar mas compleja o incluso, imposible.

En la Figura 9.1 resulta evidente que las dos variables, dadas por la longitud de la
antena y de la pata, permiten discriminar entre estas dos poblaciones de avispas.
[ |

La pregunta que deberiamos hacernos es la siguiente.
. Como trazar una linea que discrimine las poblaciones de la mejor manera posible?
O bien,

¢ En qué direccion proyectar las observaciones, de modo tal que las proyecciones
aparezcan tan separadas como sea posible?

En la Figura 9.2 se muestra la linea que mejor discrimina las dos especies de avispas
consideradas en el Ejemplo 8.3.
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Figura 9.2: Linea discriminante entre las especies de avispas

Como ya hemos visto, la suma de cuadrados totales puede descomponerse en la
suma de cuadrados entre y dentro de los grupos en el caso univariado. Extendamos esta
idea para las matrices de varianzas-covarianzas.

Se sabe que la matriz de covarianzas total 7" es la suma de las matrices de covarian-
zas dentro de los grupos W'y entre grupos B. Puede expresarse matricialmente como:

T=W+ B.
Buscamos proyectar las observaciones p-variadas X = (X;, X,,---,X,) sobre una
direccién que maximice la separacién entre las proyecciones de los distintos grupos de

interés.

Es decir que la funcién discriminante para el caso de estudio, definira las compo-
nentes discriminantes dadas por
Yk = CLZX,

donde a;, es un vector de coeficientes reales. De este modo,
Var(Y) = Var(a'X) = a'Ta = a'Wa + a'Ba.

Maximizar la variabilidad entre los grupos con el objetivo de discriminarlos mejor,
implica maximizar la varianza entre grupos B, en relacién con el total de la varianza
T o bien con la varianza entre los grupos WW; es decir,

{ a'Ba }
max
a latWal'’

max{a'W ' Ba}.

lo que equivale a maximizar
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Notemos que este procedimiento coincide con el mismo esquema de maximizacién que
hemos visto para el analisis de componentes principales. De este modo, la primera
direccion corresponde al autovector asociado al mayor autovalor de la matriz W~'B. Las
siguientes coordenadas discriminantes se corresponden con los restantes autovectores
de esta matriz y, naturalmente, seran independientes de la primera. Ademas, en forma
analoga, se puede estimar la proporcion de esta separacion que logra explicar cada una
de las coordenadas discriminantes, como el cociente entre su autovalor y la traza de la
matriz W1B.

¢ Cual es la expresion para estas matrices?

Se tiene que

g g
B=>) (X, - X)X, -X)' 'y W=) (m—-1)8,
i=1 i=1
donde ¢ indica la cantidad de poblaciones de estudio.

Ejemplo 9.2. Nuevamente, nos referimos al Ejemplo 8.3 y para todos los calculos y
salidas del programa R que realizaremos, nos referimos al Codigo 9.1 con datos extraidos
de https://goo.gl/5pTjSs.

Recordamos la estimacion de los parametros de interés que calculamos en el Ejem-
plo 8.3. . La estimacién insesgada de la matriz de varianzas-covarianzas comun, es la
matriz de varianza amalgamada dada por

( 0.0077 0.0063 )
0.0063 0.0143 /-

El vector medio total junto con los vectores medios por grupo se muestran en la
Tabla 9.1.

Antena Pata
Media general 1.3373 1.8527
Media chaqueta amarilla 1.4111 1.8033
Media negra pequena 1.2267 1.9267

Tabla 9.1: Salida medias

Las matrices de covarianzas dentro de los grupos y entre grupos son respectivamente

W= < 0.1002 0.0817 ) B_ ( 0.0177  —0.0118 >
~\ 0.0817 0.1863 ~\ —0.0118 0.0079

De este modo, la matriz discriminante es

0.3552 —0.2375 )

71 _
Wb = ( —0.2192  0.1466


https://goo.gl/5pTjSS
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En realidad estamos clasificando las observaciones en funcién de su proyeccién sobre
un eje. Como se puede apreciar en la Figura 9.3, podemos equivocarnos en ambos

sentidos.

Grupo 1 Grupo 2

p. = punto de corte

Figura 9.3: Zona problema en la clasificacion

El analisis discriminante lineal (ADL) sélo es vélido si se satisfacen los supuestos
distribucionales de normalidad multivariada, independencia de las observaciones y ho-
mocedasticidad.

Veamos si se cumplen los supuestos para nuestro ejemplo de las especies de avispas.

% Normalidad: test de Shapiro-Wilk multivariado
W = 0.95885, p-value = 0.6725

# Homocedasticidad : test M de Box.
Box’s M-test for Homogeneity of Covariance Matrices
Chi-Sq (approx.) = 1.3654, df = 3, p-value = 0.7137

% Independencia: se cumple por disefo.

No se rechaza el supuesto de normalidad ni el de homocedasticidad. Por lo que
estamos en condiciones entonces de calcular la funcion discriminante lineal. La salida
del andlisis discriminante lineal en R es:
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Prior probabilities of groups:
chaqueta amarilla negra pequefla
0.6 0.4
Group means:
avispas$Antena avispas$Pata

chaqueta amarilla 1.411111 1.803333
negra pequefia 1.226667 1.926667
Coefficients of linear discriminants:

LD1
avispas$Antena -14.601952
avispas$Pata 9.011903

La expresidn de la funcion discriminante lineal es:
(X1, X5) = —14.6X7 + 9.01X5,

donde X; y X, son las variables de interés dadas respectivamente por la longitud de la
antena y de la pata de la avispa.

R agrega una constante a esta funcion discriminante, en este caso el valor de dicha
constante es 2.83. Es decir que la funcién que usa para calcular las coordenadas discri-
minantes es

fr(X1, Xs) = 2.83 — 14.6X; + 9.01X>.

Dado que la constante es la misma para todos las observaciones, la clasificacién no
cambia. En los calculos que siguen omitimos esta constante.

El método que estamos aplicando, proyecta los puntos de las observaciones sobre la
direccion que mejor discrimina entre los grupos. Hallemos entonces la proyeccién de los
dos centroides, indicando por proy, Yy proy,, a las proyecciones de las especies chaqueta
amarilla y negra pequena respectivamente:

proy, = —14.6 - 1.4111 + 9.01 - 1.8033 = —4.3545,

proy, = —14.6 - 1.2267 + 9.01 - 1.9267 = —0.5503.

Ahora tenemos que encontrar un punto de corte que notamos p,, para lo cual medimos
la distancia entre las dos proyecciones anteriores, teniendo en cuenta la proporcion de
cada grupo en el conjunto de observaciones. Esto nos permite establecer el valor a partir
del cual se separan los grupos:

pe = proy, + 0.6(proy,, — proy,) = —2.0736.

Punto de

corte
chaqueta negra

amarilla pequena
A A

T p. = —2.0736 T
proy, = —4.3545 proy,, = —0.5503
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Esto significa que si la proyeccién de una observacion resulta superior a —2.0736,
se clasificara al individuo como ‘negra pequefia’, mientras que en caso contrario se lo
clasificara como ‘chaqueta amarilla’.

En la Tabla 9.2, se muestra la proyeccién para cada observacién utilizando la funcién
discriminante hallada. Luego, con la regla establecida del punto de corte en p. = —2.0736
se hizo la asignacién a uno de los dos grupos. Observar que la clasificacion coincide con
la especie observada originalmente.

Antena Pata Proyeccion  Clasificacion

1.38 1.64 -5.3716 chaqueta amarilla
1.39 1.71 -4.8869 chaqueta amarilla
1.23 1.72 -2.4608 chaqueta amarilla
1.36 1.74 -4.1786 chaqueta amarilla
1.38 1.82 -3.7498 chaqueta amarilla
1.48 1.82 -5.2098 chaqueta amarilla
1.54 1.81 -6.1759 chaqueta amarilla
1.38 1.90 -3.0290 chaqueta amarilla
1.56 2.07 -4.1253 chaqueta amarilla
1.14 1.78 -0.6062 negra pequena
1.21 1.86 -0.9074 negra pequena
1.18 1.96 0.4316 negra pequena
1.28 1.96 -1.0284 negra pequena
1.26 2.10 0.5250 negra pequeia
1.29 1.90 -1.7150 negra pequena

Tabla 9.2: Clasificacion discriminante lineal de las avispas

¢ Como clasificamos la nueva observacion?

Para la nueva observacién (1.25,1.8), calculamos
proy(1.25,1.8) = —14.6 - 1.25 + 9.01 - 1.8 = —2.032 > p,.

Luego, clasificamos al nuevo individuo dentro del grupo ‘negra pequena’.
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library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx

library (mvnormtest)

# Paquete que generaliza el test de Shapiro—Wilk para el caso multivariado
library (biotools)

# Paquete con herramientas para analisis de conglomerados y de discriminante

avispas=read_excel ("C:/ ... /avispas.xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar

avispas$Especie=factor (avispas$Especie) # Declara las especies como factor
especie.avispa=split (avispas,avispas$Especie)
# Agrupa los datos segun la especie

prom.espl=apply (especie.avispa[[1]][,1:2],2 ,mean)
prom.esp2=apply (especie.avispa[[2]][,1:2],2 ,mean)
prom.total=apply(avispas[,1:2],2,mean)

# Calcula los promedios para cada especie y del grupo general

Si=var (especie.avispa[[1]][.,1:2])
S2=var (especie.avispa[[2]][,1:2])
# Calcula las matrices de varianzas—covarianzas para cada especie

S=(8xS1+5%S2) /13
round(S,4)
# Calcula las matrices de varianzas—covarianzas comun

W=13xS

round(W,4) # Calcula la matriz de covarianzas dentro de los grupos
B=(prom.esp1—prom. total )%%t (prom.espi—prom.total)+
(prom.esp2—prom. total )%«%t (prom.esp2—prom. total)

round(B,4) # Calcula la matriz de covarianzas entre grupos

mat.avispas=as. matrix (avispas[1:15,1:2])
# Convierte los datos en matriz

mat. disc=solve (W)%B
round (mat. disc ,4)
# Calcula la matriz discriminante

avecti=eigen(mat.disc)$vectors[,1] # Calcula el primer autovector
coord.disc.1=mat. avispas¥%P%avect1l # Calcula las proyecciones

centroide .espi=prom.esp1%Yavectt
centroide .esp2=prom.esp2%+¥avect1
# Calcula los centroides por especie

corte=prom.esp1%+«%%avect1 +(9/15)x« (prom.esp2%+Yavect1 —prom.espi1%+sbavecti)
# Calcula el punto de corte

clase=0

for(i in 1:15)

{ifelse (coord.disc.1[i,1]>corte,
clase[i]<—"chaqueta_amarilla", clase[i]<—"negra_pequena")}
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clase

# Clasifica los individuos con la funcién discriminante
table (clase ,avispas$Especie)

# Compara la clasificacién con la clase original

mshapiro.test(t(mat.avispas))
# Realiza el test de Shapiro de normalidad multivariada

boxM(avispas[,1:2], avispas$Especie)
# Realiza el test para comparar matrices de varianzas—covarianzas

z=Ilda (avispas$Especie~avispas$Antena+avispas$Pata, prior=c(9/15,6/15),
method="mle")

# Realiza el analisis discriminante lineal
proyecciones=—14.6«xavispas[,1]+9.01xavispas]|[,2]

# Calcula las proyecciones aplicando la funcién discriminante lineal

Cadigo 9.1: Cédigo para el analisis discriminante de las avispas

La solucién aplicada al Ejemplo 9.2, tal como la hemos presentado, corresponde al
Analisis Discriminante Lineal de Fisher.

Se llaman puntuaciones discriminantes a los valores que se obtienen al evaluar la
funcion discriminante f para cualquier individuo.

La funcién discriminante es de la forma
D= f(X1,Xa, -, Xp) = a1 X1 + a2 Xo+ - + 0, X,
Pudiendo expresar las coordenadas discriminantes de manera matricial
D, X Xog - Xpl a1
D, Xig Xog -+ sz a2

Dn Xln X2n Xpn Qp
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Ejemplo 9.3. En al Figura 9.4, generada con el Cédigo 9.2 con datos extraidos de
https://goo.gl/5pTjSS, se puede visualizar la informacién de los datos del Ejemplo 8.3.
En este gréfico, los puntos llenos indican las observaciones correspondientes a la es-
pecie negra pequena, los puntos vacios las observaciones correspondientes a la especie
chaqueta amarilla y los rombos azules las medias de cada especie.

Grafico de particion
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Figura 9.4: Diagrama de particion de las especies de las avispas

library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx
library (klaR) # Paquete con funciones para clasificacién y visualizacion

avispas=read_excel ("C:/ ... /avispas.xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar
avispas$Especie=factor (avispas$Especie) # Declara las especies como factor

colores=c("cadetbluel", "plum2")

partimat (Especie~Antena+Pata, data=avispas, method=’lda’,
image.colors=colores, col.mean="royalblue", pch=18,
main="Grafico_de_particion", print.err=0,
gs=c(rep(1,9),rep(2,6)))

# Produce un grafico de particién de clases

Codigo 9.2: Cédigo para la visualizacion de clases de las avispas


https://goo.gl/5pTjSS
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9.1.2.1 Estimacion de las probabilidades de clasificacion erronea

Después de construir la regla de discriminante, interesa conocer su capacidad para dis-
criminar. En caso de no tener regla alguna, se “tira la moneda” y se asigna los sujetos a
un grupo mediante el azar, con lo cual la capacidad de discriminar correctamente seria
del 50%.

Resulta obvio la preferencia de una regla que no se equivoque en ningun caso, 0
bien, que clasifique correctamente en un 95% de los casos. Lamentablemente, esto no
siempre es posible. La matriz de confusién da una idea de la tasa de clasificaciones
incorrectas por grupo y global.

Ejemplo 9.4. En el Ejemplo 8.3 todas las observaciones fueron bien clasificadas, situacion
no habitual. La matriz de confusion en este caso es diagonal y se exhibe en la Tabla 9.3
siendo generada por el Cédigo 9.3 con datos extraidos de https://goo.gl/5pTjSSs.

chaqueta amarilla negra pequena

chaqueta amarilla 9 0
negra pequefia 0 6

Tabla 9.3: Matriz de confusién para las avispas

library (readx!l) # Permite leer archivos xlsx
library (biotools)
# Paquete con herramientas para analisis de conglomerados y de discriminante

avispas=read_excel ("C:/ ... /avispas.xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar
avispas$Especie=factor (avispas$Especie) # Declara las especies como factor

z=Ilda (avispas$Especie~avispas$Antena+avispas$Pata, prior=c(9/15,6/15),
method="mle")
# Realiza el analisis discriminante lineal

prediccion=predict(z, avispas[,1:2])$class

# Calcula los valores predichos

table (avispas$Especie, prediccion)

# Tabula al grupo original comparando con los valores predichos

Caodigo 9.3: Matriz de confusién (ingenua) para avispas

En este ejemplo en particular, al conocerse el grupo de pertenencia de cada indi-
viduo, se puede comprobar la efectividad del método de clasificacion observando el por-
centaje de casos bien clasificados. Para estimar la probabilidad de clasificacién correcta
disponemos de las siguientes tres alternativas.


https://goo.gl/5pTjSS
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Clasificacion ingenua: cuando se utilizan los mismos datos para construir la regla
y para estimar la probabilidad de clasificacidén correcta. En este caso se calcula la
proporcién de observaciones bien clasificadas con la regla construida a partir de
ellas mismas.

Muestra de entrenamiento y de validacion: se parte el conjunto de datos dispo-
nibles en dos submuestras al azar con, aproximadamente, las dos terceras partes
para construir o entrenar la regla y la tercera parte restante para validarla. Con la
mayor de las submuestras, llamada training sample o muestra de entrenamiento
se construye la regla de clasificacién. Con la menor de las submuestras, denomi-
nada muestra de validacion, se estima la probabilidad de buena clasificacién.

Validacidn cruzada, cross validation, o leave one out: se elimina la primera ob-
servacion, se construye la regla sin ella y se la clasifica a esta observaciéon con
dicha regla. Luego se reincorpora la primera observacion, se elimina la segunda
y se procede de la misma forma que con la primera continuando de esta manera
hasta la ultima observacion. Finalmente, se estima la probabilidad de buena clasifi-
cacion considerando la proporcion de observaciones bien clasificadas de esta ma-
nera.

Podemos mencionar las siguientes observaciones

PN
TR

Este analisis sélo tiene sentido cuando las medias de ambos grupos difieren signi-
ficativamente.

La ausencia de normalidad multivariante o la presencia de outliers conlleva a pro-
blemas en la estimacion de los parametros de las distribuciones de ambos grupos.

Las matrices de varianzas-covarianzas distintas requieren el uso de técnicas de
clasificacion cuadraticas. Estas técnicas son conocidas como Analisis Discrimi-
nante Cuadratico de Fisher.

En la validacién cruzada es importante entender que para cada elemento que se
elimina, se construye una regla distinta y por lo tanto, los coeficientes de la misma
pueden variar de un caso a otro.

La multicolinealidad genera problemas en la interpretacién de los coeficientes de
las variables.

No todos los conjuntos son linealmente separables (situacién que analizaremos con
mas detalle en lo que sigue).
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9.1.2.2 Casos de mas de dos grupos

Cuando el numero de grupos es mayor que 2 y se sostienen los supuestos de homo-
cedasticidad y normalidad multivariada son vélidas las siguientes dos propuestas:

% Primera propuesta: se calcula la distancia de Mahalanobis al centroide (media)
de cada grupo y un nuevo individuo se clasifica en el i-ésimo grupo si el valor de la
distancia de Mahalanobis a ese grupo es la menor de todas.

% Segunda propuesta: se calcula la probabilidad a posteriori de que una nueva ob-
servacion pertenezca a cada uno de los grupos. Se clasifica la observacion en el
grupo que maximiza dicha probabilidad o la funcién de verosimilitud.

9.1.3 Validacion de los supuestos del analisis discriminante

Como ya hemos mencionado en varias oportunidades, el andlisis discriminante lineal
s6lo es valido para el caso en que las variables originales tienen distribucion Normal
Multivariada y se puede suponer que las matrices de varianzas-covarianzas son iguales
para todos los grupos. Es mas, cuando la distribucién conjunta es Normal Multivariada,
cualquier combinacion lineal de sus componentes se distribuye normalmente. En parti-
cular, esto se verifica para cada una de las coordenadas del vector de observaciones. Es
por ello que, si alguna de las variables originales no se distribuye de manera normal, en-
tonces es seguro que la distribucion conjunta no es normal multivariada. Luego, bastara
con que una componente no tenga distribucion normal para asegurar que la distribucion
conjunta no es normal multivariada.

Sin embargo, si todas las componentes tienen distribucion normal univariada, cabe
preguntarse si este hecho es suficiente para poder sostener que la distribuciéon conjunta
es normal multivariada.

La respuesta es no.

Para testear el supuesto de normalidad multivariada es necesario aplicar un test de
bondad de ajuste. Mientras que para comprobar el supuesto de homocedasticidad se
puede aplicar la prueba M de Box. La hipétesis nula de esta prueba es que las matrices
de varianzas-covarianzas de los grupos son iguales.

Para comparar las matrices de varianzas-covarianzas se utiliza el determinante de la
matriz de varianzas-covarianzas de cada uno de los grupos. Asi como el test de Bartlet
para el caso univariado, el test M de Box en el caso multivariado es sensible a la falta de
normalidad. Es decir, matrices iguales pueden resultar significativamente distintas por el
hecho de no cumplirse el supuesto de normalidad. Por otra parte, si las muestras son de
tamanos grandes, este test pierde efectividad, resultando mas facil rechazar la hipétesis
nula.

Una alternativa robusta para esta prueba es el test de Levene para datos multivaria-
dos. La prueba de Levene univariada realiza un analisis de la varianza sobre los valores
absolutos de las diferencias entre los valores observados y el centro del grupo, que puede
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tomarse como la media o su estimacidn robusta en el caso de querer evitar la influencia
de outliers.

De forma analoga, la prueba de Levene multivariada propuesta por O’Brien [7],
se basa en la razén F' del ANOVA calculada sobre las distancias euclideas de puntos
individuales de cada grupo a su centroide c;.

Denotando por z;; al j-ésimo punto del i-ésimo grupo, y por z;;, a la k-ésima coorde-
nada de z;;, se define
dfj = A(%‘j, Ci),

donde el vector centroide se define como el punto que minimiza la suma de cuadrados
de las distancias a cada punto del grupo

¢; = min Z(d )2
=1

siendo n; la cantidad de elementos del i-ésimo grupo y

p

Alwij, i) = [ Y (g, — i)

k=1
Este vector centroide usualmente se asume como el vector de medias muestrales,

definido como = = (z4,---,%,). Luego, la estadistica ' del ANOVA que se utiliza para
probar H, es de la forma

ni(D§ — D¢)?

3 25— Dy
donde g es la cantidad de grupos, n; el total de observamones del i-ésimo grupo vy

N = an es el total de observaciones. Ademas, D¢ = ch es la suma de distan-
=1
g

cias de las observaciones del i-ésimo grupo a su centroidey D = Z Ds esla suma de
=1
todas las distancias.
Bajo la suposicion de H,, el estadistico F' de ANOVA sigue aproximadamente una
distribucion F' de Fisher con ¢ — 1y N — g grados de libertad. Anderson [3] propone el
uso de medianas como una opcién robusta para la prueba de Levene.

En este caso, la mediana p-dimensional no necesariamente esta definida como el
vector de medianas individuales para cada variable. En algunos programas estadisticos,
como R, se encuentran rutinas implementadas para encontrar medianas espaciales de
este tipo.
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¢ Qué corresponde hacer cuando se rechaza el supuesto de homocedasticidad?

Al rechazar la hipétesis nula que plantea H, : ¥; = ¥, = --- = X,, una alterna-
tiva es estandarizar por separado cada grupo con su respectiva matriz de varianzas-
covarianzas estimada, de modo tal que los nuevos grupos con las observaciones trans-
formadas tienen igual matriz de varianzas-covarianzas (identidad) y, sobre este nuevo
espacio de representacion, calcular el discriminante lineal. En este caso, se proyectan
todos los datos y se estima la varianza de las puntuaciones discriminantes dentro de
cada grupo.

Destacamos algunas consideraciones a tener en cuenta sobre la seleccion de las
variables para el modelo.

% Si se encuentra que una variable asume valores medios muy diferentes en los dis-
tintos grupos, es probable que resulte una buena variable para discriminar.

% En segunda instancia, con las variables para las cuales se noté diferencia, es con-
veniente testear la igualdad de vectores medios entre los grupos.

#% Es conveniente estudiar si las matrices de varianzas-covarianzas de los distintos
grupos y del grupo general son similares o no.

% Solo en el caso de hallar diferencias significativas entre los vectores medios de los
grupos y siendo que las matrices de varianzas-covarianzas resultaron similares,
tendra sentido utilizar la funcién discriminante lineal.

9.1.4 Interpretacion de los coeficientes de la funcion discriminante

Los coeficientes estandarizados de la funcion discriminante son los que corresponden al
calculo de la funcién discriminante con todas las variables clasificadoras estandarizadas.
Este recurso se utiliza para evitar ciertos problemas de escala que pudieran existir entre
las variables.

Los coeficientes estandarizados a;; pueden interpretarse como indicadores de la im-
portancia relativa de cada una de las variables en cada funcion discriminante. De esta
manera, si la variable z; es importante en la funcion discriminante y;, su respectivo coe-
ficiente a,; sera grande en valor absoluto. Dicho de otro modo, hay una fuerte asociacion
entre la variable z; y la proyeccion y;.

Estos coeficientes son poco fiables si existen problemas de multicolinealidad entre
las variables clasificadoras. Al estar correlacionadas las variables originales, y a veces
en forma significativa, es conveniente ser cuidadoso a la hora de interpretar estos coefi-
cientes.
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9.1.5 Costos de clasificacion

En algunas ocasiones es necesario ponderar los errores cometidos. Por ejemplo, es
mas costoso no indicar que un paciente tiene rechazo a un 6rgano trasplantado, cuando
efectivamente lo tiene, que indicar que si lo tiene cuando en realidad esto no es asi. En
el primer caso el paciente puede agravarse, mientras que en el segundo caso es posible
que se le de una medicacion o se aumente la que esta recibiendo en forma innecesaria.

Una manera de diferenciacion en la regla discriminante entre los dos tipos de errores
posibles es asignar un costo a cada error. También podria utilizarse informacién previa,
como por ejemplo si uno supiera que el rechazo a un érgano trasplantado ocurre en a lo
sumo el 20% de los pacientes.

Con el fin de formalizar, supongamos que tenemos dos poblaciones:

% P con funcion de densidad f(x,6,) donde 6, es un vector de parametros que ca-
racteriza a la densidad de la primera poblacion.

% P, con funcion de densidad f(z,6,) donde 6, es un vector de pardmetros que ca-
racteriza a la densidad de la segunda poblacion.

Una regla discriminante general, partira al espacio p-dimensional en dos regiones R;
y R, de modo tal que, si una observacion pertenece a R, sera clasificada en el primer
grupo y en caso contrario, sera clasificada en el segundo grupo.

Llamamos C'(i/j) al costo de clasificar a un individuo en la i-ésima poblacién cuando
en realidad el mismo pertenece a la j-ésima poblacion y P(i/j) a la probabilidad de que
esto ocurra. También designamos con p; a la probabilidad de que un individuo de la
poblacion general pertenezca al i-ésimo grupo.

¢ Cual sera entonces el costo promedio de clasificacion erronea de una observacion
seleccionada de la poblacion general de forma aleatoria?

La respuesta es que el costo total estd dado por
CT = piC(2/1)P(2/1) + pC(1/2) P(1/2).
Establecemos la regla de manera que asignamos un individuo a la primera poblacién
cuando se verifica que
mC(2/1)P(2/1) < p2C(1/2)P(1/2),
vale decir si
piC(2/1) f(x,02) < p2C(1/2) f(x,01).
En el caso en que las probabilidades de pertenencia a ambos grupos fueran iguales,
X € P si se verifica que C(2/1) f(x,02) < C(1/2) f(x,0y).
Mas aun, si consideramos los costos de mala clasificacion para ambos grupos iguales,
X € P, sivale que f(x,05) < f(z,61).

Concluimos que, en el caso de costos iguales de clasificacion y probabilidades de
pertenencia a cada grupo idénticas, la regla se reduce a maximizar la funcion de verosi-
militud.
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9.2 Analisis discriminante cuadratico

Cuando el supuesto de homocedasticidad no puede sostenerse, una opcion es utilizar el
analisis discriminante cuadratico de Fisher que construye la regla: = € P, cuando

#\21!‘%@@ —l(w—m)t&_l(ﬂf—m) >#\22!‘%exp —l(w—uz)tEEI(w—uz)
V(2m)P 2 V/2m)P 2

siendo ¥ # .

En este caso, el discriminante se dice cuadratico porque el término de segundo or-
den no se cancela como en el caso del discriminante lineal. Esto ocurre porque no se
satisface el supuesto de igualdad de las matrices de varianzas y covarianzas de los gru-
poS.

Por su nombre el inglés, quadratic discriminant analysis, usaremos las siglas QDA
para referirnos a este analisis.

Ejemplo 9.5. Vamos a utilizar la base de datos banknote de la biblioteca mclust de R.
En la misma se dispone de medidas sobre 200 billetes de los cuales 100 son legitimos
y los otros 100 son falsos (apdcrifos). Estos datos corresponden a imagenes de aspecto
similar. Se utilizé una camara industrial para la digitalizacién de las imagenes con una
resolucion de 660 ppp aproximadamente. Cada imagen tiene 400 x 400 pixeles y estan
en escala de grises. La herramienta de transformacién de Wavelet se usé para extraer
caracteristicas de las imagenes.

https://flic.kr/p/iptAur

En la variable Status (Estado), se registré si cada billete es legitimo o falso. Para el
analisis computacional que realizaremos nos referimos al Cédigo 9.5.


https://flic.kr/p/iptAur
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Sobre estos billetes se consideraron las siguientes medidas de longitud:

Largo

Margen lzquierdo

Margen Derecho

Margen Inferior

Margen Superior

Diagonal

En la Figura 9.6 se pueden apreciar los boxplots de cada una de estas variables en
los grupos definidos por la variable categdérica Status. En la misma, todas las variables
analizadas parecen discriminar entre los billetes legitimos y los apécrifos.
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Figura 9.6: Analisis univariado por estado de billete

Realicemos ahora la comparacion de los vectores medios, para lo cual aplicamos el
test de Hotelling.

Aplicando el Codigo 9.4, la salida correspondiente en R incluye los siguientes resulta-

dos:
% El estadistico de contraste: $stats$statistic 2412.451.
% Los grados de libertad: $stats$df 6 193.
% El numero de observaciones del primer grupo: $stats$nx 100.
# El nUmero de observaciones del segundo grupo: $stats$ny 100.

% El nUmero de variables consideradas o bien la dimensién de los vectores que se
comparan: $stats$p 6.

% El p-valor del contraste: $pval 0.

Notemos que si bien R informa 0 como valor p, esta es una aproximacioén del mismo.

La decisién es por lo tanto rechazar la hip6tesis de igualdad de vectores medios.
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library (mclust) # Paquete con modelos Gaussianos para modelados basados en
# conglomerados, clasificacién y estimacion de densidades
library (Hotelling) # Paquete que implementa el test de Hotelling

data(banknote) # Carga la base de datos
base=data.frame (banknote) # Convierte en un data.frame

fit=hotelling .test (. ~Status, data=base) # Aplica el test de Hotteling
fit # Muestra el resultado del test

Codigo 9.4: Cédigo para el test de Hotelling de los billetes

Con el proposito de realizar un analisis grafico del supuesto de normalidad univariada,
mostramos en la Figura 9.7 los QQ-plots para cada variable de estudio.
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Figura 9.7: QQ-plots de las distintas medidas de billete

Se observa que algunos de los QQ-plots sefalan severos apartamientos del supuesto
de normalidad univariada lo que indica que no se cumple la normalidad multivariada.
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Sin embargo, vamos a aplicar el test de normalidad multivariada de Shapiro-Wilk para
analizar este supuesto.

La salida de esta prueba en R es:

Shapiro-Wilk normality test

data: Z
W = 0.95953, p-value = 1.758e-05

Por lo tanto, se rechaza el supuesto de normalidad multivariada.

Al efectuar el analisis del supuesto de homocedasticidad, la salida correspondiente
enRes:

Box’s M-test for Homogeneity of Covariance Matrices

data: banknotel, 2:7]
Chi-Sq (approx.) = 121.9, df = 21, p-value = 3.198e-16

Con lo cual también se rechaza el supuesto de homocedasticidad.

Analicemos si la matriz de correlacion en ambos grupos es similar. En la Figura 9.8

se puede apreciar que las matrices de varianzas-covarianzas tienen formas diferentes en
ambos grupos.
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Figura 9.8: Correlogamas de los billetes segun su estado
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Aplicamos el analisis discriminante cuadratico, a pesar de saber que no se satisface
el supuesto de normalidad. Aun en este caso nos interesa ver como clasifica el método.
La salida en R resulta

Prior probabilities of groups:
counterfeit genuine
0.5 0.5
Group means:

Length Left Right Bottom Top Diagonal
counterfeit 214.823 130.300 130.193 10.530 11.13  139.450
genuine 214.969 129.943 129.720 8.305 10.168  141.517

La matriz de confusién correspondiente a la clasificacién ingenua se observa en la
Tabla 9.4.

100 0
1 k)

Tabla 9.4: Matriz de confusién ingenua para los billetes

La tasa de error estimada en forma ingenua es: 0.5%.

La matriz de confusion correspondiente a la muestra de validacién, cuando la muestra
de entrenamiento seleccionada al azar es de tamano 120 se exhibe en la Tabla 9.5.

Tabla 9.5: Matriz de confusién con una muestra de entrenamiento

La tasa de error estimada en este caso es: 1.4%.
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En las Figuras 9.9 y 9.10 se puede visualizar la clasificacidon de los billetes, donde los
puntos negros indican los que son apécrifos y los circulos vacios los genuinos.

app. error rate: 0.21 - app. error rate: 0.1_65
oo il (TR ET 1 T
3 2P 88 i i1 13 g:"eg St ”‘ =
N I N I I | I
129.0 129.5 130.0 130.5 131.0 129.0 129.5 130.0 130.5 131.0
Left Right
3 app. error rate: 0.22 app. error rate: 0.1
™ o 9 3 - =
5 "0 caaligiir * | 5 S
S . JgeaBgaat 5 o
S T o8 = 9 3 —
o A ¥
i\ I I I N
129.0 129.5 130.0 130.5 131.0
Right
‘c_>_ app. error rate: 0.09 S
™ ©o
= = =
5] =) —
- o o o _B
o) o)
3\ 3\
Bottom Bottom
app. error rgte: 0.205 f:_) app. error rate: 0.165
o u CO(QO e ] o
Sot o o TaRSEl ©
c —P o L T o
El) S: : o % - b o.f..‘a. - C)_ -
by T T = T & T
8 9 10 11 12 8
Top Top

Figura 9.9: Particion por clases de billete
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Figura 9.10: Particion por clases de billete (continuacion)

library (mclust) # Paquete con modelos Gaussianos para modelados basados en
# conglomerados, clasificacién y estimacién de densidades

library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos

library (gridExtra) # Paquete para acomodar graficos simultaneos

library (corpcor)

#Paquete que incluye una estimacion eficiente de covarianza y correlacidn
library (Hotelling) # Paquete que implementa el test de Hotelling

library (car) # Paquete con funciones que acompafan regresion aplicada
library (mvnormtest)

# Paquete que generaliza el test de Shapiro—Wil para el caso multivariado
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library (biotools)

# Paquete con herramientas para analisis de conglomerados y de discriminante
library (corrplot) # Paquete para la visualizacion grafica de matrices
library (klaR) # Paquete con funciones para clasificacién y visualizacion

g_legend<—function (a.gplot){

tmp <— ggplot_gtable (ggplot_build(a.gplot))

leg <— which(sapply (tmp$grobs, function(x) x$name)=="guide—box")
legend <— tmp$grobs[[leg]]

return (legend)}

# Funcion para obtener leyendas

data (banknote) # Base con la cual vamos a trabajar

bp.long=ggplot (data=banknote, aes(x=Status, y=Length, fill=Status)) +
geom_boxplot(position="identity ’, alpha=0.5) +

xlab("") +

ylab("Longitud") +
scale_fill_brewer(palette="Dark2", name="Estado",
breaks=c("counterfeit", "genuine"),
labels=c("apdécrifo", "genuino")) +

theme (axis.text.x=element_blank (), axis.ticks=element_blank(),
axis.text.y=element_text(size=6)) +

theme(legend. position="bottom")

# Produce un boxplot para la longitud

bp.left=ggplot(data=banknote, aes(x=Status, y=Left, fill=Status)) +
geom_boxplot(position="identity *, alpha=0.5) +

xlab("") +

ylab("lzquierda") +
scale_fill_brewer(palette="Dark2", name="Estado",
breaks=c("counterfeit", "genuine"),
labels=c("apo6crifo", "genuino")) +

theme (axis.text.x=element_blank (), axis.ticks=element_blank(),
axis.text.y=element_text(size=6)) +

theme(legend. position="bottom")

# Produce un boxplot para la izquierda

bp.right=ggplot(data=banknote, aes(x=Status, y=Right, fill=Status)) +
geom_boxplot(position="identity ', alpha=0.5) +

xlab ("") +

ylab ("Derecha") +
scale_fill_brewer(palette="Dark2", name="Estado",
breaks=c("counterfeit", "genuine"),
labels=c("apdécrifo", "genuino")) +

theme (axis.text.x=element_blank (), axis.ticks=element_blank(),
axis.text.y=element_text(size=6)) +

theme(legend. position="bottom")

# Produce un boxplot para la derecha

bp.bot=ggplot (data=banknote, aes(x=Status, y=Bottom, fill=Status)) +
geom_boxplot(position="identity ’, alpha=0.5) +

xlab("") +

ylab ("Abajo") +
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scale_fill_brewer(palette="Dark2", name="Estado",
breaks=c("counterfeit", "genuine"),
labels=c("ap6crifo", "genuino")) +

theme (axis.text.x=element_blank (), axis.ticks=element_blank(),
axis.text.y=element_text(size=6)) +

theme(legend. position="bottom")

# Produce un boxplot para abajo

bp.top=ggplot(data=banknote, aes(x=Status, y=Top, fill=Status)) +
geom_boxplot(position="identity ’, alpha=0.5) +

xlab("") +

ylab("Arriba") +
scale_fill_brewer(palette="Dark2", name="Estado",
breaks=c("counterfeit", "genuine"),
labels=c("apdécrifo", "genuino")) +

theme (axis.text.x=element_blank (), axis.ticks=element_blank(),
axis.text.y=element_text(size=6)) +

theme (legend. position="bottom")

# Produce un boxplot para arriba

bp.diag=ggplot (data=banknote, aes(x=Status, y=Diagonal, fill=Status)) +
geom_boxplot(position="identity ’, alpha=0.5) +

xlab("") +

ylab ("Diagonal") +
scale_fill_brewer(palette="Dark2", name="Estado",
breaks=c("counterfeit", "genuine"),
labels=c("apo6crifo", "genuino")) +

theme (axis.text.x=element_blank (), axis.ticks=element_blank(),
axis.text.y=element_text(size=6)) +

theme (legend. position="bottom")

# Produce un boxplot para la diagonal

mylegendi=g_legend (bp.diag)
# Guarda una leyenda

grid .arrange (arrangeGrob (bp.long + theme(legend. position="none"),
bp.left + theme(legend.position="none"),

bp.right + theme(legend.position="none"),

bp.bot + theme(legend. position="none"),

bp.top + theme(legend. position="none"),

bp.diag + theme(legend.position="none"), nrow=2),

mylegend1, nrow=2, heights=c(10,3.5))

# Realiza un grafico en simultaneo

qq.long=qqPlot (banknote$Length, xlab="Cuantiles_normales", ylab="Longitud",
col="green", pch=20, col.lines="royalblue", lwd=1)
# Produce un qgg—plot para la longitud

qq. left=qqPlot (banknote$Left, xlab="Cuantiles_normales", ylab="lzquierda",
col="green", pch=20, col.lines="royalblue", Iwd=1)
# Produce un gg—plot para la izquierda

qq.right=qqPlot (banknote$Right, xlab="Cuantiles_normales", ylab="Derecha",
col="green", pch=20, col.lines="royalblue", lwd=1)
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# Produce un qg—plot para la derecha

qqg.bot=qqPlot (banknote$Bottom, xlab="Cuantiles_normales", ylab="Abajo",
col="green", pch=20, col.lines="royalblue", lwd=1)
# Prodice un qg—plot para abajo

qq.top=qqPlot (banknote$Top, xlab="Cuantiles_normales", ylab="Arriba",
col="green", pch=20, col.lines="royalblue", lwd=1)
# Produce un gg—plot para arriba

qq.diag=qqPlot (banknote$Diagonal, xlab="Cuantiles_normales", ylab="Diagonal",
col="green", pch=20, col.lines="royalblue", lwd=1)
# Produce un qg—plot para la diagonal

C=t (banknote[,2:7])
mshapiro. test (C)
# Realiza el test de Shapiro—Wilk

boxM(data=banknote[,2:7], grouping=banknote[, 1])
# Realiza el test M de Box

genuino=cor (banknote [banknote$Status=="genuine’ ,2:7])
apocrifo=cor(banknote[banknote$Status=="counterfeit’ ,2:7])

par (mfrow=c(1,2))

corrplot(genuino, tl.cex=0.7, cl.cex=0.7, tl.col="royalblue")
corrplot (apocrifo, tl.cex=0.7, cl.cex=0.7, tl.col="royalblue")
# Visualiza las matrices de correlacion

ADC=qda(formula=Status~Length+Left+Right+Bottom+Top+Diagonal, data=banknote)
# Realiza el analisis discriminante cuadratico

predicciones=predict (object=ADC, banknote)

# Clasifica y calcula las probabilidades a posteriori

table (banknote$Status, predicciones$class,
dnn=c(’'Clase_real’,’Clase_predicha’)) # Compara las clasificaciones

set.seed(12349) # Fija una semilla

entrenamiento=sample(1:200,120)

# Selecciona una muestra de entrenamiento de tamafo 120

modelo=qda( Status~Length+Left+Right+Bottom+Top+Diagonal ,
data=banknote[entrenamiento ,])

# Construye el modelo de predicci6on basados en la muestra de entrenamiento
pred=predict (modelo, newdata=banknote[—entrenamiento ,])$class

# Clasifica con este modelo los datos de la muestra de validacién

table (pred, banknote$Status[—entrenamiento])

# Compara las clasificaciones del conjunto de validacién

colores=c("cadetblue1","plum2")

partimat (Status~., data=banknote, method='qgda’, image.colors=colores,
col.mean="royalblue", pch=18, gs=c(rep(1,100),rep(20,100)),
nplots.vert=2,nplots.hor=2, main="") # Grafica una particién de clases

Caodigo 9.5: Codigo para el andlisis discriminante de los billetes
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9.3 Alternativas robustas

Como ya hemos visto en secciones anteriores, la aplicacién de la funcidén discriminante
requiere del cumplimiento del supuesto de normalidad multivariada. Sin embargo, este
supuesto generalmente no se cumple y, en algunos casos, aun cumpliéndose, la funcion
discriminante es afectada por la presencia de observaciones atipicas o outliers.

Cuando el supuesto de normalidad se sostiene pero se aprecia la presencia de out-
liers es recomendable recurrir a la versién robusta del andlisis discriminante cuadratico.
Sin embargo, cuando el supuesto de normalidad no puede sostenerse, el modelo robusto
ya no resulta adecuado y se debe recurrir a otras alternativas de clasificacion.

Se define la distancia de Mahalanobis robusta como:

RDy; = \/ (35 — 3,r0B)'E] Rop (245 — f,r0B);

donde i ron Y flj,ROB son respectivamente los estimadores robustos de posicion y de
dispersion del j-ésimo grupo. Pueden obtenerse mediante MCD (Minimun Covariance
Determinant) o MVE (Minimum Volume Ellipsoid).

En [28] se propone el estimador FAST MCD para garantizar la eficiencia computa-
cional.

Si [ denota la cantidad de poblaciones, 7, la probabilidad de pertenecer k-ésima po-
blacién P.; la regla de discriminante cuadratico robusto (RQDA), utilizando MCD o
FAST MCD, que permite clasificar a un nuevo individuo X, indica que:

Xeh, si dPX)<dPP(X) Vi=1,-.0j#k
donde @RD(X) es la logverosimilitud (logaritmo de la funcién de probabilidad, pensada
como funcidn de los parametros) del vector de observaciones X a la j-ésima poblacion:

1. & 1 . So —~ —
diP(X) = =5 W [Sjnen] = 5(X = Aiaren) S5 hep(X ~ Bisren) + (F),

siendo la estimacion robusta de la probabilidad de pertenencia a la poblacién j-ésima,

. ‘s ;o N n; ~
calculada excluyendo las observaciones clasificadas como atipicas, pf = - con n; la
n

l
cantidad de non-outliers en el grupo jy n = Z nj.
j=1

En el caso lineal, es suficiente estimar la varianza comun amalgamada, para lo cual
se han propuesto los siguientes tres enfoques:

% Ponderar las matrices de covarianza robustas de cada grupo.
# Ponderar las observaciones.

% Basarse en un algoritmo para estimar el determinante comun.
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Ejemplo 9.6. Retomamos el Ejemplo 9.5, que clasifica billetes en apdcrifos o genuinos,
para aplicar la alternativa robusta. En la Tabla 9.6 se muestra el resultado de este analisis
robusto que fue realizado mediante el Cédigo 9.6.

51 49
50 50

Tabla 9.6: Matriz de confusion para la alternativa robusta

Nota: el error de clasificacion del discriminante cuadratico en este caso resulta similar
a la propuesta robusta.

library (MASS)
# Paquete con funciones y bases de datos para Estadistica moderna aplicada

cov.gen=cov.rob (banknote[banknote$Status=="genuine",—-1], method="mcd",
nsamp="best")

cov.apo=cov.rob(banknote[banknote$Status=="counterfeit",—1], method="mecd",
nsamp="best")

# Realiza las estimaciones robustas

prom.gen=rep (cov.gen$center ,100)
prom.apo=rep (cov.apo$center,100)
var.gen=as. matrix (cov.gen$cov)
var.apo=as. matrix (cov.apo$cov)

# Guarda las estimaciones

DR.gen=as. matrix (banknote[,—1]—prom.gen)%%solve (var.gen)% %
t(as. matrix (banknote[,—1]—prom.gen))

DR.apo=as. matrix (banknote[,—1]—prom.apo)%«%solve (var .apo)%+%
t(as. matrix (banknote[,—1]—prom.apo))

# Calcula las distancias de Mahalanobis robustas

clase=0

for(i in 1:200) {

ifelse (DR.gen[i]<DR.apo[i], clase[i]<—"Genuino", clase[i]<—"Apbécrifo")}
# Clasifica con las distancias

table (banknote$Status, clase)
# Compara las clasificaciones originales con las robustas

Cadigo 9.6: Cédigo analisis discriminante robusto de los billetes
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9.4 Maquinas de soporte vectorial

Las maquinas soporte vectorial (SVM, del inglés support vector machines) tienen su
origen en los trabajos sobre la teoria del aprendizaje estadistico y fueron introducidas en
los afos 90 por Vapnik y sus colaboradores [9].

Desde el inicio, sus solidos fundamentos tedricos han hecho que fueran aceptadas.
La teoria de las SVM es una nueva técnica de clasificacion y ha sido aplicada a multiples
disciplinas en los ultimos afnos. Si bien originalmente fueron disefiadas para resolver
problemas de clasificacion binaria, en la actualidad se aplican para resolver problemas
mas complejos como los de regresion, agrupamiento y multiclasificacién.

Entre los campos de aplicacion mas difundidos podemos mencionar los siguientes:

y
¥

¢ vision artificial,

s reconocimiento de caracteres,

% clasificacion de proteinas,

% procesamiento de lenguaje natural,
% andlisis de series temporales.

Las SVM se pueden incluir en la categoria de clasificadores lineales, puesto que
una SVM construye un hiperplano o conjunto de hiperplanos en el espacio original cuando
los conjuntos son linealmente separables o bien en el espacio transformado, denominado
espacio de caracteristicas, cuando los conjuntos no son linealmente separables.

En muchas de estas aplicaciones, las SVM ha probado un desempefo superior al de
las maquinas de aprendizaje tradicional como las redes neuronales, y se han convertido
en herramientas poderosas para dar solucién a los problemas de clasificacion.

La definicién de los vectores de soporte permite formar una frontera de decisidon
alrededor del dominio de los datos de aprendizaje con muy poco o incuso ningun co-
nocimiento de los datos fuera de esta frontera.

Los datos son mapeados por medio de alguna transformacion que denominaremos
kernel o nucleo, a un espacio de caracteristicas, que es un espacio de dimensién mayor
que el original, en el cual se logra una mejor separacién entre las clases, por ejemplo
una separacion lineal.

Esta frontera en el espacio de caracteristicas se corresponde con una curva o varias
curvas en el espacio original, constituyendo una frontera que logra separar los datos en
las distintas clases.

Las SVM surgieron originalmente como clasificadores para dos clases. Sin embargo,
es posible modificar la formulacion del algoritmo para que sea posible aplicarlo para re-
alizar una clasificacion multiclase.
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9.4.1 Separabilidad lineal
9.4.1.1 Linealmente separable

Supongamos que queremos encontrar una funcién lineal que separe objetos segun su
clase ubicados en un espacio bidimensional, como por ejemplo, las especies que se
muestran en la Figura 9.1.

En la mayoria de los casos la busqueda de un hiperplano adecuado en un espacio
de entrada es demasiado estricta para ser llevada a la practica. Una opcion posible para
solucionar este problema es mapear el espacio de entrada en un espacio de dimension
mayor dentro del cual es mas sencillo buscar el hiperplano 6ptimo.

Cada punto de entrenamiento = € R"™ pertenece a una de dos clases, que podrian
ser etiquetadas como 1 0 —1. Sea z = ¢(z), notacién correspondiente al mapeo en el
espacio de caracteristicas que llamaremos Z. Buscamos un hiperplano de la forma

wz+b=0,

donde w es un vector en R" y b € R, tal que separe los elementos en las dos clases
definidas. Este hiperplano queda determinado por el par (w,b) y, dado un punto z;, nos
permitira asignarlo a una de las dos clases definidas.

Sea (z;,y;) con z; € R*"y y; € {—1,1}. La funcién de separacion tiene la siguiente
forma
f(z) = ys(w'z; + b) > 0.

Si sg(w'z; + b) = 1 la observacion z; se asigna al grupo A (y; = 1), caso contrario se
asigna al grupo B (y; = —1).

Hasta ac4, el planteo es similar al realizado para el del analisis discriminante lineal.

Otra manera de pensar en la separacion de los conjuntos es buscar el hiperplano que
maximice el margen m entre los dos conjuntos, en la Figura 9.11 se muestra un ejemplo.

Este problema suele resolverse mediante la aplicacién del método de multiplicadores de
Lagrange.
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Figura 9.11: Margen entre conjuntos linealmente separables

La idea entonces es extender la capacidad de discriminar de esta nueva metodologia,
a conjuntos de observaciones que no estén separados linealmente, generalizando el cri-
terio establecido. Desde un punto de vista algoritmico, el problema de optimizacién del
margen geométrico se reduce a un problema de optimizacion cuadratica con restricciones
lineales que puede ser resuelto mediante programacion cuadratica o multiplicadores de
Lagrange. La propiedad de convexidad garantiza la unicidad de la solucion, en contra-
posicion con otras técnicas como es el caso de redes neuronales.

Un conjunto S se dice linealmente separable cuando existe un par (w,b) € R” x R
tal que se satisface el sistema de inecuaciones

wz; +b>1 siy; =1,
wz;+b< -1 siy, =—1,
para todos los puntos z; € S.

Cuando se trata de un conjunto linealmente separable, una estrategia usual para en-
contrar w consiste en los siguientes pasos:

s Encontrar las envolventes convexas para los puntos de cada clase (ver Figura 9.12).

)
B

&

+ Buscar los dos puntos mas cercanos de cada envolvente.

e

% Encontrar el plano w que biseca a la recta que une ambos puntos.
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Figura 9.12: Ejemplo de envolventes conexas por clase

Si se realiza un planteo matematico de ambos enfoques se puede ver que en realidad

son equivalentes. Sin embargo, en el uso habitual de SVM se utiliza la terminologia del
segundo enfoque.

¢ Como es el procedimiento cuando las clases no son linealmente separables?

9.4.1.2 No linealmente separable

Cuando no se satisface la condicién para que un conjunto sea linealmente separable, se
dice que el conjunto no es linealmente separable. Si un conjunto S no es linealmente

separable, se debera admitir algunas violaciones a la formulacién de la clasificacién de
las SVM.

Al trabajar con datos como los de la Figura 9.13, no hay posibilidad de separarlos
linealmente. Sin embargo, pueden definirse nuevas variables, a partir de las originales
de modo tal que en el nuevo espacio, los conjuntos resulten linealmente separables. Si
las variables originales son z e y, las nuevas variables podrian ser 22, 42, xy, entre otras.
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Figura 9.13: Ejemplo de conjunto no linealmente separable

Realizamos las siguientes observaciones.

% El proceso de pasar de un espacio de entrada con m dimensiones a otro espacio

de caracteristicas de m* > m dimensiones, se llama mapeo.

% Elaumento de la dimension del problema conlleva el riesgo de sobreajuste, aunque

no resulta tan grave con SVM.

% La disponibilidad inicial de contar con muchas variables conduce a un aumento

exponencial de las variables en el mapeo.

Sintetizamos los pasos del procedimiento de las SVM de la siguiente manera:

)
TRE

aYe
TR

Se mapean los puntos de entrada a un espacio de caracteristicas de una dimensién

mayor; por ejemplo, si los puntos de entrada estan en R? pueden ser mapeados a
R3.

Se busca en la imagen de este mapeo un hiperplano que los separe y que maximice
el margen entre las clases.

La solucion del hiperplano éptimo puede ser escrita como la combinacion de unos
pocos puntos de entrada que son llamados vectores soporte.
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9.4.2 Kernelsy mapeo

Generalmente no se tiene ningun conocimiento sobre la funcion de mapeo mas conve-
niente, que denotamos con ¢, por ende el célculo de la separacién en el nuevo espacio
parece imposible. Sin embargo, las SVM poseen una buena propiedad que no hace
necesario ningun conocimiento acerca de ¢.

Solo es necesaria una funcion K que calcule el producto escalar de los puntos de
entrada en el espacio de caracteristicas 7; vale decir

K(zi,75) = ¢(x:)p(x5) = 2i - 25

Luego, si ¢(z) denota el mapeo de la variable z, los kernels son objetos matematicos
que satisfacen

K(xi,75) = ¢(2:) ().

El efecto de la aplicacién del mapeo y los kernels se puede apreciar en la siguiente
Figura 9.14 aplicada a la base de datos mpg de R relacionada con la economia de com-
bustible segun la marca de automévil. El cédigo de generacidén puede verse en 9.7
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[ J [ J
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C c [ _J c [ J
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S S 30- ge o S, 30- ge o
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= = =
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] ] ] ] ] ] 10 L ] ] ] ] ] ] 10 L ] ] ] ] ] ]
2 3 4 5 6 7 2 3 4 5 6 7 2 3 4 5 6 7
desplazamiento en litros desplazamiento en litros desplazamiento en litros

Figura 9.14: Efecto de mapeos

library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos
library (ggpubr) # Paquete con funciones que personalizan gréaficos

plot.original=ggplot(mpg, aes(displ , hwy)) +
geom_point(colour=class) +

geom_smooth (method=loess, se=FALSE) +

xlab (’desplazamiento_en_litros’) +

ylab (" millas_por_galén’)
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# Realiza una particion de clases con funcién de separacién

class1=1x% (mpg$hwy>(mpg$displ —5)"2+19)+1
class2=1x (mpg$hwy>(—20/7)* (mpg$displ)+33.5)+1
# Se definen nuevas clases

plot.1=ggplot(mpg, aes(displ , hwy)) +
geom_point(colour=class1) +

geom_smooth (method=Im, se=FALSE)+

xlab (’desplazamiento_en_litros’) +

ylab ('millas _por_galén’)

# Realiza una particion de clases con funcién de separacioén

plot.2=ggplot(mpg, aes(displ, hwy)) +
geom_point(colour=class2) +

geom_smooth (method=Im, se = FALSE)+

xlab (*desplazamiento_en_litros ') +

ylab (' millas _por_galén’)

# Realiza una particion de clases con funcion de separacion

ggarrange(plot.original , plot.1,plot.2,nrow=1,ncol=3)
# Produce un grafico en simultaneo

Codigo 9.7: Cédigo para distintos mapeos para gasto de combustible

Formalizando lo expuesto hasta aqui, el algoritmo de las SVM a partir del producto
escalar de dos vectores multidimensionales, busca una familia de hiperplanos que sepa-
ren los grupos. La funcién que define este producto escalar es denominada kernel y la
misma puede ser lineal, polindmica, radial o sigmoidal.

Para lograr la mejor clasificacion, las SVM maximizan la distancia de separacion en-
tre grupos, condicionando el costo y limitdndose a un numero 6ptimo de patrones de
entrenamiento.

Entre los kernels mas conocidos podemos mencionar los siguientes:
% Kernel Lineal: K(x;,x;) = (z;,x;).

# Kernel polinomial de grado h: K (z;,z;) = ({(z;,z;) + 7)".

# Kernel sigmoideo: K (x;,z;) = tanh((x;, z;) + 7).

# Kernel gaussiano: K (z;,z;) = exp(y|z; — z;]?).

Si se va a tratar con datos que no son linealmente separables, el analisis previo puede
ser generalizado introduciendo algunas variables no negativas ¢; > 0, de tal modo que el
sistema

wz; +b>1 Siyizl,
wz+b< -1 siy, =-1;

es modificado a
{ywz+b)>1-¢ paral<i<n.
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Los valores de (; corresponden a los puntos que no satisfacen el sistema de inecuaciones
original; es decir, el de la definicidbn de conjunto separable linealmente. De este modo,
n

Z (; se convierte en una medida de bondad de la clasificacion.
=1

Hemos convertido el problema de hallar el hiperplano, en el problema de minimizar la
expresion

)1 -
min {iw.w + CZ; CZ} .
La constante C' es un parametro de regularizacion y puede ser ajustada durante la for-

mulacién de las SVM.

Este problema de optimizacion cuadratica puede resolverse mediante su dual, que
conduce a la ecuacion

max W («) = max {i a; — % i i CYiOéjyiijiZj} )
i=1

i=1 j=1

sujeto @ Y _a;y; = 0y sabiendo que 0 < o; < C' paratodo 1 < i < n.
=1
Dentro de las ventajas de esta técnica podemos mencionar las siguientes.

# El entrenamiento es relativamente sencillo.
# No existe un éptimo local.
# Se escala relativamente bien para datos en espacios de alta dimension.

s El compromiso entre la complejidad del clasificador y el error puede ser controlado
explicitamente.

% Datos no tradicionales, como cadenas de caracteres o arboles, pueden ser ingre-
sados como entrada de las SVM.

Por el contrario, la mayor debilidad radica en que es necesaria una buena funciéon
kernel; es decir, se necesitan metodologias eficientes para definir los parametros de
inicializacion de las SVM.

Una observacion interesante es que una leccion aprendida en las SVM se traduce a
que un algoritmo lineal en el espacio de caracteristicas es equivalente a un algoritmo no
lineal en el espacio de entrada.
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Ejemplo 9.7. Veamos cémo utilizar una maquina de soporte vectorial en R para lo cual
nos referimos al Cédigo 9.8.

En la Figura 9.15 podemos ver la representacion de los datos simulados, donde se
aprecia que si bien los grupos estan bastante separados, no son linealmente separables.

.o L)
~ °
° o o o ° U
° o ¢ L ) ° °
°°. eC o o S
) [ ) [ O ... O
°
. ® o0 o:::“ L] . Grupo
(aV] o °® ° L4
o Ceg0 © ° o A
8 : * e et
5 . oo il B
> S ° o® o, e C
.. .:... ¢ .. ® L] [ )
o ° .: o'r:. o ® . °
[ 0.‘ 5 (] )
J ® oo e
L4 °
°
Variable 1

Figura 9.15: Representacion gréfica de los datos simulados

La Tabla 9.7 muestra la matriz de confusién del modelo. A partir de esta salida se
sabe que en el grupo A, hay 34 individuos de los cuales 21 resultaron bien clasificados,
hay un 38% de error. En el grupo B hay 34 individuos de los cuales 31 resultaron ade-
cuadamente clasificados, el porcentaje de error es 9%. Finalmente, en el grupo C hay 31

individuos que fueron todos clasificados correctamente. La tasa de error global resulta
de aproximadamente el 16%.

21 10 3
3 31 0
0O 0 3t

Tabla 9.7: Tabla de confusion para el modelo por SVM

En la Figura 9.16 se muestra la representaciéon de la clasificacion por SVM donde

se pueden identificar la cantidad de datos mal clasificados de cada uno de los grupos
mediante esta regla.
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SVM classification plot
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Figura 9.16: Representacién grafica de la clasificacion por SVM

library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos
library (e1071) # Paquete que incluye analisis para las SVM

set.seed(12356) # Fija la semilla

x=c(rnorm(50,5,2), rnorm(50,8,1.5), rnorm(50,1,1.2))
y=c(abs(rnorm(50,5,2)),rnorm(50,8,1.5),rnorm(50,1,1.2))
# Simula un conjunto de puntos en el plano

Grupo=as. factor(c(rep("A",50),rep("B",50),rep("C",50)))
# Agrupa los datos es tres grupos

datos=data.frame(x,y, Grupo)
# Arma la base de datos

ggplot(datos, aes(x,y)) +
geom_point(aes(colour = factor(Grupo))) +
labs (colour="Grupo") +

xlab(’Variable 1) +

ylab(’ Variable _2’) +

theme (axis . text.x=element_blank (),
axis.ticks.x=element_blank (),
axis.text.y=element_blank (),
axis.ticks.y=element_blank ())

# Produce una grafico con los datos simulados

eliminados=sample (1:nrow(datos),100)
# Elimina algunos datos de la muestra
validacion=datos[eliminados ,]

# Arma la muestra de validacion
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entrenamiento=datos[—eliminados ,]

# Armamos la muestra de entrenamiento

modelo .svm=svm (Grupo~y+x, data=entrenamiento, method="C-classification",
kernel="radial", cost=10, gamma=.1)

# Construye el modelo

predichos=data.frame(predict (modelo.svm, validacion))
clasificacion=cbind(validacion, predichos)
colnames(clasificacion)=c("x","y","Grupo","Predichos")
table (validacion$Grupo, clasificacion$Predichos)

# Calcula la tabla de confusién del modelo

plot (modelo.svm, datos, symbolPalette=topo.colors(4), dataSymbol="0",
color.palette=cm. colors)
# visualiza la clasificacion del modelo

Caodigo 9.8: Cédigo para la clasificacion por SVM

9.5 Regresion logistica

Los modelos de regresion logistica se aplican cuando se desea conocer la relacién
entre una variable dependiente o variable respuesta dicotomica (toma sélo dos valores)
y un conjunto de variables explicativas o predictoras.

Las variables predictoras o explicativas se utilizan para estimar el grupo de perte-
nencia. Estas variables pueden ser tanto cualitativas como cuantitativas y un mismo
modelo puede incluir ambos tipos.

El modelo de regresion logistica nos permite:

% Ponderar la importancia de la relacion entre cada una de las variables predictoras
y la variable dependiente (grupo de pertenencia).

v

% Estudiar la existencia de interacciones entre las variables predictoras, asi como
determinar la presencia de variables confusoras o modificadoras de efecto.

#% Entrenar una metodologia que nos permite clasificar a un nuevo individuo en una
de las dos categorias, estimando la probabilidad de que el individuo pertenezca a
cada una de ellas.

El modelo de regresion logistica establece una estrategia general, cuyo principal ob-
jetivo es estudiar la influencia de ciertos factores sobre la probabilidad de ocurrencia de
un cierto evento de interés.

Un modelo de regresion adecuado nos permitird estimar la proporcién de individuos
en la poblacion con la caracteristica de interés, o bien la probabilidad de que un individuo
tenga dicha caracteristica, para cada posible combinacién de valores de las variables
explicativas.
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En el caso de la regresion lineal clasica, la media de la variable respuesta E(Y) = p,
se estima a partir de una combinacioén lineal de variables que denominaremos indistinta-
mente explicativas, predictoras o covariables.

La expresién simbdlica de este modelo es
py (X1, Xo, -, X)) = E(Y/ X1, Xo, -+, Xy) = Bo + 51 X1 + BoXo + - 4 B Xi.

En los modelos lineales generalizados, se modela una transformacién de la media de
la variable respuesta (g(1)), como una combinacion lineal de las variables predictoras.
Luego, la expresidén simbdlica para este modelo es

gy (X1, X0, .., X5)) = g(BE(Y/ X1, X5, ..., X)) = Bo+ 51Xy + BoXo + - + i Xp.

Esta funcién g se conoce como funcion de enlace o link.

En el modelo de regresion logistica, la media p = E(Y) de una variable respuesta
con distribucion Binomial Bi(1,p), se transforma mediante el enlace denominado trans-
formacion logistica dado por

o) =n (2 ) = logit(p).

—-Pp

Si la variable respuesta Y tiene distribucion Bi(1,p), el parametro p es al mismo
tiempo:

# la media de la variable Y,
% la probabilidad de que Y tome el valor 1.

Lo que puede expresarse simbolicamente como

De esta manera, el modelo resulta de la forma

Lo P\ PY =1/(X1,Xo,---, Xi) 1\ _
logit(p) = In <1—p) = 111(1 “ PV = 1)(X1, Xo, - ,Xk)> = Bo + 51 X1 + BoXo + - + B Xk

El modelo de regresion logistica estima la probabilidad de que un individuo de la
poblacién, elegido al azar, pertenezca a cierto grupo, como puede ser:

% afectado o no por una enfermedad,
% deudor de un crédito,

#% victima de un accidente,
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entre otros, como una funcién lineal de las variables predictoras valiéndose de una trans-
formacion g que mapea el intervalo [0, 1] en R.

Con lo cual se tiene que

1n< P<X17X27"' 7Xk)
1_P(X17X27'“ 7Xk)

>=50+51X1+52X2+"'+5ka-

Esta transformacion logra que todos los valores estimados por la funcién lineal resulten al
transformarse valores de probabilidad. Despejando el valor de la probabilidad obtenemos

exp(Bo + L1 X1 + faXo + -+ - + B Xk)
P(X{, Xy, - X)) = :
(%3, X X) 1+ exp(Bo + b1X1 + BoXo + - -+ + B Xk)

Para entender de qué forma se transforman los valores estimados de a + Sz en pro-
babilidades, observemos el grafico de la Figura 9.17.

1.00-

0.75-
X 0.50-
o
0.25-
0.00-
-10 0 10
o+ Bx

Figura 9.17: Curva logistica

Si bien esta transformacion, llamada logit es la mas usada, dado que los coeficientes
del modelo tienen una interpretacion sencilla, existen otras transformaciones disponibles
como probit.

En el modelo de regresion logistica, los pardmetros de mayor interés son los valores
de S;. Sin embargo, la interpretacion de estos pardmetros es un poco mas delicada que
en el caso de la regresion lineal.

La transformacidn logit, considera el cociente entre la probabilidad de que el individuo
tenga la caracteristica de interés y la probabilidad de que no la tenga. A este cociente se
lo denomina odds, oportunidad o chance.
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En la Tabla 9.8 podemos apreciar coémo se vinculan la probabilidad y el odds.

Probabilidad Odds

0.01 0.010
0.10 0.111
0.20 0.250
0.30 0.429
0.40 0.667
0.50 1.000
0.60 1.500
0.70 2.333
0.80 4.000
0.90 9.000
0.99 99.000

Tabla 9.8: Comparacién entre probabilidades y odds

El coeficiente 5 es el cambio en la transformacién logit cuando la variable X aumenta
en una unidad, o bien, § es el cambio en el logaritmo del odds ratio (cociente de opor-
tunidades) entre los grupos definidos por X =z, + 1y por X = z,. Simbdlicamente, se

tiene que bz +1)
In(odds(z + 1)) =In (m> =a+ Gz +1)
y
In(odds(x)) = In <1 g(;2$)> = o+ [Bu.

Restando ambas ecuaciones, obtenemos

B . odds(x +1)
f = In(odds(x + 1)) — In(odds(z)) = In T odds(n)

Por lo tanto el odds ratio asociado a un cambio de una unidad para la variable X es
B8
€.

Cuando la variable es numérica, como puede ser por ejemplo la edad o los ingresos de
una persona, este cociente es una medida que cuantifica el cambio en el riesgo cuando
se pasa de un valor del factor a otro consecutivo.
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Ejemplo 9.8. En un estudio médico de cancer de prostata, interesa predecir la ruptura
capsular. Para ello se dispone de un conjunto de variables que se sospecha estan aso-
ciadas con este evento.

https://flic.kr/p/m1UHzT

Las variables de interés son

/ & L
/,/ \\\
' Rotura \ 0 si no estéa rota la
. capsulay 1 sisi
\ /\ )
,// AN
// \\\
Edad | en afos
//"\ )
\>/ — \f\/
,// AN
// \\\
. Raza | 1indica blancay 2 negra
“\\ //'f
\\Y/” - '*\(/
\
PSA | antigeno prostatico especifico
\\\/ /// )
\(
| Volumen | prostatico
\\ //"’ )
\>/ = \/
/ N\
// \\\
‘ Gleason w indicador de la gravedad
\\ ////

En todo este andlisis, nos referimos al Codigo 9.9 con datos extraidos de https:
//goo.gl/iewgnG.


https://flic.kr/p/m1UHzT
https://goo.gl/iewgmG
https://goo.gl/iewgmG
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Nos interesa saber si tiene sentido utilizar el valor del antigeno prostatico (PSA) para
predecir la ruptura capsular. Para ello graficamos en la Figura 9.19 un boxplot compara-
tivo del PSA por los grupos definidos por la variable ruptura capsular.
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Figura 9.19: PSA por ruptura de la capsula

En la Figura9.20 se aprecia por qué el modelo logistico es adecuado para modelar la
probabilidad de ruptura capsular en funcién del antigeno prostatico.
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Figura 9.20: Probabilidad de rotura capsular en funcién de PSA
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La salida de R para el modelo logistico resulta

Call:
glm(formula = Rotura PSA, family = "binomial", data = prostata)
Deviance Residuals:

Min 1Q  Median 3Q Max
-2.1610 -0.9032 -0.7998 1.2528 1.6402

Coefficients:
Estimate Std. Error =z value Pr(>|zl)
(Intercept) -1.11370 0.16156 -6.893 5.45e-12 k% ok
PSA 0.05018 0.00925 5.424 5.82e-08 %k ok
Signif. codes: O ‘x*x*x’ 0.001 ‘*x> 0.01 ‘%’ 0.056 “.”> 0.1 ¢ *> 1

El p-valor 5.82e-08 de la tabla de coeficientes, indica que la variable PSA resulta
estadisticamente significativa para predecir la ruptura capsular.

Con el fin de evaluar la calidad del modelo para clasificar, construimos la matriz de
confusién de la Tabla 9.9.

Predicciones

Observaciones no si
no 210 17
si 108 45

Tabla 9.9: Tabla de confusién para el modelo logistico

Si bien la tasa de buena clasificacién, que resulté ser de 0.67, puede ser menor que
la correspondiente a SVM, este modelo nos informa cuanto impactan las variables
predictoras sobre la variable respuesta y en qué sentido. También nos permite eva-
luar el efecto de la interaccidn entre dos variables predictoras o incorporar una variable
transformada.

Consideremos el modelo que usa como predictora a la variable indice de gleason.
En la Figura9.21 se aprecia que la distribucién de este indice es diferente en los grupos
definidos por la variable ruptura capsular.
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Figura 9.21: Gleason por ruptura de la capsula
La salida de R para el modelo logistico resulta
Call:
glm(formula = Rotura  Gleason, family = "binomial", data = prostata)
Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-2.3633 -0.7960 -0.4529 1.0725 2.1579
Coefficients:
Estimate Std. Error =z value Pr(>|zl)
(Intercept) -8.4196 1.0023 -8.400 < 2e-16 *okok
PSA 1.2388 0.1525 8.121 4.61e-16 ok k
Signif. codes: O ‘x*x*x’ 0.001 ‘*x> 0.01 ‘%’ 0.05 “.”> 0.1 ¢ > 1

La variable resulta signficativa y el porcentaje de error disminuye respecto del modelo
anterior, con tasa de acierto de 0.72.

Parece razonable considerar conjuntamente ambas variables. De la salida de R, am-
bas resultan significativas, sin embargo, la clasificacién no se ve beneficiada con la incor-
poracidn de las dos variables ya que la tasa de acierto es del orden de 0.71. Concluimos
entonces que la interaccion de estas dos variables no resulta significativa.
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library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx
library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos

prostata=read_excel ("C:/ ... /prostata.xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar

prostata$Rotura=as.factor (prostata$Rotura)
ggplot(prostata, aes(x=Rotura, y=PSA, fill=Rotura)) +
geom_boxplot() +

Xlab(uu) +
scale_fill _brewer(palette="Pastel1", name="Rotura,_capsular",
breaks=c("0", "1"), labels=c("no","si")) +

theme (axis.text.x=element_blank (),
axis.ticks .x=element_blank ())
# Produce boxplots

modelo_logistico=glm(Rotura~PSA, data=prostata, family="binomial")

# Construiye el modelo logistico con respuesta binomial
plot(prostata$PSA, prostata$Rotura, col="royalblue", xlab="PSA",

ylab = "Probabilidad_de_rotura_capsular")

curve (predict (modelo_logistico , data.frame(PSA=x), type="response"),
add=TRUE, col="violet", lwd=2.5)

# Produce un grafico con las variables de interés y la curva predictiva
summary (modelo_logistico)

# Realiza una sintesis del modelo

predicciones=ifelse (test=modelo_logistico$fitted .values>0.5, yes=1, no=0)
# Establece como punto de corte 0.5

matriz_confusion=table (prostata$Rotura, predicciones,

dnn = c("Observaciones", "Predicciones"))

# Calcula la matriz de confusion

mean( prostata$Rotura==predicciones)

# Calcula la tasa de buena clasificacion

ggplot (prostata, aes(x=Rotura, y=Gleason, fill=Rotura)) +
geom_boxplot() +

xlab("") +

scale_fill_brewer(palette="Pastel1", name="Rotura_capsular",
breaks=c("0", "1"), labels=c("no","si")) +

theme (axis.text.x=element_blank (),
axis.ticks .x=element_blank ())
# Produce boxplots

# Réplica para la variable Gleason
modelo_logist=glm(Rotura~Gleason, data=prostata, family="binomial")
summary (modelo_logist)

predic=ifelse (test= modelo_logist$fitted .values>0.5, yes=1, no=0)
matriz_confus=table (prostata$Rotura, predic,
dnn=c("Observaciones", "Predicciones"))

mean( prostata$Rotura==predic)

# Réplica para ambas variables en conjunto
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modelo_logconjunto=glm(Rotura~PSA+Gleason, data=prostata, family="binomial")

summary (modelo_logconjunto)
prediccionesconj=ifelse (test=modelo_logconjunto$fitted .values >0.5, yes=1,

no=0)
matriz_confconjunta=table (prostata$Rotura, prediccionesconj,
dnn = c("Observaciones", "Predicciones"))

mean(prostata$Rotura==prediccionesconj)

Caodigo 9.9: Codigo para regresion logistica
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9.6 Ejercitacion

Ejercicio 1.

La base de datos disponible en https://goo.gl/FVgX22 consiste en 49 registros de
gorriones sobre los que se han medido las variables: Largo, Alas, Cabeza, Pata, Cuerpo
y Sobrevida explicadas en el Ejercicio 3 del Capitulo 2.

1. Comparar las medias de cada una de las variables entre los grupos. Realizar una
exploracion grafica.

2. Comparar los vectores medios de ambos grupos. ¢ Tiene sentido realizar un andlisis
discriminante?

3. Realizar el analisis discriminante a partir de las variables que se considere ade-
cuado incluir.

4. ;Se satisfacen los supuestos del modelo? ;Resulta una buena clasificacion?

Ejercicio 2.

El archivo de datos disponible en https://goo.gl/tej4gK contiene 74 registros de
pacientes sobre los cuales se han medido dos variables continuas dadas por Actividad
AHF y Antigeno AHF. Con estas variables se pretende predecir el grupo de pertenencia
respecto de la portacion de hemofilia.

1. ¢Puede considerarse que ambas variables resultan ser de ayuda para esta clasifi-
cacion?

2. Realizar un gréfico bivariado para ambos grupos de manera conjunta.

3. A partir del gréfico del item anterior, ¢es razonable que una funcién discriminante
lineal sea adecuada?

4. Realizar un analisis discriminante con 50 registros elegidos al azar.
5. Utilizar los restantes registros para estimar la calidad de la regla discriminante.
Ejercicio 3.
Los datos del archivo disponible en https://goo.gl/7bp93C contienen las mediciones
del pulso antes de realizar un ejercicio y del pulso después de realizarlo, para un conjunto

de 40 individuos formado por hombres y mujeres, entre los cuales hay fumadores y no
fumadores.

1. Interesa saber si la informacién del pulso antes y después de correr permite dis-
criminar el sexo.

2. ldem inciso anterior pero para la categoria de fumador.


https://goo.gl/FVqX22
https://goo.gl/tej4gK
https://goo.gl/7bp93C
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3. ¢En cual de los dos casos se discrimina mejor?

Ejercicio 4.

La base de datos iris de R contiene 150 registros correspondientes a tres especies
de la flor de iris. Estos datos pertenecen a un clasico ejemplo debido a Fisher (1936). El
objetivo consiste en clasificar estas subespecies a partir de las 4 variables que incluyen
medidas del sépalo y del pétalo de cada flor.

1. Analizar qué valores medios son diferentes en las especies.
2. Aplicar alguna regla de clasificacion para discriminar los 3 grupos.

3. ¢Cual es el porcentaje de bien clasificados? ;Y los porcentajes de bien clasificados
para cada especie?

4. ;Qué registros no se clasificaron correctamente? ;Puede darse una explicacion
sobre el porqué de esta situacién?

Ejercicio 5.

La base de datos disponible en https://goo.gl/zBTEwWN consiste de 37 registros
geoposicionales que informan sobre las coordenadas en las cuales 37 tormentas se
transformaron en huracanes, para 2 clasificaciones de huracanes conocidas como Baro
y Trop. Estos datos son ficticios y pertenecen a Elsner, Lehmiller, and Kimberlain [15].

1. Realizar un andlisis discriminante teniendo como objetivo la clasificacion de los
huracanes.

2. Encontrar la expresién de la funcion discriminante.

3. ¢Qué cantidad de huracanes han sido bien clasificados? ¢Qué puede decirse sobre
este resultado?

4. Apoyandose en el uso de graficos, interpretar el resultado del inciso anterior.

Ejercicio 6.

Para regular la pesca de salmén, se desea identificar si el pescado es originario de
Alaska o de Canada. Cincuenta peces de cada lugar de origen fueron capturados y
pesados cuando vivian en agua dulce y cuando vivian en agua salada. El objetivo es
poder identificar si los nuevos pescados vienen de criaderos en Alaska o Canada. Los
datos correspondientes estan disponibles en https://goo.gl/HfeFPA.

1. Graficar sobre un mismo diagrama de dispersion los pesos de los salmones de los
dos origenes en colores distintos, para visualizar si los vectores de medias de los
grupos son similares o no.

2. Aplicar el test de Hotelling para testear si los vectores medios son iguales en ambos
grupos.


https://goo.gl/zBTEwN
https://goo.gl/HfeFPA
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3. Si se rechaza la hipétesis de nulidad del item anterior, construir una regla discrimi-
nante lineal o cuadratica, segun corresponda, para poder clasificar a un nuevo pez
segun su origen.

4. Evaluar la capacidad discriminante de la regla construida.

5. Clasificar a un nuevo pez con la regla del item anterior, sabiendo que sus pesos en
agua dulce y mar respectivamente fueron de 120 y 400 respectivamente.



Capitulo 10

Metodos de clasificacion no
supervisada

Conjeturar es barato, conjeturar
erréneamente es caro.
— Proverbio chino

Como hemos visto en el Capitulo anterior, los métodos de clasificacion supervisada
consisten en hallar una funcién que permita asignar un valor objetivo a observaciones
que el sistema no ha visto anteriormente a partir de un conjunto de datos de los que se
conoce su valor objetivo; es decir, un conjunto de entrenamiento. Por el contrario, en los
métodos de clasificacidbn no supervisada no se tiene una salida esperada de asociacion
a los datos con los cuales se esta trabajando, sino que partiendo de las propiedades de
estos datos, se busca obtener una agrupacién o caracterizacion, clustering en inglés, de
los datos segun la similaridad entre sus propiedades.

En los métodos no supervisados el algoritmo clasificador requiere simplemente de la
informacidn observada del grupo de estudio y ciertos parametros que limiten el nimero
de clases. Estos mecanismos de clasificacién basan su efecto en la busqueda de clases
con suficiente separabilidad como para conseguir diferenciar unos elementos de otros.

10.1 Distancias y medidas de proximidad

Con frecuencia, resulta de interés establecer alguna manera de medir la proximidad en-
tre diferentes observaciones multivariadas. Una posibilidad para esta medida es una
distancia; es decir, una funcién que aplicada a dos vectores de observaciones de cierto
espacio, cuantifique la proximidad o similaridad entre ellos. Formalicemos ahora este
concepto de distancia.

Sea X un conjunto, se define una distancia o métrica como una funcién que aplicada
a un par de elementos de X da un valor numérico no negativo. Mas precisamente,
d: X x X — Rtal que para todo z,y, z € X, se satisfacen las siguientes condiciones:

346
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#% no negatividad: d(z,y) > 0,
% simetria: d(z,y) = d(y, z),
# desigualdad triangular: d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).

A partir de la definicion es sencillo probar que la distancia de un vector a si mismo es
nula; es decir, para todo = € X, d(z,z) = 0. Mas aun, si la distancia entre dos vectores
es nula, quiere decir que los vectores son iguales, expresado simbdlicamente como

dlz,y)=0=>x=y.
En el caso de no exigirse el cumplimiento de esta ultima condicién, la funcién d se deno-
mina pseudodistancia o pseudométrica. Se denomina espacio métrico al par (X, d).

A continuacion analizaremos diferentes medidas teniendo en cuenta el tipo de obser-
vaciones.

10.1.1 Medidas de distancia para vectores de observaciones conti-
nuas

Consideremos dos vectores de variables continuas x e y de dimensién k. Se define la
distancia de Minkowsky o norma L, como

dp(x’y) = [Z(% - yi)p] .

=1

En la Tabla 10.1 se exhiben algunos casos particulares de esta medida.

p Distancia Férmula

2

2 Euclidea  dy(z,y) = [Z(xz - yi)2]

i=1

e

1 Manhattan di(z,y) = Z | — yil
i=1

oo Chebyshev  d.(z,y) = L |25 — il

Tabla 10.1: Distintas medidas L,

En el caso de la distancia Euclidea, los puntos que estan a distancia » > 0 de un
punto dado denominado centro, conforman una circunferencia de radio r. El interior
de esta circunferencia, estd constituido por todos los puntos del espacio métrico cuya
distancia al centro es menor que la longitud del radio r. Para la distancia de Manhattan,
o city block, los puntos que estan a distancia r de un punto dado conforman un rombo de
diagonal 2r. Mientras que para la distancia Chebysheyv, los puntos que estan a distancia
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r de un punto dado conforman un cuadrado cuyos lados miden 2r. En la Figura 10.1 se
muestran estas caracteristicas geométricas.

(a) Euclidea (b) Manhattan (c) Chebyshev

Figura 10.1: Interpretacion geométrica de distancias L,

En la Figura 10.2 se puede apreciar que la distancia euclidiana, representada en color
rojo, no se corresponde con el camino real mas corto para llegar de un punto a otro en
el plano figurado de cierta ciudad, ademas de no ser éste el Unico camino posible, como
se sefala en los colores verde, azul y violeta.

Figura 10.2: Ejemplo de la distancia city blocks
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Ejemplo 10.1. Enla Tabla 10.2 se consideran las observaciones correspondientes a tres
nadadores para los cuales se han registrado los tiempos empleados para correr cada uno
de los cuatro tramos en los que se dividi6 la carrera.

Nadador =, x> x3 x4
A 10 10 13 12
B 12 12 14 15
C 11 10 14 13

Tabla 10.2: Tiempos para los nadadores

% Distancias euclideas

dy(A, B) = /(10 — 12)2 + (10 — 12)% + (13 — 14)2 + (12 — 15)2 = V18,
dy(A, C) = /(10 — 11)2 + (10 — 10)% + (13 — 14)2 + (12 — 13)2 = /3,
dy(B,C) = /(12— 11)2 + (12— 10)2 + (14 — 14) + (15 — 13)? = 3.

# Distancias de Manhattan
di (A, B) = |10 — 12| + |10 — 12| + |13 — 14| + |12 — 15| = 8,
di(A,C) =[10 — 11| 4+ |10 — 10| + |13 — 14| + [12 — 13] = 3,
di(B,C) = |12 — 11| + |12 — 10| + |14 — 14| + |15 — 13| = 5.

% Distancias de Chebyshev
doo(A, B) = max{[10 — 12| + |10 — 12| + |13 — 14| + |12 — 15|} = 3,
doo(A, C) = max{|10 — 11| + [10 — 10| + [13 — 14| + [12 — 13|} =1,
doo(B,C) = max{[12 — 11| + |12 — 10| + |14 — 14| + |15 — 13|} = 2.

En la Tabla 10.3, se mencionan algunas versiones de medidas mas generalizadas
que incluyen pesos para cada una de las k variables. La distancia ponderada euclidea
o de Minkowski se basa en asignar distintos pesos a las variables. Se puede observar
que la distancia de Mahalanobis es un caso particular de la distancia cuadratica usando
como matriz de ponderacién a la inversa de la matriz de covarianzas; es decir, Q = V1.
La distancia de Canberra ha sido utilizada como métrica para comparar listas ordenadas
o clasificadas [29] y para la deteccién de intrusos en seguridad informatica [16].
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Distancia Formula

Comentarios

D

Ponderada dy(z,y) = [sz T — Y; ]

k
€01, Y w;=1
=1

Minkowki

Cuadrdtica  dg(z,y) = (:p —y)'Q(z—y) Q€ R** definida positiva

Canberra o(z,y) Z ||x’| T vil Siz; = y; = 0, el término i-ésimo se
;) + |yl

considera nulo

Tabla 10.3: Distintas medidas con peso

Ejemplo 10.2. Utilizando los datos de la Tabla 10.2, calculamos algunas distancias pon-

deradas.

% Distancias ponderadas de Minkowski utilizando los pesos w; = 0.30, ws = 0.20,

ws = 0.15, w4:035y00np:2:

du (A, B) = 4/0.30 - 240.20- (=2)24+0.15- (—=1)2+0.35 - (—3)2 = 2.3022,

du(A,C) =4/0.30 - 24020024 0.15- (=1)2+0.35 - (—1)2 = 0.8944,

dy(B,C) = +/0.30 - 12 +0.20-22+0.15- 02+ 0.35 - 22 = 1.5811.

# Distancias cuadraticas con (Q =

— N W o
N W W

— N NN

— = = =

do(A,B)=( -2 -2 -1 -3)Q( -2 -2 -1 -3) =109,
do(A,C)=(-1 0 -1 -1)Q( -1 0 -1 —1) =15

do(B,C)=(1 20 2)Q(1 2 0 2) =44,
# Distancias de Canberra
10 10—10] [13—14] [12—13
do(4,0) = |10+11| |10+10| |13+14| |12+13|:O‘1247’
(5,0 = g+ o Tt s~ 02
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10.1.2 Medidas de similaridad

Sea X un conjunto de elementos. Una funcion s : X x X — R se llama similaridad si
cumple con las siguientes propiedades para todo Vz,y € X:

d S({an) S 50,
o s(x,x) = s,
o s(z,y) = s(y, ),

donde s, es un numero real arbitrario.

En la Tabla 10.4 se presentan algunos ejemplos de medidas de similaridad con-
siderando = e y dos vectores de k observaciones. La medida de correlacion de Pearson
también se denomina medida de separacion angular o de producto interno normalizado.

Similaridad Foérmula
B p——
Correlacion de Pearson s(z,y) = (z gf) y Zf) =
Nz =2llly -l

2 i1 (@i — T)(yi — )
VI - 22 S - )
'y
2]+ Tl ==y

Tanimoto sr(x,y) = |

Tabla 10.4: Distintas medidas de similaridad

La similaridad de Tanimoto puede extenderse para el caso de datos nominales de la
siguiente manera. Sean Ay B dos conjuntos de cardinalidades n 4 y np respectivamente.
Denotamos el cardinal de la interseccidon entre Ay B como nanp. Se define la medida de
Tanimoto entre ellos como la razén del numero de elementos que los conjuntos tienen en
comun entre el nimero de elementos distintos; es decir,

naAnB
nA+NB—NanB

ST(A, B) =
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Ejemplo 10.3. Para los conjuntos considerados en la Figura 10.3, se tiene que

10 1
AB) = ——
st(AB) = 55010 = 3
U
A B
20

Figura 10.3: Numero de caracteristicas

En el caso particular de variables binarias, las entradas de los dos vectores pueden
resumirse en la Tabla 10.5. Donde a representa el nimero de posiciones donde los
vectores X e Y coinciden en tomar el valor 0. Similarmente, d representa el nimero de
coincidencias donde X e Y valen ambos 1, mientras que cy d representan el nimero de
no coincidencias.

QU S (=

0
X

Cc

Tabla 10.5: Entradas de vectores binarios

Observemos que, en este caso, la similaridad de Tanimoto se reduce a

a+d
a+2(c+b)+d

ST =

Al momento de comparar similaridades y diversidades de una muestra, puede ser de
utilidad contar con ciertos indices o coeficientes, siendo un concepto mas amplio de me-
didas de distancia o similaridad para introducir una nueva técnica de analisis multivariado.
Algunos ejemplos se presentan en la Tabla 10.6.
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Coeficiente Férmula Descripcion

.. . a+d . . .

n nci _— Mide la proporcion de empareja-
Coincidencias T ! prop Pl J
simples miento entre dos observaciones.

d
T Mide la proporcion mpareja-
Jaccard bt d ide la proporcién de emparej
miento si al menos uno de los
vectores admite un 1.
, ad — bc : T
Phi Mide la correlacion lineal entre
V(a+b)(a+c)(b+d)(c+d)
los vectores.
t1 — to . L
Anderber Mide la prediccion del estado de
9 20a+b+c+d) P
t, = max{a, b} + max{a,c}+ una caracteristica en un vector
max{b, d} + max{c,d} = dado el estado de la misma
to = max{a + ¢, b+ d}+ en el otro vector.
max{a + b, c + d}
: 2 - :
Dice _ 2 Es similar a Jaccard asignando
b+c+2d - .
doble peso a la coincidencia de 1.
Ochiai d Mide la cohesién entre
(b+d)(c+d)
agrupamientos.
d ,
Russel-Rao ot Es el valor predeterminado para
Va+d+2(0b+c)
los datos de similitud binarios.
d) — (b . .,
Hamann (at+d—(b+c) Mide la proporcion de la
a+b+c+d _ _ o .
diferencia entre coincidencias
y discrepancias.
2(a+d)

Sneath-Sokal

Rogers-Tanimoto

Yule

2(a+d)+b+c

a+d
a+d+2(0b+c)

ad — be
ad + be

Es similar a coincidencias simples

asignando doble peso a los
emparejamientos.

Es opuesto a Sneath-Sokal

asignando doble peso a las
discrepancias.

Mide la fraccién de asociacion
perfecta de 1.

Tabla 10.6: Coeficientes de similaridad
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Ejemplo 10.4. Consideramos dos sujetos distintos, A y B, a los cuales se les ha ob-
servado presencia (1) o ausencia (0) de hipertension arterial (HTA), obesidad (OBS),
accidente cerebrovascular (ACV) y diabetes (DBT). Queremos calcular la similaridad en-
tre dos pacientes en cuyas historias clinicas se han registrado los datos que figuran en
la Tabla 10.7.

Paciente HTA OBS ACV DBT

A 1 1 1 0
B 1 1 0 1

Tabla 10.7: Registros para los pacientes

A

— O |
—

0
1

Tabla 10.8: Entradas binarias para los pacientes

La similaridad de Tanimoto es

0+2 2 1
A, B) = L
st B) =72 "6 3

A partir de la Tabla 10.8, obtenemos los siguientes coeficientes:

. . .. . . 042 1
s« Coeficiente de Coincidencias simples: L S
O+1+1+2 2

. . 2 1
#% Coeficiente de Jaccard: ——— = —.
1+1+4+2 2

0-2—1-1 1

% Coeficiente Phi: =—__,
VO+1)(04+1)(1+2)(1+2) 3

(1+14+2+2)—(3+3)
20+1+142)

= 0.

Ap
A

Coeficiente de Anderberg:

2.2 2
s Coeficiente de Dice: ——M = — .
1+1+4+2-2 3
. . . . 2 2
#% Coeficiente de Ochiai: = —.
1+2)(1+2) 3
0+2 2

Coeficiente de Russel-Rao: = —.

VO+2+2(1+1) 6

R
Ky
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# Coeficiente de Hamann: ("2~ (1 _,
O+1+1+2

- . 20+2) 2
Coeficiente de Sneath-Sokal: 0327171 =3

0+ 2 2
s Coeficiente de Rogers-Tanimoto: = —.
9 0+2+2(1+1) 3

0-2—1-1
% ficien Yule: ———M = —1.
Coeficiente de Yule 02711

%

N
£

10.2 Introduccién al analisis de conglomerados o clus-
ters

Los objetivos de esta seccion consisten en:

# Alcanzar una mayor comprension de la estructura de los datos a partir de esta
clasificacion.

% Generar una clasificacion de los datos.
s Obtener una representacion “compacta” de los datos.

Trabajamos con un conjunto de n observaciones que pueden ser animales, plantas,
sucursales, hospitales, entre otros; y de los cuales disponemos de p variables que los
caracterizan. En este contexto, queremos encontrar una division Gtil en un namero de
clases desconocido a priori. Una vez determinado el nimero de clases y realizada la
division, resulta de interés estudiar las caracteristicas distintivas de cada una de estas
clases.

El analisis de clusters o conglomerados, método propio del analisis exploratorio de
datos, es una técnica de reduccidén de datos que pretende la subdivision de la poblacion
en subgrupos mas homogeéneos. El mismo permite descubrir asociaciones y estructuras
en los datos que no son evidentes pero que pueden ser Utiles una vez que se han detec-
tado.

Los resultados de un andlisis de clusters pueden contribuir a:

# La definicion formal de un esquema de clasificacion tal como una taxonomia para
un conjunto de objetos.

% La determinacion de modelos estadisticos para describir poblaciones y asignar in-
dividuos a éstas.

% El descubrimiento de rasgos caracteristicos de ciertas subpoblaciones.



10.2. INTRODUCCION AL ANALISIS DE CONGLOMERADOS O CLUSTERS 356

Este analisis se aplica con frecuencia en Psicologia para la clasificacidén o descripcidon
de tipologias personales, asi como también en la segmentacién del mercado.

Al igual que muchos procedimientos multivariados, el andlisis de clusters conlleva ini-
cialmente a una pérdida de informaciéon. Se recurre a técnicas de agrupamiento cuando
no se conoce una estructura de asociacidén de los datos a priori y el objetivo operacional
es identificar la agrupacion natural de las observaciones.

Las técnicas de clasificacién basadas en agrupamientos implican la distribucion de
las unidades de estudio en clases o categorias de manera tal que cada clase, o con-
glomerado, retne unidades cuya similaridad es maxima bajo cierto criterio. Es decir, los
objetos en un mismo grupo comparten el mayor nimero permisible de caracteristicas y
los objetos en diferentes grupos tienden a ser distintos.

10.2.1 Analisis de clusters por individuos o variables

En lineas generales lo que se pretende agrupar son individuos. Sin embargo, existen
algunas circunstancias en las cuales es interesante agrupar variables con el propésito de
intentar buscar las que resulten de comportamiento similar. En este caso, la metodologia
es la misma que para el analisis de clusters por individuos y simplemente, se debe
trasponer la matriz de datos para aplicar luego el método general.

Para agrupar objetos, casos o variables, es necesario seguir cierto algoritmo. Los
algoritmos o0 métodos de agrupamiento permiten identificar clases existentes en relacion
a un conjunto dado de atributos o caracteristicas.

El agrupamiento logrado dependera de lo siguiente:

&

« el algoritmo de agrupamiento o division utilizado,

v

# la distancia seleccionada,

<

A
=

¢ la cantidad de grupos deseados (de existir esta informacion),

v

# las variables utilizadas para el método y las disponibles en la base,
#% la condicidn de estandarizacién o no de las variables seleccionadas.

Existen diferentes alternativas para la validacién de los clusters. Podemos mencionar
los siguientes criterios.

% Criterios externos: comparan la clusterizacién con una segmentacion previa de
referencia.

% Criterios internos: analizan la significatividad de los clusters s6lo considerando
los datos usados en la clusterizacion.

% Criterios relativos: comparan la clusterizacién con otras resultantes de segmenta-
ciones alternativas.
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10.2.2 Métodos de agrupamiento

Los algoritmos de clasificacién pueden dividirse de la siguiente manera

Algoritmos
' }
{No jerérquicos}

Aglomerativos o Divisivos o
ascendentes descendentes

Entre los métodos no jerarquicos o de particién, se desea obtener una Unica descom-
posicion o particion del conjunto original de objetos en base a la optimizacién de una
funcion objetivo. EI mas conocido es el denominado K-medias o, en inglés, K-means.

Por otro lado, los algoritmos jerarquicos pretenden encontrar particiones anidadas y
jerarquizadas consecutivamente mas (o menos) finas para que luego los objetos sean
unidos (o separados) en grupos paso por paso. En este tipo de métodos, la clasificacion
resultante tiene un numero creciente o decreciente de clases anidadas mientras que en
los no jerarquicos las clases no necesariamente estan anidadas.

Dentro de las ventajas de los métodos jerarquicos, podemos mencionar que:

AL

% Sugieren el nimero de clusters.

% Establecen una jerarquia entre los clusters.

&

¢ Posibilitan visualizar el proceso mediante un grafico denominado dendograma.

Como contrapartida, algunas de sus desventajas son que los mismos resultan computa-
cionalmente muy costosos en grandes bases de datos y que son lentos.

También existen los llamados métodos mixtos.

Muchas veces, informaciones preliminares disponibles o resultados de experimen-
tos pilotos, pueden orientar al experimentador o usuario en la seleccion del niumero de
clases. En otras ocasiones, se conoce algun valor maximo para el numero de clases, y
entonces el algoritmo se implementa especificando dicho valor y luego, en relaciéon con
los resultados obtenidos, se vuelven a realizar agrupamientos. El analisis de conglome-
rados es una técnica de clasificacién no supervisada.

En el andlisis de conglomerados de casos o registros individuales se parte de una
matriz de datos de tamano n x p, siendo p el nUmero de mediciones o variables en cada
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uno de los n objetos estudiados. La misma es luego transformada en una matriz de
distancias de tamarno n x n, donde el elemento ij-€simo mide la distancia entre el par de
objetos iy j,paral <i,j < n.

Cuando se dispone de numerosas variables para realizar el agrupamiento, es comun
utilizar, previo a la clusterizacién, técnicas de reduccidon de dimensién tales como
el analisis de componentes principales, para obtener un nimero menor de variables
capaces de expresar la variabilidad en los datos. Esta técnica puede facilitar la inter-
pretacion de los agrupamientos obtenidos.

En la practica, se recomienda aplicar varios algoritmos de agrupamiento y de selec-
cién o combinacién de variables para cada conjunto de datos eligiéndose finalmente el
agrupamiento que brinde la interpretacion mas apropiada para el conjunto de datos.

En el caso de comparacion de varios agrupamientos alternativos, suele utilizarse
el coeficiente de correlacion cofenética, el cual indica la correlacion de las distan-
cias definidas por la métrica de arbol binario con las distancias originales entre objetos.
Luego, se espera que el agrupamiento con mayor coeficiente sea el que mejor describe
el agrupamiento natural de los datos.

Una vez logrados los grupos, es importante caracterizar los mismos a través de diver-
sas medidas resumen para favorecer la interpretacion del agrupamiento final.

En la Tabla 10.9 se comparan los métodos aglomerativos con los divisivos.

Aglomerativos Divisivos
Parten de tantas clases Parten de una Unica clase
como objetos haya. con todos los objetos.
Se van obteniendo clases Se va dividiendo en clases
de objetos similares. sucesivamente.

Tabla 10.9: Métodos aglomerativos versus divisivos

10.2.3 Algoritmos jerarquicos

Los algoritmos jerarquicos producen agrupamientos de tal manera que un conglomerado
puede estar completamente contenido dentro de otro, pero no esta permitido otro tipo de
superposicion entre ellos.

Los resultados de agrupamientos jerarquicos se muestran en un diagrama de arbol
en dos dimensiones, llamado dendrograma, en el que se pueden observar las uniones
y/o divisiones que se van realizando en cada nivel del proceso de construccién de con-
glomerados; es decir, el historial del método.

Los objetos similares se conectan mediante enlaces cuya posicion en el diagrama
esté determinada por el nivel de similaridad o disimilaridad entre los objetos. Las ramas
en el arbol representan las distancias entre los conglomerados, y se unen en un nodo
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que indica el nivel en el cual la fusién ocurre. El nodo donde todas las entidades forman
un unico conglomerado, se denomina nodo raiz.

Una de las principales caracteristicas de los procedimientos de agrupamiento jerar-
quicos aglomerativos es que la ubicacion de un objeto en un grupo no cambia; o sea,
una vez que un objeto es asignado a un conglomerado, no se puede reubicarlo en otro.
Este objeto puede ser fusionado con otros pertenecientes a algun otro conglomerado
para formar uno nuevo que incluye a ambos.

¢ Qué estrategias existen para neutralizar el impacto de observaciones aberrantes en la
clusterizacion?

Los procedimientos jerarquicos descriptos anteriormente no realizan ninguna accion
diferencial con observaciones aberrantes. Si una observacién rara fue clasificada en
etapas tempranas del procedimiento en algun grupo, ésta permanecera ahi hasta la con-
figuracion final.

Algunos experimentadores, usan la técnica de la perturbacién que consiste en la in-
troduccién de errores en los datos y reagrupamiento bajo la nueva situacion, para probar
la estabilidad de la clasificacion jerarquica.

A continuacion listamos los pasos de la clasificacion jerarquica.

1. Decidir qué datos tomar para cada uno de los casos.

En primer lugar, se debe estudiar el tipo de variables con las cuales trabajar. Gene-
ralmente se toman varias variables todas del mismo tipo; es decir, todas continuas
o todas categoricas. Esto se debe a que suele ser dificil considerar una distancia o
medida de similaridad entre distintos tipos de variables.

Si bien sobre cada individuo es posible relevar un gran numero de variables, esto
no resultara necesariamente util, dado que, por un lado la inclusion de variables
irrelevantes no puede ser contrastada por el analisis de clusters y por otro, aumenta
la posibilidad de errores de clasificacién y genera ruido sobre la conclusion final.

En la seleccion de variables, lo que implica la eliminacién de informacion irrelevante,
debe primar el objetivo de la investigacion.

En el caso en que las variables estén registradas en diferentes escalas y/o unidades
de medicién, se suele tipificar a las mismas de tal manera de lograr que todas
las variables tengan media nula y desviacidn tipica unitaria, con el fin de evitar la
influencia de las unidades de medicion en la clusterizacion.

2. Elegir una medida de distancia entre los objetos a clasificar que son las clases
iniciales.
Hemos visto que existen diferentes tipos de distancias y medidas de similaridad dis-

ponibles, por lo que la seleccion de una adecuada dependera de las circunstancias
y del caso de estudio.
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3. Buscar los clusters que resultan ser los mas similares.

En este paso se utiliza la minimizacion de la distancia seleccionada y el método de
distancia al cluster elegido. Cabe observar que, una vez unidos dos objetos, los
mismos no se separaran durante el resto del proceso.

4. Juntar estos dos clusters en uno nuevo.

El nuevo cluster tendré a estos dos objetos. De esta manera, el numero de clusters
decrece en una unidad.

5. Seleccionar la técnica de clusterizacién y calcular la distancia entre este nuevo
cluster y el resto.

Notar que no es necesario recalcular todas las distancias, solamente las del nuevo
cluster con los anteriores.

6. Repetir desde el tercer paso hasta que todos los objetos estén reunidos en
un unico cluster.

Luego, se selecciona la cantidad de clusters adecuada para la respuesta al pro-
blema planteado; es decir, se decide en qué paso de la técnica hay que detenerse.

7. Interpretar los resultados.

Una vez determinados los grupos, correspondera al investigador de cada campo,
ya sea psicologo, socidlogo, economista, bidlogo u otro, analizar los grupos vy el
porqué de su formacién para obtener las caracteristicas relevantes de cada uno,
asi como aquellas en las que se diferencian cada conglomerado.

Es importante resaltar que los distintos algoritmos dependen del método utilizado en
el paso 5 para calcular la distancia entre clusters. Por este motivo, los distintos métodos
para el calculo de las distancias entre clusters pueden producir distintas clasificaciones,
por lo que no existe una unica clasificacién correcta.

En la Tabla 10.10 se exhiben distintos algoritmos.

Aglomerativos Divisivos

Enlace simple (vecino mas préximo)  Linkage simple
Enlace completo (vecino mas lejano) Linkage completo

Promedio entre grupos Promedio entre grupos
Método del centroide Método del centroide
Método de la mediana Método de la mediana
Método de Ward Método de Ward

Analisis de asociacion

Tabla 10.10: Algoritmos jerarquicos

Con el propésito de entender la construccion de un dendograma y su significado uti-
lizaremos el siguiente ejemplo ilustrativo.
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Ejemplo 10.5. Supongamos que disponemos de un conjunto de ocho objetos sobre los
cuales se han observado las tres variables que figuran en la Tabla 10.11 y que se repre-
sentan en la Figura 10.4.

Cluster X, X, Xj;
1

o~No bW =
NOoONOTOoTN = =
o) 00 O1 01O —= N

agoaprhoOODNDPAOIDND

Tabla 10.11: Observaciones originales

5
4

X3
4

X1

Figura 10.4: Representacion de las observaciones originales
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A partir de estos datos consideramos la matriz de distancias euclideas entre las ob-
servaciones, que esta dada por la Tabla 10.12.

1 2 3 4 5 6 7
3.16
224 1.73

5.66 5.83 5.39

6.93 5.10 539 4.00

748 6.78 6.40 283 2.83

10.34 922 927 520 436 3.32
837 721 7.14 3.74 245 141 224

oNoOOGa R, WDN

Tabla 10.12: Distancias euclideas: primer paso

Realizamos las siguientes observaciones:

#% Partimos de 8 clusters para aplicar el algoritmo aglomerativo; es decir, que cada
uno de los objetos a clasificar se considera un cluster en primera instancia.

% De acuerdo con la matriz de distancias de la Tabla 10.12, los objetos o clusters mas
proximos son el 6 y el 8, con una distancia de 1.41, y por lo tanto los fusionamos
construyendo un nuevo cluster que contiene los objetos 6 y 8.

% Llamaremos A al cluster formado por los elementos 6 y 8.
% Tenemos ahora 7 clusters.

Se nos plantea ahora un nuevo problema: cémo medir la distancia de este nuevo
cluster, que se muestra en la Figura 10.5 al resto de los objetos.
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5
e 7

X3
4

X1

Figura 10.5: Representacion del primer paso de clusterizacion

Para este ejemplo lo que haremos es tomar como representante del grupo al centroide
de los puntos que forman el cluster; es decir, el vector medio de los elementos que
constituyen el cluster. De este modo, las coordenadas de A resultan:

T+7 546 4+5)
A= = (7,5.5,4.5).
(2 272 (7.5.5,4.5)

En la Tabla 10.13 se muestran los nuevos clusters. A partir de estas coordenadas
calculamos la nueva matriz de distancias 10.14 entre estos clusters.

Cluster X, X, Xj;

A 7 55 45
1 1 1 2
2 1 2 5
3 2 1 4
4 5 5 2
S 5 5 6
7 8 8 b

Tabla 10.13: Clusters luego del primer paso
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A 1 2 3 4 5
7.91
6.96 3.16
6.75 224 1.73
324 566 583 539
255 693 510 539 4.00
274 1034 922 927 520 436

Tabla 10.14: Distancias euclideas: segundo paso

Ahora los clusters mas similares son el 2 y el 3, con distancia 1.73, por lo que se deben
fusionar en un nuevo cluster, al que llamaremos B y que se ilustra en la Figura 10.6. El
centroide de este nuevo cluster es el punto (1.5,1.5,4.5). Enla Tabla 10.15 se muestra el

nuevo agrupamiento.

X3
4 5
o/;j

o5
o7/

Figura 10.6: Representacion del segundo paso de clusterizacion
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Cluster X, X; X;
A 7 55 45
B 15 15 45
1 1 1 2
4 5 5 2
5 5 5 6
7 8 8 5

Tabla 10.15: Clusters luego del segundo paso

Recalculando la matriz de distancias euclideas para los nuevos elementos, obtene-
mos la Tabla 10.16.

6.80

791 2.60

3.24 555 5.66

255 517 6.93 4.00
274 921 10.34 520 4.36

Tabla 10.16: Distancias euclideas: tercer paso

Repetimos el procedimiento agrupando en el cluster C' los objetos mas proximos A
y 5, con distancia 2.55 y centroide (6.3,5.3,5), obteniendo la representacién dada por la
Figura 10.7, los clusters de la Tabla 10.17 y las distancias de la Tabla 10.18.
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X3

4 5

0/;3
@)

X1

Figura 10.7: Representacion del tercer paso de clusterizacion

N A 20O
m—h
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Tabla 10.17: Clusters luego del tercer paso

6.19
260 7.50

555 330 5.66
9.21 3.14 1034 5.20

Tabla 10.18: Distancias euclideas: cuarto paso

Ahora vemos que la distancia mas pequer"La es 2.60, por lo que agrupamos en el
cluster D los objetos B y 1, con centroide (1.3,1.3,3.6), obteniendo la representacién
dada por la Figura 10.8, los clusters de la Tabla 10.19 y las distancias de la Tabla 10.20.
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X3
4
o

X1

Figura 10.8: Representacion del cuarto paso de clusterizaciéon

C 63 53 5
D 13 13 36
4 5 5 2
7 8 8 5

Tabla 10.19: Clusters luego del cuarto paso

6.54
3.30 5.45
3.14 952 5.20

Tabla 10.20: Distancias euclideas: quinto paso

Debido a que la minima distancia es de 3.14 y se realiza entre los clusters C'y 7, los
agrupamos en un nuevo cluster llamado E tal como se muestra en la Figura 10.9.
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X3
4

X1

Figura 10.9: Representacion del quinto paso de clusterizacion

Cluster X, X, X;

D 13 13 36
E 675 6 5
4 5 5 2

Tabla 10.21: Clusters luego del quinto paso

Las nuevas distancias se muestran en la Tabla 10.22. Siendo la menor, 3.61. Agru-
pamos en el cluster F' a los elementos E y 4, como se muestra en la Figura 10.10.
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X3
4
)

X1

Figura 10.10: Representacion del sexto paso de clusterizacion

R
7.27
5.45 3.61

Tabla 10.22: Distancias euclideas: sexto paso

De esta manera nos han quedado solamente los dos clusters de la Tabla 10.21 con
distancia 10.3 y que se fusionaran en el paso siguiente terminando de este modo el
proceso.

D 13 13 356
F 8 725 55

Tabla 10.23: Clusters luego del quinto paso
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22

20 -

18 1

16 7

14 1

12 1

10 -+

4 1T
2A
. A

1 2 3 4 5 6 8 7

Figura 10.11: Dendograma

El proceso completo de fusiones se resume en el dendograma de la Figura10.11.
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22

20 1

18

16 1

14

124 oo

10 1

1 2 3 4 5 6 8 7

Figura 10.12: Dendograma con eleccion de cantidad de clusters

En el grafico 10.4 parece evidente que tenemos dos clusters, el que denominamos D
y el que denominamos F. En general, si cortamos el dendograma mediante una linea
horizontal como se muestra en la Figura10.12, determinamos el nimero de clusters en
que dividimos el conjunto de objetos. Si, por ejemplo, decidimos cortar con la linea pun-
teada roja, tendremos dos clusters, uno con tres elementos y otro con cinco elementos.
Si en cambio elegimos la linea de corte punteada gris, tendremos tres clusters con tres,
uno y cuatro elementos cada uno. Resulta poco relevante en este ejemplo, tomar un
cluster con un unico elemento. Sin embargo, esto si podria ser adecuado en el caso
en que la distancia de un unico elemento al resto de los clusters sea significativamente
grande.
[ |

La decisién sobre el niumero 6ptimo de clusters puede ser subjetiva, especialmente
cuando se incrementa el nimero de objetos, ya que si se seleccionan pocos los clusters
resultantes son heterogéneos y artificiales; mientras que si se seleccionan demasiados,
la interpretacidén de los mismos suele ser compleja. Suele considerarse el dendograma
como ayuda para la decision sobre el numero de clusters, ya que reproduce las distancias
de los distintos pasos del algoritmo. En los primeros pasos el salto en las distancias sera
pequeno, mientras que en los ultimos el salto entre pasos sera mayor. El punto de corte
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sera aquel en el que comienzan a producirse saltos bruscos.

En el Ejemplo 10.5, el salto brusco se produce entre los pasos 5 y 6, luego el punto
optimo es el 5, en el que habria 2 clusters.

10.2.4 Algoritmos para medir distancia entre clusters

En este apartado vamos a presentar diferentes alternativas para medir la distancia entre
clusters. Como ya indicamos, existen diversas formas de medir la distancia entre clusters
las cuales producen diferentes agrupamientos y, por lo tanto, diferentes dendogramas.

Lamentablemente, no existe un criterio para decidir cual de los algoritmos es el mejor.
Esta decisidn es usualmente subjetiva y depende del método que mejor refleje los proposi-
tos de cada estudio en particular.

10.2.4.1 Método de la media o average linkage

En el método de la media, la distancia entre clusters se calcula como la distancia me-
dia, o promedio de las distancias, entre pares de observaciones considerando todos
los pares formados por un elemento en cada cluster. Es decir, si R = {P,,---,P,} Yy
S ={Q, - ,Qn,} conforman dos clusters, se mide la distancia entre ellos como

n m

d(R,S) = % DY AP, Q).

i=1 j=1

Es importante observar que en el proceso se utilizan solamente las distancias, de
forma que para este procedimiento no es necesario disponer de los valores originales
de las variables, basta con cualquiera de las matrices de distancias que utilizdbamos en
capitulos anteriores.

Algunas de las caracteristicas de los agrupamientos realizados con average linkage
son las siguientes.

% Los clusters no resultan ni demasiado grandes ni demasiado pequefos.
% Se pueden utilizar medidas de similitud.

% Se tiende a fusionar clusters con varianzas pequenas y a proporcionar clusters con
la misma varianza.

A
Ar

Se obtiene una buena representacion grafica de los resultados.
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10.2.4.2 Meétodo del vecino mas préoximo o single linkage

En el método del vecino mas préximo la distancia entre dos clusters es el minimo de las
distancias entre un objeto cualquiera de uno de los clusters y un objeto cualquiera del
otro. Es decir, si R = {P,--- ,P,} y S = {Q1,--- ,Q.} conforman dos clusters, se mide
la distancia entre ellos como

d(R,S) =min{d(P;,Q;)/i=1,--- ,n;j=1,--- ,m}.
Observemos que en el proceso, al igual que en el de average linkage se utilizan

solamente las distancias.

Mencionamos algunas caracteristicas de los agrupamientos realizados con el método
del vecino méas proximo.

% Resulta util para detectar outliers, siendo los Ultimos pasos en unirse a la jerarquia.
% Se pueden usar medidas de similitud.

# Se tiende a construir clusters demasiado grandes.

10.2.4.3 Meétodo del vecino mas lejano o complete linkage

En el método del vecino mas lejano la distancia entre dos clusters es el maximo de
todas las distancias entre elementos de un cluster y elementos del otro. Es decir, si
R=A{P, - ,P,}yS={Q1, - ,Q,} conforman dos clusters, se mide la distancia entre
ellos como

d(R,S) =max{d(P,,Q;)/i=1,--- ,n;j=1,--- ,m}.

Entre las caracteristicas de los agrupamientos realizados con el método del vecino
mas lejano podemos citar las siguientes.

% Resulta 0til para detectar outliers.
% Se pueden usar medidas de similitud.

% Se tiende a construir clusters pequenos y compactos.

10.2.4.4 Meétodo del centroide o unweighted centroid

El método del centroide es el que se utilizd en el Ejemplo 10.5 presentado con el fin de
ilustrar la construccion de un dendograma.

Recordemos que en este caso, la distancia entre dos clusters se calcula como la
distancia entre los centroides de los mismos, por lo tanto es necesario disponer de los
valores originales de las variables.

Podemos mencionar como caracteristicas de los agrupamientos realizados con el
método del centroide que:
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s Las variables deben estar en escala de intervalo.

#% Las distancias entre grupos se calculan como las distancias entre los vectores
medios de cada uno de los grupos.

% Si los tamanos de los dos grupos a mezclar son muy diferentes, entonces el cen-
troide del nuevo grupo sera muy préximo al de mayor tamarno y probablemente
estara dentro de ese grupo.

10.2.4.5 Meétodo de Ward o varianza minima

En esta técnica, la distancia entre dos clusters se calcula como la suma de cuadrados
entre grupos del ANOVA. En cada paso se minimiza la suma de cuadrados dentro de los
clusters sobre todas las particiones posibles obtenidas fusionando dos clusters del paso
anterior. Las sumas de cuadrados son mas faciles de entender cuando se expresan
como porcentaje de la suma de cuadrados total.

Los calculos son un poco mas complejos que en los casos anteriores. Mediante el
Cédigo 10.1 se obtienen los dendogramas de la Figura 10.13 producidos al aplicar el
método de Ward, utilizando en un caso la distancia euclidea y el otro la distancia de
Manhattan. Los datos para este codigo estan disponibles en https://goo.gl/DQegQk.
Es interesante observar que, al cambiar la forma de calcular la distancia entre objetos,
se obtienen diferentes maneras de agrupatr.

library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx

cluster=read_excel ("C:/ ... /cluster.xlsx™")
# Importa la base con la cual se va a trabajar

d.euc=dist(cluster[,2:4], method="euclidean", p=2)

# Calcula la distancias euclideas entre los datos originales
d.man=dist(cluster[,2:4], method="manhattan", p=2)

# Calcula la distancias de Manhattan entre los datos originales
dendoaux.euc=hclust(d.euc, method="ward.D")
dendoaux.man=hclust(d.man, method="ward.D")

# Produce los dendogramas correspondientes
dendo.euc=as.dendrogram (dendoaux.euc)

dendo.man=as .dendrogram (dendoaux.man)

# Se utiliza para personalizar dendogramas

nodePar=1list (lab.cex=1, pch=c(NA, 19), cex=0.7, col="royalblue")

par (mfrow=c(1,2))

plot(dendo.euc, xlab="", nodePar=nodePar, edgePar=list (col=2:3))
title ("Distancia_euclidea")
plot (dendo.man, xlab="", nodePar=nodePar, edgePar=list (col=2:3))

title ("Distancia_de_Manhattan")
# Grafica los dendogramas

Cddigo 10.1: Codigo para generar dendogramas
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Figura 10.13: Dendogramas de Ward para los datos del Ejemplo 10.5

10.2.5 Métodos divisivos

Hasta el momento hemos tratado con métodos aglomerativos, considerando diferentes
distancias y técnicas.

Veamos ahora cémo funcionan los métodos divisivos.

Los métodos divisivos trabajan en la direccion opuesta que la empleada en los méto-
dos aglomerativos. En este método, se parte de un gran cluster que contiene a to-
dos los elementos y se busca subdividirlo en clusters mas pequefos. Si, por ejemplo,
disponemos de n elementos, y los queremos partir en dos subclusters, disponemos de
2n~1 — 1 posibles particiones. Ver la Tabla 10.24 a modo de ejemplo. Para cada una
de estas posibles particiones, deberiamos calcular alguna medida que nos indique la
eficiencia de la misma.

n Cluster Subclusters

2 o
3 e [ J
[ J

Tabla 10.24: Posibles particiones en dos subclusters
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Si tenemos muchos objetos, este criterio puede resultar complejo. Sin embargo, para
el caso de p variables binarias existen métodos computacionalmente simples y eficientes
gue se conocen con el nombre de métodos monocategaéricos.

Los métodos monocategéricos dividen los clusters de acuerdo con la presencia o
ausencia de cada una de las caracteristicas. De esta forma, en cada subdivision, los
clusters contienen individuos con ciertos atributos, todos presentes o todos ausentes
dentro del mismo.

El término monocategorico se refiere al uso de una unica variable para definir la par-
ticion en cada etapa del proceso. En contraposicién, los métodos policategoricos se
basan en mas de una variable para la particién de cada etapa del proceso.

La eleccion de la variable en la cual se basara la siguiente particién depende de la op-
timizacién de un criterio que contemple al mismo tiempo la homogeneidad de los nuevos
conglomerados y la asociacion de las variables. Esto tiende a minimizar el nimero de
particiones que deben realizarse.

Lance y Williams [33] propusieron como criterio de homogeneidad el indice C' de caos
dado por

p
C = pnlog(n) = Y [frlog(fx) — (n — fi) log(n — fi)],
k=1
donde n es el numero total de observaciones, f; es el numero de individuos que tienen
el atributo k y p es la cantidad de variables consideradas sobre cada individuo.

A pesar de que los métodos divisivos son menos usados que los aglomerativos, tienen
la ventaja de revelar la estructura principal de los datos.

10.2.6 Cantidad de clusters

Como ya hemos dicho en varias ocasiones, la decision sobre el numero 6ptimo de clus-
ters es subjetiva, especialmente cuando se incrementa el numero de objetos ya que si se
seleccionan demasiado pocos, los clusters resultantes son heterogéneos y artificiales,
mientras que si se seleccionan demasiados, la interpretacion de los mismos suele resul-
tar complicada.

Algunos programas, como InfoStat, proveen automaticamente el valor del coeficiente
de correlacion cofenética, el cual puede ser usado para seleccionar uno de varios agru-
pamientos alternativos. Este coeficiente indica la correlacion de las distancias definidas
por la métrica de arbol binario con las distancias originales entre los objetos. Luego, se
espera que el mayor de los coeficiente sefiale el mejor agrupamiento que describe la
naturaleza de los datos.

Es importante destacar que los procedimientos seguidos para agrupar producen re-
sultados exitosos cuando la matriz de datos tiene una estructura que es posible inter-
pretar desde el problema que origind la recoleccién de la informacién. Debido a ello,
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logrados los grupos, es importante caracterizar los mismos a través de diversas medidas
resumen para favorecer la interpretacion del agrupamiento final.

Figura 10.14: ;Cuantos clusters se pueden ver?

Algunos analistas recomiendan aplicar varios algoritmos de agrupamiento y de selec-
ciébn o combinacién de variables para cada conjunto de datos. Seleccionando, finalmente,
desde los agrupamientos realizados la interpretacién mas apropiada.

10.2.7 Métodos de particidon no jerarquicos

Dentro de este tipo de métodos, el mas popular es el algoritmo denominado k-medias o,
en inglés, k-means.

¢ En qué consiste?

Es importante destacar que un dato de entrada es el nimero k& de conglomerados
deseados. Este algoritmo se implementa en los siguientes cuatro pasos.

1. Se divide a los n objetos en k subconjuntos no vacios. Una pregunta que surge
naturalmente es: ;Como elegir estos k& subconjuntos? Para ello existen diferentes
opciones:

# Opcion 1: se eligen aleatoriamente los ite el procedimk centros.

# Opcion 2: se toman los centros de los grupos como los & puntos mas alejados
entre si.

# Opcion 3: se utiliza informacién previa disponible para elegir los k centros.
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2. Se asigna cada elemento a uno de los & clusters, cuando la distancia al centroide
de ese cluster es minima.

Esta asignacién es secuencial, es decir que, cada vez que se reasigna un elemento
se vuelve a calcular el centroide del nuevo cluster.
3. Se reasigna cada objeto al centroide de cluster méas cercano.

4. Se vuelve al paso 2 y se repite hasta que no es necesario realizar nuevas asigna-
ciones. Esto sucede cuando no se puede mejorar el criterio de optimalidad estable-
cido.

Algunas de las caracteristicas de los agrupamientos realizados por el método de k-
means se presentan en la Tabla 10.25.

Ventajas Desventajas
Es relativamente eficiente. Sélo se aplica si la media esta definida.
Es computacionalmente rapido. Es sensible a la presencia de outliers.
Se trabaja bien con datos faltantes. Es necesario especificar el niumero de
(missing values) conglomerados a priori.

No se satisface el criterio de optimizacién
en forma global, en general converge
a un 6ptimo local.

Tabla 10.25: Ventajas y desventajas del método k-means

¢ Como elegir la medida de proximidad o distancia?

La eleccion de esta medida depende en primera instancia de la naturaleza de los
datos. Bajo ciertas circunstancias puede resultar conveniente discretizar alguna variable
continua. Por ejemplo, si la mayoria de las variables son categoéricas pero la variable
“edad” esta incluida en la base y parece relevante para el analisis, se puede transformar
esta variable en categorica considerando ciertos intervalos.

Existen diferentes formas de hacer esta subdivision; por ejemplo, en un estudio médico
podria considerarse la subdivision en funcidén del riesgo mientras que en un estudio de
mercado podria estar en funcién de los niveles de consumo.

Hay que tener en cuenta que la seleccion de la distancia y de la técnica, pueden
cambiar la composicion final de los clusters.

¢ Como tratar los valores perdidos o missing data?

La forma mas simple, aunque no siempre la mejor, es utilizar inicamente los registros
completos. Sin embargo, esta decisién puede reducir drasticamente la cantidad de infor-
macion disponible para el estudio. En otras técnicas multivariadas existe la alternativa de
estimar los datos faltantes mediante algun resumen estadistico de los datos disponibles
en los restantes registros, como la media o la mediana por ejemplo. Esta estrategia no
debe utilizarse en analisis de clusters.
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10.2.8 Criterios de Optimalidad
10.2.8.1 Coeficiente de correlacion cofenética

La matriz de disimilaridad original entre las observaciones, digamos D = (¢,;), obtenida
a partir de una matriz de datos multivariantes X, puede no satisfacer la condicién de
desigualdad triangular, que caracteriza a las distancias.

Esta situacion origina la necesidad de aproximar la matriz de disimilaridad D con una
matriz que llamamos U = (u;;) de distancias utilizando algun criterio.

Si U es la matriz de distancias representadas, puede interesarnos saber si alguna
representacién es mejor que otra.

Una medida que se utiliza para cuantificar esta proximidad es el coeficiente de correla-
cion cofenética, que es el coeficiente de correlacion lineal de Pearson entre los n(n—1)/2
pares de distancias (¢;;, u;;) paral < i,j < n. Este coeficiente vale 1 cuando las matrices
Dy U coinciden.

Esto equivale a decir que la matriz D ya cumple la propiedad triangular y, por tanto, la
clasificacion es exacta.

Supongamos que los datos originales X; han sido modelados usando un método clus-
ter que puede representarse mediante un dendrograma T;; es decir, un modelo simplifi-
cado.

La distancia euclidea ordinaria entre las observaciones i y j estad dada por d;; =
|X; — X;||. La distancia en el dendograma entre dos puntos representados 7; y 7; se
denota por U;;, siendo ésta la altura del nodo en el que estos dos puntos se unen por
primera vez.

El coeficiente de correlacién cofenética se calcula como

B >y (g — u)(dyy; — d)
pc = —
\/[Ziq(“ij - ﬂ)z} [Zi<j<dij - d)ﬂ

donde u y d son el promedio de los valore u;; y d;;, respectivamente. Este criterio pretende
elegir la particion que resulte mas fiel a las distancias originales, utilizando el coeficiente
de correlacion de Pearson.

Y

10.2.8.2 Suma de Cuadrados

Otro criterio de optimalidad muy difundido consiste en minimizar la suma de cuadrados
dentro del grupo (SCD); es decir, minimizar las distancias al centroide del cluster, siendo

k p  np
SCD =) "> (wijn— )"

h=1 j=1 i=1

Observemos que este criterio busca un sentido de similaridad entre elementos de
un mismo cluster, mientras que el criterio anterior busca la mejor representacién de las
distancias oiginales.
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Ejemplo 10.6. Consideremos las observaciones dadas en la Tabla 10.26

€T Yy

15 17.6
10 19.0
20 18.0
48 19.0
60 18.0
50 18.2

Tabla 10.26: Datos para el algoritmo k-means

Los puntos iniciales se pueden visualizar en la Figura 10.15.

19.0 -

18.5-

®6

18.0 -

o1
20 40
X

Figura 10.15: Puntos originales

®5

60

Nuestro objetivo es encontrar dos clusters. Para ello, elegimos como centroides a los

puntos mas alejados que son ¢; = (10,19) y ¢, = (60, 18).

Las distancias entre cada uno de los puntos y los centroides elegidos se muestran en

la Tabla 10.27
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Punto Distanciaac; Distanciaac, Cluster asignado

1 5.19 45.00 1
2 0.00 50.01 1
3 10.05 40.00 1
4 38.00 12.04 2
5 50.01 0.00 2
6 40.01 10.00 2

Tabla 10.27: Distancia a los centroides en el primer paso

Calculamos los nuevos centroides para los dos clusters formados respectivamente
por los tres primeros puntos y por los tres ultimos. Se obtienen los nuevos centroides
c; = (15,18.2) y ¢4 = (52.67,18.4). En la Tabla 10.28 calculamos las distancias a estos
nuevos centroides, para ver si se reclasifican o no los individuos.

Punto Distanciaac; Distanciaac, Cluster asignado

1 0.60 37.68 1
2 5.06 42.67 1
3 5.00 32.67 1
4 33.01 4.71 2
5 45.00 7.34 2
6 35.00 2.68 2

Tabla 10.28: Distancia a los centroides en el segundo paso

Si bien al cambiar los centroides cambiaron las distancias, no cambi6 la clasificacién
original. Como es un caso sencillo, no tiene sentido buscar el criterio de optimalidad.

Para los calculos de distancias nos referimos al Codigo 10.2 con datos disponibles en
https://goo.gl/Ab9rp5, https://goo.gl/V2UAno Y https://goo.gl/zZq3sz.

library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx

# Lectura de las bases de datos
cluster=read_excel ("C:/ ... /k—means1. xlsx")
clusteri=read_excel ("C:/ ... /k—meansipasol. xlsx")
cluster2=read_excel ("C:/ ... /k—meansipaso2. xlsx")

# Calculo de distancias

dO=round(dist(cluster, method="euclidean", p=2),2)
di=round(dist(cluster1[,2:3], method="euclidean", p=2),2)
d2=round(dist(cluster2[,2:3], method="euclidean", p=2),2)

Cadigo 10.2: Codigo para calcular distancias


https://goo.gl/Ab9rp5
https://goo.gl/V2UAno
https://goo.gl/zZq3sz
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Vamos a expresar el criterio de optimalidad de la siguiente manera

k np

minz Z(I’Z — 2w — ) = minz Z Sty = minz Ztr(W),

h=1 =1 h=1 =1 h=1 =1

siendo

Nh

> (@i — 2n) (i — ).

k
W =
h=1 i=1

Ejemplo 10.7. llustremos estas consideraciones para p = 3y k = 2, con la distancia de
Manhattan.

Tomemos los puntos del algoritmo jerarquico descripto en la Tabla 10.29 y represen-
tados en la Figura 10.16.

Obieto rq1 I I3

1 1 1 2
2 2 2 1
3 2 2 3
4 3 3 5
5 4 5 47
6 5 5 b
7 8 8 7
8 7 8 5
9 5 7 6

Tabla 10.29: Datos para aplicar el método de k-means
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Figura 10.16: Representacién de las observaciones originales tridimensionales

En esta oportunidad, elegimos al azar entre los puntos los siguientes dos centroides:

Cg, = (2727 1) Y ca, =

la Tabla 10.30.

(8,8,7). Las distancias de los puntos a los mismos se muestra en

Objeto Distanciaacg, Distanciaacg, Grupo de petenencia

O 0O NO OIS~ WN =

3 19 G4
0 18 G4
2 16 G
6 12 G1
8.7 9.3 G
10 8 G
18 0 G
15 3 Gy
13 5 Gs

Tabla 10.30: Clasificacion con k = 2 en el primer paso

Calculamos ahora los nuevos centroides de los grupos G, y G,. Estos centroides re-
sultan de promediar las coordenadas de los puntos que integran cada uno de los clusters.
Los nuevos centroides son cg, = (2.4,2.6,3.14) y cq, = (6.25,7,5.75) y los agrupamientos
se muestran en la Tabla 10.31.
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Objeto Distanciaa cg, Distanciaacg, Grupo de petenencia

1 414 15.00 Gy
2 3.14 14.00 Gy
3 1.14 12.00 Gy
4 2.86 8.00 G
5 5.56 5.30 Go
6 6.86 4.00 Go
7 14.86 4.00 Go
8 11.86 2.50 Go
9 9.86 1.50 Go

Tabla 10.31: Clasificacién con k& = 2 en el segundo paso

En este caso, vemos que no sélo cambiaron las distancias a los centroides, sino
también la clasificacidén del objeto 5, que pasd de pertenecer a G en el primer paso del
algoritmo a pertenecer a G en el segundo paso.

En este caso, los calculos se obtienen con el Codigo 10.3 y los datos disponibles en
https://goo.gl/aU32Rk y https://goo.gl/R2hSXd.

library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx

# Lectura de las bases de datos
clusteri=read_excel ("C:/ ... /k—means2pasol.xlsx")
cluster2=read_excel ("C:/ ... /k—means2paso2. xlsx")

# Calculo de distancias
di=round(dist(cluster1[,2:4], method="manhattan") ,2)
d2=round(dist(cluster2[,2:4], method="manhattan"),2)

Caddigo 10.3: Codigo para calcular distancias en el Ejemplo 10.7

Para determinar el numero k& de grupos suele utilizarse el siguiente contraste

5 _ SGD(k) ~SCD(k + 1)
PR SCD(k + 1) /(n — k — 1)

y se compara con el cuantil 0.95 de F, ¢, —x—1)-

¢ Qué sucederia si en Ejemplo 10.7 se propone que sean tres los conglomerados?


https://goo.gl/aU32Rk
https://goo.gl/R2hSXd
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Ejemplo 10.8. A partir de los datos de la Tabla 10.29, proponemos estos tres centroides,
elegidos aleatoriamente: ¢, = (1,1,2), ¢g, = (3,3,5) ¥ ¢, = (8,8,7). Calculamos las
distancias de Manhattan de los puntos a los tres centroides elegidos y los clasificamos
en el grupo del que estdn a menor distancia, como se exhibe en la Tabla 10.32.

Objeto Distanciaa c;, Distanciaacs, Distanciaacg, Grupo de petenencia

1 0 7 19 Gy
2 3 6 18 G,
3 3 4 16 Gy
4 7 0 12 Go
5 9.7 3.3 9.3 G
6 11 4 8 Go
7 19 12 0 G
8 16 9 3 G3
9 14 7 5 G

Tabla 10.32: Clasificacion con k = 3 en el primer paso

Se obtienen los nuevos centroides ¢, = (1,1,2), c¢¢, = (3,3,5) Y cq, = (8,8,7), cuyas
distancias se presentan en la Tabla 10.33.

Objeto Distanciaa c;, Distanciaacs, Distanciaacg, Grupo de petenencia

1 1.34 9.23 16.34 Gy
2 1.66 8.23 15.34 G
3 1.66 6.23 13.34 Gy
4 5.66 2.43 9.34 Go
5 8.36 0.87 6.64 Go
6 9.66 1.77 5.34 Go
7 17.66 9.77 2.66 Gs
8 14.66 6.77 1.66 Gs
9 12.66 4.77 2.34 Gs

Tabla 10.33: Clasificacion con & = 3 en el segundo paso

Como no han cambiado las clasificaciones no se realizan movimientos. La pre-
gunta que aun queda pendiente es si conviene realizar la particién en 2 o en 3 clusters.
Mediante el Cédigo 10.4 y datos disponibles en https://goo.gl/Y9eMbb, tenemos que
SCD(2) = 41.692 y SCD(3) = 15.393. Utilizaremos para ello el criterio de F' propuesto
para k = 2,

SCD(k) — SCD(k + 1) 41.692 — 15.393
Flpi1 = = = 10.25.
’ SCD(k+1)/(n—k—1)  15.393/(9 — 3)
Comparando este valor con el cuantil 0.95 de la distribucion F de Snedecor Fj 95515 =
3.15. Puesto que 10.25 > 3.15 resulta significativa la mejora de considerar 3 clusters en

lugar de 2.



https://goo.gl/Y9eMbb
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library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx
cluster=read_excel ("C:/ ... /k—means2. xlsx")

# Importa la base con la cual se va a trabajar
cluster=as.matrix(cluster[,2:4]) # Convierte en formato matriz

# Calculo de promedios por grupo

xrayagik2=as.matrix (apply(cluster[1:5,],2 ,mean))
xrayag2k2=as.matrix (apply(cluster[6:9,],2 ,mean))
xrayagik3=as.matrix (apply (cluster[1:3,],2,mean))
xrayag2k3=as. matrix (apply (cluster[4:6,],2,mean))
xrayag3k3=as.matrix (apply(cluster[7:9,],2 ,mean))

# Inicializacién

scdgik2=matrix (0,nrow=5,ncol=3)
scdg2k2=matrix (0,nrow=4,ncol=3)
scdg1k3=matrix (0,nrow=3,ncol=3)
scdg2k3=matrix (0,nrow=3,ncol=3)
scdg3k3=matrix (0,nrow=3,ncol=3)

# Calculo de diferencias de coordenadas

for (i in 1:5) {scdgik2[i,]=cluster[i,]—t(xrayag1k2)}
for (i in 6:9) {scdg2k2[i—5,]=cluster[i,]—t(xrayag2k2)}
for (i in 1:3) {scdg1k3[i,]=cluster[i,]—t(xrayag1k3)}
for (i in 4:6) {scdg2k3[i—3,]=cluster[i,]—t(xrayag2k3)}
for (i in 7:9) {scdg3k3[i—6,]=cluster[i,]—t(xrayag3k3)}

# Calculo de suma de cuadrados dentro del grupo
SCD2=sum(scdg1k2”2)+sum(scdg2k2"2)
SCD3=sum(scdg1k3"2)+sum(scdg2k3”2)+sum(scdg3k3"2)

Codigo 10.4: Cédigo para calcular suma de cuadrados dentro del grupo
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10.2.9 Otros métodos para elegir el numero de clusters

En [46] se propone el estadistico de gap para determinar el nimero éptimo de conglome-
rados. Esta propuesta resulta independiente del algoritmo utilizado para la segmentacién.

Supongamos que por algun algoritmo encontramos k clusters en un conjunto de n
observaciones independientes p-variadas. Denotamos con n; a la cantidad de observa-
ciones del cluster i como C; = {x;1, T, -+, Tin, }- En este cluster se definen las distan-
cias euclideas sobre los elementos y se suman para obtener

2
di = Ny — zal®
ik
con 1 < j,k < n,. Cabe destacar que las distancias estan contadas dos veces.

Se define .

Wy = Z 271%011-.

i=1

Es evidente que W, esta en funcidn de la cantidad de clusters. La idea es comparar,
para cada valor de k, el valor de log(1¥}) con su valor esperado bajo la distribucion de
una hipétesis nula que supone que no hay clusters, es decir que k£ = 0.

Se define ahora
gapl = Ey,[log(W;,)] — log(Wy).

Este estadistico requiere la suposicion de una distribucion de referencia para la hipétesis
de nulidad.

El valor estimado para k, digamos k es el gue maximiza el estadistico de gap sobre
la distribucidén de referencia elegida. Los autores del citado trabajo proponen dos alter-
nativas para esta seleccion. La primera esta basada en generar distribuciones uniformes
dentro del rango de valores observados para cada una de las p variables, mientras que
la segunda se basa en generar distribuciones uniformes a partir de las componentes
principales de los datos originales.

Si se utiliza el programa R, se puede obtener el estadistico gap mediante la funcion
fviz_nbclust () o con la funcién clusGap() incluida en el paquete cluster.

En [39] se describe una metodologia para identificar localidades con patrones de
rendimientos similares (grupos) a través del uso de algoritmos de segmentacion para
datos anuales de cultivos de maiz, en el periodo 1969-2010, provistos por el Ministerio
de Agricultura de la Nacion Argentina, siendo un caso de segmentacion de datos longi-
tudinales.
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10.3 Ejemplos

10.3.1 Ejemplo de agrupamiento jerarquico

Ejemplo 10.9. En el archivo disponible en https://goo.gl/r9wyWE se presentan 77
equipos representantes de paises que participaron en mundiales de futbol.

https://flic.kr/p/arGtvR

Se han registrado las variables que se listan a continuacion.


https://goo.gl/r9wyWE
https://flic.kr/p/arGtvR
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Cantidad de veces en parti-
cipar en mundiales de futbol

Obtenidos a lo largo de las participaciones

Partidos jugados

Partidos ganados

Partidos empatados

Partidos perdidos

Proporciéon de puntos ob-
tenidos del total disputado

Goles a favor

Goles en contra

1 si alguna vez obtuvo la copa
mundial y O en caso contrario

Campeon
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Para el agrupamiento, nos referimos al Codigo 10.5 con el cual se produce el dendo-
grama de la Figura 10.18 considerando la cantidad de cuatro clusters.

library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx

library (magrittr) # Proporciona un mecanismo para encadenar comandos
library (tibble) # Proporciona un mejor formato para los datos

library (dendextend) # Ofrece un conjunto de funciones para dendogramas

futbol=read_excel ("C:/.../futbol.xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar
futbol=as.data.frame(futbol) # Arregla los datos

futnum=futbol[,2:11] # Selecciona las variables numéricas
fut=na.omit(futnum) # Elimina los registros con datos faltantes

fut %% scale %% dist() %% hclust(method="ward.D") %%

as.dendrogram () —> dend
# Aplica el criterio de Ward a las variables estandarizadas

par(mar=c(6,1,0.1,0.1)) # Establece margenes

dend %%

set("branches_k_color", value=c("blue","red","purple","darkgreen"), k=4) %%
# Personaliza las ramas

set("labels_col", value=c("blue","red","purple","darkgreen"), k=4) %%
set("labels_cex", 0.65) %% set("labels", futbol[,1]) %%

# Personaliza las etiquetas

plot (axes=FALSE)

# Produce un dendograma personalizado

Codigo 10.5: Cédigo para clasificar los paises en el campeonato
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Figura 10.18: Agrupamiento de los paises en el campeonato

10.3.2 Ejemplo de agrupamiento no jerarquico

Ejemplo 10.10. Utilizamos para este ejemplo la misma base de datos del Ejemplo 10.9.
Con el Cédigo 10.6 se producen distintas maneras de visualizar los clusters, tal cual se
muestra en las Figuras 10.19, 10.20 y 10.21. Ademas, en las Figuras 10.22 y 10.23 se
muestra un analisis de los goles a favor y en contra teniendo en cuenta el agrupamiento.

library (cluster) # Incluye métodos para el andlisis de clusters

library (factoextra)

# Permite extraer y visualizar resultados de analisis de datos multivariados
library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos

library (readxl) # Permite leer archivos xlIsx

futbol=read_excel ("C:/ ... /futbol.xlsx")
# Importa la base con la cual se va a trabajar

futbol=data.frame(futbol) # Arregla los datos
df=na.omit(futbol) # Elimina los registros con datos faltantes
df=scale (futbol[,—1]) # Estandariza las variables

rownames (df)=futbol[,1] # Pone nombre a las filas

set.seed(123) # Fija una semilla
kmfutbol=kmeans(df, centers=4, nstart=10)
# Aplica k—means con k=4

par(mar=c(5,5,1,2)) # Establece margenes
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clusplot (df, kmfutbol$cluster, main=NULL, color=TRUE, shade=TRUE, labels=4,
lines=0, plotchar=FALSE)

# Dibuja la clasificacioén

clusplot (df, kmfutbol$cluster, main=NULL, color=TRUE, shade=FALSE, labels=2,
lines=0, plotchar=FALSE, cex.txt=0.6, col.txt="black", cex=0)

# Dibuja la clasificacién con etiquetas

fviz_cluster (kmfutbol, data=df, geom="text", labelsize=8, repel=TRUE) +
scale_color_brewer(palette = "Set1") +
ggtitle ()

# Dibuja la clasificacién personalizada

Cluster=kmfutbol$cluster
datos=data.frame(cbind(futbol , Cluster))
# Guarda el grupo de pertenencia de cada pais

ggplot (datos, aes(x=GC,y=GF)) +
geom_point(aes(colour=factor(Cluster))) +
scale_color_brewer(palette = "Set1") +
xlab ("Goles_en_contra™) +

ylab ("Goles_a_favor") +

labs (color="Cluster )

# Grafica relacion de goles por grupo

ggplot(datos, aes(x=GC,y=GF)) +
geom_point(aes(colour=factor (Cluster))) +

geom_text (aes(label=Pais), size=3, hjust=0, vjust=0) +
scale_color_brewer(palette = "Set1") +

xlab ("Goles_en_contra") +

ylab ("Goles_a_favor") +

labs (color="Cluster’)

# Grafica relacidon de goles por pais

Codigo 10.6: Cédigo para el agrupamiento no jerarquico de los paises en el campeonato
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These two components explain 90.56 % of the point variability.
Figura 10.19: Grupos de paises con el algoritmo k-means
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Figura 10.20: Grupos de paises con el algoritmo k-means etiquetados
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Figura 10.21: Otra manera de visualizar los grupos de paises segun k-means
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Figura 10.22: Relacion entre goles a favor y en contra segun agrupamiento
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Figura 10.23: Relacién entre goles segun agrupamiento con etiquetas

10.3.3 Ejemplo de aplicacion a text mining

La mineria de texto, en inglés text mining, es equivalente al analisis de variables medi-
das por textos. El objetivo principal de este proceso consiste en obtener informacion de
calidad a partir de un texto, como por ejemplo el descubrimiento de patrones o tenden-
cias. A diferencia de las variables numéricas, los datos en este caso pueden provenir de
diferentes fuentes y, por lo tanto, tener distintas estructuras. La técnica de text mining se
basa en estructurar los datos de entrada para derivar un patrén dentro de los datos ya
estructurados para su interpretacion y evaluacion.

Ejemplo 10.11. El objetivo de este ejemplo consiste en an analizar la frecuencia con
la que aparecen ciertas palabras en poemas del escrito Pablo Neruda. A tal fin, nos
referimos a los datos disponibles en https://goo.gl/vzjxEX.

El andlisis se produce mediante el Cédigo 10.7, mediante el cual se obtienen el his-
tograma de la Figura 10.24, las nubes de palabras de las Figuras 10.25, 10.26, 10.28 y
10.27; y el dendograma de la Figura 10.29. Otra de las cosas que podemos obtener de
este codigo son las siguientes:

% Las palabras que aparecen en los textos analizados con una frecuencia igual o
superior a 15 son: “noche”, “ojos”, “alma”, “viento” y “mas”. La ultima de estas pa-
labras, si bien tiene una frecuenma alta, no parece resultar relevante lo que implica
que tal vez de debiera hacer una mayor depuracion en el analisis del documento.


https://goo.gl/vzjxEX
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% Se puede identicar, por ejemplo, qué palabras estan asociadas con la palabra
“noche”: “escribir’ (0.44), “versos” (0.32) y “estrellada” (0.31).

library (tm) # Entorno para analisis de text mining
library (wordcloud) # Permite visualizar nube de palabras
library (wordcloud2) # Permite mas opciones para nubes de palabras
library (devtools) # Colecciéon de herramientas de desarrollo para paquetes
library (magrittr) # Proporciona un mecanismo para encadenar comandos
library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos

(

library (dendextend) # Ofrece un conjunto de funciones para dendogramas

texto=readLines('C:/.../poemas. txt’, skip=0, n=—1)
# Lee el texto completo pues n=—1

str(texto)

# Muestra la estructura interna

## Eliminamos caracteres especiales en espafol

texto=gsub("a", "a", texto)
texto=gsub("e“, e", texto)
texto=gsub("i", "i", texto)
texto=gsub("6", "o", texto)
texto=gsub("0", "u", texto)
texto=gsub("A", "ni", texto)

docs=Corpus(VectorSource(texto))

# Crea el corpus; es decir, el acervo de documentos a analizar
inspect(docs)

# Muestra el documento

tab=content_transformer(function (x, pattern) gsub(pattern, "_", X))
# Funcion definida para reemplar caracteres especiales por espacios

## Limpiamos el documento

docs=tm_map(docs, tab, "i")

docs=tm_map(docs, tab, ";")

docs=tm_map(docs, content_transformer(tolower))

# Convierte todo a minuscula

docs=tm_map(docs, removeNumbers)

# Elimina numeros

docs=tm_map(docs, removeWords, stopwords("spanish"))
# Elimina palabras con poco valor para el analisis ,
# como preposiciones o interjecciones
docs=tm_map(docs, removePunctuation)

# Elimina signos de puntuacion

docs=tm_map(docs, stripWhitespace)

# Elimina los espacios vacios excesivos

## Calculamos valores de los términos del documento
dtm=TermDocumentMatrix (docs)

m=as. matrix (dtm)

v=sort (rowSums(m), decreasing=TRUE)

d=data.frame (word=names(v), freq=v)

head(d, 10)
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## Armamos la nube de palabras

set.seed(1234) # Fija una semilla

wordcloud (words=d$word, freq=d$freq, min.freq=1, max.words=200,
random.order=FALSE, rot.per=0.35, colors=brewer.pal(8, "Setl"))

## Mejoramos la nube removiendo palabras que no son relevantes y
## unificando palabras con la misma relavancia

docs.nuevo=tm_map(docs, removeWords, c("alla","alli","aqui","asi","aun",
"hace" ,"hacia","tan","todas","veces",

"vez","voy"))

docs . nuevo=tm_map(docs.nuevo, content_transformer(function (x)

gsub(x, pattern="olas", replacement="ola")))
docs.nuevo=tm_map(docs.nuevo, content_transformer(function(x)

gsub(x, pattern="triste", replacement="tristeza"))

f
)
docs.nuevo=tm_map(docs.nuevo, content_transformer(f
)
f

nction (x)
gsub(x, pattern="tristes", replacement="tristeza")
docs.nuevo=tm_map(docs.nuevo, content_transformer(
gsub(x, pattern="solo", replacement="solo")))

u
)
unction (x)

## Generamos la nueva nube de palabras

dtm.nuevo=TermDocumentMatrix (docs.nuevo)

m.nuevo=as. matrix (dtm.nuevo)

v.nuevo=sort (rowSums(m.nuevo), decreasing=TRUE)

d.nuevo=data.frame (word=names(v.nuevo), freq=v.nuevo)

set.seed(4321) # Fija una semilla

wordcloud (words=d.nuevo$word, freq=d.nuevo$freq, min.freq=1, max.words=80,
random.order=FALSE, rot.per=0.35, colors=brewer.pal(8, "Setl"))

wordcloud2 (data=d.nuevo, color="random—light", backgroundColor="black")
# Produce una nube de palabras animada

## Construimos una nueva nube con argumentos distintos

.nuevo <— m.nuevo %% rowSums(m.nuevo) %% sort(decreasing=TRUE)
Proporciona las sumas de renglones odenadas de mayor a menor
.nuevo=data.frame (palabra=names(m.nuevo), frec=m.nuevo)

Arreglo con la frecuencia de cada palabra

.nuevo=m. nuevo[m.nuevo$frec >4,]

Selecciona las palabras con frecuencia superior a 4

# 3 &3 ® 3

## Armamos un histograma de frecuencias

m.nuevo[1:20, ]| %%

ggplot (aes(palabra, frec)) +

geom_bar(stat="identity ', color="royalblue’, fill="lightbluel’) +
coord_flip () +
geom_text(aes(hjust=1.3, label=frec), size=3, color="royalblue’) +
labs (x="Palabra’, y='Numero_de_usos’)
## Generamos un dendograma

dtm. clus=removeSparseTerms (dtm.nuevo, sparse=.98)

# Remueve palabras dispersas

dim.clus %% scale %% dist () %% hclust(method="complete") %%
as.dendrogram() —> dend

# Aplica el criterio completo a las variables estandarizadas
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dend %%

set("branches_k_color", k=12) %%

# Personaliza las ramas

set("labels_col", k=12) %% set("labels_cex", 0.8) %%
# Personaliza las etiquetas

plot (axes=TRUE)

# Produce un dendograma personalizado

## Otras funciones

findFreqTerms (dtm.nuevo, lowfreq=15)

# Muestra las palabras con frecuencia superior a 15
findAssocs (dtm.nuevo, terms=c("alma","ojos","cuerpo","amo
"noche", "viento"), corlimit=.3)

# Calcula la asociacion entre términos frecuentes

,"corazon",

Codigo 10.7: Cédigo para el andlisis de text mining
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viento - 21|
tristeza -
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ojos - 23|
noche - 20|
mia - 12|
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mar - 11]
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crepusculo - 8|
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cielo - 11
brazos - 9|
besos - 8|
amo - 10 |
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Figura 10.24: Palabras mas frecuentes en poemas de Neruda
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Figura 10.25: Nube de palabras mas frecuentes en poemas de Neruda

Figura 10.26: Refinamiento de nube de palabras més frecuentes en poemas de Neruda

alla g pajarosalli crepusculo aqui
27 Q corazons,muier

FEg: noche%%'e
O

| solo-O%OJ O S rTb]lanac.os

braZOS veces:imias

$ hace 5 mosol 5'—-’ besos @

()
w
.9
Ealegre lodas = sﬂenmg

ausencia "_' asi dol

E
S

tnsteza ha
mirada olas

ninia %) vida ' 23
3 ¢ §8e:guga cre?)atznslgalo &
9l O, 2 voz horax= 3
3" =-NOCNEEE &
g2 2 o ©
oW e
> S n
g2oalmass 4
=58 >3 ) MASY Ny
£ 8% O canta 7§ =
scielo miacss 92
-\ E"’ @
alegreola’ ed o £
quiero O amo © Gahora

tristezaspajaros silencio € infinito



10.3. EJEMPLOS 400

alegre @ © palabras &
estrellas 9 S P S,
amor @ s risteza _8
agua e
599 < besos
§ mar cielovida
sol
o
'8.0_3
ohora 83
© amo %
@ ola 5
mboca

mujer corazon pajaros'ena
crepusculo manos camino

Figura 10.27: Nube de palabras con frecuencia mayor a 4 en poemas de Neruda
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Figura 10.28: Otra forma para nube de palabras mas frecuentes en poemas de Neruda
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Figura 10.29: Dendograma de palabras mas frecuentes en poemas de Neruda

10.3.4 Ejemplo de aplicacion a imagenes

Al realizar la captura de una imagen real a través de una computadora, la continuidad del
tamano, de la intensidad y de los colores se ve truncada. La combinacion de caracteris-
ticas fisicas continuas que nuestra mente esta habituada a manejar debe ser convertida
en numeros finitos con el objeto de ser procesados.

La visién continua debe ser discretizada para obtener una imagen digital. Esta con-
versién demanda la determinacion de la resolucion espacial y de la profundidad de color.
La representacion de imagenes color se basa en modelos matematicos denominados
espacios de color. Una imagen se puede definir como una funcién de dos dimensiones
f(z,y), donde x e y son coordenadas espaciales en el plano y f es un campo escalar
que se denomina intensidad de la imagen en ese punto.

La denominacién escala de grises se refiere a la intensidad de imagenes monocro-
maticas. Por otro lado, las imagenes en color estdn formadas por la combinacién de
imagenes 2-D (de dos dimensiones), como por ejemplo en el sistema RGB: red-green-
blue, una imagen consiste en tres imagenes componentes individuales. Por este motivo,
muchas de las técnicas desarrolladas para imagenes monocroméaticas se pueden exten-
der a imagenes de color, simplemente procesando cada una de sus componentes.

Convertir una imagen en formato digital requiere que tanto las coordenadas como la
intensidad de la misma sean digitalizadas.
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El uso de herramientas de procesamiento digital de imagenes se ha ido extendiendo
a diversas areas y ha dejado de ser una actividad exclusiva de los cientificos, ganando
cada vez mas espacio en nuestra vida cotidiana. Podemos mencionar que esta disciplina
tiene, entre otras, aplicaciones especificas a cuestiones relacionadas con:

% la Astronomia y la exploracion del espacio,
% la Medicina,

% ciertas actividades de entretenimiento,

% el procesamiento de documentos,

% la industria y las maquinas,

% el hogar.

Los algoritmos de clasificacion contribuyen a facilitar la interpretacion de los datos
provistos por una imagen. La clasificacion se puede definir como el procedimiento para
categorizar en forma automatica los pixels de una imagen en clases.

En el siguiente ejemplo vamos a implementar un algoritmo denominado segmenta-
cion o clustering para clasificar los pixels de una imagen.

Ejemplo 10.12. Consideremos la imagen aérea de la siguiente figura. En la misma
pueden apreciarse diferentes colores que corresponden a vegetacién, agua, cielo y ro-
cas. Si bien el ojo humano es capaz de distinguir estos colores con facilidad, no es tan
sencillo para un algoritmo [2].

https://flic.kr/p/psFtBD

Aplicamos a la imagen aérea el algoritmo k-means con k = 3,4,5,6,7,8 (ver el
Cédigo 10.8). En la Figura 10.31 se aprecian los clusters correspondientes a cada una
de las particiones de k-means.


https://flic.kr/p/psFtBD
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Para decidir cual es la cantidad de clusters mas apropiada, utilizamos el criterio del
test explicado. En la Tabla 10.34 se aprecian las sumas de cuadrados dentro de los
grupos y entre los grupos de cada clusterizacion.

Figura 10.31: Reconstruccion de la imagen

ONO O~ W

7005.233
4457.626
3430.948
2626.265
2275.888
1906.423

11861.37
14408.97
15435.65
16240.34
16590.71
16960.18

Tabla 10.34: Suma de cuadrados
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El estadistico alcanza su valor minimo para k£ = 6. Este algoritmo es una alternativa
para la segmentacién de bordes; es decir, la localizacién de pixels donde cambia el
conglomerado.

library (jpeg) # Paquete para trabar con archivos de imagen JPEG
library (ggplot2) # Paquete para confeccionar dibujos

mapa=readJPEG ("C:/ ... /aerea.jpg")
# Lee la imagen de un archivo jpg

imgDm=dim (mapa) # Obtiene la dimensién de la imagen

imgRGB=data . frame (

x=rep (1:imgDm[2], each=imgDm[1]),

y=rep (imgDmJ[1]:1, imgDm[2]),

R=as.vector(mapa[,,1]), G=as.vector(mapal[,,2]),B=as.vector(mapal,,3])
) # Asigna los canales RGB a los datos

clusters=3

# Variar con 4,5,6,7,8

kmimg=kmeans (imgRGB[, c("R","G","B")], centers=clusters)
colores=rgb (kmimg$centers [kmimg$cluster ,])

# Aplica la clusterizaciéon por el algoritmo de k—means

ggplot (data=imgRGB, aes(x=x, y=y)) +
geom_point(colour=colores) + theme_void () # Recrea la imagen

## Calculamos sumas de cuadrados

kmimg3=kmeans (imgRGB[, c("R","G","B")], centers=3)
kmimg4=kmeans (imgRGB[, c("R","G","B")], centers=4)
kmimg5=kmeans (imgRGB[, c("R","G","B")], centers=5)
kmimg6=kmeans (imgRGB[, c("R","G","B")], centers=6)
kmimg7=kmeans (imgRGB[, c("R","G","B")], centers=7)
kmimg8=kmeans (imgRGB[, c("R","G","B")], centers=38)

ssd3=sum(kmimg3$withinss
ssd4=sum(kmimg4$withinss
ssd5=sum(kmimg5$withinss
ssd6=sum(kmimg6$withinss
ssd7=sum(kmimg7$withinss
ssd8=sum(kmimg8$withinss

~— — — — ~— ~—

sse3=kmimg3$betweens
sse4=kmimg4$betweens
sse5=kmimg5%betweens
sse6=kmimg6$betweens
sse7=kmimg7$betweens
sse8=kmimg8$betweens

ssd=c(ssd3,ssd4,ssd5,ssd6,ssd7,ssd8) # Suma de cuadrados dentro del grupo
sse=c(sse3,sse4,sse5,sseb,sse7,sse8) # Suma de cuadrados entre grupos

n=242+x640 # Cantidad de objetos
est=0
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for (k in 1:5) {est[k]=(ssd[k]—ssd[k+1])/(ssd[k+1]/(n—-k—1))}
# Calcula los estadisticos
which.min(est) # Dice que el valor minimo del estadistico es para k=6

Caodigo 10.8: Cédigo para el analisis de clusterizacién de una imagen
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10.4 Ejercitacion

Ejercicio 1.
Consideremos el conjunto de datos representado por la matriz

= W O Ot DN =
— N = O W

1. Graficar en R? y construir el dendrograma correspondiente utilizando el criterio del
vecino mas lejano, utilizando la distancia euclidea.

2. Igual que el item anterior pero utilizando el criterio de vecino mas cercano y prome-
dio.

3. Repetir los mismos ejercicios utilizando las variables estandarizadas y comparar los
resultados obtenidos.

Ejercicio 2.
Dada la siguiente matriz de distancias D, realizar los dendrogramas correspondientes
a los métodos vecino mas cercano, vecino mas lejano y promedio, utilizando la distancia

euclidea.
0O 0 0 0O
4 0 0 00
D = 18 10 0 0 O
20 15 24 0 O

18 20 8 6 0

¢, Se encuentra diferencias entre los resultados obtenidos por los diferentes algorit-
mos?

Ejercicio 3.
El objetivo es obtener cinco agrupamientos de los datos correspondientes al archivo
disponible en https://goo.gl/WNGHuH.

1. Realizar un Analisis en Componentes Principales. ;Qué proporcién de la variabi-
lidad total en las variables medidas explican las dos primeras componentes? Uti-
lizando un grafico de individuos, determinar grupos en los datos. ¢Cuantos grupos
hay? ¢Qué tipo de pizzas pertenecen a cuéles agrupamientos? Comparar con el
item anterior.

2. Aplicar un método de agrupamiento a los resultados del item anterior (valores de
los casos sobre las componentes).


https://goo.gl/WNGHuH
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3. Aplicar el método de K-Medias a los datos de manera de obtener 5 grupos y com-
parar con los resultados anteriores.

4. Resumir los resultados. ¢Tienen los datos una estructura como para agruparlos?
En el caso afirmativo, ¢en cuantos grupos seria mas conveniente agrupar? Justi-
ficar.

Ejercicio 4.

Un Museo encuesta a un grupo de nifios visitantes al final el recorrido. Dicha en-
cuesta esta diseriada con distintas preguntas generales y algunas que pueden ayudar a
identificar grupos y disefar estrategias que vayan acorde con los nifios que estan mas
interesados en asistir a un museo. Los datos recabados se encuentran disponibles en
https://goo.gl/Ljy9Sr. Algunos de los interrogantes que encontramos en esta en-
cuesta estan dados por las siguientes variables:

Sexo: vardén o mujer,
Edad: en anos,
Diversion: ;Es divertido ir al museo?*,

Compras: Cuando voy al museo, ¢le pido a mis papas que me compren algo de lo que
venden adentro?*,

Aprendizaje ;Puedo aprender en la escuela lo mismo que en el museo?*,
Excursion: ;Prefiero ir al museo en excursiones con la escuela?*,
Juego: ;Ir al museo en mi tiempo libre me quita tiempo para jugar?*,
Interés: ;No me interesa en lo mas minimo asistir al museo?*,

Gusto: ;Te gust6 tu visita al museo? Con niveles Siy No.

*Con niveles del 1 al 7 que recorren desde el desacuerdo total al acuerdo total.

El grupo de investigadores desea clasificar las opiniones generales que se tienen en
relacion al Museo y pretende agrupar a los 25 nifilos que respondieron la encuesta. Justi-
ficar la aplicacion del analisis de cluster, demostrando que existe fuerte asociacion entre
las variables que van a configurarlo. Analizar el numero de clusters y las caracteristicas
de los mismos.

Ejercicio 5. Se quiere agrupar a 7 alumnos de primer afio de Psicologia en base a
sus notas en las asignaturas de las areas de

X,: Basica,
X1: Metodologia,

X,: Evolutiva,


https://goo.gl/Ljy9Sr
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X;: Social,
X;: Clinica.

Para ello se calcula la media por area obteniendo la Tabla 10.35.

Estudiante X, X, X3 X, X;

B 8 9 7 8 6
E, 7 8 7 8 8
B 2 3 8 7 2
E, 1 2 6 7 1
E; 1 1 1 9 8
F 2 3 1 8 9
B 7 9 4 7 9

Tabla 10.35: Estudiantes del Psicologia

Con los datos de la Tabla 10.35,
1. realizar los dendogramas, utilizando el método de Ward, para los datos crudos.

2. realizar los dendogramas, utilizando el método de Ward, para los datos estandariza-
dos por variable.

3. ¢A qué se deben las diferencias observadas en los dendrogramas?

4. ;Cual de las alternativas deberia seleccionarse teniendo en cuenta este coeficiente
y la interpretabilidad de los resultados?

Ejercicio 6.

En el archivo disponible en https://goo.gl/XcKCQN se encuentran los consumos
medios por tipo de proteina de varios paises europeos. Interesa estudiar las categorias
diferenciales de este consumo.

1. Utilizando el método de Ward y la distancia euclidea, particionar en dos clusters.
¢,Como podria llamarse a cada uno de ellos?

2. ldem anterior pero en cuatro clusters. Utilizando el dendograma, ¢,con cual de las
clasificaciones habria que quedarse?

3. Realizar una clusterizacion de las variables.

4. Comparar los resultados obtenidos con el analisis de componentes principales.


https://goo.gl/XcKCQN
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Apeéendice A

Nociones elementales de Algebra
Lineal

Sea K un cuerpo de escalares. Se define un espacio vectorial como una cuaterna
(V,K, +, ) donde V es un conjunto cuyos elementos se llaman vectoresy + : VxV — V
y.: K xV — V son dos operaciones que satisfacen lo siguiente:

v+ w = w+ v para todo v, w € V;

(u+v)+w=u+ (v+w) para todo u,v,w € V;

existe0 e Vtalque 0 +v=v+0=wvparatodov € V;

para todo v € V existe —v € Vtalque v + (—v) = —v 4+ v = 0;
a(v+w) =av+awparatodoa e Ky v,w €'V,

(v + B)v =av + Pv paratodo a,f € Ky v € V;

(af)v = a(fv) = B(awv) paratodo a,f € Ky v € V;
% lv=wvparatodov € V.

Por abuso de notacion, se suele decir simplemente el espacio vectorial V.

En analisis multivariado, utilizaremos como cuerpo de escalares a los numeros reales;
es decir, trabajaremos con espacios vectoriales reales.

Un subespacio vectorial 1 es un subconjunto de un espacio vectorial V', que sa-
tisface por si mismo la definicién de espacio vectorial con las mismas operaciones que
V.

Alcanza con que el subconjunto contenga al vector nulo y sea cerrado para las dos
operaciones para garantizar que W es subespacio de V.

Una transformacion lineal 7' : V — W es una funcién entre dos espacios vectoriales
tal que para todo v,w € Vy a € K se satisface

# Tv+w)=T(v)+T(w),
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% T'(av) = aT'(v).

Recordemos que trabajaremos con K = K.

Una manera comoda para realizar operaciones es trabajar con la matriz asociada a
una transformacién lineal. Para esta definicidn es necesario introducir el concepto de
coordenadas en una base. Sea B = {v, v, --- ,v,} una base para el espacio vectorial
V. Sea v € V, entonces existen Unicos escalares oy, as, - -, «, tales que v = ayv; +
gy + - -+ + ayuy,. Las coordenadas de v en la base B son [v]g = (g, an, -+, ).

Sea T : V — W una transformacion lineal y sean B = {vy,v9,--- ,0,} ¥y B’ =
{wy,ws, -+ ,w,} bases de V y W respectivamente. Se define la matriz asociada a T’
en las bases By B’ como Mpp (1) € R™*™ cuya columna j-ésima es [T'(v;)] 5. Resulta

que Mpp (T)[v]p = [T(v)]p-
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Apeéndice B

Nociones de Estadistica

Consideramos la siguiente notacion:

# A = diag(Ai, N2, -+, \,) 12 matriz diagonal cuyos elementos son los autovalores de
la matriz de covarianzas poblacional .

% N = diag(\1, Aa, - -+ . A,) la matriz diagonal cuyos elementos son los autovalores de
la matriz de covarianzas muestral X.

# I'={m,7, -+ .7} el conjunto de autovectores de la matriz de covarianzas pobla-
cional X.

# I'={71,%, - ,7,} el conjunto de autovectores de la matriz de covarianzas mues-
tral 3.

~

= L= (= N).

Se puede demostrar que valen las siguientes propiedades:

s Los elementos de A son los estimadores de maxima verosimilitud de los de A.
s Los elementos de T son los estimadores de maxima verosimilitud de los de T,
% L; converge en distribucién a una A(0, 2)3).

# Si la distribucion original de las observaciones es Normal, entonces L; son asintoti-
camente independientes. Mientras que si la distribucién original no es Normal, esta
propiedad no se cumple necesariamente.



412

Test para porcentajes

Cuando queremos decidir cual es la cantidad de componentes principales ¢ a seleccionar
de modo tal que las mismas cubran cierta proporcion, 0 < py < 1, de la variabilidad total
del conjunto, disponemos de una prueba para darle validez estadistica a la decision. La
misma se conoce como prueba para porcentajes y se define de la siguiente manera. Si
X € R"™?y q < p es la cantidad de componentes a seleccionar, las hipétesis de interés

en esta prueba pueden plantearse como

Este test es equivalente al test dado por

j=

Jj=

=1 )‘j

1>‘j

1)‘j
1A

/ q
. J=
Hy: ==
4
. J=
H . ==
\ Jj=

i=1 )‘j

1>‘j

1>‘j

( q
. J=
Hy: S22
a
. J=
H]_ . p—
\ Jj=

1>‘j

S Po,

> Do.

= Po,

> Do.

La hipotesis nula se puede expresar en funcion del elemento 6,,, definido como

q

= (1—po) Z%—po Z i

siendo el estimador para este estadistico

i=q+1

Por la propiedad de independencia asintética de los autovalores bajo normalidad, la

varianza de este estimador resulta

_2[1—]90 ZAQ e Z )\2]
i=q+1

y la estimacion para esta varianza es

2[1—1)0 Z

— Z AQ]

1=q+1
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Esto nos permite reescribir las hipéteis de la siguiente manera

H(] : on S O,
H, on > 0.

Puesto que tenemos una combinacion lineal de variables asintéticamente normales
\/_ Po >

|Upo|

¢,, también tiene distribucion asintotica normal y rechazaremos H, cuando

Prueba de esfericidad

Consideramos la variable aleatoria X ~ N, (u, >), donde p indica la cantidad de variables,
ysean \; > \; > --- > ), > 0los autovalores de la matriz X con respectlvos autovectores

1,2, Y- Notamos a sus estimadores de maxima verosimilitud por (/\1, /\2, e ,)\p) y
{;yb;)\/?? e 7’7?}

Nos interesa probar si a partir de la componente r + 1, no hay direcciones de mayor
variabilidad que las otras. Planteamos para ello las siguientes hipétesis

Hy : )\r+1:)\r+2:"':)\p7
Hy: M\j1 > Ag2 > -+ > )y, con al menos una desigualdad estricta.

Utilizamos el estadistico de contraste

P .
j=r+1 "]
M, = =t

(=m0 n)"

La distribucién del estadistico, bajo H, (es decir, cuando H, es verdadera) es

d
-n log MT — X(%.5(p—r)(p+1—7‘)—1'

Se rechaza para valores chicos del estadistico.
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