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Prélogo

Prologo

Estimado lector:

Este libro es un resumen de mi experiencia como profesor y Doctor en Ingenieria en area del
procesamiento de sefiales e imagenes, y tiene como objetivo introducir temas relacionados con el
procesamiento avanzado de sefiales. En mis trabajos de Investigacién utilicé el procesamiento
avanzado de sefiales y reconocimiento de patrones en Olfatometria Electrdénica, estudios de
Espectrometria por Ablacién Laser (LIBS), Espectrometria de Movilidad Iénica y en diferentes
proyectos de Ingenieria.

El procesamiento de sefiales e imagenes involucra diferentes areas de las ciencias y de la ingenieria.
Se puede utilizar en quimica, fisica, economia, automatizacién, ciencias de la tierra, ciencias sociales,
biologia, medicina, etc. En los uUltimos afios, aumento notablemente el procesamiento avanzado de
datos en muchas areas de la vida cotidiana. Esto se observa en aplicaciones de teléfonos celulares, en
buscadores de internet utilizando inteligencia artificial, en reconocimiento de rostros mediante el
método de aprendizaje profundo y en reconocimiento de voz. En este sentido, las redes sociales como
Twitter y Facebook emplean en forma intensiva este tipo de procesamiento para estudiar el
comportamiento de los usuarios. Para un mismo problema se pueden plantear diferentes métodos de
analisis de datos, por lo que resulta indispensable reconocer métodos dptimos y descartar aquellos
qgue no sirvan. Es necesario un enfoque moderno y multidisciplinar para procesar datos en forma
correcta y obtener resultados satisfactorios.

Es importante destacar que el procesamiento avanzado de sefiales resuelve diferentes problemas de
ingenieria y estudios cientificos. Esto puede observarse en innumerables publicaciones de articulos de
varias disciplinas que proponen diferentes tipos de aplicaciones. Estas aplicaciones se pueden clasificar
en identificacidn de sistemas, eliminacidn de ruidos e interferencias y prediccidn.

Asi también, si el entorno cambia los sistemas de procesamiento de datos deben ser dindmicos y
modificar su funcionamiento rapidamente para adaptarse al entorno. Se utilizan Sistemas Adaptativos
gue presentan muchas ventajas respecto de un sistema de respuesta fija con pardmetros constantes.
Muchas veces resulta indispensable utilizar un sistema adaptativo, ya que si se plantea un sistema de
filtrado digital con coeficientes fijos puede fracasar el analisis. Un sistema adaptativo puede modificar
su comportamiento, es decir, puede ajustar sus pardmetros internos mediante un algoritmo
adaptativo. Estos parametros se ajustan mediante una regla de aprendizaje en cada iteracién del
algoritmo.

Los sistemas adaptativos se encuentran en todos los dmbitos de la ingenieria en la actualidad. Desde
el control de procesos industriales, pasando por diversos ambitos de las comunicaciones y todo tipo
de artefactos vinculados a la industria de componentes (para la industria del entretenimiento,
automotriz, aeroespacial, mecanica, naval, artefactos médicos, etc.). En consecuencia, se hace
necesario disponer de herramientas adecuadas para su andlisis y desarrollo.

J. Vorobioff 1



Prélogo

El presente libro corresponde al analisis de Sistemas Adaptativos. En el primer capitulo de repaso se
estudian conceptos de procesamiento digital de sefiales. En el capitulo | se realiza una introduccion a
sistemas adaptativos con filtros lineales y no lineales. También se analizan las 4 aplicaciones basicas
de sistemas adaptativos. En el capitulo Il se estudian procesos estacionarios y modelos estocasticos. El
capitulo Ill corresponde al andlisis espectral donde se realiza estimacién del espectro y se presentan
distintas aplicaciones. En el capitulo IV se estudian algoritmos de filtros lineales adaptativos,
presentando ventajas y desventajas de distintos métodos. Se muestran distintas aplicaciones con
ejemplos de programas. Por ultimo, en el capitulo V se realiza una breve introducciéon a redes
neuronales

Se analizan diferentes sistemas en el dominio temporal y en dominio de la frecuencia. Se abarcan los
temas mediante un marco tedrico, con desarrollos matematicos, ejercicios analiticos, ejemplos de
aplicaciones variadas y ejercicios en Matlab® y Python.

Se espera que el contenido del libro sea de utilidad al lector en el desarrollo de sus aplicaciones de
ingenieria cientifico tecnoldgicas.

Para citar el presente libro por favor incluir datos completos con nimero de ISBN.

Dr. Ing. Juan Vorobioff

J. Vorobioff 2



Repaso de Procesamiento de Sefiales

Repaso de Procesamiento de Senales

Senales

La sefal es un conjunto de datos que se puede utilizar para transmitir informacidon o mensajes. Por
ejemplo, voz, tensidn en un circuito, presion, flujo de bits, imagenes, etc.

Clasificacion de Sefiales

Par o Impar

Tiempo continuo o Tiempo discreto

Analdgicas o Digitales

Deterministicas o Estocasticas

Unidimensionales o Multidimensionales

Duracidn Finita o Infinita

Periddicas, Aperiddicas, Periddica en un tramo

Acotadas o No Acotadas

Sefial de Tiempo Continuo y Sefial de Tiempo Discreto (ver Fig. 1)

1.5 //\\ N ‘ | | | | |
/N - ]‘ i

/ \ /1w

\ w

/
-1.5 / & [ ]
-1.5¢ . . . .

0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14
Tiempo continuo: t Numero de Muestra: n

Fig. 1: Sefial de tiempo continuo (izq.) y sefial de tiempo discreto (derecha)

J. Vorobioff 3



Repaso de Procesamiento de Sefiales

Tiempo continuo: t = f(t)

Tiempo discreto: n — f[n]
En la sefial de tiempo Discreto: n, la sefial no estd definida entre una muestra y otra.
Sefial Analdgica: su magnitud presenta valores continuos

Sefial Digital: es una sefial de tiempo discreto, su magnitud esta codificada en digitos binarios u otra
forma discreta. Los valores de sus magnitudes siempre son discretos.

Sefial deterministica: contiene valores fijos que se pueden expresar mediante una férmula
matematica, una tabla o un método.

Sefiales Estocdsticas: es una sefial que toma valores aleatorios y sélo se pueden caracterizar
estadisticamente

Senal Par:

f@®) =f(=t)
Sefal Impar:  f(t) = —f(—t)

Sefal Periddica Continua

Serial Periddica Discreta

x(t) =x(t+k.T), Vt, T:Periodo

Caso contrario: Sefial Aperiddica

x[n] = x[n+ Ny, vn

Caso contrario: Sefial Aperiddica

T € Reales Ny € Enteros

1 _2m _ _k _fo. _2mk
fo—To'Wo—To—Z-Tf-fo FO_NO_fS'QO_NO
2.mk
0=
Qo

Seiales de Energia y de Potencia

Las sefiales de Energia (E) poseen amplitud finita, ademas convergen a cero parat — oo o tienen
duracién finita.

E= fjooo|f(t)|2.dt Tiempo Continuo

|E = Z%o:-oolf[n]|2| Tiempo Discreto

|0<E<oo & Senal de Energia = P=0

Las sefiales de potencia (P) tienen energia infinita. El caso mas comun es el de las sefiales periddicas.
Se evalula la energia promedio por periodo (E/T).

Tiempo Continuo

P =%.fm|f(t)|2.dt

P = iE(N yIf[n]l?| Tiempo Discreto
Ny “(No

[0 <P <o < Sefalde Potencial

J. Vorobioff 4



Repaso de Procesamiento de Sefiales

Valor Eficaz:

Vef = Vrus = \/ﬁ

Si la sefal no resulta periddica pero es de energia infinita, la potencia puede calcularse considerando
conT — oo

P = li ! [f(®)|?.dt
~Jim 7. [IroP
(T)

Si bien las sefiales de potencia y energia son excluyentes, es posible que una sefial no sea ni de
potencia ni de energia, dado que ambos valores resultan infinitos

Funciones Basicas de Tiempo Continuo

En la Fig. 2 se muestran funciones basicas para el armado de seiales.
Funcién Delta de Dirac (Impulso Unitario Continuo): &(t)

Funcién Escalén: u(t)

Funcién Rampa: p(t)

5() , 1® p(®)
t 1 t t
0 g > ! '
Fig. 2 - Funciones bdsicas de tiempo continuo
Delta de Dirac Escalon: Rampa: Signo:
(0 t+0 1 t>0 t)=tu(t t
8(t) = {oo t=0 u(t) = {0 t<o0 Ii({t t ;%) Szg;.(u)(t) -1
o o t<o
f o(t).dt =1
— ) = _ dt 5(a.t)
f(@©).8(t —to) = f(to)-6(t —¢t,) dp(t) 1
Si ty = 0: : a L =—.6(t)
o= f{S(t).dt = u(t) |al
f(©.6() = f(0).6(6) “eo
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Repaso de Procesamiento de Sefiales

En la Fig. 3 se muestran las Funciones Bésicas de Tiempo Discreto

5[n] u[n] pln]
1 1
f 111 1]
0 > [ T — ~
Fig. 3 - Funciones Bdsicas de Tiempo Discreto
Impulso Unitario Discreto Escalén Rampa
1 n=0
Delta de Kronecker uln] = {0 ool ~ m n=0
o) ={0 %0 plnl =nufnl = {3 12
1 n=0
Convolucién:
YO = 1@ 0@ = [ 0@.x0E-0.d

Para Sistemas LTI:

[ee)

y(t) =x(t) *xh(t) = f_mx(r). h(t —1).dt (tiempo continuo)
yn] = x[n] * h[n] = X r-_ x[k].h[n — k] (tiempo discreto)

Propiedades de convolucion: distributiva, conmutativa y asociativa

Funciones Basicas en Matlab®

Funcion Escalén: u(t)

% Archivo: U.m, Funcidn escaldn u(t) o u[n]
function u=U(x)

u=(x>=0);

end

Funcién Rampa: p(t)

% Archivo R.m, Funcién Rampa

function r=R(x)

r=x.*(x>0);

end

J. Vorobioff 6



Repaso de Procesamiento de Sefiales

Ejercicios en MATLAB®

Ejercicio |

Formacion de sefnales basicas

Sea la siguiente sefial continua: x;(t) = p(t —1) —p(t —2) —u(t —5)

a) Graficar la funcion x4 (t) y su derivada
b) Graficar x, =x;(t—2) vy x3=x;(-2%*t+1)

Resolucion

%% Ejemplo uso de rampa y escaldn. Graficar Funcion Original y Derivada
t=-4: 0.01:8;

x1=R(t-1) - R(t-2) - U(t-5) ;

%Derivada de funcidn Original

dx = t(2)-t(1) ;

x2 = diff(x1) / dx ; % x2 es la derivada de x1

figure ; subplot(211); plot(t,x1, 'Linewidth', 3);

grid on; title('Funcién Original')

subplot(212); plot(t(2:end), x2, 'Linewidth', 3);

ylim([-2 2]) ; grid on; title('Funcién Derivada')

%% Ejemplo de desplazamiento e inversidn de sefiales

% Calculamos y graficamos: x2 = x1(t-2) y x3 = x1( -2*t+1)
tx=1t-2; x2=R(tx-1)- R(tx-2)- U(tx-5);

tx=-2*t+1; x3=R(tx-1)- R(tx-2) - U(tx-5);

figure ; subplot(211); plot(t,x2, 'Linewidth’, 3);

grid on; title('Funcion Desplazada 2')

subplot(212); plot(t,x3, 'Linewidth’, 3);

grid on; title('Funcion x3")

% Otra forma

t=-4: 0.01:8;

f=@(t) R(t-1) - R(t-2) - U(t-5) ;

figure; subplot(311) ;

plot(t,f(t), 'linewidth', 4) ;grid on; title('Sefal Original f(t)')
subplot(312)

plot(t,f(t-2), 'linewidth', 4) ;grid on; title('f1')
subplot(313)

plot(t,f(-2*t+1), 'linewidth', 4) ;grid on; title('f2")

J. Vorobioff 7



Repaso de Procesamiento de Sefiales

En la Fig. 4 se muestran los resultados del programa.

] Funcién Original . Funcion Desplazada 2
0.5 5 05
0 i 0 . : '
-4 -2 0 2 4 6 8 -4 -2 0 2 4 6 8
) Funcién Derivada . Funcion x3
0 0.5
2 B i i 0 H H
-4 -2 0 2 4 6 8 -4 -2 0 2 4 6 8

Fig. 4 — Ejemplo de armado de funciones
Ejercicio Il

Sefiales basicas de tiempo continuo y de tiempo discreto

Sea f(t) =p(t)—p(t—10)—10.u(t — 10) . Se pide graficar en Matlab® u Octave:
a) Sefial de tiempo continuo: f(t)
b) Sefial de tiempo discreto f[n]
Resolucion
%% Funcion de tiempo continuo:
dt=0.01; t=-5:dt: 15;
f=R(t)-R(t-10)- 10*U(t-10);
figure; subplot(211); plot(t,f);
grid on; title('Funcion de Tiempo Continuo')
%% Funcion de tiempo Discreto:
n=-5:15;
f _discreta = R(n)-R(n-10)- 10*U(n-10);
subplot(212); stem(n, f_discreta);
grid on; title('Funcion Discreta’)

En la Fig. 5 se muestran los resultados.

Funcion de Tiempo Continuo
10

-5 0 5 10 15

Funcion Discreta

HTTTIHHS

Fig. 5 — Funciones de tiempo continuo y tiempo discreto

1
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Repaso de Procesamiento de Sefiales

Ejercicio Il

Calculo de Energia
1 n
Dadas las siguientes sefiales: y;(t) = e~ 2tu(t) ; y,[n] = 3. (E) uln]

a) Graficar la funcién usando plot para sefial continua y stem para sefial discreta
b) Calcular en forma numérica la Energia de cada sefial

Resolucion

%% Ejemplo de Sefiales de tiempo continuo t y de tiempo discreto n

dt=0.001;
t=-5:dt: 5;
n=-5:5;

y1 =exp(-2*t) .*U(t) ;

y2 =3%((1/2).~n) .* U (n);

figure ; subplot(211); plot(t,y1, 'Linewidth', 3) ;
title('Funcion de tiempo continuo t'); grid on
subplot(212); stem(n,y2, 'Linewidth’, 3) ;
title('Funcion de tiempo discreto n'); grid on
%% Calculo de Energias

Energia_cont = sum(abs(y1).A2) *dt

Energia_disc = sum(abs(y2).72)

Funcion de tiempo continuo t

05

5 0 5

Funcion de tiempo discreto n

o o o o ITr.

-5 0 5

Fig. 6 — Funcion exponencial continua y discreta

Ejercicio IV

Micréfono y parlantes

_Mediante el micréfono de la PC, grabar 3 segundos de voz y reproducirlo en el parlante
Resolucién en Matlab®

%% Prueba de Micréfono y parlantes

dt=1/8000;

J. Vorobioff 9
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t=0:dt:3-dt;

fs=1/dt;

% genero objeto para grabar audio con fs, nbits=16 y 1 canal
r=audiorecorder(fs,16,1);

% grabo desde microfono 3 segundos / Funcion vieja: record(r,3);
recordblocking(r,3);

y=getaudiodata(r);

plot(t,y);

audiowrite('Sonido.wav',y,fs);
[y,fs]=audioread('Sonido.wav');

sound(y,fs);

pause(2)

sound(y,fs *2);

Ejercicio V

Generacion de tono puro y reproduccion en parlante

Tono Puro. Reproducir un tono puro de 560 Hz. Probar con distintas frecuencias
Resolucién en Matlab®:

%% Ejercicio para reproducir sonido. Tono puro

%Generacion de un tono correspondiente a un seno de 560 Hz, 5 seg.
%fs>=2*fmax

fmax=560; % fmax la Unica frecuencia dada.

fs=10*fmax; %Mientras mas grande mejor

Ts=1/fs %Periodo de muestreo

t= 0:Ts:5; % Duracién del tono: 5 segundos

%Determinaciéon del vector de amplitudes

y1 = sin(2*pi*560*t) % Vectores y,t

plot(t, y1) %Grafico discreto

% Reproducimos la sefial

sound(y1, fs)

%playerl = audioplayer(y1,fs); sound = (y1,fs); wavplay = (y1,fs)

J. Vorobioff 10
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Ejercicio VI
Programa Puerto Serie Matlab®
puerto_serie =serial('COM10','BaudRate',9600);
fopen(puerto_serie) % abre el objeto s
pause(2); dato="a';
fwrite(puerto_serie, dato) % envia dato(binario) por el puerto
% fprintf(s,'dato') envia string % x(i)= fread(puerto_serie,1,'uint8')
while(puerto_serie.BytesAvailable == 0)
end
disp('Recibiendo...")
leo = fscanf(puerto_serie)
tic
fori=1:10;
while(puerto_serie.BytesAvailable ~=0)

fwrite(puerto_serie, dato) ;

leo = fscanf(puerto_serie)

i =i+1; dato =dato+1;

end

end
toc

fclose( puerto_serie ); delete( puerto_serie)

Convolucion

La convolucidon es un operador matematico con 2 funciones, generando una tercera funcion

y(t) = x1(t) * x,(t) = foom x1(7). x5 (t — 7). dt| Tiempo Continuo

y[n] = x[n] * g[n] = Xi=_wx[k].g[n — k]  Tiempo Discreto

Para Sistemas LTI (Lineales e Invariantes en el tiempo):

[oe]

Convolucién tiempo Continuo: |y (t) = x(t) * h(t) = f_oox(l'). h(t —1).dt

Convolucién tiempo Discreto: |y[n] = x[n] * h[n] = X _o x[k].h[n — k]l

Propiedades de convolucion: distributiva, conmutativa y asociativa
f@) =8t —to) = f(t—to)
f(©).8(t—to) = f(t).8(t —t,)
Sity=0: f(t).6(t) =£(0).5(t)

J. Vorobioff 11
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Conexion de Sistemas LTI

En las Fig. 7y Fig. 8 se muestran las respuestas impulsionales h(t) para conexién serie y conexién
paralelo de sistemas.

Conexion Serie:

XL) hy () el h(t) —> y(€) = x(¢) * h(t)
h(t) = hy(t) * hy(t)

Fig. 7 — Conexidn serie de sistemas

Conexion Paralelo:

x@® (0 5 Y@® =x(0) < h(®)

h(t) = hy () + h, (O

> h, ()

Fig. 8 — Conexion paralelo de sistemas
Ejercicio VI

Convolucién de sefiales continuas

Obtener en Matlab® y Analiticamente la salida del sistema descripto por h(t) y entrada x(t).
h(t) = 2.e 2t u(t) ;x(t) = u(t) —u(t —2)
Resolucién Analitica: h(t) = 2.e 2t u(t) ;x(t) = u(t) —u(t — 2) (ver Fig.9)

h(t
) (1)
1,
0
4 -2 0 2 4
X(t
1 ()
5|
0
4 2 0 2 4

Fig. 9 — Ejemplo de convolucion de sefiales

[oe]

y(t) = x(t) xh(t) = J x(1).h(t — 7).dt

Usamos: y(t) = h(t) * x(t) = fjooo h(1).x(t — 7).dt (dejamos fija la sefial h(T))
Cambiamos variable y dejamos fija la sefial mas complicada: h(7)

Cambiamos variable e Invertimos la sefial mas simple: x(—1)

J. Vorobioff 12
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) h(tao)
1 L
0
-4 -2 0 2 4
1 x(t-tao) con "t=0"
05" ] x(t —1D)lt=0= x(—7)
0
-4 -2 4

0 2
\ Este punto en el origen le asignamos t

Luego variamos t y la sefial se desplaza:
X(t — T)|t=pariapie Parat positivos la sefial se desplaza a la derecha

X(t — T)|t=pariapie Parat negativo la sefial se desplaza a la izquierda

t<0 y®=0 y® =/ h@.x(t—1).dt=0

2 h(tao)
=4 2 0 " -
1 x(t -tao)‘ con "t= -0,‘5" |
" _ | ]
-4 2 5 - -
0<t<2
2 . h(tao) ‘ I
-4 2 o . -
1 X(t-tao) con "t=1"
" % | | {
-4 2 o

N
Siendo: h(t) = 2.e 2t.u(t) ; x(t) =u(t) —u(t—2)

- t
y®) = [ _h(@).x(t —1).dr = fOtZ.e‘z'T.u(r).l.dT =2. [_ize‘“] =—e?t4+1=1—-¢"2¢

0
t>2
, h(tao)
! N ]
-4 2 0 2 4

X(t-tao) con "t=2,5"

os| | |
I N
Siendo: h(t) = 2.e2tu(t) ; x(t) = u(t) —u(t —2)

y(©) = [Z h@).x(t —1).dT

t
y() = ftt_z 2.e7*%u(r).l.dt = 2. [_ize‘z'f]t_z = —e 2t 4 ¢72(t72) = o721 (p+4 1)

0 t<o0
y(t) ={1—e~2t 0<t<?2
(et —1).e 2t t>2

J. Vorobioff 13



Repaso de Procesamiento de Sefiales

Resolucién Numérica con Matlab®

% Usamos mismo tiempo en ambas sefiales, aunque podria ser distinto
dt=0.01;t=-1:dt:5; % largo L

x= U(t)-U(t-2);

h=2* exp(-2*t) .* U(t);

y=conv(x,h)* dt; % largo resultante: L+L-1

subplot(311); plot(t,x) ; grid on;

subplot(312); plot(t,h) ; grid on;

% Convolucion inicia en: suma de inicios, finaliza en: suma de finales
tc=(-1-1) : dt: (5+45) ; % Nuevo vector temporal mas largo
subplot(313), plot(tc,y) ; grid on; xlim([-1 5])

% Opcional gréfico analitico

hold on; ya = (1-exp(-2*t)).*(U(t)-U(t-2)) + (exp(4)-1)*exp(-2*t).*U(t-2) ;

plot(t,ya)
Se muestran los resultados en la Fig. 10.
1 x(t)
ot | | ]
-1 0 1 2 3 4 5
h(t)
2
cﬂ” {
-1 0 1 2 3 4 5
1 . y(t)
s N |
-1 0 1 2 3 4 5

Fig. 10 — Resultado de convolucion de sefiales
Ejercicio VIl

Autoconvolucién y Autocorrelacion

Dadas las sefiales: x4 (t) = u(t) —u(t —2)
a) Calcular en forma numérica su autoconvolucidn, es decir: y(t) = x4 (t) * x;(t)
b) Calcular en forma numérica su autocorrelacion, es decir: y(tao) = x,(tao) * x;(—tao)

Nota: para calcular autocorrelacion se invierte temporalmente la segunda sefial

Resolucion Numérica con Matlab®

% Calculamos Autoconvolucién de x1
dt=0.001; t=-6:dt:6;
x1=U(t)-U(t-3) ;

x2=x1; %x2=idem x1

J. Vorobioff 14
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y=conv(x1,x2)*dt;

% Convolucidn inicia en: suma de inicios, finaliza en: suma de finales
tc = (-6-6) :dt: (6+6) ; % Nuevo vector temporal mas largo
subplot(311); plot(t,x1); grid on; title('x1(t)')
subplot(312); plot(t,x2); grid on; title('x2(t) = x1(t)")
subplot(313); plot(tc,y); grid on;
title('y(t): Autoconvolucion de x1(t)"); xlim([-6 6])

%% Calculamos Autocorrelacidn de x1(t) , usamos conv
x2 = U(-t)-U(-t-3) ; % x1 invertida
y=conv(x1, x2)*dt ;

% Convolucion inicia en: suma de inicios, finaliza en: suma de finales
tc = (-6-6) :dt: (6+6) ; % Nuevo vector temporal mas largo
figure; subplot(411); plot(t,x1); grid on; title('x1(t)")
subplot(412); plot(t,x2); grid on; title('x1 invertida(t)')
subplot(413); plot(tc,y); grid on;
title('y(t): Autocorrelacién de x1(t) - Usamos convolucion'); xlim([-6 6])

%% Calculamos Autocorrelacién de x1(t), usamos xcorr

[Rxx, tau] = xcorr(x1) ;
subplot(414); plot(tau*dt, Rxx*dt ); grid on;

title('y(t): Autocorrelacién de x1(t) - Usamos xcorr'); xlim([-6 6])

En la Fig. 11 se muestran los resultados.

x1(t
1 (t)
05}
D 1
-6 -4 -2 0 2 4 6
1 x2(t) = x1(t)
0-5 P ...........................
D 1
-6 -4 -2 0 2 4 6
5 y(t): Autoconvolucionde x1(t)
3T T T T T T
1 L... AU P S TR
D 1 1
-6 -4 -2 0 2 4 6

J. Vorobioff 15



Repaso de Procesamiento de Sefiales

) x1(f)
s S [ -~ ]
-6 -4 2 0 2 4 6

x1invertida(t)

1 ‘ 5 . .

03| | ]

6 -4 -2 0 2 4 6
y(t): Autocorrelacion de x1(t) -Usamos convolucion

-6 -4 -2 0 2 4 6
y(t): Autocorrelacion de x1(t) -Usamos xcorr

Fig. 11 — Resultado de autoconvolucion y autocorrelacion de sefiales

Ejercicio IX

Convolucion de Seiales Discretas

Sean la siguiente sefial discreta, calcular la convolucién y graficar:
x1[n] = u[n] —u[n — 3]

Calcular: y[n] = xq[n] * x;[n]

Resolucién con Matlab® / Octave

% Convolucidn de Sefiales Discretas

n=-2:6; %Vector discreto. Se utiliza dt=1

%Sefiales a convolucionar

x1=U(n)-U(n-3);

x2=x1; % dt=1

%Algoritmo de convolucién: Utilizamos conv(v1,v2) provista por Matlab®
y=conv(x1,x2) ;

% Convolucidn inicia en: suma de inicios, finaliza en: suma de finales
nc = (-2-2) : (6+6) ; % Nuevo vector temporal mas largo
subplot(311); stem(n,x1); grid on; title('x1[n]')

subplot(312); stem(n,x2); grid on; title('x2[n] =x1[n]")

subplot(313); stem(nc,y); grid on; title('y[n]'); xlim([-2 6])

J. Vorobioff
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En la Fig. 12 se muestran los resultados.

x1[n
1 ]
05}

0 o o o L]

-2 0 2 4 6
1 x2[n]=x1[n]
0 @ © ® o

-2 0 2 4 6

N,

3 yn]
] ! !
é o 1 t o ]
-2 0 2 4 6

Fig. 12 — Resultados de la Convolucion de Sefiales Discretas

Resolucién Analitica

x1[n] = &[n] + 6[n — 1] + 6[n — 2]

y[nl = x1[n] * x;[n]

y[n] = (8[n] + 8[n—1] + 8[n—2]) * (§[n] + §[n — 1] + §[n — 2])

[
y[ln] =6[n]+6n—1]+6[n—-2] + Sn—1]+6[n—-2]+6[n—3] +d6[n—2]+
6[n—3]+ +6[n — 4]

|y[n] =6[n]+2.8[n—1]+3.6[n— 2]+ 2.6[n— 3] +6[n—4]|

Clasificacidon de Sistemas

Sistema LINEAL: los sistemas lineales cumplen con la propiedad de SUPERPOSICION. En la Fig. 13 se
muestra un sistema con sus entradas y salidas.

x(t) y(®)
_ 7 —_—
x1 () y1(t)

X, (1) y2(t)

Fig. 13 — Sistema lineal, entradas y salidas

1) La respuesta correspondiente a x4 (t) + x,(t) es y; (t) + y,(t) (ADITIVIDAD)

2) La respuesta correspondiente a k. x; (t) es k. y; (t) (HOMOGENEIDAD). Partiendo de esta ultima
premisa, si la entrada es nula (k = 0) la salida es nula

{T{x1(t) +x2(0)} = T{x1 ()} + T{x (1)},
T{a.x(t)} = a.T{x(t)} ’

Linealidad, Debe verificar estas ecuaciones

Sistema INVARIANTE EN EL TIEMPO: Su comportamiento y caracteristicas permanecen inalterables
en el tiempo. Un desplazamiento en la sefial de entrada tiene el mismo desplazamiento en la sefial
de salida.
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Un desplazamiento temporal en la sefial de entrada tiene por respuesta el mismo desplazamiento en
la sefal de salida (ver Fig. 14)

x(t —to) y(t—ty)
_1

Fig. 14 — Sistema con entrada y salida desplazada

Se deben cumplir la siguiente ecuacidn para tener Invarianza temporal en tiempo continuo
T{x(t—t)} =yt —ty) ; Vt
Se deben cumplir la siguiente ecuacidn para tener Invarianza temporal en tiempo discreto

T{x[n —nel} = y[n —no] ; vn

Sistema BIBO Estable. Los sistemas se denominan BIBO estable si cumple con lo siguiente: para toda
entrada acotada en amplitud, su salida resulta acotada

BIBO (Boundary Input Boundary Output)

SLIT (sistema lineal e invariante en el tiempo) con y sin memoria:

Los sistemas SIN memoria son aquellos cuya salida solo depende de la entrada del sistema en ese
mismo tiempo. Es decir, la salida no depende de la entrada en tiempos pasados o futuros.

En el caso discreto, debe cumplir con: |h[n] =0 paran# 0| Sin memoria

La suma de la convolucién se reduce a: y[n] = k.x[n] ; donde k = h[0] es una constante

Causalidad para los SLIT

El sistema es causal si cumple con lo siguiente: su salida para cualquier instante de tiempo solo
depende de los valores que tiene la entrada en el momento presente y/o en el pasado. (No es
anticipativo).

La respuesta impulsional de un SLIT causal discreto, teniendo en cuenta la definicion debe cumplir:

|h[n] =0 paran< 0| Causal

Que a suvezimplica: h[n] = Yo x[k]. hn — k]

Resumen Sistemas LTI conociendo h:

Sin Memoria: h[n] = A.8[n] ; h(t) = A.5(¢)

Estable: Yo _|h[n]] <o ; ffomlh(t)l.dt < oo (la respuesta al impulso unitario es
absolutamente sumable)

Causal: h[n]=0 sin<0 ; h({)=0 sit<0
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Respuesta Impulsional y Respuesta Indicial

Para el sistema de la Fig. 15 se analiza su respuesta impulsional y su respuesta indicial

x(t) y()

h(t) ————s

Fig. 15 — Entradas y salidas de un sistema

Sistema LTI, Entrada: x(t) y Salida y(t)

Six(t) = 8(t) = Respuesta IMPULSIONAL (respuesta al impulso): |h(t) = y(t)lx(t):(;(t)|

Six(t) = u(t) = Respuesta INDICIAL: |g(t) = y(t)lx(t)=u(t)|

L . . d
Relacidn entre Respuesta Indicial y Respuesta Impulsional: |h(t) = %

Resolucion Numérica:

Euler: y(to) =yo ; 2= =f(t)

Sidt=h — y‘%_y‘ = dy(ti,xl-) Despejamos — |y;41 =¥; + h. dy(ti,xl-)

Serie Exponencial de Fourier (S.E.F.)

f(t) = Z (Cp.e IWot)

n=—oo

1 i
C, = T fTOf(t).e Jnwot dt

. 1 1
Sin=0 - Cylp=o = Co = fTof(t).eO'.dt=T—0 fTOf(t).dt

> Cp == J; f@©.dt ; Co: Valor medio de f (t)

T

Serie Trigonométrica de Fourier (S.T.F.)

[ee)

f() = % + E[an. cos(n.wy.t) + b,.seno(n.wy.t)]

n=1

a, =T£0 fTO f(t).cos(n.wy.t).dt ; b, =T£o fTof(t).sen(n. Wo.t).dt

2 2
Sin=0 - aylp=0 = ao = ff(t).cos (0).dt=T— ff(t).dt
0 0
To To

- a, =T£ S f@®).dt %: Valor medio de f(t)
0 0

J. Vorobioff

Joseph Fourier

Matematico y fisico
de origen francés
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Ayuda:
2. -, ; .
wy = T—n Relacion de Euler: el* = cos(x) + j.sen(x)
0
JxXy4 p,—jx jx_,—jx
- cos(x) = % ; sen(x) = %

n =T30 fTof(t).cos(n. wy.t).dt ; Sif(t) Impar: a, =
2
™ fTof(t)llmpar . cos(n.wy. ) pgr.dt =0

-> Sif(t) Impar: a, =0

2 . 2
n = fTOf(t).sen(n. Wo.t).dt; Sif(t)Par: b, = ™ fTOf(t)Ipar. sen(n. wo.t) impar - dt = 0

-> Sif(t)Par: b, =0

Relacién entre coeficientes de S.T.F. y S.E.F.

an—j.b
Cn= n—J-bn

- ; Reales{C,} = az_n ;o Imag{C,} = ——-

2

Serie Trigonométrica Alternativa de Fourier (S.T.A.F.)

f() = %+ YoqlAy.seno(n.wy.t + 6,)] ; Cp = % A = /anz + bn2 cos(6,)

seno(6,) 6, = arcth—n ; 0, esdistinto de 6,
n

Nota: Para pasar de STF a STAF utilizo seno(x t y) = sen(x).cos(y) * sen(y).cos (x)

Teorema de Parseval: Célculo de Potencias:

p=—=1{ 1rop. dt—% %Z (@n? + by2)

T, T,
=5 o - ZlCnJZ

Calculo de la Respuesta de un sistema LTI, para una seiial de entrada periddica

Dado el sistema representado en la Fig. 16, si se ingresa una sefial periddica: x(t), mediante SEF, la
salida del sistema esta dado por la siguiente ecuacion:

y() = z Cn-H(n.wo).ej'nWO't

n=-—oo
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x(t) y(t)
——— Hw) >

Fig. 16 — Sistema con respuesta en frecuencia H(w)

ConS.TAF. y Hyy = |H(W)|.ej"/’("'w°) la salida es

y(t) = %- H(O) + Z%}:lAn- |H(n.w0)|- Sen(n- Wot + en + (p(n.wo))

Ejercicio X

Diseno de un filtro pasa bajo analégico RC

Dado el circuito simple RC de la Fig. 17, con entrada i(t) correspondiente a la sefial graficada y salida
vc(t). Se pide calcular:

a) Encontrar la Serie de Fourier de la entrada f(t)
b) i) Hallar la ecuacién diferencial que relaciona entrada i(t) y salida Vo(t).
ii) Hallar la respuesta en frecuencia H(w).

iii) Proponer valores de Ry C con el siguiente criterio: las primeras 11 armdnicas no deben tener
atenuaciéon mayor al 50 %.

iv) Graficar con Matlab®.

-1;0<t<?2
f“)_{1;2st<4

Tren de pulsos con periodo To =4, Amplitud +-1

1ce) ‘D C:: R% Vo(t)

Fig. 17 — Ejemplo de andlisis de circuito RC

Resolucién
a) Hallar la Serie de Fourier de la entrada

S.T.F.: Lafuncidn f(t) es impar, entoncesa, =0

2 2
Sin=0 - aylp=0 = ag =7 Jf(t).cos (O).dt=T— Jf(t).dt
0 0

ap = Tio fTo f(t).dt = Zf_zz f(t).dt =0  yaque Valor medio de f(t) es O

2. 2.
WO == —=

T, 4 2 i To=4
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0 2
2 2
b, =T ff(t).sen(n.wo.t).dt=— [ —1.sen(n.w0.t).dt+f1.sen(n.w0.t).dt
0
Ty 2

4
0
by =—zleos 50| ~cos 3 0[]
= cos (n.—-. —cos (n.—.
" 4. Tl% 2 -2 2 0

b, = % [cos(0) — cos(—n.m) — cos(n. ) + cos (0)] = [2 —2.(-1D"]

n.mw

2
bn=a[1_(_1) ]

f() = % + Yo [a,.cos(n.wy. t) + b,.seno(n.wy.t)] ; a, =0; ay,=0

[oe]

f) = Z [b,,.seno(n.wy.t)]

n=1

4 4 4
fl) = Eseno(l.wo.t) + ﬂseno(B.WO.t) + Gseno(S.WO.t)

4y 1
fl) = Ez [Z.n n 1.seno((Z.n + 1).wy. t)
n=0

b) Resolucion:

i) = O +ir(®) ;O =29 i) = ¢ 0

1
It + =0 ®)

d 1 1, . -
%(t) + E”o(t) = i(t)| Resuelvo para tener la derivada de mayor orden con coeficiente 1

ii)
Opcidn 1 -Calculo H) con autovectores,
Planteo Entrada: x(t) = i(t) = e/Wt ; Salida: y(t) = vo(t) = H(w).e/ Wt

d'l]o (t)

S . 1 _ 1.
Reemplazo en ecuacion diferencial e + E”o(t) == i(t)

> jw.Hw).e/Wt + R—lc.H(W).ej'W't = %ej'w't

[

; T —_c : - __ R
H(w) [J'W + R.C] T c Hw) = -W+$ ; Hw) = 1+jW.R.C
Opcion 2 -Calculo Hw) con Transformada de Fourier
. F F . dvo(t) F .
Planteo: i(t) «——I(w) ; vo(t) «—— V(W) vy su derivada: W Vo(w)

S . dvy(t 1 1,
Reemplazo en ecuacion diferencial: vst() + ﬁvo(t) = El(t)

Jow.Vo(w) + éVO(W) = %I(W) (*)

Salida(w)
Entrada(w)

Vo(w)
I(w)

Luego: H(w) = en nuestro caso: H(w) = , despejo de la ecuacién anterior (*)

obtengo H(w)
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~ Vow) _ R ] . ) _ R .
Hw) = o) = 1rjwrC| Obtengo mdédulo y fase: |[H(w)| = TR
1+ j.w.R.C estadividiendo, por eso coloco signo (-) ; e]ix =eJx

6(w) = Fase de(R) — arctg (WTRC) ; O(w) = —arctg(w.R.C)

i)
_2m _2m

Wy ="—="=

T, 4 2 i To=4

- T rad
Para tener 11 armdnicas:  W¢oprte = N.Wo = 11.; = 17,28 s

R

1+(WeorteR.C)?
H(w) se reduce 50%, hallar Ry C: % = lH(l:zg;je” = - -
r___r . 2_4 . r—_V3
2 V1+(Weorte-RC)? P (Wcorte'R' C) =45 0= Weorte-R

V3

— = ~1,002x1075 = 10~ °Faradios
17,28 x .10.000

Sitomo R=10 KOhm. (C =

Resolviendo en Matlab®
% Sefnal de entrada
T0=4; w0=2%pi/T0;

% Adopto estos valores de RC de manera de tener 11 Armdnicos que no bajen mas del 50% su
amplitud

R=10e3; C=1e-5;

% Respuesta en frecuencias con w continua

w=-50*w0 :0.01: 50*wO0;

H=R./(1+].*W*R*C) ;

figure ; subplot(2,1,1) ;

plot (w, abs(H)) ;

title('Respuesta en frecuencias con w continua’,...
'Fontsize', 14)

ylabel('modulo(H(w))', 'Fontsize', 14);

xlabel('w [rad/seg]', 'Fontsize', 14);grid

subplot(2,1,2) ;

plot (w, angle(H), 'r');

ylabel('Fase(H(w))", 'Fontsize', 14); grid
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Los resultados se muestran en la Fig. 18.

Respuesta en frec. con w continua

10000

5000

modulo(H(w))

Fase(H(w))

-2
-80 60 -40 -20 0 20 40 60 80

Fig. 18 — Ejemplo de Respuesta en frecuencia para circuito RC pasa bajos

% Respuesta en frec. con w discreta

figure ; subplot(2,1,1) ;

n=-50:50;

%wO0= 10* 2*pi ;

H1=R./(14j.* n*w0 *R*C) ;

stem (n, abs(H1)) ;

title('Respuesta en frec. con w discreta’,...
'Fontsize', 14)

ylabel('modulo(H(n.w0))"', 'Fontsize', 14);

subplot(2,1,2) ;

stem(n, angle(H1), 'r');

ylabel('Fase(H(n.w0))', 'Fontsize', 14);

xlabel('n', 'Fontsize', 16);

Los resultados del programa se muestran en la Fig. 19.

Respuesta en frec. con w discreta
10000 . . . ‘ ‘ .

=11
= 5009.0524

5000

modulo(H(n.w0})

Fase(H(n.w0})

2
500 400 -30 200 10 0 10 20 30 40 50

Fig. 19 — Ejemplo de respuesta en frecuencia discreta
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Notar que To=4; fo=1/4; wo=1/2=1,5708
Ver limites de los ejes x: n=11 (discreta) equivale a 17,28 rad/seg (continua)

11 * /2 = 17,28

Ver que la amplitud maxima de H(n.wo0), esta correlacionada con los valores de la resistencia R.

Sin embargo, al utilizar Transformada Rapida de Fourier (FFT), se normaliza la amplitud de la respuesta
y no depende de los valores de la resistencia R.

Para una sefial Real, el mddulo del espectro da pary la fase impar

Transformada Continua de Fourier

La transformada de Fourier se puede definir como una operacidn que transforma o convierte una sefial
en el dominio temporal y obtiene una sefial en el dominio de frecuencia y viceversa. En la vida cotidiana
las sefales se describen en el dominio temporal, es decir la seial se expresa en términos de tiempo.
En cambio, en el dominio frecuencial, una sefial se expresa y/o se muestra respecto a la frecuencia.

f(t) = F(w)
F(w) = fjooof(t). et dt Transformada de Fourier

Se puede calcular la Transformada de Fourier por definicion mediante la expresion anterior, pero en
la mayoria de los casos conviene usar tabla de transformadas y propiedades.

f(t) = ifjooo F(w).etWt.dw Antitransformada de Fourier

La Transformada inversa de Fourier o anti transformada se puede calcular por definicién, pero en
muchos casos conviene usar tabla de transformadas y propiedades. En algunos casos se debera usar
fracciones simples y/o division de fracciones para obtener sefiales similares a las tablas.
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Transformada de Fourier para sefales Discretas

Series y Transformadas de Fourier

Dominio Temporal

Dominio Frecuencial: Espectro

Serie
Trigonométrica de
Fourier

(S.T.F.)

f) = % + z [a,.cos(n.wy.t)
n=1+ b,,.seno(n.wy.t)]

2
=— .d
=7 T{f(t) t
—Ef (t) ( t).dt
an—T0 J f(t).cos(n.wy.t).

b —if (t) ( t).dt
n_Ton .sen(n.wy.t).

Serie Exponencial de
Fourier (S.E.F.)

(= ) (Cpet™vot)

_ l —jn.wgy.t
C, = f(t).e dt
To
To

C, = a, —2]. b, =
Serie Discreta de fln] = z:k={1\10}[(3k2.51 kQon] Cp = 1 z [f[n].e 7 kon]
Fourier Qo = N_o No k=(No}
conimdarouter | 1L [ roneimia | "7 [ 1O
F(&) — F(w) " -

Transformada de
Fourier de una
secuencia (TFS) o
también llamada
Transformada de
Fourier en tiempo
discreto (TFTD)

fln] <= F(Q)

fin]e—F (/™)

fIn] =i fF(Q).ej'Q'n.dQ

n=-—oo

F ()

Transformada
Discreta de Fourier
(DFT)
fIn] < Flk]

fln] = NLOZkz{NO}[F[k]-ej'k'QO'n]

Q, =fv'—’: in=1{0.1,2...Ny — 1}

F[k]= z [f[n]_e—j.k.ﬂo.n]

k={Ng}

La TFTD, es decir la
Transformada
Fourier en tiempo
discreto, puede
analizarse
discretizando F (()):

|F(k .Qo) = No. Ck|

FFT: Si N, = 2¥ puede
implementarse un algoritmo
optimizado, rapido, denominado FFT
(Transformada Rapida de Fourier: Fast

Fourier Transform)
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Ejercicios de Transformadas de Fourier.
Ejercicio XI
Repaso y comparacion de Transformadas

Partiendo de la Serie Exponencial de Fourier (S.E.F.), obtener la Serie Discreta de Fourier y también
las Transformadas de Fourier. Analizar las sefiales (periodicidad y dominio discreto o continuo)

Frecuencias
i3 di angulares discretas:
Serie Exponencial f(® t continuo f(2) Perlodica W=
de Fourier (S.E.F.) cn Cn discreto Cn - e
Aperiddicas 2.m
Wy = —
Partiendo de S.E.F., discretizamos t:
‘1 Partiendo de S.E.F.,
f[n] Periédica
discretizamos t, el
o fin] n discreto Cy Periddica | espectro se vuelve
Serie Discreta de c ) Periédico
Fourier (similar a k k discreto No: Periodo
DFT) 0 = 2.7 temporal Es decir, si
°7 N, 2 muestreamos la sefial
Qo = N f(t) obtenemos Serie
0 de Fourier Discreta:

Partiendo de S.E.F., Si Ty = o, entonces wy = 0 ,tenemos w continua, el espectro se vuelve

continuo
Tomamos S.E.F. con
Ty — oo, obtuvimos
TFC
Transformada .
Continua de ft) ——F(w) t y w continuos f® yF(W) f(@) se ‘-:‘l)n.werte
Fourier (TFC) Aperiddicas en Aperiédica
w continuo

(Integrales en vez de
Sumatorias)

Partiendo de TFC, Si muestreamos la sefial f(t) obtenemos TFS: discretizamos t

n discreto £(6) Tomamos TFC,
f[n] — F) Q continuo Aperiédicas Discretizamos t —
TFS n, el espectro se
O =wT =2™%¥ F (,Q) vuelve periédico
fln]le—F(e/") s T Ty Perl?dlca con | (Muestreo n. T,),
Frec. Normalizada | Periodo 2.7 | Ju+ vimos TFS
Tomamos TFS,
f[n] Periédica Discretizamos 2 —
k.2,
fIn] «— Fl[k] n discreto Flk] Periodi
DFT [k] ericdica | o0y 2 e
k discreto con periodo
N, Qo =& | fIn] se vuelve
No periddica,

obtuvimos DFT
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Continuacidn para Transformadas de Laplacey Z

Partiendo de Transformada de Laplace, dondes = g +j.w:  f(t) «— F(s)

Si la ROC contiene al eje j.w , entonces podemos tomar s = j.w para analizar «Respuesta en
Frecuencia F(w)» (TFC)

- Partiendo de TFS, f[n]«—F(2) of[n]<—>F(ej'W), si tomamos z = e/W obtenemos

Transformada Z: f[n]«—F(2)

Partiendo de Transformada Z: f[n]«—F(z), si la ROC contiene a la Circunferencia de Radio

Unitario |z| = 1, entonces podemos reemplazar z = el w para analizar «Respuesta en Frecuencia
F(Q)» (TFS)

Serie Discreta de Fourier

Dada una secuencia periddica x[n] con periodo fundamental Ny, k = {N,} o k=
{0.1,2,.....Ny — 1}

1 .
Co=— 2 [£ln]. e~ #00n]
No
k={No}
Anti-Transformada Discreta de Fourier: f[n] = Zk={NO}[Ck.ej'k'QO'"] ;0 Qo= i,_n
0
Transformada Discreta de Fourier: DFT
fIn] «— Flk]
1 - 2.
fln] = N_OZk:{NO}[X[k]-eJ'k'QO'n] ; Qo = N—: ;n=1{0.1,2,....Ny — 1}
FIkl= ) [flnl.e/*f]
k={No}

Transformada Fourier de una secuencia (TFS). También conocida como Transformada de Fourier en
tiempo discreto (siglas en inglés TFTD)

flnl = F@  [FQ) = 57 o fInl.e 70| ; |fln] = 2= [T F(Q).e/9". do

Parseval: |Zi-_olf[n]|? = [* [F(Q)[% dQ

La TFTD (Transformada de Fourier en tiempo discreto), puede analizarse discretizando F(Q):

|F(k .Qo) = No. Ckl

Filtros FIR e lIR:

Filtro de Respuesta Finita al Impulso, conocido como filtro FIR (en inglés Finite Impulse Response)

§[n]+8[n—-1]+6[n+1]
3

Ejemplo: h[n] = Posee una cantidad Finita de términos

Filtro IIR (Respuesta Infinita al Impulso: Infinite Impulse Response)
Ejemplo: h[n] = a™ u[n]

Ver descripcién mds completa de FIR e IIR en Practica de Transformada Z
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Teorema de Muestreo de Nyquist-Shannon

[fe>2 fmar=2.B]

. 2.mw 2.1. . .
Normalizando tenemos esta otra nomenclatura: |Q =w. Ty = e =T ’| Frecuencia Normalizada
S S

Si QM<¥ swy <T@

En la Fig. 20 los espectros no se deben superponer.

1 X(ei ) Periddica
|
~Ws 4_]:, 2 T

M

Fig. 20 — Andlisis del Teorema de Nyquist mediante un ejemplo de espectro periddico

Transformada Fourier de una Secuencia: TFS

Ejercicio XII

Analisis de filtros con Transformada Fourier de una secuencia

Graficar la respuesta en frecuencia para el sistema determinado por la siguiente ecuacién
y[n] = x[n] + x[n — N;]

Resolucidn:

Resolvemos por Tablas y propiedades de la TFS (Transformada Fourier de una Secuencia):

x[n] «— X(Q)

|x[n —ngl e— eI "°.X(Q)| (tablas)

Transformamos la Ecuacién en diferencias: y[n] = x[n] + x[n — N;]

Y(Q) = X(Q) + e N1 X(Q) = X(Q)(1 + e~/ M)

Y(Q) _jonN TR N

H(Q) =——==1+ e /"1 ; Sacamos Factor comin e ’~"2 para obtener un coseno
X(Q)
v@ _ —joM [ joa. —jol —joh N

H(ﬂ)—X(m e 2 (J 2+e’ 2)=e1 2.2.cos(Q.71)

.~ N
H(Q) = 2.cos (Q.%).e_]'ﬂ'Tl

Buscamos los ceros del coseno:

COS(Q.%)=O - Q_%:g = (Qeero =

I
Ny

Miramos la ecuacién En diferencias y siendo sistema LTI

- |h[n] =§[n] + 6[n— N1]| Filtro FIR (Respuesta Finita al Impulso)
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Recordando Respuesta impulsional:

y[n] = x[n] « h[n] ; SiTomamos: x[n] = §[n] obtenemos h[n]

w= -pi: pi/5000: pi;

N=4

f= 2*cos(N/2*w).*exp(-j*N/2*w) ;
subplot(2,1,1)

plot(w,abs(f), 'linewidth’, 3)

grid on; title('absoluto(H)')
subplot(2,1,2)

plot(w,angle(f), 'linewidth’, 3)

grid on; title('Fase(H)')

En la Fig. 21 se muestra la respuesta, se observa que es un filtro elimina bandas

absoluto(H)

Fig. 21 —Respuesta en frecuencias para un Filtro Elimina Bandas

Ejercicio XIII

Andlisis de sistemas con Transformada Fourier de una secuencia

Graficar la respuesta en frecuencia del sistema determinado por la siguiente ecuacidn
y[n] —a.yln — 1] = x[n]
Resolucion

Resolvemos por Tablas y propiedades TFS:  x[n] «— X(Q)

|x[n —ngl e— e/ ”O.X(Q)| (tablas)

Transformamos la Ecuacion en diferencias:

Y(Q) —a.e M y@=XQ) ; Y(@Q(1-ae/) =X(Q)

H@Q) =22 ___1

X(Q) 1-aejQ
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Antitransformando obtenemos h[n]
1

n .
a™. u[n] “——5 (tablas TFS) ; |a] < 1
Si Jal<1 |h[n] = a”.u[n]| Filtro IR (Respuesta Infinita al Impulso: Infinite Impulse
Response)
. ) @ 1
Graficamos: H(Q) = X = maeT®
1 1 1

|H@)| = |[1-a.e=j9| - |1—a.cos(Q)—j.asen(Q)| - J(1-a.cos())2+.az.(sen(Q))?

Cuando ) = 1 el denominador es méaximo — |H(£))| es minimo
w= -3*pi: pi/5000: 3*pi;

a=0.5;

f=1./(a-exp(-j*w) ) ;

subplot(2,1,1)

plot(w,abs(f), 'linewidth', 3)

grid on; title('absoluto(H)')

subplot(2,1,2)

plot(w,angle(f), 'linewidth’, 3)

grid on; title('Fase(H)")

En la Fig. 22 se muestran los resultados obtenidos para el filtro IR

absaluto(H)

Fig. 22 — Ejemplo de Respuesta en frecuencia de un filtro IIR

Ejercicio XIV

Andlisis de Filtro de media movil con Transformada Fourier de una secuencia

Calcular, la respuesta en frecuencia del sistema LTI de entrada x[n] y salida y[n]. Calcular ademas la
respuesta al impulso h[n] y graficar un bosquejo de la respuesta de médulo

yln] = % (x[n] + x[n — 1] + x[n — 2] + +x[n — 3])

Corresponde a Filtro de Media Mdvil
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Resolucién:

Utilizamos TFS: x[n] «— X(Q) Resolvemos por Tablas y propiedades TFS
x[n] e—X(Q) ; x[n—ng]le—e 7 M X(Q) (tablas)
Transformamos Ecuacién en diferencias:

Q) =1. (X(Q) +e R X(Q) + e~ X(Q) + e-3f-ﬂ.X(Q))

Y(Q) = %.X(Q)(l +e )0 4 o720 4 p30)

Y(Q) 1+e /0 4e=2/Q4 -3/

HQ) = X©Q) 4

> |h[n] =7.(8[n] + 8[n — 1] + 6[n — 2] + 8[n — 3)

h[n] Tiene cantidad Finita de Impulsos: Filtro FIR

w= -2*pi: pi/5000: 2*pi;

f=1/4* (1+ exp(-i*w)+exp(-2*i*w) +exp(-3*i*w) ) ;
subplot(2,1,1)

plot(w,abs(f), 'linewidth', 3); grid on

xlim([-2*pi 2*pi])

subplot(2,1,2)

plot(w,angle(f), 'linewidth’, 3)

En la Fig. 23 se muestran los resultados, se observa que es un filtro pasa bajos.

1

0.5

-6 -4 -2 0 2 4 6

Fig. 23 — Respuesta en frecuencia del Filtro de Media Mdavil

Se observa que es un filtro de Respuesta Finita al Impulso (FIR: Finite Impulse Response), cuya
respuesta en frecuencia puede identificarse con la respuesta de un Filtro Pasa Bajos.

Y(Q) 1+e /0 4e=2/Q4 -3/

H(Q) = = . Reemplazamos z = e/
1 1 1
_1 1 2 3y . _ 1 Z2%42%+7'+1 [Z 2 1]
—>H(Z)—4.(1+Z +z7°4+27°) ; H(z)—4. 3 =1 000
1 1+z7 142724273 _ E % % 1]
H(z) = Z'( 1 ) - [1]
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Resolvemos en Matlab®

fs=100 ; %Frecuencia de Muestreo
dt=1/fs; % Ts

t=0: dt: 5-dt;

X = sin(2*pi*1*t); % seno de 1 Hz
% Agregamos Ruido

x1 =x+0.5 *rand(1,length(x));

% Filtramos la sefial

Num=[1/4 1/4 1/4 1/4];

Den=[1];

x_filtrada = filter(Num, Den, x1) ;
subplot(211) ; plot(t, x1); axis tight;
subplot(212) ; plot(t, x_filtrada); axis tight;

En la Fig. 24 se muestran los resultados

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5

Fig. 24 — Ejemplo de filtrado de un tono puro contaminado con ruido

Ejercicio XV

Filtro Multi eco de Sonido

Disefio de un Filtro Multi eco de Sonido

Ecuacidn en Diferencias del Filtro Multi eco de Sonido:
y[n] —a.y[n—N] = x[n - N]

Resolucidn:

Utilizamos TFS (Transformada Fourier de una Secuencia): x[n] «— X(Q)

|x[n —ngl e— e/ "O.X(Q)| (tablas)

Transformamos la Ecuacion en diferencias:

Y(Q) —a.e /N y@) =e N XQ) ;5 Y@Q(1-a.eN)=qe /N x(Q)

J. Vorobioff
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Y(Q) _ e—j.Q.N 1

X(Q)  1-ae SN T jaN_g

H(Q) =

Antitransformando obtenemos h[n]

a™.u[n] «— (tablas TFS) ; |al < 1

1-a.e )@

x[n +ny] «— et/ X(Q) (tablas)

Si Jal<1 |h[n] =a™ M y[n— N]| Filtro IIR (Respuesta Infinita al Impulso)

Graficamos: H(Q)

w= -pi: 0.001: pi;

% Tomamos estos valores de ejemplo
N=5; alfa=0.8;

f=exp(-i*w*N) ./ ( 1- alfa * exp(-i*w*N)) ;
plot(w,abs(f), 'linewidth', 3); grid on;

IIVAVAVIIVAVA

3 -2 -1 0 1 2 3 4

Fig. 25 — Respuesta en frecuencia del filtro multi eco analizado

Diagrama en bloques en el tiempo:

y[n] —a.y[n — N] =x[n—N] ; Sistema LTI, Desplazamos N
y[n+ N] —a.y[n] = x[n]

y[n+ N] =x[n] + a.y[n]

x[n]

Retardo N
(desplazo -N)

Fig. 26 — Diagrama en bloques temporal del filtro multi eco
Diagrama en bloques TFS (Transformada Fourier de una Secuencia):

Y(Q) —a.e 7N Y(Q) = e TN X(Q)
Multiplicamos por e/*N  Y(Q).e/ N — .Y (Q) = X(Q)
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Y(Q).e/ N = X(Q) + a.Y(Q)

24(%) Y(Q)

Fig. 27 — Diagrama en bloques TFS del filtro multi eco

Diagrama en bloques TZ (Transformada 2):
Y(Q).e/ N = X(Q) + a.Y(Q)
Reemplazamos: z = e/

Y(z).zN = X(z2) + a.Y(2)

X(2) Y(z)

Fig. 28 — Diagrama en bloques del filtro multi eco para andlisis con Transformada Z

Y(z) _ 1
X(z) zN-a

HOQ) =YD - 1| H() =

X(Q) T el QN_gy

Ejemplo aplicado a un filtro Multi eco real de sonido:

Y(z) _ 1 (000 s 1]
X(z)  2z2901-0,8 [100 0 wreen.ee. -0,8]

a=08 ; N=2901 H(z) =

%% Filtro

% Leemos archivo y coeficientes del filtro
[x, fs]=audioread('Hello.mp3');
num=[1]; den=[1,zeros(1,2900),-0.8];

% Mostramos Transferencia: H(z):
Hz=tf(num,den,fs) % r=44100 (fs) % en continuo: Hs=tf(num,den)

freqz(num, den) ; xlim([0 0.1])

% Filtramos la sefial
x_filtrada =filter(num, den, x);
audiowrite( 'salida.wav', x_filtrada, fs)
sound( 0.1* x,fs ) ;

pause() ;
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sound( 0.15* x_filtrada, fs ) ;
% Agregado para analizar el filtro con N=11
% Respuesta al impulso
| =[1,zeros(1,60)];
numi=[0,zeros(1,10),1]; deni=[1,zeros(1,10),-0.8];
% Muestro Transferencia: H(z):
Hz2=tf(numi,deni,fs) % r=44100 (fs)
% Filtro
d2= filter(numi,deni,l);
figure(1); stem(d2);grid;
xlabel('NUmero de muestra'); ylabel('Amplitud');
title(['Respuesta al impulso']);
% Magnitud de la Respuesta en frecuencia
figure(2);
[h1,w] = freqz(numi,deni,512);
plot(w/pi,20*log10(abs(h1)));grid;
xlabel('Frecuencia normalizada'); ylabel('Magnitud');

title(['Respuesta en frecuencia']);

Typical impulse response Magnitude response

1 15
08 °
10
(] (]
Sos 3
= c 5
L o
) 0 U U U \\/ \/
0 5L .
0 10 20 30 40 50 60 70 0 0.2 0.4 06 08 1
Sample index Normalized Frequency
Fig. 29 — Respuesta en frecuencia y respuesta al impulso del filtro multi eco
Ejercicio XVI

Disefio y comparacion de Filtros con la herramienta filterDesigner de Matlab®. Breve introduccion

Dada la siguiente sefial diseiar distintos filtros que eliminen las componentes de 300 y 400 Hz.
Comprar las respuestas de cada filtro y las sefiales obtenidas

y=sin(2*pi*200*t) + sin(2*pi*300*t) + sin(2*pi*400*t) ;
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a) En la consola de Matlab® escribir:

>> filterDesigner

b) Seleccionar y completar:

FIR ; Specify order: 10; Fs: 1000; Fpass: 220; Fstop: 250

B Filter Design & Analysis Tool - [untitied fda T IR | = | O i)

File Edit Analysis Targets View Window Help
DEEek a<id b BN +0- BHONE| W
— Current Filter Information — Fitter Specifications
1H
Wpass
Structure:  Direct-Form FIR
Order: 50
Stable: Yes
Source: Designed
Wstup
| |
[ Stare Fi ] f o 1
ore Fitter ... 0 F F Fsi? f(Hz)
= pass  stop
Fitter Manager ...
— Response Type——_ FitterOrder— __ Freguency Specifications. — Magnitude Specifications.
@ | Units: '
FHe] ) Lowpass v: : Hz ad Enter a weight value for
& ! |Highpass - B each band below.
= _ . () Minimum order Fs: |1000
[w]wal () Bandpass Wpass: |1 (]
(C) Bandstop — Optong— Fpasz: 220
= 1 ; Wstop: |1
| Differentiator > | || Density Factor: [20 Fstop:  |250
@ | Design Method
VIR |Butterworth -
[T -
@ @ FIR |Equiripple x|
E Design Filter
Ready

Fig. 30 — Pantalla principal de la herramienta filterDesigner de Matlab®

c) Luego: Design filter

d) Probar los siguientes botones:
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C] -db DN~ 2k
d s AT — B o] @
= W o w o o ) °
| e £ & § 8 ® £ £ ¢
= & 3 & 3 g s F S
£ = & W a § & = 3
o F P sz yoiisofg
pap— £ = h o] _g @ 1] Q " =]
= ~—s % £ 3 T ¥ & : § %
= S 8 § &8 & 8 § %
= | z = T e = <]
= =—— = N EEEREEEN
- — . < ™ = < 3 3 a O =
il I 3 A 1 @ 2 Q w
=1 & s S 2 g & o
& & g § ¢ =
o ] 3
8. 3 Iy
A = &
I ]
x 3

Fig. 31 — Botones de andlisis de la herramienta filterDesigner

e) Luego: File-> Export
Para filtro FIR Selecciono: Workspace y Coefficients

Numerator: Numl

rn Export l = e 1

— Export To

Workspace -
— Export Az

Coefficients x|

— Variable Names.

Numerator: Mum1

|:| Owverwrite Variables

[Expurt] [Cluse] [ Help ]

[

Fig. 32 — Pantalla de exportacion de la herramienta filterDesigner

f) Cambiar Orden del filtro: 15

Design filter

Luego: File-> Export

Para filtro FIR Selecciono: Workspace y Coefficients

Numerator: Num2

g) Cambiar a filtro IR

iir-> butterworth, orden 5, Fs=1000, Fpass=220
Design filter

Luego: File-> Export

Para filtro IIR Selecciono: Workspace y Objects

Nombre: Hd1
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g A
n Export @_Iéj
— Export To.
Workspace -
— Export As
Objects hd

— ariable Names

Discrete Fiter: |Hd1

|:| Overwrite Variables

F (Export| [cose | [ Hep | IJ

Fig. 33 — Pantalla de exportacion de objetos de la herramienta filterDesigner

h) Comparamos las Respuestas de los Filtros con filterDesigner: Amplitud y Fase (ver paso 4)

FIR, orden 10

Magnitude (dB)
-1 b [X]
Phase (radians)

&

da

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
Freguency (Hz)

Fig. 34 — Respuesta en frecuencia para el filtro FIR de orden 10

FIR, orden 15

Magnitude (dB)
Phase (radians)

|
[t} 50 100 150 200 250 300 350 400 450
Frequency (Hz)

Fig. 35 — Respuesta en frecuencia para el filtro FIR de orden 15

IIR, orden 5
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-0.3229

15784

-2.8339

-4.0894

Magnitude (dB)
Phase (radians)

-5.3449

-£.5004

-7.8559

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
Frequency (Hz)

Fig. 36 — Respuesta en frecuencia para el filtro IR de orden 5

i) en consola de Matlab®:

save('coeficientes_filtros.mat')

j) Copiary ejecutar el siguiente script:

close all; clear all;

dt =1/1000;

t=0:dt: 1;

y=sin(2*pi*200*t) + sin(2*pi*300*t) + sin(2*pi*400*t) ;
N = length(y) ;

Esp_y= abs( fft(y ,N)/N );

fs=1/dt;

f=0: fs/N : fs*(1-1/N) ;

%% Funcion butter

% % [z, p, k] = butter (n, Wn) esta funcidn disefia un filtro digital Butterworth, orden n, pasa bajos

% con frecuencia de corte normalizada Wn. Devuelve los ceros y los polos en z y p, con longitud ny k.
% La frecuencia de corte es aquella frecuencia donde la respuesta de magnitud del filtro

% cae 1/ raiz (2). La frecuencia de corte normalizada Wn tiene que estar en el rango de 0 a 1, donde
% el valor 1 corresponde a la frecuencia de Nyquist.

%% Funcion fft

% Y = fft (X, n) esta funcién devuelve la DFT con n puntos.

% Para longitudes de X menores que n, el vector X se completa con ceros hasta tener longitud n.
% Para longitudes de X mayores que n, se trunca la secuencia X. En el caso de matrices, la longitud
% de sus columnas se ajusta de la misma forma.

%%

[b,a] = butter( 4, 220/500, 'Low'); % 250/500
yfl = filter(b,a,y) ;

Esp_yfl = abs( fft(yf1)/N );
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load('coeficientes_filtros') ;

% Usamos filterDesigner --> exportamos como coeficientes: Num1: fir orden 10, Fs=1000,
%Fpass=220, Fstop=250

yf2 = filter(Num1, 1, y) ;

Esp_yf2 = abs( fft(yf2)/N );

% Usamos filterDesigner --> exportamos como coeficientes: Num2: fir orden 15, Fs=1000,
%Fpass=220, Fstop=250

yf3 =filter(Num2, 1, y) ;

Esp_yf3 = abs( fft(yf3)/N );

% Usamos filterDesigner --> exportamos como objeto Hd1: iir-> butterworth, orden 5,
%Fs=1000, Fpass=220

yf4 = filter(Hd1, y) ;

Esp_yf4 = abs( fft(yf4)/N );

figure; subplot(321)

plot(f, Esp_y ), axis tight ; title('Sefial sin filtrar")
subplot(322)

plot( f, Esp_yfl), axis tight;

title('Sefial filtrada con funcion butter-> butterworth, orden 4')
subplot(323)

plot( f, Esp_yf2 ), axis tight ;

title('Sefial filtrada con fir orden 10')
subplot(324)

plot( f, Esp_yf3 ), axis tight ;

title('Sefial filtrada con fir orden 15')
subplot(325)

plot( f, Esp_yf4 ), axis tight ;

title('Sefal filtrada con iir-> butterworth, orden 5')
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Comparar las distintas respuestas de los filtros de la Fig. 37

Sefial sin filtrar Sefial filtrada con funcion butter-> butterworth, orden 4
. . 04 . .
n4r .
0.3 .
03t .
0.2 .
02t .
0.1} ] 0.1 1
I N b L ] . . 1 A
0 200 400 600 800 0 200 400 600 200
Sefial filtrada con fir orden 10 Sefial filtrada con fir orden 15
0.5 .
04t -
0.4 .
0.3 T 0.3 ]
02t . 0.2 i
01t 1 01 J
\J JL J L L1 |
0 200 400 600 800 0 200 400 600 a00

Sefial filtrada con iir-= butterworth, orden &

04F " " 3
03t .
02 1
X:299.7
017 Y- 0.0337916 y
, W A

0 200 400 BOD 8OO

Fig. 37 — Comparacion de resultados del filtrado con diferentes filtros
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Transformada de Laplace

Mostramos la definicidn de la transformada de Laplace (T.L.) unilateral, bilateral y T.L. inversa

F(s) = f;mf(t).e_s'tdt T.L. Unilateral

F(s) = f_J:o f(t).e Stdt T.L Bilateral

f() =ﬁj :_Jrjj;o F(s).eSt.ds ; T.L. Inversa

Propiedades que debe cumplir la Regién de Convergencia (ROC)

e No contiene polos (constituyen el limite pues en ellos la funcién diverge).
Sih(t) =0ent <ty lasefialesderechay la ROC resulta de laformao > g, , con g, parte
real del polo que se encuentre mas a la derecha.
Ejemplo:

Diagrama de Polos y Ceros
h(t): Sefial Derecha

Y

to
Nota: Los sistemas Causales tienen Sefial h(t) Derecha.

Sin embargo sefial derecha no implica Sistema Causal (en el ej. No se cumple)
Repasando: Sistema Causal: Si h(t) = Oparat <0

Fig. 38 — Ejemplo de Regidn de convergencia para sefiales derechas

e Sih(t)=0ent>t, (sefializquierda)laROC resulta de laformaao < g, con g, parte real
del polo que se encuentre mas a la izquierda

Ejemplo:

h(t): Seiial Izquierda Diagrama de Polo y Ceros

7 ffffy

ROC

>
>

to t [seg.]

Fig. 39 — Ejemplo de Regidn de convergencia para sefiales izquierdas

J. Vorobioff 43



Repaso de Procesamiento de Sefiales

e Si h(t) tiene duracion finita, la ROC resulta todo el plano S, exceptuandog =0, 0 ¢ - ©
e Sih(t) esde duracion infinita (bilateral), la ROC resulta de la forma 0, < 0 < g, (cinta
vertical en el plano S)

Algunas ventajas de la Transformada de Laplace
1) Permite transformar un conjunto mas grande de funciones (menos limitaciones de convergencia)
2) Permite calcular estados transitorios ya que tiene en cuenta las “condiciones iniciales”

(la transformada de Fourier estudia sistemas solo en régimen permanente)

3) Setoma s = o + j.w, simplifica cuentas, utilizo menos nimeros imaginarios. Ademas, el
diagrama de polos y ceros permite un analisis rapido de la funcién temporal, frecuencial y de la
estabilidad del sistema.

Se puede obtener la Transformada de Fourier mediante la Transformada de Laplace cono = 0

Sila ROC (regién de convergencia) abarca al eje j. w, entonces si se toma ¢ = 0y reemplazo j.w,
mediante la Transformada de Laplace se obtiene la Transformada de Fourier.

Slg=o = [0+ j.Wls=0 - Slg=g=jw - |H(S)|s:j.w=H(f-W)| - Hy(w)

Con esto se puede graficar la respuesta en frecuencia (modulo y fase de H(w))

Si el eje j.w no pertenece a la ROC, la funcién no posee Transformada de Fourier, pero si posee
Transformada de Laplace

.a Transformada de Laplace tiene numerosas aplicaciones en el campo de la Ingenieria. Una de ellas
es: Analisis de Estabilidad de Sistemas

Ejercicio XVII

Comparacion de sistemas con Transformada de Laplace

Dados los siguientes Diagramas de Polos y Ceros correspondientes a transferencias de sistemas H(s),
se pide:

a) Determinar H(s) , Region de Convergencia y Estabilidad del Sistema

b) Hallar la respuesta impulsional h(t) sin calcular todas las constantes (colocar letras genéricas para
las constantes que falten)

Enunciado Resolucion
jw Jjow ROC Sistema Causal, Condicionalmente Estable (la
. ¢ ROC esta en el limite del eje j. w)

u(t) <—>% Re(s) > 0 Un polo en el origen
Sistema Causal

h(t) = Au(t) H(s)=A.;
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jow ]//W sorr0y, No Estable (la ROC no contiene al eje j. w)
2 2 /ROC/ H(s) =k 1 .
— 1 - T(s+2).(s-1)
Polos: s; =1, s, = -2
%
. Por Fracci Si I'H()—k;— A LB
Sistema Causal or Fracciones Simples: H(s) = k..~ = k. |75+
e~ %t u(t) <—>$; Re(s) > —Re(a) (tablas)
h(t) =k.(A.e™?>* + B.e*).u(t) (verej.3.2secalculaAyBconk = 1)
Suma de 2 exponenciales
Jjow jow
N EROC? N No Estable (la ROC no contiene al eje j. w)
/
—2 1 7 2 1 -t . - - _
v % N H(s) k.(s+2)_(s_1) ; Polos: sy =1, s, 2
7,
. imples: — K 1 A B
Sistema Anticausal Por Fracciones Simples: H(s) = e - ke S

—e~®t y(—t) — —— ; Re(s) < —Re(a)

s+a ’

h(t) =k.(-).(A.e™?' + B.et).u(—t) Suma de 2 exponenciales

+3.j $ jw +3.j
3

j.w Sistema Causal, Condicionalmente Estable
IR, la ROC estd en el limite del eje j. w
/ roc// jej.w)
w,
sen(wy.t) . u(t) Hﬁ" Re(s) >0

A (tablas) Dos polos complejos Conjugados
" ubicados en el eje j.w. No tengo ceros.

3
H(s)=A.Sz— ; Wo =3

+32
h(t) = sen(3.t) .u(t)

—1t.j2 X T ‘”‘”’V Del Diagrama de Polos y Ceros
) ROC7, z=-
LD > 7 21, = —14.j2 R h(®)
x 7 7 >t

Sistema Causal. Estable (la ROC no contiene al eje j. w)

Sistema Causal sta

—at __sta
e %t cos(wy.t) . u(t) «— Grawe

(tablas) Contiene 1 ceroy 2 polos

complejos conjugados

_ -t _ s+1 .
h(t) = e t.cos(2.t).u(t) — H(s) = Gintie F(s) tiene los polos
21,2
Con los pol 1+.j2 ob e
on los polos z; , = —1+.j2 obtengo: {cos(Z.t)
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Polos: z;, =
—1+.5.10

Ceros: zp = —1

Sistema Causal

h(t)

Del diagrama de Polos y Ceros:
Zg = _1

Z1’2 = _1i._]10

h(t) = e~t.cos(10.t).u(t) «——

s+1
(s+1)2+102

H(s) = H(s) tiene los polos z; ,

Sistema Causal

u(t)<—>§ ; Re(s)>0
H(s) = =+ ——

s (s+3)%2+42

h(t) = (A + B.e 3t sen(4.t)).u(t)

Sistema Causal, Condicionalmente Estable
(la ROC esta en el limite del eje j. w)

Wo

—at — Wo
e %t sen(wy.t) . u(t) «— Grayiwe

A (tablas)

(tablas) Un polo en el origen

; en este ejemplo a=-3 yw, =4

Transformada Z

Definimos la transformada Z (T.Z.) bilateral, unilateral e inversa

Transformada Z Bilateral (T.Z.B.) :

[Fp(2) = 37 o flnl. 27"

Transformada Z Unilateral (T.Z.U.): |F(Z) = Z;‘f=0f[n].z_"|

Transformada Z Inversa: |f[n] = #fc F(z).z7"dz ; neZ

J

Filtros FIR e lIR

Filtros FIR

Respuesta Finita al Impulso (FIR: Finite

Filtros IIR

Respuesta infinita al impulso (lIR: Infinite Impulse

Impulse Response)

Response)

La salida se obtiene solamente con las entradas
actuales y anteriores.

Los Filtros FIR resultan No recurrentes (No
realimento con la salida). Los IIR si lo son.

La salida del filtro depende de las entradas actuales y
pasadas, y también de las salidas en instantes
anteriores. Esto se obtiene realimentando la salida.

Los Filtros IIR son recurrentes (se realimentan con la
salida)

J. Vorobioff
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=
A

y[n] = by.x[n — k]

=~
Il

0

N — 1 es el orden del filtro, coincide con la
cantidad de términos no nulos y con la cantidad
de coeficientes del filtro by

M

yinl = > bexln =kl = ) a.yln =il
k=0

i=1

y[n] = bg.x[n] + by.x[n — 1]+ +by.x[n—N] —
a;.yln—1]—a,.y[n—2] — .o oe..—ay. x[n — M]

a 'y b representa los coeficientes del filtro. El orden es el
valor maximo entre los valoresde M y N.

Donde Mdetermina la cantidad de polos y N determina
la cantidad de ceros de la funcidn de transferencia.

La salida se puede expresar como la
Convolucién entre la sefial de entrada x[n] y
la respuesta impulsional h[n]:

N-1
yInl = ) hyexln = k]
k=0

para respuesta impulsional (x[n] = &[n])

N-1
h[n] = hy.8[n — k]
kZO ‘

Viendo h[n], tiene “cantidad finita de
impulsos” (respuesta impulsiva finita)

Transformando la expresién anterior:

N-1
H(z) = z hy.z7¢
k=0

H(Z) = h() + hl.Z_l
+ PITTITr +hN_1.Z_(N_1)

Para respuesta impulsional (x[n] = §[n]), La salida
y[n] pasa a ser h[n]

N M
h[n] = bi.8[n—k]l— ) a;.hin—1i]
2,00 H1=0,

i=1
Aplicando la Transformada Z a h[n] y operando
obtenemos:

N &
k=0 bk.Z
1+ XM ap.z7k

H(z) =

Los IIR tienen h[n] con infinitos términos:
respuesta impulsiva infinita

La expresién H(z)presenta denominador con polos
fuera del origen

Viendo la expresidn anterior:

Los filtros FIR tienen todos sus polos en el
origen, siempre son estables.

Si se quiere tener fase lineal se disefia el
filtro con sus ceros en pares reciprocos.

Presenta polos fuera del origen.

También pueden tener polos en el origen.
Pueden ser Inestables

Mediante los polos y ceros se determina la
estabilidad y la causalidad del filtro.

Si todos los ceros y polos del filtro estan en el
interior de la circunferencia unitaria, resulta de
fase minima, y el sistema es estable y causal. Si
todos sus ceros se encuentran en el exterior es de
fase maxima.

Si tiene uno o mas polos fuera de la circunferencia
unitaria, entonces el sistema es inestable.
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Estructura

Existen muchas maneras de implementar los filtros FIR e lIR. La estructura influye en las caracteristicas
del filtro. Al disefiar filtros, se debe tener en cuenta el gasto computacional

Estructura del Filtro FIR
y[n] = YRZd by. x[n — k]

x| k]
> Z_l > Z_l > Z—1 .......... » Z—l
\ 4 \ 4 \ 4 A\ 4
ho hy h, h, hy_1
ylk]
+ > +

Fig. 40 — Estructura del Filtro FIR con h

En la figura los términos h[n] son los coeficientes y los z~! son los retardos de tiempo T. Existen
distintas variantes para esta estructura, se pueden construir interconectando filtros en serie, en
cascada, etc.

Otra estructura basica de un Filtro FIR: y[n] = Y= by.x[n — k]

x[n] b yln]
+ >

|
=
sEssEEEEEEEEE

| [bN—l

Fig. 41 — Estructura del Filtro FIR
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Estructura del Filtro IIR (se agrega la realimentacion de la salida)

yInl = Zk-o br-x[n — k] = XL  a;. yln — i]

x[n]

Fig. 42 — Estructura del filtro IR

Ejercicio XVIII
Analisis de filtros con Transformada Z

Calcular la respuesta en frecuencia (modulo y fase) utilizando el método mas conveniente

yInl = 3. (x[n] + x[n — 1)
Resolucion:
Y(z) =5 X(2)(1+2z7Y)

_Y» _1,1 -1
H(z)—X(Z)—2+2.Z

- -1 . —jQ
Reemplazamos enH(z) = 22— H(e/?) = 1+e2

2

14z 1 zZ+1
= 'H(Z)_Z

Método Grafico:

[I(distancia de cerosa Q) |Zcero 1 — Zal-1Zcero 2 — Zal- - v i | Zero n — Zal

HQ)| = o _
IH(D [I(distanciade polosa Q) |z,0101 — Zq|- |Zpoto 2 — Za| - v wov wov wov woe | Zpotom — Za|

[l: Productoria ; Q o zq:eselpunto analizado

Fase{H(Q)} =< H(Q)

<HQ) = Z(Fases de cerosafl) — Z(Fases de polosa ()

< H(Q) = Fase(Zcero1 — 2q) + Fase(Zcero 2 — Zq) + . + Fase(Zeeron — Z) —
[Fase(zpolo 1= ZQ) + Fase(zpolo 2= ZQ) + -+ Fase(zpolom - ZQ)]
H(z) =%ZZL1 ; Ceroenz =—1,Poloenz=0
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Método Grafico
Q| z=el0 H(Q)| = (1) [1(distancia de ceros a Q) < H(Q)
~ \2/ TI(distancia de polos a Q)
. 1\ 2
0 | ei0=1 (_>__=1 0-0=0
2/ 1
T . 1 \/E \/E T T T
> e’z =j =) =—=— 2 92" "2
2 2] 1 2 4 2 4
Tomamos:
| 00
=-1 2/ 1 T T
Método Analitico
Y ¥o) 1z+1
QO | z=e Hoy =L IH(2) <H@)
2
() G?j.O = 1_ _ };t.l;: 1. | ]_l - ]. ()
1
m T i+1 1 T
EE e-’ 2 = ] Z____T_ = —_——— ] 2{;? - ;I
2.j 2 2 2
T el = 1 0 0
—2 0
0,99.7 | ¢J0.99m 1 0.0005 + 0.0314i =0 <t __T
=—0.9995 | 2°—0.9995 + 0.0314i 2 2
+ 0.0314i

Graficamos usando la Tabla. La sefial es Periddica con periodo 2.1

|[H(z)| Par ; < H(z) Impar

Los resultados de respuesta en frecuencia se muestran en la Fig. 43

Maodulo

Fase

Fig. 43 — Respuesta en frecuencia de un filtro simple pasa bajos
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Resolviendo en Matlab®

Se obtiene el grafico anterior, Diagrama de Polos y ceros y Respuesta al Impulso
w=-2%pi: 0.01: 2*pi;

H=1/2* (1+exp(-j*w)) ;

figure(1) ; subplot(2,1,1) ;plot(w, abs(H)) ;

grid on; xlim( [-2*pi, 2*pi] ); ylabel('Modulo') ; ; title('Respuesta en Frecuencia')
subplot(2,1,2) ;plot(w, angle(H), 'r') ; grid on; xlim( [-2*pi, 2*pi] );
ylabel('Fase') ; xlabel("\Omega')

Num=[1 1]; Den=[2 0];

%Funcion transferencia (igual que en Laplace, pero con Ts=1)

H=tf(Num,Den,1)

p= pole(H) ; z= zero(H) ; r=residue(Num,Den) %Polos, ceros y residuos
figure(2); zplane(Num,Den); %Diagrama de Polos y Ceros

figure(3); freqz(Num,Den); %Respuesta en frecuencia

figure(4); n=0:1:20; impulse(H,n); %Respuesta al impulso

Ejercicio XIX

Analisis de sistemas con Transformada Z

Un sistema de segundo orden inestable posee la siguiente funcién transferencia: H(z) =
1

1-z"14+1,44.2z72

Se lo desea estabilizar colocandolo en el sistema realimentado de la Fig. 44.

x[n] 4 H(2) y[nl]

»
L

Fig. 44 — Sistema realimentado
Se pide:
a) Encontrar la funcién transferencia del nuevo sistema

b) Hallar el valor de k que asegure la estabilidad del sistema

Resolucion:
a) Encontrar la funcién transferencia del nuevo sistema
A la salida del sumador asignamos la variable M (z)

M(z)=X(z)-Y(2).k ; Y(2)=Mz).H(z)
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Despejamos: M(z) = :((2 =X(z)-Y(2).k - Y(2) [ﬁ + k] =X(2)
1+k.H(2)] _ . _Y@ _ H@®
Y(2) [ H(z) ] =X 5 Hr(D =30 = Teaw
1 _ z2

Reemplazamos H(z) en Hy(z) ; Siendo H(z) = =il

2 2

V4 z

2_7+1,44 z2—z+1,44 z? z2
Hp(z) = —Z2ttat TS . \Hp () = ——2
r(2) P z2-z+144+kz? T z2_z4144+kz2 ' r(2) 22.(k+1)—z+1,44
‘z2-z+1,44 z2—z+1,44

b) Hallar el valor de k que asegure la estabilidad del sistema

Resolucion:

JR € 1-4x144.(k+1) _ 1+/1-576.(k+1)
12— 2.(k+1) - 2.(k+1)
- 14+y/=5,76 k—4,76
12— 2.(k+1)

Para tener Raices complejas Conjugadas, se debe cumplir (—5,76.k — 4,76) < 0
—4,76 < 5,76.k; k> —0,82638

Suponemos k > 0, sino seria realimentacidn positiva

Con k > 0 siempre tenemos Raices complejas Conjugadas

— .. 1 . 5,76.k+4,76
—l=4j 212 = 5k tj. 2.(k+1)

Para un Sistema Causal, los polos deben estar dentro de la Circunferencia Unitaria: |zl,2| <1

1 5,76.k+4,76
- |z = += ' <1
| 1'2| \/4.(k+1)2 4.(k+1)2

5,76.k+5,76
4.(k+1)2

576 <4.(k+1) ; % — 1<k ; SistemaEstable paralk > 0,44

<1 ; 5,76.k+576<4.(k+1)? ; 576.(k+1)<4.(k+1)>2

Ejercicio XX

Andlisis de filtros con Transformada Z

Calcular y graficar la respuesta en frecuencia (modulo y fase) del siguiente filtro:

ylnl = 3 (x[n] + x[n — 1] + x[n — 2])

2
Z20), Queros = 22,094 .k con k=123...

72

Respuesta: H(z) = %(
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Respuesta en Frecuencia
T T T

Fase

Fig. 45 — Respuesta en frecuencia de un filtro pasa bajos simple

Ejercicio XXI

Andlisis de filtros con Transformada Z

Calcular y graficar la respuesta en frecuencia (modulo y fase) del siguiente filtro:
yln] = %(x[n + 1] + x[n] + x[n — 1])
Resolucién:

Transformamos la ecuacion en diferencias:

fln+a] «— z** F(z) ;paraCIN (Condiciones Iniciales Nulas) (tablas)

z2 +z+1)
z

Y@ =3.X@D@+1+27) 5 H@=33=3.G+1+2D2 ;|HE@ =3(

. . 1 /eJ 02 4l R
Reemplazamos |z = e/¢| - H(e/) = E(el—ﬂ)

Buscamos los ceros de H(z) que son las raices del numeradorz? + z+1 =10

En Matlab®: roots([1 11 ]) ans = -0.5000 + 0.8660i -0.5000 - 0.8660i

Calculamos mddulo y fase para expresar en forma polar:

.2
= .2 .2 jim
Zi,=—05 £ 2 = 243 )3T = o5 = e
12 ~ =l 4 4 _j2 =
e IET = oJ3T

2
, ejé.rr 3= 2,094
= Zyp, = e/ =1¢" Aplicamos logaritmo = Qceros12 =4 4
e_]ET[ —-.T = 4,19
3
. +2,094
Como el Mddulo del espectro es par: |Qceros 12 = { 14,19
Método Grafico:
[I(distancia de ceros a Q) |Zcero 1 — Zal-1Zcero 2 — Zal- - v i | Zero n — Zal
H@)| = g =
[I(distanciade polosa Q) |z,0101 — Zq |- |Zpoto 2 — Za| - v wov wov woe woe | Zpoto m — Za|
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I1: Productoria ;

Q o zq:eselpunto analizado

Fase{H(Q)} =< H(Q)

<HQ)= Z(Fases de cerosafl) — Z(Fases de polosa Q)

< H(Q) = Fase(zcero 1= ZQ) + Fase(zcero 2 ZQ) R o Fase(zceron - ZQ) -
[Fase(zpolo 11— ZQ) + Fase(zpolo 2= ZQ) + et Fase(zpolo m=— ZQ)]
2
H(z) = %(z +Z+1) ; Ceros: z;, =—0,5 ij.\/;; Poloen z=10
Método Grafico
. 1\ [I(distancia de ceros a )
— 0 —_ (=
L z=¢e IH@] = (2) "TI(distancia de polos a Q) <H)
. \/§ 2 \/§ 2 _20no° o
0o | eoo1 |, \jl,SZ +(F) - s+ (2 R
iy =1
3 1
Realizamos cuentas con Matlab®: atand( (1-0.866)
T iz /0.5)+atand( (1+
E e’z =] 1/3 * sqrt((1-0.866)"2+0.572) * 0866)/05) _
sqrt((1+0.866)*2+0.542) /1=1/3 90=0
T el = -1
12,094 —o5 +]E 0
2
3
419 | —o05 ij.g 0
Método Analitico
. 1(z°+z+1
Q z =el8 H(z) =§<T> |H(Z)| < H(z)
. 13
0 61'0 =1 ——=1 1 0
31
T o 1 /—1+j+1 1 1
2 J 3 j 3 3
. 1 /1-1+1 1
T e]-”__l _(—+>:__ l T
3 -1 3 3
+2,094
—0,5 +j ﬁ 0 0
+4,19 T2
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Graficamos usando la Tabla. La sefial es Periddica con periodo 2.7

|[H(z)| Par ; < H(z) Impar

w=-2%pi: 0.01: 2*pi;

H=1/3* (exp(j*w)+ 1+ exp(-j*w)) ;

figure(1) ; subplot(2,1,1) ;plot(w, abs(H));

grid on; xlim( [-2*pi, 2*pi] );

ylabel('Modulo') ; ; title('Respuesta en Frecuencia')
subplot(2,1,2) ;plot(w, angle(H), 'r') ;

grid on; xlim( [-2*pi, 2*pi] );

ylabel('Fase') ; xlabel("\Omega') ; %ylim([-2, 2]);

Respuesta en Frecuencia

1
o
=]
T 0.5
=
0
8 4 -2 0 2 4 6
@2
(1]
[TH
0
-6 -4 -2 0 2 4 6

Fig. 46 — Respuesta en frecuencia del filtro

Ejercicio XXl
Ejemplo de un ecualizador implementado en Matlab®
%% Ejemplo de Ecualizador
%% Utilizamos la funcidn firl (filtro FIR)
% Importamos la sefial de audio
[x,fs] = audioread('sample.wav') ;% Debe encontrarse este archivo .wav en directorio actual
%[x,fs]=wavread('sample.wav'); % para versiones viejas de Matlab®
N = 62; % Cantidad de polos
% Filtro pasa bajo
wcl =.20; % W de corte normalizada entre Oy 1
LP =firl(N,wcl); % por defecto es pasa bajo
y1 = conv(LP,x); % sefial filtrada con filtro pasa bajo
% Filtro pasa banda

wc2 = [.20, .50]; % W de corte normalizada entre O y 1 para filtro pasa banda
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BP = firl(N,wcl);
y2 = conv(BP,x); % sefial filtrada pasa banda

% Filtro pasa alto
wc3 =.50; % W de corte normalizada entre Oy 1
HP = firl(N,wc3,'high'); % pasa alto
y3 = conv(HP,x); % seial filtrada pasa alto

% Graficamos la respuesta en frecuencia de cada filtro
figure(1); freqz(LP);
figure(2); freqz(BP);
figure(3); freqz(HP);

% Definimos las ganancia para cada banda (se modifican las amplitudes, es decir el volumen)
ganancial = 0.4;
ganancia2 = 1.5;
ganancia3 = 1.5;
y_f_baja = ganancial * y1; % pasa bajo
%wavwrite(y_f_baja,fs,'Equalizerl’);
y_f_media= ganancia2 * y2; % pasa banda
%wavwrite(y_f_media, fs,'Equalizer2');
y_f_alta= ganancia3 * y3; % pasa alto
%wavwrite(y_f_alta,fs,'Equalizer3');

% Sumamos la sefial de cada banda para obtener “Respuesta Ecualizada”
y_ecualizada=y_f_baja + y_f_media+ y_f_alta;
%wavwrite(y_ecualizada,fs,'Equalizerd');

% Reproducimos en el parlante las sefiales obtenidas
sound( x, fs ) ; % sefial original
disp('sefial original - presione una tecla'); pause;
sound( 0.001* x, fs ) ;
disp('presionar una tecla'); pause;
sound(y_f baja, fs); % pasa bajo
disp('presionar una tecla'); pause;
sound(y_f media, fs); % pasa banda
disp('presionar una tecla'); pause;
sound(y_f alta, fs); % pasa bajo
disp('presionar una tecla'); pause;

sound(y_ecualizada, fs ) ; % SUMATORIA
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Ejercicio XXIII

Analisis de filtros con Transformada Z

Se dispone de un sistema embebido para adquirir datos provenientes de sefiales de audio. Este sistema
utiliza una frecuencia de muestreo de 20 KHz. También se disponen de 4 filtros, cada uno tiene 2 polos

Filtro1: z;, = 0, Filtro2: z;, = +1/2, Filtro3: z;, = £0.98 y Filtro 4: z;, = +3/2

Se pide:

a) Para cada uno de los 4 filtros:

- agregar dos ceros de modo de eliminar las frecuencias 0 Hz y 10 KHz.

- Graficar Diagrama de polos y ceros. Determinar H(z)

- ¢Qué tipo de filtro resulta? Analizar Estabilidad

Solo para el Filtro 1 obtener su respuesta impulsional h, [n].

Resolucidn a)

fmuestreo = fs = 20 KHz

La frecuencia maxima es () = 1 correspondiente a % =10KHz

— Para eliminar frecuencias 0 Hz y 10 KHz, colocamos cerosen Q =0y Q =

Jjo -1
Zceros — {ei'“ -1
_ 2_
H,(z) = & 12-2(z+1) - 2221 ; FIR Estable
_ (z-D.(z+1) _ z%-1 .
H,(z) = (z—%).(z+1/2) =i IIR Estable
_ (z-1).(z+41) z%2-1
Hs(2) = (z—0.98).(z+0.98) ~ z2-0.982 ’
2_
Hy(z) = —

(z-2).z+3/2)

IIR Estable

; lIR Inestable j!! La ROC no contiene la CRU |z| = 1

En la Fig. 47 se muestran los diagramas de polos y ceros de los 4 filtros.

Alm

\

N\

”

~

A

-

Ve
4 /712

-—

N Im
J

~
N

M Im

Fig. 47 — Diagrama de polos y ceros de 4 filtros distintos

_ (z-D.(z+1) _ z%4z-z-1 _ z%-1

H(2)

Antitransformando — h,

J. Vorobioff

z2 z2

[n]

z2

1—z72

6[n] — 6[n—2]
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b) Opcional: Mediante Matlab® graficar el médulo de su respuesta en frecuencia

Resolucién b)

wn=-pi: 0.001 : pi;

f= wn/(2*pi) *20000 ; % fs=20000 Hz

z= exp(j*wn) ;

H1=(z.A2-1) ./ 2.2 ; % FIR con polos en el origen
H2=(z.72-1) ./ (z.72-1/4) ;

H3=(z.~2-1) ./ ((z-0.98).*(z+0.98)) ;

H4= (z.*2 -1) ./ ((z-1.5).*%(z+1.5)) ;

figure ; subplot(2,1,1) ;

plot(f, abs(H1),'b", 'linewidth’, 3) ; hold on
plot(f, abs(H2),'r', 'linewidth’, 3) ;

plot(f, abs(H3),'g', 'linewidth’, 3) ;

plot(f, abs(H4),'y', 'linewidth’, 3) ;

grid on; ylabel('Modulo")

legend('Filtro 1',"Filtro 2',"Filtro 3','Filtro 4')
title('Respuesta en Frecuencia')
subplot(2,1,2)

plot(f, angle(H1), 'b’, 'linewidth', 3) ; hold on
plot(f, angle(H2), 'r', 'linewidth', 3);
plot(f, angle(H3), 'g', 'linewidth’, 3);
plot(f, angle(H4), 'y', 'linewidth', 3) ;

grid on

ylabel('Fase') ; xlabel('Hz')
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¢) En el punto anterior se obtiene el grafico de la Fig. 48 con la respuesta en frecuencia de los 4 filtros

Respuesta en Frecuencia

2 T T T T T
_-\ Filtro 1
—— Filtro 2
Filtro 3
\ / Filtro 4
1 1

@
g0 :
w \ \
2 | 1 ] | ] 1 ] 1 ] 1
- 0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Hz x10%

Fig. 48 — Respuesta en frecuencia de los 4 filtros analizados

Teniendo en cuenta que se requiere una respuesta lo mas plana posible (ganancia constante) y
respuesta Estable, seleccionar el mejor filtro. Recuerde que solo debe filtrar las frecuencias 0 Hz y 10
KHz

¢Qué frecuencia (en Hz) se ve menos afectada en los 4 filtros?
Justificar

Resolucién c)

El filtro 4 No es Estable

Seleccionamos Filtro 3 ya que tiene respuesta plana y es Estable IIR
Frecuencia menos afectada: f =5 KHz

d) Para el filtro seleccionado, Analiticamente obtener el mddulo de la respuesta en frecuencia para 0
KHz, para 5 KHz y para 10 KHz. Verificar comportamiento del filtro.

Resolucién d)

Q f z=el? z2—1
- " H(z < H(z
Hs(2) T 0oa? |H(2)| (2)
0 0 Hz el0 =1 0 0 0
T 5KHz iz -1-1 -2 1.02 0
= e’2 = = =1.02
2 J —-1-0.982 —-1,96
T 10 KHz el =—1 1-1 0 0 0
72— 0982
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e) Para el filtro 1, modificar la posicidn de los ceros de manera de obtener filtro que elimine
solamente la frecuencia de 5 KHz. Obtener H,(z) Modificado , Analizar Estabilidad, tipo de filtro y
Graficar Diagrama de Polos y Ceros

Resolucién e)

_ (z=1).(z+1)

Sistema Original: H,(z) = — Modifico los ceros

La frecuencia maxima es () = 1 correspondiente a % = 10KHz

— Para eliminar frecuencias 5 KHz, colocamos cerosen Q = +m/2

ej.‘lT/Z :]
Zceros = e—Jm/2 =

=Jj
_ (@z-p.(z+)) _ z*+1
Hi modificadao(z) = = 5—— = —— ; FIR Estable
Im
j
/’ R
/ 2
1/ h? 1 ke
\ [Kq 3} J ”
\ /
\ /
~ ”

Fig. 49 — Diagrama de polos y ceros del filtro FIR

Ejercicio XXIV

Filtros de media movil

El siguiente sistema digital de la Fig. 50 representa un Filtro de Media Mdvil (ampliamente utilizado
en el Procesamiento Digital de Sefiales).

xfnl |y 0| yin

D' 1—z1

Fig. 50 — Diagrama del filtro de media Mdvil
Se pide:

a) Calculary graficar la Respuesta al Impulso de este filtro, es decir, h[n].

b) ¢Ddénde quedan ubicados los Polos y los Ceros de H(z)? Ejemplifique graficando la ubicacion
de estosconD=5.

c) Graficar la Respuesta en Amplitud respecto de w de este filtro digital, es decir, H(ej'Q). Usar
como en el inciso anterior, D=5, para propdsitos graficos.

d) Calcular el valor de la Salida de este filtro para tiempos discretos altos, es decir lim y[n], sia

n—oo

la entrada se coloca la sefial: x[n] = A.seno(Qy.n).ul[n]

Respuestas: a) h[n] = %. [u[n] —uln— D]]
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Filtro FIR
h[n]
" I I I I
1 2 3 n
Fig. 51 — Respuesta impulsional del filtro de media mavil
b) Con D=5

2.k

Ceros:z=¢e s ;k=1,2,3,4
Polos: Cantidad 4= D-1--> 4 Polos en z=0

72°, 14492, 2169, 2882

A |m
ne
o | O
-1 ll [ |4 ‘1 Re\
—p
Q o
~ — -

Fig. 52 — Diagrama de polos y ceros correspondiente al filtro

, D .w(D-1)
o) H(eiwy =L senlwfp) -

D" sen(Y/,) €

H(e/ Y

2

—-T

5

A 4

Fig. 53 — Respuesta en frecuencia del filtro de media mévil

d) lim (y[n]) = 0

Filtros de media movil

Los filtros de media mévil se utilizan mucho para suavizar datos ruidosos. La sefial filtrada con filtro

de media movil se calcula mediante la siguiente ecuacion:

X = 2{11 Xi,
N 7
J. Vorobioff
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Los filtros de media mévil desplazan una ventana de longitud fija a través de los datos. En cada paso
se calculan los promedios correspondientes a los datos contenidos en la ventana.

Ejercicio XXV

Ejemplo de filtrado de seiial ECG

%% Filtro de Media Movil
%load('X.mat');
clear all
% Seiial de ECG: Electrocardiograma
ECG =[90, 95, 124, 153, 182, 211, 241, 230, 202, 173, 143, 114, ...
89, 83,75, 67,70, 78,85, 90,90, 90, 90, 90, ...
92,100, 107,113, 118, 122,124,125, 124,121,117, 111, 104, ...
97, 90, 90, 90, 90, 90, 90, 90, 90, 90, 90, 92, 93, ...
93, 92,90, 90, 90, 90, 90, 90, 90, 90, 90, 90, 90, ...
90, 90, 90, 90, 90, 90, 90, 97,104, 109, 112, 113, 111, ...
107, 100, 91, 90, 90, 90, 90, 90, 90];
x=[ECG ECG] ; % Tomo 2 periodos de ECG
fs =100 ; dt = 1/fs; % Debo conocer fs para generar el vector de tiempo
t =(0: size(x,2)-1) *dt;
x= X + 30*rand(size(t)); % Le sumo ruido
% Algoritmo Propio
% % Coeficientes del filtro
% n=5; % tamafio de ventana, modificar n dependiendo de la sefial
% p=ones(n,1); p=p/(sum(p)); %p=[1/5 1/5 1/5 1/5 1/5];
% P=x+NaN; % vector vacio
% LARGO=length(x); % largo de la seiial
% largo_ventana =length(p); % largo de la ventana
% largol =fix(largo_ventana /2); % la mitad del anterior y redondeo hacia abajo
% % Filtro
% fori=largol +1: LARGO -( largo1+1)
% x_filtrada(i)=x(i- largol:i+ largol) *p; %
% end
windowSize = 5;
b = (1/windowSize)*ones(1,windowSize);
a=1;

x_filtrada = filter(b,a,x);
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% graficos
figure(100) % si uso guide: axes(handles.axesl) ;
plot(t, x) ; hold on;
t =(0: size(x_filtrada,2)-1) *dt;
plot(t, x_filtrada, 'r')
grid on
legend('Sefial ECG con Ruido', 'Sefial Filtrada')

En la Fig. 54 se muestra la sefial ECG ruidosa y la seiial filtrada

300

T T T
Sefial ECG con Ruido
Sefial Filrada

250
200
- L o
100

Fig. 54 — Ejemplo de filtrado de sefial ECG

Ejercicio XXVI

Ejemplo simple de filtrado

Mediante la funcién filter de Matlab, se pide implementar un filtro de media mévil con tamafio de
ventanaigual a 7.

Se genera un vector de datos correspondiente a una sefial senoidal contaminado con ruido aleatorio.
y[n] = %.(x[n] +x[n—1] +x[n—2] +x[n—3] +x[n— 4]+ x[n — 5] + x[n — 6])
Reemplazando x[n] = &[n], se obtiene h[n] (respuesta impulsional):

h[n] =%.(6[n] +6[n—1]+8[n—2]+8[n—3]+6[n—4]+6[n—>5]+6[n—6])

Transformamos esta ecuacion:

y[n] =%.(x[n] +x[n—1]+x[n—2] + x[n—3] + x[n — 4] + x[n — 5] + x[n — 6])

x[n —ngle—e 7 Mo, X(Q) (tablas)
Y(Q) = %.X(Q)(l +e T/ eI 2y o7 3 4 )0 | )05 g o= 06

_Y@ _ 1 -j.Q. -j.Q.2 -j.Q.3 -j.Q.4 -j.Q.5 -j.Q.6 . _ ,j0
H(Q)——X(Q)—7.(1+e +e +e +e +e +e ) ; z=e

14z71 42724273 4774 4275 +z_6)
1

Y(2) = %.X(Z)(
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Funcion filter utiliza esta forma (help Matlab®):

Y(z) =X(2)(b(1) +b2).z7 +b(3).z272+b4).z7 3+ b(5).z7*+ ) =Y(2)(a(2).z7! +
a(3).z7%2 + - a(n).z7 ")

1111111
H(z) = Y(z) 1 (1+z‘1 +z‘2+z‘3+z‘4+z‘5+z‘6) _ [7 77573 7]
T X 7 1 - 1

% Ejemplo simple de Filtro de Media Mévil con ventana

t = -pi:0.05:pi;

rng default % Inicializamos el generador de numeros aleatorios

% Generamos una sefial senoidal con ruido aleatorio

x = 2*sin(t)+ 0.8* rand(size(t));

% Elegimos un tamafo de ventana 7 y calculamos los coeficientes del filtro, es decir que obtenemos
% el numerador y el denominador correspondiente a la transferencia del filtro.
largo_ventana=7;

b = (1/largo_ventana) *ones(1,largo_ventana); % Numerador del filtro

a=1; % Denominador del filtro

y = filter(b, a, x);

% Graficamos las sefales

plot(t,x, 'linewidth',2) ; hold on; grid on

plot(t,y, 'linewidth',2) ;

legend('Sefial Original', 'Sefal Filtrada')

axis tight

Senal Original : '
Senal Filtrada

-1

-3 -2 -1 0 1 2 3
Numero de Muestra: n

Fig. 55 — Ejemplo de filtrado de sefiales
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Descripcion funcion filter de Matlab®
y = filter(b, a, x) ;

La funcidn filter filtra los datos del vector x, mediante una funcidn de transferencia. Siendo b un
vector con los coeficientes del numerador y a contiene los coeficientes del denominador.

Si a(1) es distinto a 1, filter normaliza los coeficientes dividiendo a cada uno por el coeficiente a(1). El
coeficiente a(1), para poder dividir, no puede ser nulo.

e Sixesunvector, la funcidn filter devuelve un vector del mismo largo con los datos filtrados.
e Siseingresa una matriz x, entonces, filter toma cada columna y devuelve los datos filtrados.

e Siseingresa una matriz x multidimensional, entonces filter busca la primera dimensién con
tamafio distinto de 1 y actua sobre ella.

Ejercicio XXVII

Ecualizador implementado en Python

Se desea implementar un ecualizador de audio mediante filtros FIR de orden 62. Verificar el
funcionamiento con un archivo de audio de corta duracidn. Reproducir en el parlante de la
computadora para verificar el correcto funcionamiento de filtrado.

Resolucién en Python

def boton_25 Ej Filtro_FIR_Audio():
import matplotlib.pyplot as plt
# Ejemplo de filtros FIR con Audio
import numpy as np
from scipy.io import wavfile
from scipy.signal import freqz
from scipy import signal
from numpy import pi, absolute, arange
# Leemos el archivo de audio
sr, x = wavfile.read('Audiol.wav')  # xx-bit mono o estéreo xx khz
# Calculo el espectro de la sefial
from scipy.fftpack import fft
Fs=sr
N=len(x) # Number of sample points
Ts=1.0/ Fs #tiempo de muestreo
t = np.linspace(0.0, N*Ts, N)
plt.figure()
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Repaso de Procesamiento de Sefiales

plt.plot(t, x, label='Sefial Original !')
plt.xlabel('t") ; plt.ylabel('y')
plt.title('Sefial Original\n x')
plt.legend(), plt.show()
xf = fft(x)
frec = np.linspace(0.0, 1.0/(2.0*Ts), N//2)
plt.figure()
plt.plot(frec, 2.0/N * np.abs(xf[0:N//2]))
plt.grid() ; plt.xlabel("Frecuencia Hz"); plt.ylabel('Amplitud')
plt.title('Transformada de Fourier - FFT valor absoluto')
plt.show()
# Prueba del Filtro con Orden muy bajo !!!
b = signal.firwin( 5, cutoff=1000, fs=sr, pass_zero= False) #
x1 = signal.lfilter( b, [1.0], x) #
wavfile.write('sampleX.wav', sr, x1.astype(np.int16))
# Orden de los filtros
N =62
# Filtro Pasa Bajo
fn=0.2 # Frecuencia normalizada de corte
b_LowPass = signal.firwin(N, fn, pass_zero=True)
X_LowPass = signal.lfilter(b_LowPass, [1.0], x)
wavfile.write('sample_LP.wav', sr, x_LowPass.astype(np.int16))
# Filtro Pasa Banda
fn =[0.20, 0.50] # Frecuencia normalizada de corte
b_BandPass = signal.firwin(N, fn, pass_zero=False)
Xx_BandPass = signal.lfilter(b_BandPass, [1.0], x)
wavfile.write('sample_BP.wav', sr, x_BandPass.astype(np.int16))
# Filtro Pasa Alto
fn=0.40 # Frecuencia normalizada de corte
b_HighPass = signal.firwin(N +1, fn, pass_zero=False)
x_HighPass = signal.Ifilter(b_HighPass, [1.0], x)
wavfile.write('sample_HP.wav', sr, x_HighPass.astype(np.int16))
# Grafico
plt.figure()

plt.suptitle('Ecualizador de Audio - Respuesta en Frecuencia')
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w, h = freqz(b_LowPass, worN=1000) # freqz usado para filtro digital
plt.plot( w/(pi) , absolute(h),'b’, linewidth=2, label='FIR pasabajo')
w, h = freqz(b_BandPass, worN=1000) # freqz usado para filtro digital
plt.plot( w/(pi) , absolute(h),'r', linewidth=2, label='FIR pasabanda')
w, h = freqz(b_HighPass, worN=1000) # freqz usado para filtro digital
plt.plot( w/(pi) , absolute(h),'g', linewidth=2 , label='FIR pasaalto')
plt.ylim(-0.05, 1.05) ; plt.grid(True)
plt.ylabel('Ganancia’) ; plt.xlabel('Frecuencia Normalizada')
plt.legend(loc=1, prop={'size': 6})

# Ganancia para cada banda
gLP=0.4 ; gBP=15; gHP=1.0
yA=gLP * x_LowPass #pasabajo
yB=gBP * x_BandPass # pasabanda
yC=gHP * x_HighPass # pasalto

# Reconstruyo la sefial
yD=yA+yB+yC
wavfile.write('Audio_Reconst.wav', sr, yD.astype(np.int16))

# Reproduzco
import os
os.system("Audio_Reconst.wav")

boton_ 25 Ej Filtro_FIR_Audio()

En la Fig. 56 y Fig. 57 se muestra el espectro de la seiial y la respuesta en frecuencia de los 3 filtros.

Transformada de Fourier - FFT valor absoluto
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Fig. 56 — Espectro de la sefial de audio

J. Vorobioff 67



Repaso de Procesamiento de Sefiales

Ecualizador de Audio - Respuesta en Frecuencia

— FIR pasabajo
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Fig. 57 — Respuesta en frecuencia normalizada de los filtros pasa bajos, pasa banda y pasa altos del ecualizador

Descarga de los cddigos de los ejercicios
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| - Introduccidn a Sistemas Adaptativos

El problema del filtrado

El filtro adaptativo se puede definir como un sistema que modela la relacién entre las sefiales
trabajando en tiempo real, y en forma progresiva.

En Procesamiento de Sefiales, el término filtrar se utiliza para modificar el comportamiento espectral
de una seial. Los filtros tradicionales tienen comportamiento lineal e invariantes en el tiempo.
Realizan operaciones lineales sobre la entrada, para obtener una salida basada en los coeficientes del
filtro. Estos sistemas son Invariantes en el tiempo, debido a que sus pardmetros no varian con el
tiempo.

Los filtros adaptativos, pueden no cumplir con la condicién de Invarianza en el tiempo, es decir que
sus parametros se modifican en el tiempo mediante un algoritmo de adaptacidon y ajuste. Los
coeficientes del filtro se ajustan para obtener una mejor respuesta del sistema.

Al disefiar el filtro se desconocen sus coeficientes, estos coeficientes se calculan al implementar el
filtro y se ajustan en cada iteracion.

Debido a que los sistemas adaptativos no son invariantes en el tiempo y tampoco lineales dificulta las
operaciones y salvo algunas excepciones no se puede aplicar las transformadas en frecuencia, en
Laplace y en dominio Z. Las transformadas se utilizan en el filtro, pero no en el sistema completo.

A continuacidn, se muestran distintas definiciones de la palabra filtro:
a) El filtro no deja pasar ciertos elementos y permite pasar otros.

b) Sistema que elimina o deja pasar ciertas frecuencias de un espectro, correspondiente a un sistema
eléctrico, térmico, hidraulico, mecanico, acustico, etc.

c¢) Sistema de seleccién con criterios previamente determinados.

El filtro es un sistema que se utiliza para extraer informacién a partir de datos ruidosos. También
se utiliza para eliminar valores atipicos en las mediciones (outliers). Los filtros se utilizan en
diferentes aplicaciones, por ejemplo: mediciones eléctricas, comunicaciones, radar, economia,
bioingenieria, entre otras.

En la Fig. 58 se muestra un esquema de transmision, donde la fuente de transmisidon puede ser
analdgica o digital. La degradacion del canal puede dar lugar a interferencias entre simbolos, la
modificacién de los sucesivos pulsos (que representan la secuencia transmitida de unos y ceros)
entre si puede generar resultados errédneos y pérdida de informacion. La sefal recibida también
puede tener ruido, este ruido puede ser interno al sistema, como en el caso del ruido térmico
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generado por un amplificador, o externo al sistema debido a sefales interferentes perturbadoras
gue provienen de otras fuentes.

Utilizamos x(t) para sefiales de tiempo continuo y x[n] para sefiales de tiempo discreto

Fuente de Informacion
Informacién de Usuario
e e e e e e e e e e e e e e e e e e e = ] _————a
I Transmisor Receptor x'(t) ]
|
I x(t) 2 (t) T Canal .d,e, X1 (B) X 2(t) :
I ransmision x’[n]
Modulador Demodulador Filtro > !
: il Cableado o - |
x[n . ) Xy n 1
| sefial  xy[n] Inaldmbrico M1 Xy 2] :
| Transmitida |
1

Sefial Recibida

Sistema de Comunicacion

Fig. 58— Diagrama en Bloques genérico de un sistema de comunicacion.

El sistema puede tener ruido, interferencias y distorsiones. Las perturbaciones no intencionales de
las sefiales se denominan ruido. La interferencia estd dada por la contaminacion de sefales con
formas similares a la sefal de datos original, generalmente estas interferencias se generan
artificialmente. La distorsidn se debe a la alteracidon de la seial deseada provocada por la respuesta
deformada del sistema a esa sefial. A diferencia de la interferencia y el ruido, solo se tiene distorsiéon
cuando se aplica la sefial (desaparece cuando no hay sefial de datos).

La sefial recibida en la salida del canal es ruidosa y esta distorsionada. El receptor debe entregar una
sefial confiable como una estimacion de la sefial del mensaje original a un usuario en la salida del
sistema.

Otro ejemplo se puede dar en los errores debidos al sistema de medicidn, donde se suele indicar un
valor medio o valor mas probable y una desviacion estandar o franja de error. Para predecir estos
valores se utilizan estimaciones.

Se tienen 3 tipos basicos de estimacion: filtrado, prediccion y suavizado.

v Elfiltrado es una operacidon que implica la extraccidn de informacién en un tiempo de interés
t mediante la medicién de datos hasta tiempo incluido t.

v La prediccion es la parte de prondstico de la estimacién. Su objetivo es obtener informacién
sobre cdmo serdn los datos de interés en algin momento t + t en el futuro (para algun t >
0) mediante el uso de datos medidos hasta el tiempo t incluido.

v El suavizado es una estimacidn a posteriori (es decir, después del hecho), en la que los datos
medidos después del tiempo de interés se utilizan en la estimacidn. Especificamente, la
estimacidn suavizada en el tiempo t’ se obtiene utilizando datos medidos en el intervalo [0,
t'], donde t’ < t. Por tanto, hay un retraso de t —t’ involucrado en los calculos de la estimacion
suavizada. El beneficio obtenido al esperar que se acumulen mas datos es que el suavizado
puede producir una estimacion mas precisa que el filtrado.
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Introduccidn a Filtros adaptativos

Un filtro adaptativo es un filtro capaz de ajustar sus coeficientes automaticamente mediante un
algoritmo adaptativo. Puede adaptarse a la sefial de entrada para obtener una salida deseada, o
también es capaz de identificar los pardmetros que tiene un sistema desconocido. Los filtros
adaptativos desempefian un papel importante en los productos modernos de procesamiento de
sefiales digitales (DSP) en areas como la cancelacién de eco telefdnico, cancelacion de ruido,
ecualizacion de canales de comunicacion, mejora de sefial biomédica, control activo de ruido y
sistemas de control adaptativo.

Los filtros adaptativos funcionan generalmente para la adaptacidon de entornos de cambio de sefial,
superposicidn espectral entre ruido y seiial y ruido desconocido o variable en el tiempo. Por ejemplo,
cuando el ruido de interferencia es fuerte y su espectro se superpone al de la seiial deseada, ver Fig.
59, el enfoque convencional fallard en preservar el espectro de sefial deseado mientras se elimina la
interferencia usando un filtro tradicional. Sin embargo, un filtro adaptativo puede resolver este
problema. En este capitulo se introducen algunos fundamentos del tema, es decir, filtros adaptativos
de respuesta de impulso finito (FIR) con un algoritmo de minimos cuadrados minimos (LMS) simple y
una breve introduccién a RLS.

Espectro
A

Espectro de la senal

i 1 / deseada

Fig. 59 — Superposicion de espectros entre la sefial deseada y el ruido

Un sistema adaptativo estda compuesto por el filtro adaptativo, el algoritmo de adaptacion y uno o
varios sumadores, como se observa en la Fig. 60. A la salida del filtro se tiene la sefial y[n] a partir de
la entrada x[n]. A la sefial y[n] se le resta la sefial de referencia d[n], generando la sefial e[n], el
algoritmo adaptativo ajusta los coeficientes del filtro muestra a muestra para minimizar el error en
forma progresiva. Generalemnte d[n] es la sefial deseada o sefial de referenciay la sefial e[n] se trata
de minimizar en pasos sucesivos. Para un sistema digital se pueden utilizar filtro FIR o IIR. Se suelen
utilizar los filtros FIR debido a que son mds estables y mas simples de implementar.

Referencia
d[n]

Z

Entrada Filtro Salida
Adaptativo —
x[n] y[n] e[n]

/ Error

Fig. 60 - Sistema adaptativo con alimentacion a priori (feedforward)
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En forma resumida se muestra su funcionamiento para un filtro de un solo coeficiente. Al sistema le
llegan 2 sefiales x[n]y e[n]. Siendo e[n] |a sefial de error, esta resulta de la resta de la sefial deseada
d[n] y la sefial de salida del filtro y[n]

La salida del filtro se obtiene mediante:

y[n] = w[n]. x[n] (1)
Siendo w[n] los coeficientes del filtro

Se obtiene la Ecuacién para el calculo de la sefial de error con un solo coeficiente
e[n] = d[n] — y[n] (2)

Generalmente se trata de que la sefial e[n] sea cero, para esto a partir de la sefial x[n] se genera y[n]
y se van ajustando los coeficientes del filtro para que y[n] sea igual a la sefial esperada d[n].

Los sistemas adaptativos contienen filtros. Podemos clasificar los filtros en lineales o no lineales.
El filtro es lineal si la cantidad filtrada, suavizada o predicha en la salida del filtro es una funcién
lineal de las entradas del filtro. De lo contrario, el filtro no es lineal.

En el enfoque estadistico para la solucion del problema de filtrado lineal, asumimos la
disponibilidad de ciertos parametros estadisticos (por ej.: funciones de media y correlacidon) de la
sefial util y el ruido aditivo no deseado. La idea es disefar un filtro lineal basado para datos de
entrada con ruido y reducir los efectos del ruido en la salida del filtro de acuerdo con algun criterio
estadistico. Un enfoque util para este problema es optimizar el filtro minimizando el valor
cuadratico medio de la sefal de error, esta sefial esta definida como la diferencia o la resta entre
la respuesta deseada y la sefial de salida real del filtro. Para las entradas estacionarias, la solucion
resultante se conoce comunmente como filtro de Wiener, se dice que es dptimo en el sentido del
error cuadratico medio. Un gréafico del valor cuadratico medio para la sefial de error frente a los
parametros ajustables de un filtro lineal se denomina superficie de comportamiento de error. El
punto minimo de esta superficie representa la solucidon de Wiener.

El filtro Wiener es inadecuado para tratar situaciones en las que la no estacionariedad de la senal
y / o el ruido son intrinsecas al problema. En tales situaciones, el filtro éptimo tiene que asumir
una forma variable en el transcurso del tiempo. Una solucién exitosa a este problema dificil puede
ser el filtro de Kalman, que es un sistema potente con una amplia variedad de aplicaciones en la
ingenieria.

La teoria del filtro lineal, que abarca los filtros de Wiener y Kalman, esta bien desarrollada en la
bibliografia para sefales de tiempo continuo y de tiempo discreto. Por razones técnicas
influenciadas por la amplia disponibilidad de computadorasy el uso cada vez mayor de dispositivos
de procesamiento de sefiales digitales, en la practica la representacion de sefiales en tiempo
discreto es a menudo el método mas utilizado. En consecuencia, solo analizamos la versién de
tiempo discreto de los filtros de Wiener. En el tiempo discreto, las seiales de entrada y las de
salida, asi como los parametros de los propios filtros, se definen todas en instantes discretos de
tiempo. En cualquier caso, las sefiales de tiempo continuo siempre se pueden representar por una
secuencia de muestras que se derivan de la observacién de la sefial en instantes de tiempo
uniformemente espaciados. No se incurre en pérdida de informacidon en la conversién siempre
gue, por supuesto, se cumpla el conocido teorema de Muestreo. Este teorema dice que la
frecuencia de muestreo tiene que ser mayor al doble de la frecuencia maxima de la senal de
tiempo continuo. Por tanto, podemos representar en el tiempo continuo una sefial x(t) por la
secuencia x[n] con n=0;1;2;3;..., donde por conveniencia se normaliza el periodo de
muestreo al valor 1 (uno), una practica que se utiliza a lo largo del libro.
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Filtros Adaptativos

El disefio de un filtro Wiener necesita informacion a priori de las estadisticas correspondientes a
los datos que va a procesar. El filtro es éptimo solo cuando las caracteristicas estadisticas de los
datos de entrada coinciden con la informacidn a priori en la que se construyd el filtro. Sin embargo,
cuando esta informacién no se conoce completamente, seguramente no sera posible disefiar el
filtro Wiener o el disefio no resulta éptimo. Un enfoque sencillo que podemos utilizar en estos
casos es el procedimiento de "estimacion y conexiéon". Se trata de un proceso de dos etapas en el
que el filtro en primer lugar "estima" las estadisticas relevantes de las sefiales. Y luego "conecta"
los resultados asi obtenidos en una férmula no recursiva para calcular los parametros del filtro.
Para la operacién en tiempo real, se necesita mucha carga computacional con hardware costos y
complicado. Para mitigar esta limitacidon, podemos utilizar un filtro adaptativo. Por tal sistema
nos referimos a uno que se disefia a si mismo en el sentido de que el filtro adaptativo se basa para
su funcionamiento en un algoritmo recursivo. Esto permite que el filtro funcione correctamente
en un entorno donde no se tiene de un conocimiento completo de las caracteristicas relevantes
de la sefal. El algoritmo parte de un conjunto predeterminado de condiciones iniciales, que
representan todo lo que sabemos sobre el medio ambiente. En un entorno estacionario,
encontramos que después de sucesivos ciclos de adaptacién del algoritmo, converge a la solucion
O6ptima de Wiener en algln sentido estadistico. En un entorno no estacionario, el algoritmo ofrece
una capacidad de seguimiento, debido a que puede realizar un seguimiento de las variaciones
temporales en las estadisticas de los datos de entrada, siempre que las variaciones sean lo
suficientemente lentas.

Como consecuencia directa de la aplicacién de un algoritmo recursivo mediante el cual los
parametros del filtro adaptativo se actualizan entre un ciclo de adaptacidn al siguiente, los
parametros se vuelven dependientes de los datos. Esto, por tanto, significa que un filtro
adaptativo es en realidad un sistema no lineal, en el sentido de que no cumple con el principio
de superposicion.

A pesar de esta propiedad, los filtros adaptativos se clasifican comunmente como lineales o no
lineales.

Se dice que un filtro adaptativo es lineal si su mapa de entrada-salida obedece al principio de
superposicion siempre que sus parametros se mantengan fijos. De lo contrario, se dice que el
filtro adaptativo no es lineal.

Estructuras de filtros lineales

El funcionamiento de un algoritmo de filtrado adaptativo lineal implica dos procesos bdsicos: (1)
un proceso de filtrado disefado para producir una salida en respuesta a una secuencia de datos
de entrada y (2) un proceso adaptativo, cuyo propdsito es proporcionar un mecanismo para el
control adaptativo de un conjunto ajustable de pardmetros utilizados en el proceso de filtrado.
Estos dos procesos funcionan de forma interactiva entre si. Naturalmente, la eleccién de una
estructura para el proceso de filtrado tiene un efecto profundo en el funcionamiento del algoritmo
en su conjunto.

La respuesta impulsional (respuesta al impulso) de un filtro lineal determina la memoria del filtro.
Sobre esta base, podemos clasificar los filtros lineales en filtros de respuesta al impulso de
duracién finita (FIR) y de respuesta al impulso de duracién infinita (lIR), que se caracterizan
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respectivamente por una memoria finita y una memoria infinitamente larga, pero que decrece
temporalmente.

Filtros lineales con memoria finita
Se tienen 3 tipos de estructuras de filtro en el contexto de un filtro adaptativo con memoria finita:

1 - Filtro FIR. También conocido como filtro de linea de retardo con derivacion o filtro transversal,
el filtro FIR consta de tres elementos bdsicos, como se muestra en la Fig. 61: (a) elementos de
retardo unitario: z~%, (b) multiplicadores y (c) sumadores. El nimero de elementos de retardo
utilizados en el filtro determina la duracién finita de su respuesta al impulso. El numero de
elementos de retardo, se denomina comunmente orden del filtro. En esta figura, cada uno de los
elementos de retardo estd identificado por el operador de retardo unitario z~1. En particular,
cuando z~ 1 opera en la entrada x[n], la salida resultante es x[n]. La funcién de cada multiplicador
en el filtro es multiplicar la entrada del bloque por el peso del bloque (coeficiente del filtro). Por
lo tanto, un multiplicador conectado a la k-ésima entrada de un bloque x[n — k] produce
by.x[n — k], donde b, es el respectivo peso del bloque con k=0,1,2..,N. Los pesos o
coeficientes by, pueden ser nUmeros complejos. Mediante los sumadores, se suman las salidas de
los multiplicadores individuales para hallar la respuesta del filtro.

Para el filtro FIR que se muestra, la salida viene dada por:
y[n] = YR=d by. x[n — k]

La ecuacion se denomina suma de convolucidn finita en el sentido de que convoluciona Ia
respuesta de impulso de duracion finita del filtro, by, con la entrada de filtro x[n] para producir la
salida de filtro y[n].

En la figura los términos by, son los coeficientes y los z~1 son los retardos de tiempo T'. Existen muchas
variaciones de esta estructura. Se pueden interconectar varios filtros en serie, en cascada, etc.

x[n] b yin]

l [bN—l

Fig. 61— Estructura del Filtro FIR
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Partiendo de esta ecuacion:

N-1
ylnl = ) by xln — k]
k=0

N — 1 es el orden del filtro, coincide con la cantidad de términos no nulos y coincide con la
cantidad de coeficientes b, que tiene el filtro

Aplicamos «Transformada Z» en ambos miembros:

fIn + a] «—z%* F(2)| ; para CIN
N-1

Y(z) = b,.z7%.X(2)
kzzo "

N-1

_Y(2) o\ 2z

H) = 305 = <kz=0 b2k )ZN__l

Y(2)  XRZgwi.z V!
X(z) zN-1

H(z) =

Los filtros FIR solo tienen polos en el Origen. También llamado «Todo Ceros» (los polos son fijos,
los ceros caracterizan la respuesta del filtro)

Respuesta Impulsional h[n] :
La respuesta impulsional es la salida del sistema cuando la entrada es: x[n] = &[n]
h[n] = h[n]lxmi=sn]

Se puede expresar la salida en funcién de h: y[n] = ¥ hy.x[n — k]

2 - Lattice predictor: Predictor de celosia (enrejado). Un predictor de “celosia” tiene una
estructura modular, en el sentido de que consta de una serie de etapas individuales, cada una de
las cuales tiene la apariencia de una celosia, de ahi el nombre "celosia" como descriptor
estructural. La Fig. 62 representa un predictor de red que consta de M etapas; el nimero M indica
el orden de prediccién. La m-ésima etapa del predictor de celosia que se muestra se describe
mediante el par de relaciones de entrada-salida (asumiendo el uso de datos de entrada
estacionarios de sentido amplio y valores complejos).
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Estado 2 Estado M —_
o~ f2lml ~ fuln]
A > & >
Salidas
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Fig. 62 — Filtro Lattice predictor

Las siguientes ecuaciones corresponden al filtro Lattice predictor:
fmnl = fin—1(n] + ki by [n — 1]
bm[n] = by_1[n — 1] + kyy. frn—1[nl

Siendo m = 0,1,2.. M, con M el orden de prediccion final. La variable f,,[n] es el emésimo error de
prediccidn hacia adelante y b,,[n] es el emésimo error de prediccidn hacia atras. El coeficiente k,, se
llama coeficiente de reflexién m. El error de prediccién directa f;,,[n] se define como la diferencia o
resta entre la entrada x[n] y el valor de prediccién de un paso; este Ultimo se basa en el conjunto
de m entradas pasadas x[n — 1],. . ., x[n — m]. En consecuencia, el error de prediccidn hacia atras
b, [n] se define como la diferencia entre la entrada x[n — m] y su prediccidn "hacia atras" basada
en el conjunto de m entradas "futuras" x[n],. . ., x[n — m + 1]. Considerando las condiciones en
la entrada de la etapa 1 en la figura, tenemos:

foln] = bo[n] = x[n] (3)

Siendo x[n] la entrada del predictor de celosia en el momento n. Por tanto, partiendo de las
condiciones iniciales de la (4) y dado el conjunto de coeficientes de reflexion kq,ky, ... ...k,
podemos determinar el par final de salidas fy[n] y by[n] moviéndonos a través del predictor
lattice, etapa por etapa. Para una secuencia de entrada correlacionada x[n],. . ., x[n —m]
extraidos de un proceso estacionario, los errores de prediccidn hacia atras by[n], by[n],....by [n]
forman una secuencia de variables aleatorias no correlacionadas. Ademas, existe una
correspondencia biunivoca entre estas dos secuencias de variables aleatorias en el sentido de que,
si se nos da una de ellas, podemos determinar de forma Unica la otra, y viceversa. En consecuencia,
una combinacidn lineal de los errores de prediccidn hacia atras by[n], by [n],....by [n] puede usarse
para proporcionar una estimacion de alguna respuesta deseada d[n], como se muestra en la mitad
inferior de la Fig. 62. La diferencia entre d[n] y la estimacion asi producida representa el error de
estimacion e[n]. El proceso que se describe en el presente documento se denomina estimacidn de
proceso conjunto. Naturalmente, podemos usar la secuencia de entrada original x[n],x[n —
1] .....,x[n — M]para producir una estimacién de la respuesta deseada d[n] directamente. El
método indirecto representado en la figura, sin embargo, se simplifica el calculo de los pesos de
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derivacién hg, hq, ....., hy explotando la naturaleza no correlacionada de los correspondientes
errores de prediccidn hacia atras utilizados en la estimacion.

3 - Matriz sistolica (systolic array). Una matriz sistdlica representa una red de computacion
paralela ideal para mapear una serie de calculos grandes de dlgebra lineal, tales como
multiplicacién, triangularizacidn y sustitucion inversa de matrices. Se pueden distinguir dos tipos
basicos de elementos de procesamiento en una matriz sistdlica: células limite y células internas.
Sus funciones o bloques se muestran en las Fig. 63 (a) y (b), respectivamente. En cada caso, el
parametro r representa un valor almacenado dentro de la celda. La funcidn de la celda limite es
producir una salida igual a la entrada x dividida por el nimero r almacenado en la celda. La celda
interna tiene doble funcién: (a) multiplicar la entrada s (que viene de arriba) por el nimero r
almacenado en la celda, restar el producto rs de la segunda entrada (que viene de la izquierda) y
de ese modo producir la diferencia x —rs como una salida del lado derecho de la celda y (b) para
transmitir la primera entrada s hacia abajo sin alteracion. Considere, por ejemplo, la matriz
triangular de 3 por 3 que se detalla en la Fig. 64. Esta matriz sistdlica implica una combinacién de
células internasy limite. En este caso, la matriz triangular calcula un vector de salida y, relacionado
con el vector de entrada u por:

y=RT.x (7)

donde R™T es la inversa de la matriz transpuesta R”. Los elementos de RT son el contenido de las
respectivas celdas de la matriz triangular. Los ceros agregados a las entradas de la matriz en la
figura estan destinados a proporcionar los retrasos necesarios para canalizar el calculo dado por
la ecuacion (7). Una arquitectura de matriz sistélica, como se describe en el presente documento,
ofrece las caracteristicas deseables de modularidad, interconexiones locales y procesamiento
paralelo sincronizado y altamente canalizado; la sincronizacién se logra mediante un reloj global.

Entrada
Entrada VA Salida
X _
Entrada X—T.s
X T
Salida
y=x/r Salida v

Fig. 63 — Dos celdas bdsicas de matriz sistdlica: (a) celda limite; (b) celda interna.
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v 0 O

.X'3 0 0 _> r12 : rzg

Y2 0
Y3

Fig. 64 — Ejemplo matriz sistdlica triangular
Filtros lineales con memoria infinita (lIR)

Se observa que las estructuras del filtro clasico FIR, la estructura del predictor de celosia y la matriz
sistélica triangular comparten una propiedad comun: los tres se caracterizan por una respuesta de
impulso de duracidn finita. Es decir, los filtros FIR tienen estructuras con rutas feedforward (rutas
de alimentacién hacia adelante).

En la Fig. 65 se muestra un ejemplo de estructura de filtro IIR. La caracteristica que distingue a un
filtro IIR de un filtro FIR es la inclusién de rutas feedback (rutas de retroalimentacion o
alimentacién hacia atras). De hecho, la presencia de retroalimentacion hace que la duracién de la
respuesta impulsional de un filtro IR sea infinitamente larga. Ademas, la presencia de
retroalimentacion introduce un nuevo problema: pueden resultar inestables. En particular, es
posible que un filtro IIR se vuelva inestable (por ej. entre en oscilacién), a menos que se tomen
precauciones especiales en la eleccidn de los coeficientes de retroalimentacion. Por el contrario,
los filtros de respuesta impulsional finita (FIR) siempre son estable. Esto explica el uso popular de
filtros FIR, de una forma u otra, como base estructural para el disefio de filtros adaptativos lineales.

Estructura del Filtro lIR (se agrega la realimentacion de la salida)
_ VN M ;
y[n] = Xk=obr-x[n — k] — Xz, a;.y[n — 1]
Tomamos la ecuacion anterior y aplicamos «Transformada Z» en ambos miembros:

fln + a]l «——z** F(z) ;paraCIN
M

N
Y(z) = Z by.z7%. X[n] — z a;.z7%.Y(2)
k=0

i=1

M N
Y (2). (1 + Z a;.z7k, Y(Z)) = 2 by.z . X[n]
i=1 k=0
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H(z) = Y(2) _ N obr.z7 k. X[n]
X(z) 1+XM a;.z7%Y(2)
N “k
- bk.Z
H(z) = —=%7
1+ XM ap.z7k

Fig. 65 — Ejemplo de estructura de Filtro IIR

En la Fig. 66 se muestra otra estructura de filtro IIR donde se redujeron la cantidad de
desfasadores.

Fig. 66 — Ejemplo de estructura de Filtro IIR, reduciendo cantidad de desfasadores
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Introduccién al desarrollo de algoritmos de filtros lineales adaptativos

No existe una solucidén unica para el problema del filtrado adaptativo lineal. Mas bien, tenemos
un "conjunto de herramientas" representado por una variedad de algoritmos recursivos, cada uno
de los cuales ofrece ventajas propias. El desafio al que se enfrenta el usuario del filtrado adaptativo
es, en primer lugar, comprender las capacidades y limitaciones de varios algoritmos de filtrado
adaptativo y, en segundo lugar, utilizar este conocimiento en la seleccién del algoritmo apropiado
para la aplicacion en cuestion.

Basicamente, podemos identificar dos enfoques distintos para implementar algoritmos
correspondientes a filtros adaptativos lineales: LMS y RLS

En la Fig. 67 se muestra un esquema bdsico de un sistema adaptativo.

Z

dln]  salida del
Sistema

x[n] Filtro Salida
Adaptati
aptativo | y[n] e[n]

/ Error

Fig. 67 — Sistema adaptativo

x[n]: entrada del filtro
y[n]: salida del filtro
e[n]: error generado

d[n]: funcién deseada

El filtro, después de un tiempo que realice varias iteraciones, debera generar una aproximacion a
la funcién deseada d[n]. Se debe reducir el error e[n]. En filtros adaptativos se utiliza mucho
minimizar el error cuadratico medio (MSE) mediante la siguiente funcién de costo:

J = E{e?[n]} = E{d*[n] — 2.d[n].y[n] + y*[n]}

El filtro del sistema adaptativo podria ser un filtro IR, filtro lattice, un combinador lineal de entradas
adaptativo u otra estructura. El filtro FIR es el mas utilizado, en este libro analizaremos este filtro,
escribimos su ecuacién caracteristica con coeficientes fijos:

N-1
ylnl = ) by xln — k]
k=0

Los filtros adaptativos buscan hallar los valores mds adecuados de los coeficientes wy, de manera
de minimizar la salida de error e[n] del sistema adaptativo. Estos coeficientes se actualizan a medida
gue va cambiando la entrada al sistema. En la Fig. 68 se muestra un esquema del Filtro Adaptativo FIR.
La salida del filtro y[n] se expresa mediante la siguiente ecuacion:
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Fig. 68 — Filtro Adaptativo FIR

La sefial de entrada es x[n]. La sefial de error es e[n] resulta de la resta entre la sefial deseada d[n]y
la sefial de salida del filtro y[n].

La salida del filtro se obtiene mediante:

yInl = w'[n].x[n] (4)

Siendo w[n] los coeficientes del filtro
Se obtiene la Ecuacién para el calculo de la sefial de error:
e[n] = d[n] — y[n] (5)

Generalmente se trata de que la sefial e[n] sea cero, para esto a partir de la sefial x[n] se genera y[n]
y se van ajustando los coeficientes del filtro para que y[n] sea igual a la sefial esperada d[n].

Se disponen de distintos métodos pata minimizar la sefial de error e[n]. Por ejemplo, en caso de
conocer la estadistica de las sefiales, se puede minimizar la siguiente funcién: | = E{|e[n]|?}. O en
caso de no conocer la estadistica, se puede simplificar minimizando la funcién: J; = |e[n]|?. Mediante
el algoritmo de gradiente descendente, se obtiene:

wln + 1] =W[n]—%.V] (6)
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Siendo u una constante que modifica la velocidad de convergencia del algoritmo.
Mediante el método LMS (Least Mean Square), se tiene la siguiente ecuacion:
w[n + 1] = w[n] + w. e[n]. x[n] (7)
A modo de ejemplo, para u = 0,01 y filtro de un solo coeficiente se tiene:
wln + 1] = w[n] + 0,01.x[n].e[n] ;
Siendo y[n] = w[n].x[n] ; e[n] = d[n] — y[n]

Método de gradiente estocastico descendente

El enfoque de gradiente estocastico utiliza una linea de retardo con derivacion, o filtro FIR, como
base estructural para implementar el filtro adaptativo lineal. Para el caso de sefiales estacionarias,
la funcion de costo J, también conocida como indice de desempefio, se define como el error
cuadratico medio (es decir, se toma el valor cuadratico medio de la diferencia o resta entre la
sefal deseaday la sefial de salida del filtro FIR). Esta funcién de costo es precisamente una funcién
de segundo orden de los pesos de los bloques del filtro FIR. La dependencia del error cuadratico
medio de los pesos desconocidos de los bloques puede verse en forma de un paraboloide
multidimensional (es decir, un "tazén de ponche" punch bowl) con un fondo definido de forma
Unica o un punto minimo. Como se menciond anteriormente, nos referimos a este paraboloide
como la superficie de comportamiento del error; los pesos de los bloques correspondientes al
punto minimo de la superficie definen la solucidon éptima de Wiener.

Para desarrollar un algoritmo recursivo con el fin de actualizar los pesos del filtro FIR adaptativo
utilizando el enfoque de gradiente estocastico, como su nombre lo implica, debemos comenzar
con una funcién de costo estocdstico. Para tal funcidn, por ejemplo, podemos usar el valor
instantaneo al cuadrado del error (sefial de error), el error es la diferencia entre la respuesta o
sefal deseada suministrada externamente y la respuesta real del filtro FIR a la sefial de entrada.

Is = Ie[n]lz

Luego, al derivar esta funcion de costo estocastico con respecto al vector de pesos de del filtro,
obtenemos un vector de gradiente que es naturalmente estocdstico. Con el deseo de avanzar hacia
la optimizacién, la adaptacion se realiza a lo largo de la direccién "negativa" del vector de
gradiente.

En la Fig. 69 se muestra la funcién de error cuadratico medio J en funcién de w para el caso de uno
y 2 coeficientes.

Superficie MSE

MSE

]min Estimacion de

Gradiente

N w*(0)

—
\ 4

Fig. 69 — Funcidn de error cuadrdtico medio ] en funcion de w. Izquierda) 1 coeficiente derecha) 2 coeficientes
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LMS (Least Mean Squares)

El algoritmo LMS se desarrollé por Widrow y Hoff (Widrow &Hoff, 1960). Este algoritmo de filtrado
adaptativo resulta del enfoque de pasos descendentes, puede expresarse en palabras de la
siguiente manera:

Vector de Vector de Parametro de Vector sefial
pesos = | pesos |+ tasa de X de X de
actualizados anterior aprendizaje entrada error

El parametro de tasa de aprendizaje determina la tasa a la que se realiza la adaptacion. El
algoritmo recursivo asi descrito se denomina algoritmo de minimos cuadrados medios (LMS: Least
Mean Squares), que tiene baja carga computacional y es eficaz en rendimiento. Sin embargo, su
comportamiento de convergencia es lento y dificil de estudiar matematicamente.

A continuacién, se muestra el calculo del MSE

e?[n] = (d[n] — w"[n].x[n])? (10)

Teniendo en cuenta:
J = E{e?[n]}: MSE, es el error cuadratico medio
0? = E{d?[n]}: autocorrelacién de sefial deseada
p = E{d[n].x[n]} : correlacién cruzada entre d[n] y x[n]

R = E{x[n].xT[n]} : autocorrelacién de la entrada x[n]

Desarrollando obtenemos:

|]=O'2—2.WT.p+WT.R.W (12)

Se desea obtener el valor del peso ideal, es decir el valor de w que minimice el error J. Para el caso
de un coeficiente, se calcula la derivada de ] y se iguala a 0.

d
Viw =ﬁ= —2.p+2.R.w (12)

9] (13)

Rw=p (14)
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Wo = Woptima = R_l-p (15)

Se obtuvo Wyptimq que es la solucion 6ptima de Wiener

Los pesos se actualizan en cada iteracidn, el nuevo w, es decir w[n + 1] debe ser el w anterior: w[n]
al cual se le resta/suma un porcentaje de §,,(n) que lleve a la funcién al valor minimo de J. Siendo u
una constante que modifica la velocidad de convergencia que tiene el algoritmo

wln +1] = wln] — p. gy [n] (16)
gw[n] = /V\]w

Desarrollando obtenemos la siguiente solucidon conocida como LMS (Least Mean Square):

lwin + 1] = win] + p. 2. e[n]. x[n]| (17)

Otra nomenclatura

Partiendo de la ecuacidn utilizada en LMS para un filtro FIR se puede escribir la ecuacién de la
siguiente forma:

Wne1 = Wy + 1. 2. e[n]. x[n]
Para un filtro FIR de orden n, se extiende el algoritmo LMS de la siguiente forma:
Wpali] = wyli] + p. 2. e[n]. x[n —i]
Siendoi =0,1, ... ... , N; varios pesos
y[n] = w, [0].x[n] + wy,[1].x[n — 1] + - ....+w, [N — 1].x[n — N + 1]

Nota: Para hallar la Ultima ecuacidon se tiene en cuenta la respuesta del filtro FIR: y[n] =
YN_o br.x[n — k], pero para sistemas adaptativos se utilizan los coeficientes w, [i] en vez de by. Asi
se expresa que wy, varia en funcidn de las iteraciones del algoritmo.

Método de Minimos Cuadrados Recursivos (RLS: Recursive Least Squares)

El segundo enfoque para desarrollo de algoritmos de filtrado adaptativo lineal se basa en el
método de cuadrados minimos. De acuerdo con este método, se minimizan la suma de los errores
cuadraticos correspondientes a las diferencias entre la respuesta deseada y la sefial de salida real
del filtro.

Resulta diferente al método del gradiente estocdstico, esta minimizacion se logra mediante
manipulaciones de matrices algebraicas, lo que resulta en una regla de actualizacidon que puede
expresarse en palabras, de la siguiente manera:

Vector de Vector de Vector
pesos =| pesos |+ de X |Innovacion
actualizados anterior ganancia
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Donde la innovacién es informacién "nueva" puesta en el proceso de filtrado en el momento de
su actualizacidn. El algoritmo de filtrado adaptativo descripto de esta forma se llama algoritmo de
minimos cuadrados recursivos (RLS). Una propiedad distintiva de este segundo algoritmo es su
rapida tasa de convergencia, que se logra a expensas de una mayor complejidad computacional.

Cuando se reciben muestras nuevas de las sefiales entrantes en cada iteracidn, la solucidn para de
minimos cuadrados se puede calcular en forma recursiva, lo que da como resultado los algoritmos
de minimos cuadrados recursivos (RLS). Se sabe que los algoritmos RLS persiguen una
convergencia rdpida incluso cuando la dispersién del valor propio que tiene la matriz de
correlacién de la sefial de entrada es grande. Estos algoritmos pueden tener un rendimiento
competitivo cuando se trabaja en entornos que varian en el tiempo, segin modelos de parametros
desconocidos. Todas estas ventajas vienen con el costo de una mayor complejidad computacional
y algunos problemas de estabilidad, que no son tan criticos en los algoritmos basados en LMS.

En el algoritmo RLS, los coeficientes se actualizan a medida que va cambiando la entrada al
sistema. El proceso de minimizacidon de error requiere la informacion de la sefial de entrada
disponible hasta el momento. Ademas, la funcién objetivo que buscamos minimizar es
deterministica: £%[k]

K
k] = ) Ak L e?[i]
2

k
ellKk] = ) 2L [dli] — 27 [i] wlie]]
i=0
w(k] son los coeficientes del filtro adaptativo

g[i] es el error «a posteriori» en instante i

A es un factor de pesos exponencial: 0 <« A < 1. También Ilamado forgetting factor (factor de
olvido)

A también se llama factor de olvido
g[k] es el error «a posteriori»

Al minimizar el error deterministico, obtenemos:

k
poll] = Y 2L x[i]. d[i]
i=0

Se utiliza la informacion previa, teniendo una matriz de correlacién deterministica Rp[k]
RD_l[k]: Matriz Inversa de correlacidon deterministica
pplk]: matriz de correlacién cruzada entre x y d

Mediante el “Lema de Inversidon de Matrices” se estima RD_l[k] de la siguiente forma:

Splk — 1]. x[k].xT[k].Sp[k — 1]
A+ xT(k).Splk — 1]. x[k]

$plK] = Ry lk] = . s,k = 1] -

La Matriz Sp[k] se inicializa como matriz diagonal. En varias iteraciones se va modificando dicha
matriz para reducir el error
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RD_l[k] resulta menos compleja de calcular (de orden N? multiplicaciones) que la inversién
directa de R[k] (de orden N3 multiplicaciones)

-1

wlk]l =Rp [k].pplk]

En los resultados anteriores se utiliza error a posteriori

También se puede utilizar el error a priori, que corresponde al algoritmo RLS Alternativo
e[k] = d[k] — xT[k].w[k — 1]
Manipulando matrices se obtiene la siguiente expresion:

wlk] = wlk — 1] + e[k]. Sp[k]. x[k]

En el método RLS la Innovacién es informacién "nueva" puesta en el proceso de filtrado en el
momento de su actualizacién de coeficientes.

RLS presenta las siguientes ventajas: Rapida tasa de convergencia. Incluso con dispersiones
grandes de matriz de correlacién. Buen rendimiento en entornos que varian con el tiempo con
parametros desconocidos

Desventajas de RLS: Mayor complejidad computacional. Algunos problemas de estabilidad (LMS
no es tan critico). Es importante tener muestras nuevas de las sefiales entrantes en cada iteracion

Filtros no lineales adaptativos

Los filtros lineales estan basados en el criterio de error cuadrado minimo. El filtro de Wiener
resulta en la minimizacidn de este criterio y plantea como objetivo resolver el filtrado lineal
adaptativo en un ambiente estacionario, solo para estadisticas de segundo orden de la entrada, y
no superiores. El estadistico para un orden k2 es igual al valor k-ésimo menor de una muestra
estadistica. Esta condicion de estadistico de orden 2, limita la habilidad de los filtros lineales
adaptativos de extraer informacién desde una entrada de datos no Gaussiana. A pesar de la
importancia tedrica, se cuestiona la existencia de ruido Gaussiano (Johnson y Rao, 1990). Muchos
procesos No Gaussianos son bastante comunes en el procesamiento de sefiales. La utilizacidén de
filtros de Wiener y de filtros adaptativos lineales en presencia de ruido no Gaussiano puede
resultar ser una solucién no 6ptima. Debido a estas limitaciones, se incorporan estructuras no
lineales en los filtros adaptativos, para tener en cuenta érdenes superiores estadisticos. Asi
también, al no tener un filtro de Wiener de referencia, se complica el andlisis matematico, donde
se espera un aprendizaje eficiente en los algoritmos y tener amplio uso en diferentes areas de
aplicacién.

Los sistemas lineales que trabajan con filtrado adaptativo consisten en calcular y adaptar los
coeficientes de los filtros lineales, generalmente trabajan en tiempo real. Estos algoritmos se
utilizan en muchas aplicaciones en donde las sefiales medidas pueden modelarse como ruidos
gaussianos aplicados a sistemas lineales, y sus combinaciones son de tipo aditivo. En las
comunicaciones digitales los sistemas adaptativos lineales modelan correctamente las sefiales. Por
ejemplo, el ruido de canal se considera ruido gaussiano aditivo, las interferencias entre simbolos
también se consideran de tipo aditivo, y se supone que los modelos son filtros lineales selectivos
en frecuencia. Estos modelos son precisos, y a velocidades medias o bajas filtran correctamente
las sefales.
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Sin embargo, para velocidades altas de comunicacion los modelos lineales no son validos. La
compresion de sefiales, la saturacién del amplificador, la interaccion multiplicativa entre las
sefiales gaussianas y el filtrado no lineal de las sefales gaussianas son fendmenos tipicos que se
producen en los sistemas de comunicacion que no pueden modelarse bien con los sistemas
adaptativos lineales. Ademas, si la funcion de transferencia de canal no tiene una fase minima y/o
la relacién sefial/ruido no es lo suficientemente alta, colocar un ecualizador con filtrado adaptativo
lineal tendria un rendimiento muy bajo teniendo en cuenta la de tasa de error de bits. Un gran
inconveniente de tratar con modelos no lineales es la falta de herramientas matematicas que, por
otro lado, estan ampliamente disponibles para los modelos lineales. La falta de herramientas
analiticas se origina en los altos grados y dimensionalidad del comportamiento no lineal. El
rendimiento mejorado del ecualizador no lineal se justifica en muchas simulaciones disponibles
en la bibliografia, donde la tasa de error se utiliza como medida de rendimiento.

En la Fig. 70 se muestra un esquema basico de filtro no lineal. Existen muchas técnicas para de
filtros adaptativos no lineales. A continuaciéon, enunciamos solamente algunas técnicas
importantes:

a) Modelo polinomial no recursivo basado en la expansidn de la serie Volterra.
b) Modelo polinomial recursivo basado en ecuaciones en diferencias no lineales.
¢) Red neuronal perceptrén multicapa (MLP).

d) Red neuronal con funcion de base radial (RBF).

Respuesta
4 esperada
Entrada R d[n]
x[n] ‘_1 Salida
-
Red No | y[n]
Lineal
:—D
z ! e[n]
/ Error

Fig. 70 — Filtro Adaptativo No lineal

Filtros Adaptativos No Lineales basados en Volterra

En este tipo de filtros la no linealidad se encuentra en el extremo final del filtro. Se utiliza la serie
de Volterra que provee un método atractivo para describir la relacidon entre la entrada-salida de
un dispositivo no lineal con memoria. El nombre surge debido a que fue estudiado por primera vez
por Vito Volterra alrededor del afo 1880, es una generalizacién de la Serie de Taylor de una
funcién. Sin embargo, Norbert Wiener (1958) fue el primero en utilizar la serie de Volterra para
modelar la relacion que tiene la entrada y salida de un sistema no lineal.

Para una serie temporal x,, denota la entrada de un sistema no lineal de tiempo discreto. Se puede
utilizar un conjunto de estas entradas para definir un conjunto de nucleos discretos de Volterra
de la siguiente manera:

Hy: término de orden 0 (dc)

Hy[n] =Y;h;.x; ; Hy[n]: término de primer orden (lineal)
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Hy[n] =%;¥;hij.x;.x; ; Hy[n]: término de segundo orden (cuadratico)
H3[n] = % ¥ Xk hijk-Xi - Xj. X ; Hs[n]: término de tercer orden (cdbico)

Y asi continua para términos de mayor orden. Generalmente, el coeficiente h's, se fija por métodos
analiticos.

Un filtro no lineal compuesto por los siguientes bloques:

- Unexpansor de estados no lineal Volterra que combina un conjunto de valores de entradas
X0, X1, - - Xn que produce un conjunto de salidas ug, Uy, ..... ug, donde g es mayor a n. Por
ejemplo, la extensién del vector de un sistema puede tener la siguiente forma:

_ 2 2
u=1[1, x9,xX1,%X, Xo°,Xg.-X1, Xg-X3, X1.Xg, X1°, X1.X2,  X3.Xg, X.X1,
X217
2
- Un filtro lineal adaptativo tipo FIR que utiliza como entradas u; (elementos de u ) para

generar una estimacion d,, de la respuesta deseada d,,
- Unsumador

Respuesta
esperada

d[n]

Z

Entrada Expansor Volterra Filtro Salida
j > Adaptativo —
x[n] No Lineal uln y[n]l = 2l
/ | Error

Im > —

d, = y[n]
Estimacion de la Respuesta
esperada

Fig. 71 — Filtro Adaptativo no lineal basado en Volterra

La idea importante para resaltar es que mediante el uso de un esquema similar al de la figura
anterior, podemos extender el uso de filtros lineales adaptativos incluyendo los filtros de Volterra

Redes Neuronales

Los sistemas neuronales artificiales (ANS) imitan la estructura del sistema nervioso, construyendo
sistemas de procesamiento de informacién que trabajan en paralelo, distribuidos y adaptativos, con
cierto comportamiento “inteligente”. El cerebro y la computadora resultan mucho mas diferentes de
lo que suele suponerse cuando se habla de cerebros electrdnicos. El elemento esencial de los ANS es
la neurona artificial, organizada en capas; la red neuronal esta formada por varias capas. Una red
neuronal o un conjunto de redes, junto con las interfaces necesarias, forman el sistema global de

procesamiento.
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En la Fig. 72 se tiene un modelo estandar de neurona artificial, se indica su analogia con una neurona

bioldgica. Consiste en las siguientes partes:

e Un conjunto de entradas x;(t) y pesos sindpticos w;;
e Unaregla de propagacion h;(t) = Y w;;x; (la mas comin)

e  Una funcién de activacion y;(t) = f;(h;(t)), que representa la salida de la neurona

Entradas sinapsis
NEURONA i

X1

Y Cuerpo celular

) Salida

£0) Axén
» Vi

Xi

Xn

Dendritas Umbral

Fig. 72 — Modelo de neurona estdndar

La red neuronal artificial, o también llamada red neuronal se disefia con la interconexion de
muchas unidades de procesamiento con comportamiento no lineal llamadas neuronas,
obteniendo bloques no lineales distribuidos a través de toda la red. El disefio de redes neuronales
desde el inicio estd motivado por la forma en que trabaja el cerebro humano, por este motivo se
[laman neuronales. La sinapsis, las dendritas y el axdn representan la analogia que se tiene con la
neurona bioldgica.

Se denomina arquitectura de red neuronal a la estructura de conexionado que tiene la red. En una red
neuronal los nodos se conectan entre si por medio de sinapsis, con conexiones sinapticas
unidireccionales, es decir, la informacién solo se propaga en un sentido. Las neuronas se suelen
agrupar en capas o unidades estructurales.

En las redes neuronales existen tres tipos de capas: capa de entrada, oculta y de salida. La capa
sensorial o de entrada esta formada por neuronas encargadas de recibir datos o sefiales (por ejemplo,
provenientes de sensores o de realimentacion de las salidas). La capa de salida contiene neuronas que
entregan la respuesta de toda la red neuronal. En cambio, la capa oculta no se conecta directamente
con el entorno. Estas capas agregan a la red neuronal mayor cantidad de grados de libertad,
flexibilizando las respuestas que pude brindar la red.

Aplicaciones de filtros adaptativos

A continuacidn, se enuncian 4 clases de aplicaciones de Filtros adaptativos:

J. Vorobioff 89



Capitulo | — Introduccidn a Sistemas Adaptativos

e Sistema de identificacion

e Sistema de identificacion con Modelado Inverso
e Prediccidn

e Cancelacion de Ruidos, Interferencias y ecos

La capacidad de un filtro adaptativo para operar satisfactoriamente en un entorno desconocido y
rastrear las variaciones temporales de las estadisticas de entrada convierte al filtro adaptativo en
una herramienta poderosa para aplicaciones de control y para el procesamiento avanzado de
sefales. De hecho, los filtros adaptativos se han aplicado con éxito en campos tan diversos como
comunicaciones, control, radar, sonar, sismologia e ingenieria biomédica. Aunque estas
aplicaciones son de naturaleza bastante diferente, tienen una caracteristica basica en comun: un
vector de entrada y una respuesta deseada que se utilizan para calcular un error de estimacién,
gue a su vez se utiliza para controlar los valores de un conjunto de coeficientes de filtro ajustables.
Los coeficientes ajustables pueden tomar la forma de pesos, coeficientes de reflexiéon o
parametros de rotacion, dependiendo de la estructura de filtro empleada. Sin embargo, la
diferencia esencial entre las diversas aplicaciones del filtrado adaptativo surge en la forma en que
se extrae la respuesta deseada. En este contexto, podemos distinguir cuatro clases basicas de
aplicaciones de filtrado adaptativo. En la Fig. 73 se muestra un esquema basico de filtro adaptativo.
Se utiliza la siguiente notacion:

x: entrada aplicada al filtro adaptativo;
y: salida del filtro adaptativo;
d: respuesta deseada;

e =d —y: error de estimacion.

Z

x[n] Filtro Salida
Adaptativo y[n] — e[n]

/ Error

dln]  salida del
Sistema

Fig. 73 — Sistema adaptativo

Existen cuatro clases de basicas de aplicaciones en el filtrado adaptativo, se identifican con las
siguientes funciones:

I. Identificacion.

El filtro adaptativo se puede utilizar para modelado o identificacién de sistemas. El filtro rastrea el
comportamiento de un sistema desconocido utilizando la entrada y la salida del sistema desconocido.
En las Fig. 74 se muestra un esquema adaptativo de identificacidon de sistemas y en la Fig. 75 se
muestra mismo esquema con menos detalles. La identificacion de sistemas y la obtencidén de un
modelo matematico es fundamental para la ciencia y la ingenieria. En la clase de aplicaciones que
se ocupan de la identificacidon, se utiliza un filtro adaptativo para proporcionar un modelo lineal
gue representa el mejor ajuste (en cierto sentido) a una planta desconocida. La planta (sistema
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desconocido) y el filtro adaptativo son impulsados por la misma entrada. La salida de la planta
proporciona la respuesta deseada para el filtro adaptativo. Si la planta es de naturaleza dindmica,
el modelo variard en el tiempo.

En la aplicacidn de identificacion del sistema, la sefial deseada es la salida del sistema desconocido
cuando es excitada por una sefial de banda ancha, en la mayoria de los casos una sefial de ruido blanco.
La sefial de banda ancha también se utiliza como entrada para la adaptacién.

Luego de varias iteraciones la salida y[n] va a ser similar a la salida del sistema desconocido y[n].
Teniendo en cuenta que el filtro adaptativo y el sistema desconocido tienen la misma entrada, la
funcién de transferencia que presenta el filtro adaptativo sera similar a la del sistema desconocido.

control

dn .
PLANTA o [n] > Salida del
Entrada »| SISTEMA DINAMICO sistema
x[n],x[n—1],........ DESCONOCIDO

v X[n—M —1]

R 1

I Va +J Uz

! Filtro Adaptativo [ I

— = e !

[ wyn],wiln], ... wy_;[n] y[n] — I

I e[n]

I / Error :

I

1 | Algoritmo Adaptativode | :

o ) I

! I

Filtro Adaptativo

Fig. 74 — Identificacion de Sistemas, esquema detallado

SISTEMA Salida del
DESCONOCIDO " sistema
Z + d[n]
Entrada Filtro
—>
x[n] Adaptativo
e[n]

/ Error

Fig. 75 — Identificacion, modelo |

Otro esquema de Identificacidn se tiene en la Fig. 76. En este caso se toma como sefial deseada la
salida del sistema desconocido M(z). Se aplica ruido blanco en la entrada, después que el filtro
adaptativo minimice el error, la salida de todo el sistema serd de nuevo ruido blanco. El bloque
D(z) se comporta como inverso del sistema desconocido, entonces los polos de D(z) serén los
ceros de M(z) y viceversa.

Se tienen buenos resultados cuando la serie temporal tiene un espectro con picos altos y angostos.
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P o o o o o o o

| |
1 1

. |
Ruido | Va :
Blanco : RETRASO Filtro :
—b M(z) : > ) »| Adaptativo :
| zZ x[n] H(z) :

|
Sistema : / error
|
| |

Desconocido

Fig. 76 — Identificacion, modelo Il

Il. Modelado inverso.

En la Fig. 77 se muestra un esquema basico de esta clase de aplicaciones, la funcién del filtro
adaptativo es proporcionar un modelo inverso que represente el mejor ajuste (en cierto sentido)
a una planta ruidosa desconocida. Idealmente, para el caso de un sistema lineal, el modelo inverso
presenta una funcion de transferencia que es igual a la reciproca (inversa) de la funcién de
transferencia de la planta, de manera que la combinacién de los dos se comporta como un medio
de transmisidn ideal. Una version retrasada de la entrada de la planta (sistema) constituye la
respuesta deseada para el filtro adaptativo. En algunas aplicaciones, la entrada de la planta se
utiliza sin demora como la respuesta deseada.

» RETRASO
Pl d[n]
SISTEMA 4 Filtro .
DESCONOCIDO | Adaptativo
x[n] e[n]
Entrada / Error

Fig. 77 — Identificacion mediante Modelado Inverso

También se puede tener el esquema anterior, pero sin el bloque de retraso, como se muestra en
la Fig. 78. La salida del sistema desconocido P(z), o planta, ingresa al bloque del modelo H(z). En
este caso, al minimizar la sefial de error el sistema desconocido P(z) y el modelo se cancelan uno
con otro. Es decir que H(z) actua como modelo inverso. Este modelo solo funciona si el sistema
desconocido P(z) solo tiene polos en su funcion de transferencia, y el modelo H(z) tiene el mismo
tamafio que P(z). Se recomienda agregar ruido a la sefial de entrada, de manera que se ajuste
correctamente el modelo H(z)
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Z d[n]

SISTEMA
Filtro Salida
»IDESCONOCIDO Adaptativo —>
s[n n
[n] | pranTa P(2) x[n]| inverso H(z) y[n] e[n]
Entrada ~ Error

Fig. 78 — Identificacion mediante Modelado Inverso

l1l. Prediccion

Aqui, la funcién del filtro adaptativo es proporcionar la mejor prediccién (en cierto sentido) del
valor actual de una sefial aleatoria. En la Fig. 79 se muestra un esquema basico de prediccién. El
valor actual de la sefal sirve asi para una respuesta deseada para el filtro adaptativo. Los valores
pasados de la seial son las entrada aplicadas al filtro. Dependiendo de la aplicacidén de interés, se
puede utilizar como salida del sistema la salida del filtro adaptativo y[n]) o el error de estimacion
e[n]. En el primer caso, el sistema funciona como predictor; en el segundo caso, funciona como
filtro de error de prediccidn.

En el caso de prediccion, la sefial deseada es una version hacia adelante de la seial de entrada del
filtro adaptativo como se detalla en la Fig. 79. Después de la convergencia, el filtro adaptativo
representa un modelo para la sefial de entrada y se puede utilizar como modelo predictor de la seial
de entrada.

En el caso de prediccidn, se supone que la estructura de la serie temporal de entrada no se modifica,
o lo hace muy lentamente, de manera que el sistema pueda adaptarse a los cambios.

Val

RETRASO Filtro
Adaptativo
Sefial x[n]

aleatoria /

Salida del Sistema 2

>

v

Salida del Sistema 1

Fig. 79 — Prediccion

En sistemas de transmisidon se suele utilizar un impulso para analizar la respuesta del canal, en la
Fig. 80 se muestra un diagrama en bloques
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Pal d[n]
_| SISTEMA/ Filt .
6 |_canar || RETRASO & Ada;:t::‘ivo > Sé“da del
[n] X [n] e[n] Sistema

/ Error

Fig. 80 — Filtro adaptativo para estudios de sistemas de transmision. Se estudia la respuesta impulsional

IV. Cancelacion de interferencias y ruidos.

Los filtros adaptativos se utilizan mucho para eliminar interferencias y ruido en sistemas eléctricos y
mecanicos. Tiene aplicaciones interesantes cuando la sefial de entrada esta perturbada por una
interferencia de banda estrecha, como por ejemplo ruido de 50 Hz en la linea eléctrica. Resulta muy
util cancelar interferencia en aplicaciones con sefales bioldgicas, estas sefales son muy débiles, y el
cuerpo humano y los equipos de medicién actian como antena de las interferencias

En la Fig. 81 se muestra un esquema basico de cancelacidn de ruidos e interferencias. Se utiliza para
cancelar la interferencia desconocida contenida (junto con un componente de seifal portadora de
informacidn) en una sefial primaria, optimizdndose la cancelacidn en algin sentido. La sefal
primaria se utiliza como la respuesta deseada para el filtro adaptativo. Como entrada el filtro se
utiliza una sefial de referencia (auxiliar). La sefial de referencia se deriva de un sensor o de un
conjunto de sensores ubicados de tal manera que suministran la sefial de ruido, de tal manera que
la sefial principal de informacién es débil o esencialmente indetectable.

Se cancela ruido a la entrada de un sistema, como se observa en la Fig. 81. La sefial s esta contaminada
con ruido 7. En el filtro se ingresa solamente el ruido 7/, este ruido esta correlacionado con el ruido r
que tiene tiene la sefial s. Cuando el sistema ajusta sus parametros, la salida y se asemeja al ruido
aditivo de s, y la sefial de error se asemeja a la entrada s. Este sistema funciona bien cuando el ruido
no esta correlacionado con la sefial de entrada s, obteniendo una cancelacion de ruido en dicha senal.

Es decir que en la salida del filtro se desea estimar el ruido real r[n], para luego restarlo a la sefial
d[n] que en este caso es la sefial de informacidn con ruido: s[n] + r[n]. De este modo se tiene una
aproximacion de la sefial s[n] sin ruido. Para un filtro FIR de orden 1 (un solo retraso) se tiene:

y[n] = woln].x[n]
Cuando y[n] = #[n], la sefial de error resulta e[n] = s[n] + r[n] — #[n] = §[n]

Es decir, se obtiene una sefial §[n] limpia sin ruido, que resulta similar a s[n]

s[n] + r[n]
Ruido /! +] din] Salida del
r'[n] Filtro Sistema
Adaptativo
x[n] e[n]

/ Error

Fig. 81 — Cancelacion de interferencias y ruido a la entrada
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Como ejemplo de cancelacién de ruido y mejora de la sefial se toma una sefial triangular con ruido
blanco. En la entrada del filtro adaptativo se ingresa ruido blanco correlacionado con el ruido que
contiene la sefial triangular. Mediante varias iteraciones, los coeficientes del filtro se ajustan de
manera de minimizar el error cuadratico medio. Se observa que a medida que aumenta la cantidad
de iteraciones, la sefial de error se asemeja mds a la seiial triangular, ver Fig. 82

1.5

100 200 300 400 500 600 700 800

Fig. 82 — Ejemplo de cancelacion de ruido. Sefial de error (linea roja) y sefial triangular (linea azul)

En la Fig. 83 se muestra un ejemplo de cancelacién de ruido, similar a la Fig. 81, pero con el
agregado de sensores. El ruido captado en ambos sensores tiene que provenir de la misma fuente,
debe estar correlacionado. En este caso se desea mejorar una sefial s[n] corrompida por ruido, esta
sefial ingresa al sensor primario o principal, obteniendo s[n] + r[n]. También se dispone de un sensor
secundario de referencia, donde se mide una sefial correlacionada con el ruido r'[n]. Mediante el filtro
adaptativo se busca modelar la sefial de ruido para esta distorsién a la sefial del sensor primario.
Después de la convergencia, el error de salida sera una sefial mejorada respectos de la sefial de
entrada. La figura ilustra una configuracion tipica de mejora de seiial.

Sensor
& Primario
sefal s[n] + r[n]
sin] | £— |:
/! +| din] Salida del
Fuente de |: r'[n] . Filtro Salida Sistema
i ’ "| Adaptati _’_( : ) >
ruido x[n] aptativo y[n] el
Sensor de / i
Referencia

Fig. 83 — Ejemplo de Cancelacidn de ruido con filtro adaptativo con sensores

En la Fig. 84 se muestra un ejemplo de cancelacidn de ruido a la salida. La salida del sistema o canal de
comunicacion se le suma ruido, y este resultado ingresa al filtro adaptativo. Esta sefial se filtra para
producir una salida sin ruido en y. La salida en y es comparada con la sefial deseada, que en este caso
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es la sefial de entrada x pero retrasada, se adaptan los parametros para compensar los retardos
propios del sistema y del filtro adaptativo. Después de que el filtro se ha adaptado y iguala a d, donde
el error e se minimiza, y tiende a anularse.

Mediante el esquema de la Fig. 84 se puede implementar la ecualizacidn de un canal de transmision,
por ejemplo, en telecomunicaciones. Los ecualizadores se utilizan para modificar la respuesta en
frecuencia de un sistema. Esto se utiliza, por ejemplo, en una linea telefénica donde se requiere una
respuesta plana entre un extremo a otro. En transmision si se tiene un canal ecualizado, se reproduce
fielmente en la salida. Los teléfonos, las lineas de transmision y los cables de video utilizan
ecualizadores que preparan las sefiales que seran transmitidas.

El esquema de ecualizacion de un canal consiste en aplicar la sefial transmitida originalmente
distorsionada por el canal mas ruido ambiental como sefial de entrada a un filtro adaptativo, mientras
que la sefial deseada es una version retardada de la sefial original como se observa en la Fig. 84. Esta
versién retardada de la sefial de entrada estd disponible en general en el receptor en forma de seial
de entrenamiento estandar. En el caso de no sumar ruido, con la minimizacién del MSE, el filtro
adaptativo representa un modelo inverso (ecualizador) del canal.

RETRASO )
Referencia
+

Z d[n]
Entrada [sistemas] + Filtro Salida
" CANAL — Adaptativo
x[n] A e[n]
I / Error
Ruido r

Fig. 84 - Cancelacién de ruido a la salida. Ecualizacién de un canal de transmisidn

En la Fig. 85 se muestra un resumen de aplicaciones basicas de filtrado adaptativo

SISTEMA S.allda del
DESCONOCIDO sistema
Z
’ + d[n] Filtro
Entrada Filtro _ Adaptativo
—> “ x[n
Adaptativo e Sefial
x[n] y[n] e[n] aleatoria /
/ Error
Salida del Sistema
Prediccion

Identificacion

s[n] + r[n]

d[n] Ruido 7 4] dnl  sajdadel
r'[n] Filtro Salida s Sistema

Z

Filtro

SISTEMA

IDESCONOCIDO| Adaptativo ™ Adaptati
Entrada x[n] 2 e[n] x[n] aprare yn] _u e[n]
/ Error / Error
Identificacion mediante modelado inverso Cancelacion de interferencias y ruido

Fig. 85 — Resumen de aplicaciones bdsicas de filtrado adaptativo

En la Tabla | se enumeran aplicaciones especificas correspondientes a las cuatro clases basicas de
aplicaciones de filtrado adaptativo. Las aplicaciones de sistemas de control de las areas de
sismologia, electrocardiografia, comunicaciones y radar. Sus propdsitos se describen brevemente
en la ultima columna de la tabla.
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Tabla | — Ejemplos de aplicaciones de filtros adaptativos separadas en las 4 clases bdsicas

Clase de Filtro
Adaptativo

Aplicacion

Propdsito

I. Identificacion

Identificacion de Sistemas

Dado un sistema dinamico desconocido, el
propdsito del sistema de identificacion es disefiar
un filtro adaptativo que proporcione una
aproximacion al sistema.

Modelado de capas de la
superficie terrestre

En la sismologia de exploracidn, se desarrolla un
modelo en capas de la tierra para desentrafiar las
complejidades de la superficie terrestre.

1I: Modelado
inverso

Ecualizacion

Dado un canal de respuesta impulsiva
desconocida, el propdsito de un ecualizador
adaptativo es operar en la salida del canal de
manera que la conexién en cascada del canal y el
ecualizador proporcione una aproximacién a un
medio de transmisién ideal.

11l: prediccion

Codificacion predictiva

La prediccion adaptativa se usa para desarrollar un
modelo de una sefial de interés (por ejemplo, una
sefial de voz); en lugar de codificar la seiial
directamente, en la codificacién predictiva, el
error de prediccion se codifica para su transmision
o almacenamiento.

Analisis espectral

En esta aplicacion, el modelado predictivo se
utiliza para estimar el espectro de potencia de una
sefial de interés

IV: Cancelacion de
interferencias

Cancelacion de Ruido

El propdsito de un cancelador de ruido adaptativo
es restar ruido de una sefial recibida de una
manera controlada de forma adaptativa para
mejorar la relacion sefial-ruido. La cancelacion de
eco, experimentada en circuitos telefénicos, es
una forma especial de cancelacién de ruido. En
electrocardiografia (ECG) también se utiliza
cancelacién de ruido.

Formador de haz

Un formador de haz es un filtro espacial que consta
de una serie de elementos de antena con pesos
ajustables (coeficientes).
El doble propésito de un formador de haz
adaptativo es controlar de manera adaptativa los
pesos para cancelar las sefiales interferentes que
inciden en la matriz desde direcciones
desconocidas y, al mismo tiempo, proporcionar
proteccion a una sefial objetivo de interés.
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Formacion de haces Adaptativo (Adaptive Beamforming)

Los métodos y estructuras de filtrado adaptativo discutidos hasta ahora son todos de tipo
temporal, ya que la operacion de filtrado se realiza en el dominio del tiempo. Naturalmente, el
filtrado adaptativo también puede ser de tipo espacial, en el que se coloca una serie de sensores
independientes en diferentes puntos del espacio para "escuchar" una sefal que se origina en una
fuente distante. En efecto, los sensores proporcionan un medio para muestrear la sefial recibida
en el espacio. El conjunto de salidas de los sensores recopiladas en un instante particular de
tiempo constituye un valor instantdneo de la fuente de datos (snapshot). Cuando los sensores se
encuentran uniformemente en linea recta, la instantdnea de datos en un filtro espacial juega un
papel andlogo al de un conjunto de entradas de consecutivas que existen en un filtro FIR en un
instante de tiempo particular.

Las aplicaciones relevantes que implican el uso de procesamiento de matriz de sefales son las
siguientes:

» Radar, en el que los sensores consisten en elementos de antena (por ejemplo, dipolos,
bocinas o guias de ondas) que responden a las ondas electromagnéticas incidentes. El
requisito aqui es detectar la fuente responsable de la radiacion de las ondas
electromagnéticas, estimar el angulo de llegada de las ondas y extraer informacion sobre
la fuente.

» Sonar, en el que los sensores consisten en hidréfonos (el hidréfono consiste en un
transductor que convierte sonido a electricidad, se utiliza sumergido en agua u otro
liquido) disefiados para responder a ondas acusticas incidentes y los requisitos de
procesamiento de sefiales son de naturaleza similar a los del radar.

» Mejora del habla, en la que los sensores constan de micréfonos y el requisito es, por
ejemplo, escuchar la voz del hablante deseado en presencia de ruido de fondo. Se trabaja
con una Matriz de sefales desfasadas

En estas aplicaciones, hablamos de formacién de haces, cuyo propdsito es diferenciar las
propiedades espaciales de la sefial y el ruido. El sistema utilizado para realizar la formaciéon de
haces se denomina formador de haces. El término "formador de haz" se deriva del hecho de que
las primeras antenas se disefiaron para formar haces a partir de recibir una sefial de fuente que
irradia desde una direccién especifica y para atenuar las sefiales que se originan en otras
direcciones que no tienen interés. Tener en cuenta que la formacién de haces se aplica tanto a la
radiacién (es decir, la transmisiéon) como a la recepcién de energia.

En la Fig. 86 se detalla el diagrama de bloques de un formador de haz adaptativo que usa una
matriz lineal de sensores idénticos. Las salidas del sensor, que se supone que tienen banda base,
se ponderan individualmente y luego se suman para producir la salida general del formador de
haz.

El término "banda base" indica la banda original de frecuencias que opera la fuente. El formador
de haz debe cumplir dos requisitos:

e Capacidad de direccién (Steering capability), mediante la cual la sefial de destino (fuente) se
encuentra protegida.

e Cancelacion de interferencias, de modo que se maximice la relacion de sefial / ruido de la salida.

Un método para satisfacer estos requisitos es minimizar la varianza (es decir, la potencia
promedio) de la salida del formador de haz, sujeto a la restriccién de que, durante el proceso de
adaptacion, el vector de pesos w[n] de tamafio M-por-1 satisfaga la condicién:
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wfl[n].s[@] =1 ; paratodony 6 =6, (18)

donde s[@] es un vector de direccién de tamafio M-por-1. El superindice H denota transposicidn
hermitiana (es decir, transposicién combinada con conjugaciéon compleja). Se supone que los datos
de la banda base tienen un valor complejo, de ahi la necesidad de una conjugacidon compleja. El
valor del dngulo eléctrico 8 = 0, esta determinado por la direccion del objetivo. El angulo 8 se
mide con respecto al sensor O tratado como punto de referencia. La relacién del vector de
direccidn respecto de 0 se define mediante:

s[o]=[1,e779, ..., e (M-DE ]T (19)
Steering
lVectors[H]
™ Algoritmo de
- control
> adaptativo
Conjunto de -
sensores
> (w1 [n]
> ’ NG salida
D2 IR
53 " wsn]
S [—* o wyln]

Fig. 86 — Formador de haz adaptable para una matriz de cinco sensores. Las salidas del sensor (en banda base)
es de valor complejo; por tanto, las ponderaciones o pesos se valoran de forma compleja.

Sea @ el angulo de incidencia actual de una onda plana, medido con respecto a la normal de la
matriz lineal. Entonces, de la Fig.10, vemos facilmente que:

=2md o - r 20
6 =——.sin(®) ; —o<P=<- (20)

Donde d es el espacio entre sensores adyacentes de la matriz y 4 es la longitud de onda
correspondiente a la onda incidente. Con @ restringido dentro del rango[—%,%] y los valores

permisibles de 8 dentro del rango [—m, 7], encontramos, de la Ecuacidn (20) , que d debe ser
menor que 4/2, de modo que exista una correspondencia biunivoca entre los valores de 6 y @
sin ambigiedad. Por tanto, el requisito d < A/2 puede considerarse como el andlogo espacial del
teorema de muestreo. La imposicién de la restriccién de proteccion de sefal en la Ecuacion (18)
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asegura que, para la direccién del angulo 8 = 6, la respuesta de la matriz se mantiene constante
(igual a la unidad), sin importar qué valores se asignen a los elementos del vector de peso w. Un
algoritmo que minimiza la variacién de la salida del formador de haz, sujeto a esta restriccién, se
denomina algoritmo de formacion de haz de respuesta sin distorsién de variacion minima (MVDR:
minimum-variance distortionless response). Tener en cuenta que la imposicion de la restriccidon
de proteccién de sefial reduce el nimero disponible de grados de libertad a M — 2, donde M es el
numero de sensores en la matriz. En consecuencia, el nimero de nulos independientes producidos
por el algoritmo MVDR (es decir, el numero de interferencias independientes que pueden
cancelarse) es M — 2.

Linea de
sensores
Onda plana
incidente
Sensor 1
¢
d
[0) Sensor 2
Zetraso(;;paual Recta Normal
.sen
a los sensores

Fig. 87 — Retraso espacial cuando una onda plana incide en una matriz lineal.

Aplicaciones de audio

En la Fig. 88 se muestra un ejemplo de cancelacidn de ruido en una sala de conferencias o en una
fabrica con maquinas que generan ruidos molestos. Mediante un micréfono principal, se recoge
la voz con ruido del orador principal y ademas mediante micréfonos secundarios se recoge el ruido
de ambiente sdlo (se colocan estos micréfonos alejados del orador principal). En estos casos mas
generales los filtros tienen que ser grandes, ya que el ruido se produce en varias frecuencias y no
es una sefial de banda estrecha. Este método resulta eficaz cuando el ruido es regular y contiene
muchos arménicos como por ejemplo una maquina que gira. Si se tiene ruido de banda ancha sélo
funciona bien en las frecuencias bajas.
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Micréfono
ICD)rriari(i)pral Principal
=
N > Salida del Sistema
/7 + d[n] Parlante
Ruido de / X
fondo / > Filtro Salida ‘))
»| Adaptativo _
'/ —Z >_‘_[r P y[n] e[n]
) ' xn / Error
—,

Micréfono
Secundarios

Fig. 88 — Ejemplo de cancelacion de ruido en voz mediante filtro adaptativo

Ejercicios de filtros adaptativos en Matlab®

Ejercicio 1.1

Ejemplo simple LMS con filtro de 1 solo coeficiente

Se desea tener un sistema Simple adaptativo, donde la salida valga 10, independientemente de los
valores que tome la entrada.

Suponer que la entrada primero toma estos valores: x;[n] = 2. Y12 ,8[n — k] = {2,2,2, .....}, luego
toma estos valores: x,[n] ={3,3,3,.....}. Y por dltimo x3[n] ={a,a,q,....},siendo 1<a<3

Se pide:

a) Resolver el sistema con planilla Excel. Por ejemplo, elegir a = 2,8 y a = 20 (que no cumpla
restriccion). Asignar los largos adecuados de x,[n] y x3[n] de manera de poder sacar
conclusiones

b) Para un factor de convergencia de ¢ = 0,1, indicar cuantas iteraciones se necesitan para que
el algoritmo converja para el caso de x; [n] y para el caso de x,[n]

¢) Probar distintos valores de u éQué pasa con la velocidad de convergencia y el error?

d) éQuépasaparapu=0,27

Resolucion:
a) b)c)
Valor deseado de la salida: d[n] = {10, 10, 10, .....}

Para x4 [n], calculamos el coeficiente w[n] que aproxime la salida y[n] al valor esperado: 10

y[n] = wln].x[n]

10 ,
wln] = 5= 5, este es el valore que deberia converger

Estimamos w[n] mediante LMS. En la Fig. 89 se muestra una resolucion simple, donde se detallan las
férmulas utilizadas, la convergencia de w y el error.

Pendiente para el lector completar analisis y conclusiones

d) Si la sefial de entrada varia entre 1y 3, su valor maximo es 3. Su potencia maxima resulta: Py ;s =
32=9
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1
N.P,

Mds adelante veremos que debe cumplir: 0 < u < , siendo N la cantidad de coeficientes que

contiene el filtro. En este caso: N = 1. Nos queda:
1
O<u< 9= 0,111

Para u = 0,2 No cumple. Verificar con Planilla Excel.

y =w.x| le=d-y| ‘ wn+1]l=w[n|+2.pex
n w(n)| Entrada: x| Salida: y| Error:e| w(n+1)
0 0 2 0 10 4 Valor esperado: d 10
1 4 2 8 2 4,8 w0 0
2 4,8 2 9,6 0,4 4,96 mu 0,1
3 4,96 2 9,92 0,08 4,992
4 4,992 2| 9,981 0,016/ 4,9984 Convergencia de W
5 4,9984 2| 9,9968| 0,0032| 4,99968 6
6 4,9997 2| 9,99936| 0,0006| 4,99994 1] m ﬁ
7 4,9999 2| 9,99987| 0,0001| 4,99999
8 5 2| 9,99997 3E-05 5 2 e W
9 5 2| 9,99999 5E-06 5 0 T ]
10 5 2 10| 1E-06 5 1 10 19 28
11 5 2 10 2E-07 5
12 5 2 10| 4E-08 5 Error
14 5 2 10| 8E-09 5 10 -
15 5 3 15 -5 2 —+—Error
16 2 3 6 4 4,4 5
17 4,4 3 13,2 -3,2 2,48
18 2,48 3 7,44 2,56 4,016 0 -
19 4,016 3| 12,048| -2,048| 2,7872 1 10 28
20 2,7872 3| 8,3616| 1,6384| 3,77024 -5 $
21 3,7702 3| 11,3107| -1,3107| 2,98381
22 2,9838 3| 8,95142| 1,0486| 3,61295
Fig. 89 — Ejemplo simple de LMS con planilla Excel para un filtro de 1 coeficiente
Ejercicio 1.2

Ejemplo Simple LMS para «ldentificacion»» de Sistemas

Mediante un sistema adaptativo, se desea tener una sefal de salida fija donde su amplitud valga 10.
Entrada en formato Matlab®: x=[2*ones(1,30) 3*ones(1,30) 1.6*ones(1,30)];

a) Utilizar sistema con filtro de 1 coeficiente, u = 0,2 y la libreria LMS.m

b) Modificar secuencia de entrada

Comparar respuestapara: u=0,1+*2 ;u=001%2; u=025%*2

Escribir conclusiones: ...que pasa con el error y la velocidad de convergencia
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Resolucidn

x=[2*ones(1,30) 3*ones(1,30) 1.6*ones(1,30)];

largo = length(x) ;

d=10*ones(1,largo) ;

mu=0.1 *2; N=1; % Coefic del filtro

WO0=0; % Coeficiente Inicial

S =struct('step’,mu,filterOrderNo’,(N-1),'initialCoefficients',W0);
%[y,e,W] = LMS(d,transpose(x),S);

ly,e,W] = LMS(d,x,S); % Solicitar libreria al autor de este libro

% Graficamos error MSE

figure,

plot(1:largo, e,'-k', 'linewidth',3); grid on

title('Curva de aprendizaje del error'); axis tight;
xlabel('Numero de iteraciones, k'); ylabel('Error');

% Graficamos salida 'y

figure,

plot(1:largo, y,'-k', 'linewidth',3); grid on

title('Salida del Sistema: y');

xlabel('Numero de iteraciones, k'); ylabel('Amplitud');

% Graficamos W

figure;

subplot (211), plot(real(W(1,:)), 'linewidth',3); axis tight; grid on
title('Evolucidn del primer coeficiente (parte real)');
xlabel('NUumero de iteraciones, k'); ylabel('Coeficientes');
subplot (212), plot(imag(W(1,:)), 'linewidth',3, ‘color','r');axis tight;
title('Evolucidn del primer coeficiente (parte imaginaria)');

xlabel('NUumero de iteraciones, k'); ylabel(' Coeficientes ');

En las Fig. 90 y Fig. 91 se muestran los resultados Matlab® del punto a).
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Learning Curve for Error Evolution of the 1st coefficient (real part)

Coefficient
~

10 20 30 40 50 60 70 80 90
Number of iterations, k
of the 1st i i inary part)

Error

Coefficient

10 20 30 40 50 60 70 80 90

5 Number of iterations, k
Number of iterations, k

Grafico de senal de Error Evolucion del coeficiente del filtro

Fig. 90 — Grdfico de error y evolucion del coeficiente del filtro adaptativo LMS

Salida del Sistema: y

Amplitud

0 20 40 60 80 100
Number of iterations, k

Salida del Sistema

Fig. 91 — Salida del sistema LMS

Ejercicio 1.3

Algoritmo LMS

Se pide analizar el siguiente cédigo
% Debemos generar las sefiales ss (sefial original), n (ruido 1) y x (ruido 2)
%% Filtro Adaptativo LMS
% Inicializamos
d=ss + n; % Sefial d= ss (audio) + ruido
mu=0.01; % Pardmetro mu
n_coeficientes =19 ;
w=zeros(1, n_coeficientes); % Inicializamos los coeficientes del filtro Adaptativo
y=zeros(1,length(t)); % Inicializamos en cero el vector de salida
error=y; % Inicializamos vector error (ceros)
% Filtro Adaptativo con Algoritmo LMS

inicio = n_coeficientes+1 ;
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for m=inicio : (length(t)-1)
sum=0;
for i=1: n_coeficientes
sum =sum + w(i)* x(m -i);
end
y(m)=sum;
error(m)=d(m)-y(m);
for i=1: n_coeficientes
w(i) = 2*mu*error(m)*x(m - i) +wf(i);
end
% Guardamos histérico de los coeficientes, "solo" para analizar convergencia
W_matriz_hist(m-n_coeficientes, :)=w ; % Opcional, funciona mas lento
end
% Calculamos Transformada de Fourier.

% Graficamos sefiales Temporales, transformadas, correlaciones, etc.

Ejercicio 1.4

| - Cancelacion de Ruido de Audio

Se pide filtrar audio con el sistema adaptativo de la Fig. 92

Micréfono
ss[n] + n[n]

=
Orador '\ »’E Salida del Sistema

ya + d[n] Parlante

/V' Filtro Salida .‘
. ﬁ >
Ruido _~Z—-* Adaptativo - 2 ))
y[n] e[n]
x[n / Error

Fig. 92 — Esquema del sistema adaptativo para cancelacion de ruido de voz

Se pide implementar dicho sistema en Matlab®

Ver resolucion en el capitulo IV del presente libro.

Se muestran los resultados Matlab® en la Fig. 93.
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%102 Espectro de Audio Original: SS
5
0
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Espectro corrompido D
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%1072 Salida - Espectro limpiado E
5
0
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Frequency (Hz)
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ss+n
— e
— 8§

=10%

Fig. 93 — Espectros de las sefiales y sefiales temporales

Descarga de los cédigos de los ejercicios
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Capitulo Il - Procesos estacionarios y modelos

Il - Procesos estacionarios y modelos

Introduccion a Procesos Estocasticos

Variable aleatoria

Definimos el siguiente espacio muestral y variable aleatoria

e Espacio muestral:

S = {sl_, Sy, ....,sn} donde s; son los resultados experimentales
e Variable Aleatoria. Es una funcién de los datos experimentales
X =X(s;)

Notacion utilizada:

{X < x} es el subconjunto de resultados de S que consiste en todos los eventos sj talesque X = X(sj)
sea menor que x

Funcién de distribucién acumulativa de probabilidad:
Fy(x) = P{X < x}
Ejemplo de tiro de un dado

Suponemos un dado que se arroja 60 veces, se obtienen los siguientes conjuntos

S= {Cuno,r Cdosr Ctres,r Ccuatro' Ccinco' Cseis}

Procesos estocasticos

Un proceso estocdstico es un conjunto (ensamble) de funciones o secuencias reales o complejas
definidas en un espacio de probabilidad. Para tiempos continuos utilizamos t4, t5, ...., para tiempos
discretos ny,n,, ... Para el caso de tiempo continuo, los valores de x(t;),x(t;),... son variables
aleatorias. La sefial x (t) corresponde a una de las muchas realizaciones del proceso que hubieran
podido tener lugar. El conjunto de todos estos posibles registros x; (t), para k = 1,2, .. caracterizan el
proceso estocastico. El valor de la variable x en un determinado instante t, depende de cudl de las
realizaciones se considere. En la Fig. 94 se muestra un ejemplo de un proceso estocastico.

Los procesos estocasticos son aleatorios y no tienen un comportamiento determinista. Se utiliza el
término estocastico en procesos, modelos y algoritmos que tienen una secuencia variable de eventos
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que se pueden analizar con probabilidades en el transcurso de la variable tiempo. El término proceso
estocastico, también conocido como proceso aleatorio, describe la evolucién temporal de un
fendmeno estadistico de acuerdo con leyes probabilisticas. Esta evolucién temporal del fendmeno
quiere decir que el proceso estocastico depende del tiempo, definido en algun intervalo de
observacion. Al tratarse de fendmenos estadisticos hay que realizar experimentos para conocer
correctamente la forma que evolucionan en el tiempo.

X4
Realizaciones de un
proceso aleatorio x[n] '
I
I
1 1
7/ 7
/ n
X3 ’ /
/i /
4 f
Ll
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L T4
Vs /
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/ /
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/
] l& !
!
1 |
! |
L ¢
nl n2 n

Fig. 94 - Proceso Estocdstico para sefial de tiempo discreton

En sistemas Adaptativos, estudiaremos los procesos estocasticos correspondientes a sefales de
tiempo discreto, con muestreo a intervalos constantes y que cumplen con el Teorema de Muestreo.
Este teorema dice que la frecuencia de muestreo, conocida como f;, debe ser mayor al doble de la
frecuencia maxima (f;,4x) de la sefial analizada

fs > 2. finax

Las sefiales deterministicas son aquellas en las que se puede calcular su valor de forma inequivoca.
En cambio, las sefales estocasticas tienen las siguientes caracteristicas:

- Son aquellas que no pueden definirse de manera deterministica.
- Es unavariable aleatoria que varia en el tiempo
X;(t) =X(s,t)
- Se conocen también como sefiales aleatorias o no deterministicas.
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- No se puede estar seguro de que converjan las Transformadas de Laplace y la de Fourier.
- Procesar las sefiales de forma individual es poco interesante, solo resuelve un caso particular.

Ejemplos de sefiales estocasticas:
e Ruido electrénico en amplificadores
e Interferencia electromagnética en antenas
® Ruido térmico en resistores

® \Voz humana

Definimos el proceso que las genera como un Proceso Estocdstico (o proceso aleatorio)
— Este produce un ensamble de sefiales aleatorias:

Xl(t)JXZ(t)J 'JXi(t)

— Cada una de ellas es una realizacion

Valor esperado

Para caracterizar el proceso estocastico utilizaremos el valor esperado (promedio del ensamble) y
promedios temporales. Estudiaremos el tratamiento de estas sefiales en sistemas LTl y posteriormente
en sistemas que no cumplen invarianza temporal. En la Fig. 95 se muestra un ejemplo de realizaciones
(funciones muestra) de un proceso estocastico para sefial de tiempo continuo t.

Tomando la funcidon promedio, el valor esperado es el promedio del ensamble para cada instante de
tiempo fijo. Entonces el valor esperado del ensamble resulta:

N
1
Flx(t)} = lim Nzlxi(tl)

Siendo t; un instante de tiempo determinado

Teniendo en cuenta que N — o, se puede expresar con la siguiente notacion, para funciones
continuas:

o)

E{X(t)} = fx.fx(x, t).dx

— 0o

El valor esperado ppuede ser variable en el tiempo, es decir:

E{x(t1)} # E{x(t2)}

El valor esperado cumple la siguiente propiedad:

Ef{a.x(t) + b.y(t)} = a. E{x(t)} + b. E{y(t)}

Para el caso deterministico se cumple:

E{d()} = d(¢)

J. Vorobioff 109



Capitulo Il - Procesos estacionarios y modelos

*1 Realizaciones de un proceso aleatorio x(t)
l 1
t  Valor esperado (media del ensamble):
Xy Es el valor medio obtenido a lo largo del ensamble
considerando tiempo constante (t = t,)
Momento de 1ler orden
I N
X3 1
BGe(t)) = e = Jim =) xi(6)
i=1
E{x(t))} # E{x(t2)}
Xn En la practica no se puede calcular ya que se desconoce la

totalidad de las muestras del ensamble.

Selo aproxima a partir de un conjunto finito de muestras

Fig. 95 - Proceso Estocdstico y Valor esperado. Ejemplo de realizaciones (funciones muestra) de un proceso
estocdstico para sefial de tiempo continuo t

Tomamos como ejemplo el valor esperado de los procesos aleatorios Ay B graficados en la Fig. 96. En
las realizaciones del proceso A se observa un comportamiento senoidal con ruido, en el proceso B no
se observa este comportamiento. Sin embargo, ambos procesos tienen valores esperados similares:

E{x(0)} = E{y()}
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Proceso aleatorio A Proceso aleatorio B
xy(0)
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Fig. 96 — Valor esperado para 2 procesos aleatorios distintos

Valores esperados de primer orden

La forma general tiene la siguiente forma:

N
1
B () = Jim Nzlf(xi(t))

Se denomina primer orden porque depende de un solo valor de tiempo.
Se pueden tener distintas funciones f(x(t))
® Promedio

Si la funcion f(x(t)) = x(t) se obtiene el promedio:

N
1
E{f(x(0))} = Ex(D)} = lim NZ xi() = iy (t)

e Promedio cuadratico

Sila funcién f(x(t)) = x2(t) se obtiene el siguiente valor esperado:

N
E(/ (@)} = EGE0) = Jim %Zxﬂ(t)

Este valor corresponde a la Energia de la sefial

Varianza temporal: Cuadrado de la desviacidn del promedio lineal. Mide las dispersiones de los datos
en torno al promedio
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Si la funcién f(x(t)) = (x(t) — u,(t))? se obtiene el siguiente valor esperado:
[0:*(®) = E{f (e(0))} = E{(x(0) = px (1))}

0 () = E{(x(t) — ux (£))?} = E{x?(t) — 2.x(8). ux (©) + > (0} = E{x* ()} —
2.1 (). E{x(0)} + (1)

= E{x?(t)} — 2. e (£). s (£) + 12 (1)
|0, 2(0) = E{x*(©)} — 1, 2(8)]

Ejemplo:
Se tiene un dado que tiene los siguientes valores en sus 6 caras:

x; = {10,20,30,40,50, 60}

20
10 |3

Se pide:

a) Simular con Matlab® el tiro del dado 1000 veces, cada 100 milisegundos, a este evento lo
llamamos realizacidn. Repetir este evento 100000 veces.

b) Calcular el valor medio del proceso para distintos valores de “iteraciones n” y su desviacién
estandar

c) Calcular el valor medio de cada realizacién y su desviacién estandar o = Vo2
d) Analizar los resultados obtenidos

Resolucion:

a) b)c)
Cddigo Matlab®:

% Punto a) Generamos una matriz de 100000 filas y 1000 columnas
% Funcion randi genera numeros aleatorios Enteros, en este casode 1 a 6
matriz = randi([1 6],100000,1000);
% Modificamos para que tengas estos valores: 10,20,30,40,50,60
matriz = matriz *10;
% Punto b)
valor_medio_columnas = mean(matriz,1) ;
std_columnas = std(valor_medio_columnas) ;
% Punto c)
valor_medio_filas = mean(matriz,2) ;
std_filas = std(valor_medio_filas) ;
% Punto d)

A= mean(valor_medio_filas) ;
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display(['Valor medio A: ' num2str(A)])
display(['Desviacion estandar filas: ' num2str(std_filas)])
B= mean(valor_medio_columnas) ;

display(['Valor medio B: ' num2str(B)])

display(['Desviacidn estandar columnas: ' num2str(std_columnas)])

Resultados:

Valor medio A: 35.0003

Desviacidn estandar filas: 0.54127

Valor medio B: 35.0003

Desviacidn estandar columnas: 0.053444

En la Fig. 97 se muestra la matriz de datos obtenidos y los valores medios

P& Variables - matriz

| matriz |
T n
£H 100000:10§0 double ; : , \ -
- L] | | 1 »
1 2 | 3 | 4 5
1 10 50 30 50
2 60 10 40 60 10
3| 40 50 20 20 10 o
4 30 a0 40 20 60 P& Variables - valor_medio_filas
5 50 60 40 50 50 | valer_medio_filas |
: 10 40 2 30 30 [ 100000:d double
7 20 50 50 20 10
1 1 1 2
1 ]
: ! 35.5200
2 34,6300
3 34.8600
A 25 NSAN

HH 1x1000 double

1 2 \ 3
1 34,9880 349677 35.0484
2

Fig. 97 —Resultados Matlab® del valor esperado

Siendo x; = {10,20,30,40,50, 60}, entonces la probabilidad para cada elemento resulta: p, (x;) =
1/6
En este caso se especifica la probabilidad de cada muestra p,(x;), habiendo solamente 6 casos

posibles
6

E((®)} = ) xi(6).peCri(0)

i=1
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Podemos desplazarnos en t, y se obtienen los mismos resultados. Entonces, en este caso la expresion
anterior se puede escribir de la siguiente manera:

6

D xepe() = 35

i=1
Si calculamos el promedio temporal llegamos al mismo resultado que promedio del ensamble.

En este caso particular E{x(t;)} = E{x(t,)}
Valores esperados de segundo orden

En los valores esperados de segundo orden, las funciones dependen de 2 instantes de tiempo

N
1
E{F Ge(e), x(6)} = Jim, NZ CICOEACH)

Si f(u,v) = u.v, esdecir producto, se obtiene la funcién de correlacion

Prx(t1, t2) = E{x(t1). x(t2)}

Al evaluar en un mismo instante, se obtiene la Energia

Px(tr, 1) = E{x?(t1)}

Los procesos aleatorios de la Fig. 98 tienen la misma media, es decir que para este caso con los valores
de media no se pueden distinguir. Sin embargo, tienen diferentes valores de autocorrelacion, ver Fig.
99

Proceso aleatorio A Proceso aleatorio B
.’fi(f_) i

TN Y ﬁe_ﬁaﬂfm&y‘& f\‘ N,

b I 'if LR g[ Ve UL!‘[A!‘UI '

-
L.

Xo(1)

i

x;(1)

Fig. 98 — Procesos aleatorios distintos, pero con mismo valor esperado
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Proceso aleatorio A Proceso aleatorio B
T
Prx (D) Oy (1)

> A A

~—7 1 " g | L g
T T

Fig. 99 — Funcion de autocorrelacion para 2 procesos aleatorios distintos
Procesos aleatorios estacionarios en sentido estricto

Son procesos donde las propiedades estadisticas no cambian con el tiempo

Definicion:

Un proceso aleatorio es estacionario si sus valores esperados de segundo orden solo dependen de las
diferencias entre los tiempos observados.

E{f (x(t1), x(£2))} = E{f (x(t1 + At), x(t, + At))}
Si analizamos las diferencias temporales (desplazamiento temporal):
E{f(x(t1),x(t2))} » t1— ¢,
E{f(x(t; + At),x(t; + At))} — t;+At—(t, +At) > t; — ¢,

En este ejemplo tienen el mismo desplazamiento temporal, al ser proceso estacionario los valores
esperados resultan iguales

Los valores esperados de primer orden son casos particulares de los de segundo orden
f(x(t1),x(t2)) = g(x(t;)) ;solose analizaent;
E{g(x(tl))} = E{g(x(tl + At))} ; Valor esperado de primer orden para proceso estacionario

Es decir, que para un proceso estacionario el valor esperado de primer orden se mantiene constante
si nos desplazamos en el tiempo

La media y la varianza, correspondientes a un proceso estacionario en sentido estricto se mantienen
constantes con el tiempo

.ux(t) = Uy ze(t) = sz

La autocorrelacién para un proceso estacionario en sentido estricto
E{x(t1).x(t2)} = E{x(t). x(t; — D)} = E{x(t2 + 7). x(£2)} = ¢xx ()
En la ecuacidn anterior el desplazamiento est = t; — t, enlos 4 términos

Es decir que la autocorrelacidon en un proceso estacionario estricto dependera del desplazamiento Ty
no del instante de tiempo que analice. Podemos tomar un mismo valor de desplazamiento 7, pero en
otros instantes T = t; — t, y obtendremos mismo valor de autocorrelacion.
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Procesos estacionarios en sentido amplio (débil)

Se denomina estacionario en sentido amplio si se cumple la siguiente ecuacion para la Autocorrelacidn
y la media

E{f (x(t1), x(t2))} = E{f (x (&1 + At), x(t, + At))}

Recordando en la autocorrelacion se toma el producto: f(x(t1), x(t;)) = x(t1), x(t3)
Y en valor medio solo se toma un instante: f(x(t;), x(t;)) = x(t;)

Entonces

TNOEN R OE

E{x(t1). x(t2)} = E{x(t1). x(t; — D)} = E{x(tz + 7). x(t2)} = @ (D)

T=t -t ;
Procesos ergddicos (sentido estricto)

Un proceso estocastico se puede decir que resulta ergddico cuando sus propiedades estadisticas se
pueden deducirse a partir de una Unica muestra larga y aleatoria del proceso

Definicion:

Un proceso aleatorio es ergddico en la media, si los promedios temporales son equivalentes a los

promedios del ensamble.

Un proceso es ergédico cuando los parametros estadisticos en un conjunto de realizaciones (es decir
promedios de conjunto) son iguales a los parametros estadisticos en una Unica realizacién (promedios
temporales).

Los procesos ergddicos siempre son estacionarios, sin embargo, lo contrario no siempre se cumple.
Generalmente nunca tendremos un proceso estacionario real. A pesar de esto, la hipdtesis de
estacionariedad proporciona resultados bastante buenos para nuestros propdsitos. Esto también se
cumple con la suposicion de ergodicidad. Muchas veces sélo se mide una realizaciéon de un proceso
estocastico y resulta imprescindible suponer ergodicidad para poder continuar con el analisis de datos.

Primer orden:

T
— 1
fl@®) = Jim —— Jf(xi(t)).dt
-T

Segundo orden:

T
Fe@x—0) = Jim o [ fu@,x@-0).a
-T

J. Vorobioff 116



Capitulo Il - Procesos estacionarios y modelos

Procesos ergddicos en sentido amplio

Se denomina ergddico en sentido amplio si las siguientes ecuaciones:

T
—_— 1
F©) = Jim 5 [ F(u@).ae
-r

T
Fe@® =) = him == [ £(u(®), (- ).ae
-T

Se cumplen para:
f (), x(82)) = x(t1), x(¢2)
fx(t1), x(¢2)) = x(¢1)

La media es:
1 T
BE(0) = o = 30 = Jim o [ x(0).dt
-T

Funcién de autocorrelacidn en procesos ergddicos en sentido amplio
Pxx (1) = E{x(8). x(t — 1)}
Su mdximo se encuentra en cero, para demostrarlo planteamos E {(x(t) —x(t— ‘L'))z} >0
2
E{(x(t) —x(t — 1))} = E(x?(©)} — 2. Ex(®). x(t = D} + EX2(t = 1)} = 01 (0) = 2. 0 (1) +
$xx(0) = 0

= 0xx(0) = @x (1) = @y, (0) Tenemos el valor maximo de la autocorrelacion

Para obtener el Limite inferior, planteamos: E {(x(t) + x(t — T))Z} >0

E{(x(®) + x(t = )"} = E(?(©)} + 2. E{x(6). x(t = 1)} + E{x?(t - 1)}
= Prx(0) + 2. 055 (T) + 9 (0) 2 0
= (Pxx(T) 2 _(pxx(o)

En la Fig. 100 se muestran los valores maximos y minimos que puede tomar la funcién de
autocorrelacion

b Oxx (T)
Maximoent =0
| o2+’
________________________ / .
H"‘\.. _.-"".- .
N N T
inferior

Fig. 100 — Valores mdximos y minimos de la autocorrelacion
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La funcidn de autocorrelacion es par: @, (7) = @y (—7)
E{x(t).x(t + 1)} = E{x(t' —1).x(t")} = E{x(t'). x(t' — 1)}
= Pux (1) = Qxx (—7)

Es decir, si nos desplazamos +7 0 —7 obtenemos los mismos valores de autocorrelacion

En la Fig. 101 se muestra un ejemplo de funcidn de autocorrelaciéon de voz humana

Sefial de voz con palabra repetida 4 veces Prx (T)
0.8 ‘
06

0.1
04
02 ‘ 0.05
0
0.2 0]
04f
08| | 005 : ‘ : :

0 5 10 15 20 25 30 3 40 30 20 0 0 0 20 30

tiempo [seg. | T [seg.]

Fig. 101 — Ejemplo de funcién de autocorrelacion de voz humana. Izq.) sefial temporal, derecha) autocorrelacion

Funcién de covarianza en procesos ergddicos en sentido amplio
Pex (1) = E{(x () — o). (x (¢ = 7) — p,0) }

Pex (1) = E{x(8). x(t = T) — pye. X(t) — pe. x(t — T) + . *}

Prx (1) = E{x(6). x(t = D} = - Ex()} = py. Efx(t — D} + 11?
Pex (1) = E{x(t). x(t = T)} = 2. 10,.> + p1?

Prx (1) = @rn (1) — i

Funcion de correlacion cruzada
goxy(tlr ty) = E{x(ty).y(t2)}
Pry(T) = E{x(t + 7). y(t)} = E{x(t).y(t — )} ; en ambos casos el desplazamiento es T

Al ser ergddico se puede calcular como

fea@, 76 ~D) = lim = 1 f (x:(0), it = D). dt

Densidad espectral de potencia (DEP)

El Teorema de Wiener-Khinchin , también es conocido como teorema de Wiener-Khintchine, teorema
de Wiener-Khinchin-Einstein o teorema de Khinchin-Kolmogorov.

Este teorema dice que la transformada Fourier de la funcién de autocorrelacién es la DEP.

Sex(W) = F{@y (1)}
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A su vez, si aplicamos la Transformada Inversa de Fourier a la DEP obtenemos la autocorrelacion:
-1 —
F7HSxx (W)} = ¢ (T)

La funcidn de correlacion es par, resulta: Im{S,,(w)} =0

Densidad espectral de potencia cruzada
Sxy(W) = F{goxy(f)}
Energia

La autocorrelacién evaluada en 7 = 0 nos da la energia

o)

1
E{lx()1?} = ¢y (0) = T fox(w).dw

— 00

Ejemplo de DEP (Densidad espectral de potencia) para voz humana

Sxx(W)

0.03
0.02

0.01

6000
f[HzZ]

Fig. 102 — Densidad espectral de potencia (DEP) para voz humana

Ruido blanco
Snn(W) = Ny

La DEP del ruido blanco n resulta constante. Se tiene la misma potencia en todo el espectro resulta No
correlacionado

(pnn(T) = F_I{No} = No.6(7)
No es realizable ya que tedricamente tiene potencia infinita

Su Densidad Espectral de Potencia (DEP o DSP) es constante. La sefial abarca todas las frecuencias con
potencia constante en todo el rango de frecuencias. Por ejemplo, la potencia contenida en la seiial en
la banda 60 Hz a 80 Hz es la misma a la contenida en 5000 Hz a 5020 Hz para el ruido blanco. La seiial
no tiene frecuencia maxima, ya que abarca todo el espectro.
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Ruidos de color

Son sefiales cuyo espectro no son planos, se dice que esta coloreado.

o : su DEP es proporcionala 1/f
Ruido Marrén: su DEP es proporcional a 1/f?
Ruido Azul: su DEP es proporcional a f

Ruido Violeta: su DEP es proporcional a f2

En la Fig. 103 se muestran simulaciones de diferentes ruidos mediante Matlab®, donde se grafica se
DEP en escala logaritmica

PSD estimado Rosa
PSD estimado Blanco
PSD estimado Marrén
PSD estimado Azul
—P 5D estimado Violeta

log 10(Hz) =10*

Fig. 103 — DEP (PSD) para diferentes ruidos

Decibelio: el decibelio o decibel es equivalente a la décima parte de un Bel. El Bel se calcula como el
logaritmo en base 10 correspondiente a la relacién de dos potencias o 2 intensidades. No se usa el Bel,
ya que es una unidad muy grande, sino que se usa el decibel o también llamado decibelio
L =10.1 P 20.1 P
=10.log— = 20.log —
9p )

T

Para dos valores de potencia distintos P; y P,, o dos tensiones V; y V,, o dos intensidades I; e I,, su
relacidn en Db se puede expresar mediante la siguiente expresion:

db = 10. logl(,% (si se comparan Potencias)
2

db = 20. logm% (si se comparan Tensiones)
2

db = 20. logloj—1 (si se comparan Corrientes)
2
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Procesos estocasticos discretos

Se aplican las mismas definiciones de estacionariedad y ergodicidad que para procesos estocasticos
continuos con la salvedad del tiempo discreto

Conclusiones

En teoria, el proceso estocdstico corresponde a infinitas realizaciones diferentes del proceso. Cada
realizacion del proceso estocastico se denomina serie temporal. El proceso estocdstico lo
representaremos de la siguiente manera:

x[n],x[n—1],...... ,x[n — M], es una secuencia que representa una serie de tiempo compuesta por
la observacion presente x[n] realizada en el tiempo n y M observaciones pasadas del proceso
realizadas en los tiemposn — 1, .....,n — M.

El proceso estocastico resulta estacionario en sentido estricto si mantiene invariante en el tiempo sus
propiedades estadisticas. La funcién densidad de probabilidad conjunta debe mantenerse,
independiente del valor de tiempo n que analicemos para una cantidad M fija de observaciones.

Caracterizacion parcial de un proceso estocastico en tiempo discreto

Generalmente no es posible determinar (mediante medidas adecuadas) la funcidon de densidad de
probabilidad conjunta para un grupo arbitrario de observaciones realizadas en un proceso estocastico.
En consecuencia, se utiliza una caracterizacién parcial del proceso especificando su primer y segundo
momento.

Dado un proceso estocdstico en tiempo discreto, expresado mediante la serie temporal:
x[n],x[n—1],...... ,x[n — M] , utilizaremos x[n] para simplificar la escritura. El valor medio del
proceso se obtiene mediante la siguiente expresion:

uln] = E{x[n]} (21)

Donde E{ } denota el Valor esperado estadistico. La funcién de autocorrelacién de un proceso se
define como:

rln,n —k] = E{x[n].x*[n —k]} con k=0,+1,+2 ... (22)
El asterisco indica valor complejo conjugado.
La funciéon que calcula la autocovarianza del proceso estd definida por:

cln,n—k] = E{(x[n] — u[n]). (x[n — k] —p[n kD" }  con k= (23)
0,£1,+2 ..

Con las ecuaciones (21) y (23) obtenemos la siguiente ecuacién que relaciona el valor medio y las
funciones de autocorrelacién y autocovarianza:

cln,n—k]l=r[n,n—k] —u[n].u*[n— kj (24)

Para una caracterizacion parcial (segundo orden) del proceso, se necesita especificar: 1) el valor medio
de la funcién: u[n] y 2) la funcién de autocorrelacién r[n,n — k] o la funcién de autocovarianza
c[n,n — k] para varios valores de n y para el k de interés.

Las funciones de autocorrelacién y autocovarianza son iguales cuando u[n] = 0 para todos los valores
den
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Este modo de caracterizacién parcial presenta 2 ventajas:
a) Resulta acorde en mediciones experimentales.

b) Es muy adecuado para operaciones lineales en procesos estocasticos.

Para un proceso estocdstico en tiempo discreto que es estrictamente estacionario, las ecuaciones
anteriores se simplifican, ya que se cumplen dos condiciones

a) La funcién de valor medio del proceso es una constante:

ulnl=pn, vn (25)

b) Las funciones de autocorrelacidn y autocovarianza dependen solamente de la diferencia del tiempo
de observacién nyn — k. Es decir, depende del retraso k como se ve a continuacion:

rln,n — k] = r[k] (26)

c[n,n—k] = clk] (27)

Para k = 0, correspondiente a diferencia de tiempo cero, r[0] es equivalente al valor cuadratico medio
de x[n]

r[0] = E{lx[n]|?} (28)

Asi también c[0] es equivalente a la varianza de x[n]

c[0] = a,2 (29)

Las ecuaciones (25) y (27) no son suficientes para asegurar que el proceso estocastico en tiempo
discreto sea estacionario en sentido estricto. Mas bien, se puede decir que un proceso estocdstico en
tiempo discreto que no sea estrictamente estacionario, pero que se cumplen estas condiciones, es de
sentido amplio o débilmente estacionario. Un proceso { x[n]}, o x[n] para abreviar, es estacionario
en el sentido amplio si y solo si (Doob, 1953) cumple:

E{|x[n]|?} < o, Vn (30)

Esta condicion normalmente se cumple en procesos estocasticos de las ciencias fisicas y la ingenieria.

Teorema de la media ergddica

Las expectativas, o promedios conjuntos, de un proceso estocdstico son promedios "a través de
diferentes realizaciones del proceso" durante un instante fijo de tiempo. Claramente, también
podemos definir promedios de muestra a largo plazo, o promedios temporales que son promedios "a
lo largo del proceso".

De hecho, los promedios temporales pueden usarse para construir un modelo estocastico de un
proceso fisico estimando pardmetros desconocidos del modelo. Sin embargo, para que tal enfoque sea
riguroso, tenemos que demostrar que los promedios temporales convergen con los promedios del
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ensamble correspondientes del proceso en algun sentido estadistico. Un criterio popular para la
convergencia es el del error cuadratico medio.

En este sentido, considere un proceso estocastico de tiempo discreto x[n] que es estacionario de
sentido amplio. Sea una constante u la media del proceso y c[k] su funcidén de autocovarianza para el
desplazamiento k. Para una estimacion de la media u, podemos usar el promedio temporal:

AN) = = TN=3 x[n] (31)

Siendo N es el nimero total de muestras utilizadas en la estimacion. Hay que tener en cuenta que la
estimacién [(N) es una variable aleatoria con una media y una varianza propias. En particular,
encontramos en la ecuacion (31) que el valor esperado de fi(N) es:

EQ@N)}=un ,UN (32)

En este sentido de la Ecuacién (32) decimos que el tiempo promedio temporal de f(N) es un
estimador insesgado del valor medio del proceso. Ademds, decimos que el proceso x[n] es ergédico
en la media en sentido del error cuadratico medio si el valor del error cuadratico medio considerando
A(N) y u se aproxima a cero cuando N tiende a infinito:

lim E{lu—A(V)[2} = 0 (33
Si usamos la Ecuacion (31) y operamos
1 N-1 2
E{lu a1} =Eq|u— P xInl
n=0
1 N-1 2 1 N-1N-1
ZW'E{ ln]-w| ¢ =37-E (x[n] = w). (x[k] #)}

n=0 n=0 k=0

1 N-1N-1 1 N-1N-1
=7 ). D Bl = . &k =y = 5. ) ) cln

n=0 k=0 n=0 k=0

Tomando ! = n — k , obtenemos:

E{lu— AN = 253 (1 -5 el

Teniendo en cuenta la condicidn de suficiencia para que el proceso x[n] resulte ergédico en la media
analizando el error cuadratico medio Ecuacion (33), se obtiene:

N-1
1 I 34
Jmy 2, <1_N>'C[”=O

I=—N+1

En otras palabras, si el proceso x[n] no estd correlacionado asintéticamente en el sentido de la
Ecuacion (34), entonces el promedio temporal fi(N) del proceso converge al promedio del ensamble
u en el sentido del error cuadratico medio. Este es el enunciado de una forma particular del teorema
de la media ergddica (Gray y Davisson, 1986).
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El uso del teorema de la media ergddica puede extenderse a otros promedios temporales del proceso.
Considere, por ejemplo, el siguiente promedio temporal utilizado para estimar la funcién de la
autocorrelacion de un proceso estacionario de sentido amplio:

1 N-1 (35)
F(k,bN) == ) x[nl.x[n—k] , 0<k<N-1

Se dice que el proceso x[n] resulta ergédico en la correlacion en el sentido del error cuadratico medio
si el valor cuadratico medio de la diferencia entre el valor verdadero r(k) y la estimacion #(k, N) se
acerca a cero cuando el nimero de muestras N tiende infinito.

Sea z[n, k] un nuevo proceso estocéstico de tiempo discreto relacionado con el proceso original x[n]
como se muestra:

z[n, k] = x[n].x[n — k] (36)

Por lo tanto, al sustituir z[n, k] por x[n]. x[n — k], podemos usar el teorema de la media ergddica para
establecer las condiciones para que z[n, k] sea ergédico en la media o, de manera equivalente, para
que x[n] sea ergddico en la correlacion.

En la estimacidon de parametros, la extraccion de la media (es decir, el componente de CC) es la
operacion de preprocesamiento mas importante realizada en una serie temporal antes de calcular la
estimacion que nos interesa. Este preprocesamiento da como resultado una serie temporal residual
con media cero, donde el célculo de la funcidn de autocorrelacidn para diferentes retrasos es suficiente
para la caracterizacién parcial del proceso.

De ahora en adelante, asumimos que el proceso estocastico x[n] tiene media cero, como se muestra
a continuacion:

E{x[n]}=0 ; vn

El conjunto de autocorrelaciones de x[n] para un ndmero finito de retrasos define la matriz de
correlacién del proceso.

Matriz de correlacion

Dado un vector de muestras X[n] de tamafio M x 1, que representa una serie temporal con valor
medio cero se expresa de la siguiente manera:

x[n] = [x[n],x[n —1],...... ,x[n—M + 1]]T (37)
T indica matriz traspuesta
La matriz de correlacidn se define de la siguiente manera:
R = E{x[n].x"[n]} (38)

H indica trasposicién Hermitiana, es decir matriz traspuesta y conjugada. Mediante las ecuaciones (37)
y (38) y teniendo en cuenta la condicién de proceso estacionario en sentido amplio se obtiene la matriz
de correlacion R, en donde todos los elementos de su diagonal 7(0) siempre son reales y los demds
elementos pueden ser complejos
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r(0) r(1) r(M—1) (39)
R= r(-=1) r(0) r(M —2)
r-M+1) r(-M+2)  r(0)

La matriz de correlacién R resulta muy importante en el andlisis y disefio de filtros. La matriz de
correlacién de un proceso estocdstico estacionario de tiempo discreto cumple las siguientes
propiedades:

a) R es Hermitania, esto implica que R¥ = R.
Ademas, la v(—=k) = r*(k), siendo r(k) la funcién de autocorrelaciéon de x[n] para un
desplazamiento k. Para un proceso estacionario amplio se necesitan solamente M funciones
de autocorrelacion r(k), con k=0,1,...M —1. Con esta propiedad la funcién de
autocorrelaciéon para procesos estocasticos en sentido amplio se escribe de la siguiente

manera:
r(0) r(1) r(M—1) (40)
R = r*(1) r(0) r(M —2)
r*(M..._. D -2 ..7;(0)

Si las funciones de autocorrelaciéon r (k) son reales, entonces la matriz resulta simétrica.

b) La matriz R es una matriz de Toeplitz. Es decir que todos los elementos de esta matriz diagonal
son iguales y valen r(0), ademas en su diagonal paralela todos sus elementos también son
iguales y valen (1), también se cumple que en las demas diagonales paralelas sus elementos
son iguales.

Entonces si el proceso estocastico estacionario en sentido amplio de tiempo discreto su matriz
de autocorrelacién R es una matriz de Toeplitz. También se cumple que si la matriz R es una
matriz de Toeplitz entonces el proceso debe ser estacionario en sentido amplio.

¢) Lamatriz R no es negativa

d) La matriz de autocorrelacidn R de un proceso estocdstico estacionario en sentido amplio
resulta no singular. Quiere decir que el determinante de R es distinto de 0. Esto se debe a que
las muestras x[n] tiene una componente de ruido agregado.

[r(D] <r() ; VI #0
Esto es importante porque implica que R es inversible, es decir existe R™! y se calcula de la
siguiente manera:
-1 _ adj(R)
det (R)
Siendo adj(R) la matriz adjunta de R o matriz de cofactores, se consigue sustituyendo cada
término aij de R por el cofactor aij de R

e) Siloselementos que constituyen el vector de observacidon de un proceso estocastico de tiempo
discreto estacionario se reordenan hacia atras, el efecto es equivalente a la transposicién de
la matriz de correlacién del proceso.

Sea xB[n] vector de M-por-1 obtenido reordenando hacia atras los elementos que constituyen
el vector de observacion x[n]. Se tiene

xBT[n] = [x[n — M + 1], x[n — M + 2]x[n], x[n — 1], ... ..., x[n]] (41)
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Si se calcula la autocorrelacién de xZ[n] se obtiene la matriz traspuesta de correlacién del
proceso:

E{xB[n].xB¥[n]} = RT (42)

f) Las matrices de correlacidn Ry y Ry4q de un proceso estocastico de tiempo discreto
estacionario, pertenecientes a las observaciones M y M + 1 del proceso, respectivamente,
estan relacionadas por:

r(0) rf ] (43)
r

Ry = [ Ry

Modelos estocasticos

Los procesos estocasticos se pueden representar mediante un modelo basado en la propuesta de Yule
(1927). Esta propuesta dice que se puede generar una serie temporal u[n] que consta de
observaciones altamente correlacionadas aplicando una serie de entradas o ‘"choques"
estadisticamente independientes a un filtro lineal, como se muestra en la Fig. 104. Las entradas son
variables aleatorias con distribucidn fija, generalmente gaussiana con media cero y varianza constante.
Esta serie de variables aleatorias constituye un proceso puramente aleatorio, cominmente conocido
como ruido blanco gaussiano. Debido al valor medio cero de la entrada v[n], podemos describir la
siguiente ecuacion:

E{v[n]} =0 ; vn (44)
Entrada v[n] Muestras del proceso estocasticos
puramente aleatoria Filtro Lineal de de tiempo disceto: u[n]
—_— .. . >
tiempo discreto

Fig. 104 - Modelo Estocdstico

Debido a las caracteristicas de v[n], siendo o2 la varianza del ruido, teniendo en cuenta que el ruido
blanco tiene un espectro de potencia plano, se obtiene:

2 . —
T S R

En general la relacidn entre las entradas y salidas de un proceso estocasticos se puede describir de la
siguiente forma:
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Valor actual Combinacion Combinacidn lineal
de la salida lineal de Valores | — de Valores pasados y
del modelo pasados de salida presentes de entrada
estocastico del modelo del modelo

Un proceso estocastico asi descrito se denomina proceso lineal.

La estructura del filtro lineal en la Fig. 104 esta determinada por la manera en se formulan las dos
combinaciones lineales indicadas en la ecuacién (46). Por tanto, podemos identificar tres tipos
populares de modelos estocasticos lineales:

1. Modelos autoregresivos (AR), en los que no se utilizan valores pasados de la entrada del modelo.

2. Modelos de tipo moving average (MA) o promedios mdéviles, en los que no se utilizan valores pasados
de la salida del modelo.

3. Modelos mixtos Autoregresivos-moving average (ARMA), en los que la descripcidn de la ecuacién
(46) se aplica en su forma completa. Por lo tanto, esta clase de modelos estocasticos incluye modelos
autoregresivos y de promedios moviles (MA) como casos particulares.

Procesos Autoregresivos (AR)

La serie temporal u[n],u[n — 1], ... ... ,u[n — M] representa la realizacién de un proceso autoregresivo
(AR) de orden M si satisface la siguiente ecuacién en diferencias:

uln] +aj.uln—1]1+ ... + ay.uln — M] = v[n] (47)
Donde a4, a,, .....,ay son las constantes o parametros AR, y v[n] es el ruido blanco. El término
ay.u[n — k] es la versién escalar del producto internode a;, y u[n—k],conk =1,2...,M
Para explicar el término autoregresivo, tomamos w;, = —a;, y reescribimos la ecuacion (47)
uln] = wiuln—1]+ws.un—-2]+ ... + wy.uln — M)+ v[n] (48)

Se observa que el valor presente de u[n] es una combinacién lineal finita de los valores pasados del
proceso u[n —1],u[n— 2], ...... ,u[n — M| més un error v[n], por este motivo se llama
“autoregresivo”

El siguiente modelo que relaciona una variable dependiente y con las variables independientes
X1,X3, ...Xyy MAas un error llamado v se denomina modelo de regresion. Se dice que y es una
"regresion” de x4, X5, ... Xy

y = Wg. X + U

NgE

1

o =

Volviendo a la ecuacion (48), la variable u[n] es una "regresién" sobre valores previos de si misma de

ahi el término "autoregresivo".

Si reescribimos la ecuacién (47), siendo a, = 1, se observa que el primer término es la convolucién
entre la secuencia {u[n]} y un conjunto de parametros {a;,}

u (49)
ap.-uln — k] = v[n]

k=0
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Al tener convolucion en el tiempo, tendremos un producto en Transformada Z de las transformadas
de ul[n] y de {a;}. Siendo U(z), H,(z) y V(z) las transformadas Z de {u[n]}, {a;} vy vIn]
respectivamente. Donde Hy(2) es la transferencia del sistema.

u (50)

Hy(z) = ay.z "
2 (51)

U(z) = u[n].z7™
= (52)

V(z) = v[n].z™"

Transformando la ecuacién (47), obtenemos:
Hy(2).U(2) = V(2) (53)

La uUltima ecuacidn puede tener 2 interpretaciones, depende si el proceso u[n] se toma como salida o
como entrada del sistema.

Si se considera u[n] como entrada, como se muestra en la Fig. 105, a la salida se obtiene ruido blanco.

Los parametros del filtro corresponden uno a uno con los de la entrada u[n]. De esta manera se
V(2)
U(2)’

obtiene un analizador de procesos AR con transferencia Hy(z) =

La transformada inversa de H,(z) es hy(n), es decir, es la respuesta impulsional del analizador de
procesos. Al tener respuesta impulsional con duracidn finita, es FIR (Finite Impulse Response). Sus
polos se encuentran en el origen y la transferencia se define por la ubicacién de los polos.

Muestras de

un Proceso AR
uln —1] u[n— 2] uln — Mj
u[n]
» -1 1 o -1 - ——p| ;1
@ @ @ Muestras de
Ruido Blanco
v[n]

O—O - ——

Fig. 105 - Analizador de procesos AR

En cambio si se ingresa ruido blanco a la entrada, se muestra en la Fig. 106, se obtiene un generador
de procesos AR, siendo u[n] la salida obtenida. La transferencia H; (z) es la salida del sistema dividido
su entrada en términos de Transformada Z. Usando este concepto y las ecuaciones anteriores, se
obtiene:
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He(2) U(z) 1 1 (54)
Z) = = =
G V(z) Hu(z) XYM ,an.z™
Muestras de Muestras de
Ruido Blanco + un Proceso AR
v[n] » > ) > uln]

uln— M|

Fig. 106 - Generador de procesos AR

Analizado esta ultima ecuacion (54), existen polos fuera del origen, esto implica que el generador de
procesos AR tiene respuesta infinita al impulso, denominado IIR (Infinite Impulse Response). En este
caso la transferencia del sistema esta definida por la ubicacién de sus polos:

Ho(2) = - S g 3)
1=—pr.z7H).(1=—py.z7H....... (1 —py.z7H
Siendo p4, P2, - - pum los polos de la transferencia H;(z), se calculan con las raices del denominador:
u (56)
2 ay.z"=1+aj.z7 +a5.z72+ ... +ay.zM=0
n=0

Para que el generador de procesos AR resulte estable, todos sus polos deben estar dentro de la
circunferencia de radio unitario (CRU) en el plano complejo Z. Esto es una condicidn necesaria y
suficiente para tener un generador de procesos estacionario en sentido amplio.
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Procesos del tipo moving average (MA)

En los modelos del tipo moving average (MA), es decir media movil, el filtro lineal de la Fig. 104 resulta
tipo FIR (respuesta finita al impulso), o también llamado all-zero por estar caracterizado por la
ubicacién de sus ceros.

|u[n] = v[n]+bi.v[n—-1]1+ ... + by.v[n — K]| (57)

K
uln] = z b7.v[n — i
i=0

Las constantes by, by, ..... bg se denominan pardmetros del proceso MA, siendo k el orden del proceso.

Los términos de la derecha de la ecuacidon (57), excepto v[n], representan la versidn escalar del
producto interno. Se utiliza como entrada ruido blanco v[n], con valor medio cero y varianza o2

Si se dispone de un conjunto completo de ruido blanco, se puede obtener u[n] mediante un promedio
ponderado de los valores muestrales v[n], v[n — 1], ... ... ,v[n — k]

De la ecuacidn (57) se obtiene facilmente el modelo MA de la Fig. 107. Si se ingresa ruido blanco a la
entrada, a la salida se tiene u[n] mediante el generador de procesos MA de orden k. En cambio, si a
la entrada se ingresa u[n] se genera ruido blanco a la salida, se requiere un filtro tipo IIR, del tipo all-
poles que se caracteriza por la ubicacién de sus polos. Se concluye que los filtros usados en la
generacion y analisis de un proceso MA son opuestos a los usados en un proceso AR.

Muestras de
Ruido Blanco v[n—-1] v[n - 2] v[n - K]

v[n]

\ 4

71 l > Z—l - ——p 771
Muestras de un

OO (i)
9 9 L s P:roceso M:\[n]

Fig. 107 — Modelo MA usado como generador de procesos

Procesos Autoregresivo-moving average (ARMA)

Mediante la combinacion de los modelos AR y MA se genera un proceso u[n] del tipo Autoregresivo-
moving average (ARMA). Se utiliza un filtro lineal de tiempo discreto tipo IIR, caracterizado tanto por
sus polos como por sus ceros. Mediante el esquema de la Fig. 104, si se ingresa ruido blanco v[n] a la
entrada, a la salida se tiene un proceso u[n] del tipo ARMA descripto por la siguiente ecuacién:

uln] +aj.uln—1]+ ... +ay.uln—M] =v[n] +bi.v[n—-1]+ ... + by.v[n—k] (58)
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Las constantes aq, @y, .....ay Y by, b, ..... by, se denominan pardmetros del proceso ARMA, donde se
usan las versiones escalares del producto interno. El orden del proceso se expresa con (M, k).
Mediante la ecuacion (58) se deduce la estructura del modelo ARMA. Observando la Fig. 106
correspondiente al generador de procesos ARy la Fig. 107 correspondiente a MA se deduce que ambos
son casos particulares del generador de procesos ARMA (Fig. 108)

La funcidn de transferencia del generador de procesos ARMA contiene polos y ceros. Para el caso de
generador de ruido blanco, también contiene polos y ceros.

Para el calculo de coeficientes en los modelos MA y ARMA se necesita resolver sistema de ecuaciones
no lineales. Para el modelo AR se tienen ecuaciones lineales, el calculo resulta mds simple, y con menor
carga computacional. Por este motivo el modelo AR es mas utilizado respecto a MA y ARMA. El modelo
AR también es mds utilizado debido al teorema fundamental del andlisis de series temporales.

Para el cdlculo numérico computacional de los coeficientes del modelo AR descripto en la Fig. 105, se
utiliza un sistema de ecuaciones lineales conocido como ecuaciones de Yule-Walker

Muestras de Muestras de un
Ruido Blanco Proceso ARMA
& /Z\ > uln]

v[n] +:®
;'
|

| Y
[ I :
[ I I
¥ I
71
G-
=

Fig. 108 — Modelo ARMA usado como generador de procesos, de orden (M, k), con M > k

Teorema de Descomposicion de Wold

En 1938, Wold demostrd un teorema fundamental, el mismo dice que cualquier proceso estocastico
de tiempo discreto estacionario puede descomponerse o separarse en la suma de 2 procesos: un
proceso lineal general y otro proceso predecible, ambos procesos independientes, no correlacionados
entre si.
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Mas precisamente, Wold demostré el siguiente resultado: cualquier proceso estocastico estacionario
en tiempo discreto x[n] puede expresarse de la siguiente forma:

x[n] = u[n] + s[n] (59)

Siendo

a) ul[n]y s[n] procesos no correlacionados entre si
b) u[n] es un proceso lineal general representado por un modelo MA, dado por la siguiente
ecuacion

d 60
uln] = Zb}‘;.v[n—k] (60

Siendo by = 1y Y olbkl|? < o0
Con v[n] ruido blanco no correlacionado con s[n], se cumple: E{v[n].s*[k]} = 0 paraV(n, k)

c) s[n] es un proceso predecible, es decir, el proceso se puede predecir a partir de su propio
pasado con varianza de prediccion cero.

Segun la ecuacidn (60), el proceso lineal general u[n] puede generarse alimentando un filtro todo cero
con ruido blanco v[n], como se puede observar en la Fig. 109. Los ceros correspondientes a la funcién
de transferencia de este filtro son iguales a las raices de la ecuacion:

B(z) = Z by,.z7"=0
n=0

Una solucién de particular interés es un filtro todo cero que es de fase minima, lo que significa que
todos los ceros del polinomio B(z) se encuentran dentro del circulo unitario. En tal caso, podemos
reemplazar el filtro todos ceros con un filtro de todos polos equivalente con la misma respuesta al
impulso h,, = b,;, como en la Fig. 110. Esto significa que, a excepcién de un componente predecible,
un proceso estocastico de tiempo discreto estacionario también puede representarse como un
proceso AR de orden apropiado, con la restriccion que se acaba de mencionar en B(z) (ceros en CRU).
La diferencia basica entre los modelos MA y AR es que B(z) opera sobre la entrada v[n] en el modelo
MA, mientras que la inversa B~1(z) opera sobre la salida x[n] en el modelo AR.

Ruido Filtro “Todo Ceros” de Proceso lineal

Blanco »| Respuesta al impulso > genérico
v[n] h, = b, uln]

Fig. 109 — Modelo, basado en filtro todo cero, para generar un proceso lineal u[n]
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Ruido Filtro “Todo Polos” de Proceso lineal
Blanco ———p| Respuestaalimpulso | _ genérico
v[n] h, =b, u[n]

Fig. 110 — Modelo basado en filtro todos polos, para generar el proceso lineal genérico u[n].

Ambos filtros de las figuras tienen exactamente la misma respuesta al impulso.

Estacionariedad asintética de un proceso autoregresivo
La ecuacién (47) de un proceso AR:
uln] +aj.uln—1]+ ... + ay.uln — M| = v[n]

es una ecuacion lineal en diferencias de coeficiente constante de orden M, tomamos a v[n] como
entrada y u[n] la salida. Al usar el método cldsico para resolver tal ecuacién, podemos expresar
formalmente la solucién u[n] como la suma de una funcién complementaria u.[n] y una respuesta o
solucién particular u, [n]:

u[n] = uc[n] + up[n] (61)
La solucién u[n] se evlua en 2 pasos:

a) Lasolucion de u.[n] corresponde a la soluciéon homogénea
uln]l+aj.uln—11+ ... +ay.uln—M] =0
Generalmente u,[n] tiene la siguiente forma:

uc[n] = By.pf' + By.py + - ...+ By. vy (62)

Con B4, B;, ..., By, son constantes arbitrarias y p;, p,, ..., Py S0n las raices de la ecuacion (56):
1+aj.z7 +as.z7 2+ ...+ay.z7M=0

b) Solucién particular: u,[n]

También se puede utilizar la forma clasica:
u[n] = uy[n] + up[n]
Si se imponen condiciones iniciales nulas, se tiene un proceso no estacionario

Reflexionando, esta claro que esto debe ser asi, ya que le hemos dado un "estado especial” al punto
de tiempo n = 0y la propiedad de invariancia bajo un desplazamiento del origen del tiempo no puede
ser valida, incluso para momentos de segundo orden. Sin embargo, si el proceso u[n] es capaz de
"olvidar" sus condiciones iniciales, el proceso resultante es asintdticamente estacionario en el sentido
de que se establece en un comportamiento estacionario cuando n se acerca al infinito (Priestley, 1981).
Este requisito puede lograrse eligiendo los parametros del modelo AR de la Fig. 106 correspondiente
a un generador de procesos AR, de manera que la funciéon complementaria u.[n] decaiga a cero
cuando n se acerque al infinito. De ecuacidn (62), vemos que, para constantes arbitrarias en la
ecuacion, este requisito se cumple si y solo si

lpel <1 ; Vk
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Por lo tanto, para la estacionariedad asintdtica del proceso estocdstico de tiempo discreto
representado por la solucién u[n], es necesario que todos los polos del filtro en el modelo AR estén
dentro del circulo de radio unitario en el plano z. Este requisito es intuitivamente satisfactorio.

Funcidn de correlacion de un proceso AR asintéticamente estacionario

Suponiendo que se satisfaga la condicién de estacionariedad asintética, podemos obtener una relacion
recursiva importante para la funcién de autocorrelacion del proceso AR resultante. Comenzamos
multiplicando la ecuacién (47) en ambos lados: u[n] + aj.u[n — 1] + ...... + ay.uln — M] = v[n]

por u*[n — ], y luego aplicamos el operador de Valor Esperado, obteniendo asi:

M (63)
E {Z aiuln — kl.w'n -1} = Ewn].w’[n - 1)

k=0

Reacomodando la sumatoria y teniendo en cuenta que E{u[n —k].u*[n — ]} es la funcién de
autocorrelacion del proceso AR para desplazamiento [ — k

El término de la derecha: E{v[n].u*[n — ]} = 0 paral > 0 debido a que no estan correlacionadas

La ecuacion (63) se simplifica de la siguiente forma:

YMoarr[l—kl=0 ;1>0 (64)
Con ay = 1. La autocorrelacidn del proceso AR cumple la siguiente ecuacion:

rlll =wir[l—1]14+ws.r[l —2] + - ...... +wy.r[l—M]; L>0 (65)
Con wy, = —ay, . La ecuacion anterior es analoga a la ecuacién en diferencias del proceso AR

Calculando funcidn de correlacidn, la ecuacion anterior la expresamos de la siguiente manera:

u (66)
riml = ) G pf?
k=1

Siendo Cy, C5, ..... Cy; constantes y py, Py, ... - Py SON las raices de la ecuacion caracteristica (56):
1+aj.z7 +as.z7 2+ ....+ay.z7M=0

Encontramos que, en general, la funcién de autocorrelacién de un proceso AR asintdticamente
estacionario consiste en una mezcla de exponenciales amortiguadas y ondas sinusoidales
amortiguadas.

Ecuaciones de Yule-Walker

Para definir un modelo AR de orden M descripto en la Fig. 106, hay que especificar 2 conjuntos de
pardmetros:

- Los coeficientes AR: a4, a,, ... ... ay
- lavarianza ¢ del ruido blanco v[n] usado como excitacién

Veremos un conjunto por vez.
Partimos de la ecuacién de r[l], (ver ecuacién 65):

rll] =wi.rll = 1] +w.r[l = 2] + - ... ... + wy.r[l — M]
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Paral = 1,2, ....M obtenemos un conjunto de M ecuaciones simultaneas con los valores

r(0),r(1), ... .. r(M) de la funcién de autocorrelacidn del proceso AR como valores conocidos. Y los
pardmetros AR aq, a,, ... .... @y como incégnitas. Este conjunto de ecuaciones puede expresarse en
forma matricial, obteniendo el conjunto de ecuaciones de Yule-Walker:
7(0) r(1) r(M—1)] [W1 (1) (67)
r*(1) () r(M=2)| |w2| _ [ (@)
rM-1) rM-2) r(0)] wy r* (M)
Con wy, = —ay. Teniendo en cuenta la matriz de autocorrelacion:
r(0) r(1) r(M—1)
R = r*(1) r(0) r(M —2)
r’'M-1) r(M-2) r(0)
Las ecuaciones de Yule-Walker (YW) se pueden escribir de la siguiente manera:
(68)

Asumiendo que la matriz R es no singular, es decir admite matriz inversa, se obtiene:

(69)

r(0) es la autocorrelacién con corrimiento 0

A partir de estas dos ecuaciones, vemos que podemos determinar de forma Unica tanto la matrizR y
el vector r, dada la secuencia de autocorrelacion r(0),r(1), ...... ,7(M). Por lo tanto, usando la
ecuacion (69), podemos calcular el vector de coeficientes w y, por lo tanto, los coeficientes AR:
con k =1,2,.... M. En otras palabras, se deduce que existe una relacién Unica entre los

coeficientes a4, a,, .......,ay del modelo AR y los coeficientes de correlacién normalizados
D1, D)« o, Py del proceso AR u[n], como se muestra a continuacion:

{ay,az, . c.c,ay} = {10, e o O} (70)
Siendo pj, el componente k, dado por:

Dk = :E—g ;con k=12,....M (71)

Varianza del Ruido Blanco
Paral = 0, tomamos el Valor esperado de la parte derecha de la ecuacién (63):
E{¥¥ oap.uln —kl.u*[n—1]} = E{w[n].w*[n — 1]}
Y teniendo en cuenta la ecuacién (47): u[n]+ aj.uln—1]+ ..... + ay.uln — M] = v[n], se
obtiene:

E{v[n].u*[n]} = E{v[n].v*[n]} = 62 (72)

Siendo o2 la varianza de media cero del ruido blanco. Al tomar [ = 0 en la ecuacién (63) y realizando
conjugacién compleja en ambos lados, se obtiene:
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u (73)
o2 = Z ay.r(k)
k=0
Con ay = 1 para la varianza de ruido blanco. Es decir, tomando las correlaciones (0), (1), ... ... , (M)

se puede determinar la varianza de ruido blanco o2

Ejemplo de Calculo para proceso Autoregresivo AR de orden 2

Se muestra un ejemplo de orden 2 para un generador de procesos AR con constantes reales, basado
en la Fig. 111. La descripcion en el dominio temporal del proceso se expresa con la siguiente ecuacién
en diferencias:

u[n] + a;.uln — 1] + a,. u[n — 2] = v[n]

Siendo v[n] un proceso de ruido blanco que tiene valor medio cero y varianza ¢2. La Fig. 112 muestra
una realizacién de este proceso de ruido blanco. Se elige varianza g de manera de tener varianza de
u[n] igual a uno.

Muestras de Muestras de un Proceso
Ruido Blanco + AR de orden 2
v[n] :@ > uln]
- \ 4
7~ 1
O—@— o

Fig. 111 — Modelo de generador de procesos de tipo AR con orden 2

a) Analizamos las condiciones de estacionariedad asintdtica

El proceso mencionado tiene la siguiente ecuacién caracteristica:

1+a.z7 +a,.z7%2=
—aitJa%2-4.a,

Las raices de la ecuacion sonpy,p; = pyp = >

Para asegurar estacionariedad asintdtica, se requiere que estas raices estén dentro de la circunferencia
de radio unitaria (CRU), es decir el médulo de ambas debe ser menor a 1:

—ali a12 —4.a2

|p1’2|<1$ <1 ;

Sia; =0: |—jazl<1l ; |[-1<a,<1
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|—ali,/a12—4.a2|<2 ;2 |—a1—,/a12—4.a2|<2 ; |a1+,/a12—4.a2|<2 ;
|a1+,/a12—4.a2|<2 ;|,/a12—4.a2|<2—|a1| ;a2 —4doa, < (2—|aq))? ;

2
> —4a,<4—4a|+a;, = la;l <1+ a,

Para esto se deben cumplir las condiciones: =1 <a, +a;, —-1<a,—a; v —-1<a, <1

Las constantes a; y a, deben estar dentro de la region limitada por el triangulo de la Fig. 113

b) Funcién de Autocorrelacion

La funcién de autocorrelacién r[l] de un proceso AR asintéticamente estacionario para el retardo [
cumple con la ecuacién en diferencias (65):

rll]l =wi.rll = 1] +w.r[l = 2] + - ... ... + wy.r[l — M]
Wi = —Qag

Para un proceso de AR de orden 2 se tiene:

rim]+a;.rlm—1]+a,.rfm—-2]=0 ; m>0 (74)
Para los valores iniciales, se tiene (se explica mas adelante):

=g2 =4 52 75

r[0]l=a; ; r[1] T, Ou (75)

Resolviendo la ecuacidén (74) se tiene:

2 p1- (02> — 1) m p2-(p1*> — 1) m

riml = o (2 —pD)- (P12 + 1) b1 (P2 —pD)- (P12 + 1) P2

—a;tJa%2-4.a,
2

Donde p; y p; son las raices definidas anteriormente: p; , =

Se pueden tener 2 casos, raices reales o complejas:

a) Raices reales, se debe cumplir:
a,%2 —4.a,>0
Esto corresponde a las regiones 1y 2 debajo de la pardbola en la Fig. 113

En la regién 1, la funcidon de autocorrelacion permanece positiva y va decayendo, lo que
corresponde a una raiz dominante positiva. Ver Fig. 114 (izq.) para los siguientes parametros
AR: ¢, =-0,1ya, =-0,8

En la Fig. 112 (b), se muestra la variacion temporal de la salida del modelo de la Fig. 111, con
los valores a; = —0,1y a, = —0,8. Esta salida es producida por la entrada de ruido blanco

Para la region 2 de la Fig. 113, la funcidn de autocorrelacién alterna en signo a medida que se
atenua, lo que corresponde a una raiz dominante negativa. Esta situacién se observa en la Fig.
114 (derecha) para los parametros AR: a; = 0,1y a, = —0,8. En la Fig. 112 (a), se muestra la
variacion temporal de la salida del modelo de la Fig. 111, con los valores a4 y a, asignados.
Esta salida es producida por la entrada de ruido blanco.

b) Raices complejas conjugadas, se debe cumplir:
a2 —4.a,<0
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Esto corresponde a las regiones superior a la parabola en la Fig. 113. La funcién de
autocorrelacién presenta un comportamiento pseudo periddico, como se puede observar en
la Fig. 115, se utilizan estos parametros a; = —0,975y a, = 0,95

En la Fig. 112 (c), se muestra la variacidon temporal de la salida del modelo de la Fig. 111, con
los valores mencionados de a; y a,. Esta salida es producida por la entrada de ruido blanco.

Ecuaciones de Yule-Walker para el ejemplo de Calculo de un proceso Autoregresivo AR de orden 2

La ecuacion (67) de Yule-Walker para valores reales de autocorrelacion y proceso AR de orden: M =
2, toma la siguiente forma:

_ [r(1]

B [r[Z]] 7o

r[0] r[1]] w1

. WZ]
Donde se usa r[1] = r[—1] por ser un proceso con valores reales. Resolviendo la ecuacion anterior,
mediante Regla de Cramer, se obtiene:

We = —q. = rla]ro]-r[1]. r[2] _ r[1].[r[0]-r[2]]
T T 22 T r2lo]-r2(a]
_ _ _ rlolr[2]-r?[1]
W2 = T = T en
La autocorrelacién en cero es o2 = r[0]. Si usamos la ecuacién(76), podemos expresar r[1] y r[2] en
términos de a, y a,

r[1] = r[0].wy + r[1]l.w, ; r[1] = —02.a; —r[1].a, ; despejamos r[1]y en forma similar
obtenemos r[2]
— 2
rlil = [1+a;2]'05 ;orl2l= [—az + 1?@]'05 77)

Esta solucién explica los valores iniciales de r[0] y r[1] de la ecuacién (75)

cJa; = —-0975ya, =095

Fig. 112 — (a), (b), (c) salidas correspondientes del modelo AR de orden 2 para los parametros los
distintos valores de a; y a, analizados.
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a;
1
Raices
complejas
a;
-2 2
Region 1 Regién 2
-1

Fig. 113 — Regidn permitida de los pardmetros a, y a,

) S
= =
£ g
. =
Il [
E ol B
Q 0 20 40 60 80 00 g %, 20 40 60 80
m
m

Fig. 114 — Grdficos de la funcion de autocorrelacion normalizada para un proceso de segundo orden con valores
reales; izquierda) r(1) > 0 ; derecha) r(1) < 0;

[}

T% %%%%%%%%%%%ﬁﬁ%
LPTpTrP s

ul

0.5

&

-0.5

plm] = r[m]/r[0]

0 20 40 60 80 100

m

Fig. 115 — Grdficos de la funcion de autocorrelacion normalizada del proceso de segundo orden con valores
reales; para raices complejas conjugadas;

Anteriormente se expresaron las condiciones para la estacionariedad asintdtica del proceso AR de
segundo orden en términos de los pardmetros AR: a; y a,. Se debe cumplir |p1_2| < 1, involucra:
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—-1<a,+a,;, —1<a,—a; y —1=<a, <1.Usando las expresiones de r[1] y [2] en términos
de a, y a, dadas en la (77), podemos reformular las condiciones de estacionariedad asintética:

P2l <1; —-1<pi<1 ; -1<p,<1 (78)

il
7ol 7 P27 )

p2< % (1+ p,) ; Coeficientes de correlacion normalizados: p; =

Varianza del ruido blanco para el ejemplo de Calculo de un proceso Autoregresivo AR de orden 2

Si tomamos la ecuacién (73): a2 = Y¥_, ay.7(k), para M = 2 obtenemos:

2 =7[0] + a;.r[1] + a,.7[2]

— 2
Reemplazando: r[1] = [Ha;Z] .02 ; r[2] = [—az + 1C-l|-1a2] .02 de la ecuacién (77) y despejando o2 =

r(0), obtenemos:

2
o2 = 1+a, o,
u - : 2 2
1—a, \(1+ay)?—a4
Para los 3 conjuntos de parametros AR analizados anteriormente,se calcula la varianza de ruido blanco
de v[n] y se muestra en la Tabla II. Se asume que 2 = 1

1-a
0f =12 (14 a)? ~ 7). 0}

Tabla Il — Parametros AR y varianza del ruido

o a2 o = (A &) - a,?)
-0,1 -0,8 0,27
0,1 -0,8 0,27
—0,975 0,95 0,0731

Seleccion del modelo

La representacidn de un proceso estocastico mediante un modelo lineal se puede utilizar para sintesis
o analisis. En sintesis, generamos una serie de tiempo deseada asignando un conjunto prescrito de
valores a los pardmetros del modelo y alimentandolo con ruido blanco de media cero y varianza
prescrita. En el analisis, por otro lado, estimamos los parametros del modelo procesando una serie de
tiempo determinada de longitud finita. En la medida en que la estimacion sea estadistica, necesitamos
una medida adecuada del ajuste entre el modelo y los datos observados. Esto implica que, a menos
gue tengamos alguna informacidn previa, el procedimiento de estimacion debe incluir un criterio para
seleccionar el orden del modelo (es decir, los grados de libertad del modelo).

Para el caso de un proceso AR determinado por la ecuacion (47), el orden del modelo es igual a M.
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uln] +aj.uln—1]1+ ... + ay.uln — M| = v[n]
En el caso de un proceso MA definido por la ecuaciéon (57), el orden del modelo es igual a K

uln] = v[n]+bi.vin—-1]+ ... + by.v[n — k]
En el caso de un proceso ARMA definido por la ecuacion (58), el orden del modelo es igual a (M, k)
uln]l+aj.uln—11+ ... +ay.uln — M] =v[n] + bj.v[n—1]+ ..... + by.v[n — k]

En la literatura se describen varios criterios para seleccionar el orden del modelo (Priestley, 1981; Kay,
1988). En esta seccion, describimos dos criterios muy importantes, uno de los cuales fue iniciado por
Akaike (1973, 1974) y el otro por Rissanen (1978) y Schwartz (1978); Ambos criterios resultan del uso
de argumentos tedricos de informacion, pero se utilizan formas totalmente distintas.

a) Criterio de Informacion tedrica (AIC) de Akaike
Seau; = u(i),i =1,2,....,N, indica los datos obtenidos por N observaciones independientes
de un proceso estocastico de tiempo discreto estacionario y g(u;) indica la funcién de
densidad de probabilidad de u;.
Sea fU(ui/ém) la funcién densidad de probabilidad condicional de u;, dado 8,,: vector
estimado de parametros que modelan el proceso. Sea m el orden del modelo, de modo que
podemos escribir

Om = [0 O o O]

Existen varios modelos que compiten entre si para representar el proceso de interés. Un
criterio de informacién tedrica (AIC) propuesto por Akaike selecciona el modelo para el cual se
tiene valor minimo de la siguiente funcion:

AIC(m) = =2.L(0,,) + 2.m (79)
La funcién
) N A (80)
L(Gm) = maxz In (fU(ui/Gm))
i=1

donde In denota el logaritmo natural. El criterio expresado en ecuacidon (80) se obtiene
minimizando la divergencia de Kullback-Leibler, que se utiliza para proporcionar una medida
de la divergencia entre la funcién densidad de probabilidad verdadera "desconocida" g(x) y
la funcién densidad de probabilidad condicional fU(ui/ém) dado por el modelo de datos
observados.

La funcion L(Bm), se conoce como logaritmo de estimaciéon de pardmetros para maxima
verosimilitud (maximume-likelihood estimation)

El segundo término 2. m, de la ecuacion (79) representa una penalizacion por complejidad del
modelo que hace que AIC (m) sea una estimacion de la divergencia Kullback-Leibler. El primer
término de la ecuacién tiende a disminuir rapidamente con el orden del modelo m. Por otro
lado, el segundo término aumenta linealmente con m. El resultado es que si graficamos AIC
(m) versus m, el grafico, en general, mostrard un valor minimo definido, y el orden éptimo del
modelo estd determinado por el valor de m en el que AIC (m) es minimo, valor que se
denomina AIC minimo.

La idea es minimizar la informacion agregada a la serie temporal modeldndola como un
proceso AR, MA o ARMA de orden finito, ya que cualquier informacidon agregada es informacion
virtualmente falsa para una situacion real.
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b) Criterio de longitud de descripcion minima (minimum description length (MDL) criterion)

Rissanen (1978, 1989) utiliz6 un enfoque completamente diferente para resolver el problema de
identificacion del modelo estadistico. Especificamente, comenzd con la nocién de que un modelo
puede verse como un dispositivo para describir las caracteristicas regulares de un conjunto de
datos observados, con el objetivo de buscar un modelo que capture mejor las caracteristicas o
restricciones regulares que dan a los datos su estructura especial. Reconociendo que la presencia
de restricciones reduce la incertidumbre sobre los datos, observamos que el objetivo puede ser
igualmente el de codificar los datos de la manera mas corta o menos redundante. El término
"codificacion", como se usa aqui, se refiere a una descripcion exacta de los datos observados. En
consecuencia, el numero de digitos binarios necesarios para codificar tanto los datos observados,
cuando se aprovechan las restricciones ofrecidas por un modelo, como el modelo en si puede
usarse como criterio para medir la cantidad de las mismas restricciones y, por lo tanto, la bondad
del modelo.

Por lo tanto, podemos establecer formalmente el criterio de la longitud minima de descripcion
formulado por Rissanen (MDL) de la siguiente manera:

Dado un conjunto de datos de interés y una familia de modelos estadisticos que compiten entre si,
el mejor modelo es el que proporciona la descripcion mds corta de los datos.

En términos matematicos, este modelo estd definido por (Rissanen, 1978, 1989; Wax, 1995) la
siguiente ecuacion:

(B 1 (81)
MDL = —L(6,,) + 5m.In (N)

Siendo m es el nimero de parametros ajustados independientemente en el modelo y N es el
tamafio de la muestra (nimero de observaciones). Al igual que con el criterio de la teoria de la
informacién de Akaike,L(ém) es el logaritmo de las estimaciones de maxima verosimilitud
(maximum-likelihood) de los pardmetros del modelo. Comparamos las ecuaciones:
(79) AIC(m) = —2.L(8,) + 2.m

(81): MDL = —L(8),) +5m.In (N,

Observamos que la principal diferencia entre los criterios AIC y MDL radica en el término
dependiente de la estructura.

Segun Rissanen (1989), el criterio MDL ofrece los siguientes atributos:

¢ El modelo permite la codificacién mds corta de los datos observados y captura todas las
propiedades de los datos observados de la mejor manera posible.

¢ El criterio MDL es un estimador de orden de modelo consistente en el sentido en que converge al
orden del modelo real a medida que se agranda el tamano de la muestra.

¢ El modelo es 6ptimo en el contexto de problemas de regresion lineal y modelos ARMA.

Quizas el punto mas significativo para tener en cuenta es que, en casi todas las aplicaciones que
involucran el criterio MDL, no se han reportado resultados andmalos o modelos con propiedades
indeseables en la literatura.

Notas:

- La idea de longitud minima para descripcién de objetos individuales definibles en forma recursiva
proviene de Kolmogorov (1968).
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- Schwartz (1989) ha obtenido un resultado similar, utilizando un enfoque bayesiano. En particular,
considera el comportamiento asintotico de los estimadores de Bayes bajo una clase especial previa.
Estos antecedentes ponen probabilidad positiva en los subespacios que corresponden a los modelos
competidores. La decision se toma seleccionando el modelo que arroja la maxima probabilidad a
posteriori.

Resulta que, en el limite de muestras grandes, los dos enfoques adoptados por Schwartz y Rissanen
producen esencialmente el mismo resultado. Sin embargo, el enfoque de Rissanen es mucho mas
general, mientras que el enfoque de Schwartz se limita al caso de que las observaciones sean
independientes y provengan de una distribucidon exponencial.

Ejercicios de Procesos estocasticos

Ejercicio 2.1

Realizacidn de un proceso estocastico en Python

Se desea generar las realizaciones de un Procesos Estocastico correspondiente a la siguiente funcion:
y =8.cos (5.t +0)

Siendo @ una variable aleatoria distribuida uniformemente

Resolucion
#Hit#H##HEH Generacion de un Proceso Estocdstico #it#it####H##H#HH
def boton_05_Proc_Estoc_t ():
import numpy as np # importamos
import matplotlib.pyplot as plt
t=np.arange(-1,1,0.0001) #genero rango de -3 a 3 cada 0.0001 unidades
fl=plt.figure(1)
#genera las 50 trayectorias"
for x in range(50):
y =[] #vacia=lista
tita = np.random.uniform(0, 2*np.pi) #obtiene un dato aleatorio

y=8*np.cos(5*t+tita) # calcula el 'y"" correspondiente”

plt.plot(t,y, color='black') # pone el "y" en la grafica
y=(4/np.pi)*(np.sin (5*t+2*np.pi)-np.sin (5*t)) # obtiene ""y"" de E[x(t)]"
plt.plot (t,y,color="red', label = 'Valor esperado') # pone el y en la grafica
y=(32/np.pi)*(np.pi+0.5*np.sin (10*t+4*np.pi)-0.5*np.sin (10*t)) # obtiene y
#plt .plot (t,y,color="blue’, label="Varianza') # pone el "y" en la grafica

plt.title ('"Practica 1 - Distribucién uniforme')
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plt.ylabel('x(t)") ; plt.xlabel('t') ; plt.legend(loc=4)
plt.show() #muestra la grafica

boton_05_ Proc_Estoc_t ()

En la Fig. 116 se muestran los resultados obtenidos

Proceso Estocastico
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Fig. 116 — Realizaciones de un proceso estocdstico

Ejercicio 2.2

Realizacidn de un proceso estocdastico en Matlab®

Mediante Matlab® simular un Generador de Sefiales electronico Defectuoso. Graficar algunas

muestras

Resolucion

function Ejemplol

%% Punto 1.a) Generar un ensamble adecuado. Y graficar sus primeras 5 muestras

n= 1000 ; % 1000 realizaciones
for j=1:n

x= generadorl ;

% x= X + 5%j ; % sacar comentario para generador defectuoso

X(j, 2) = x;
end
dt=0.01;t=0:dt: (length(x)-1)*dt;
figure(10) ;title('Punto a) Grafico de 5 muestras')
fori=1:5
subplot(5,1,i); plot(t, X(i, :)); axis tight

end
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%% Punto 1.b)Evaluar proceso respecto de su media.
tau=t;
m= size(X,2) ;
for taul=1:m
mul(taul)=mean(X(:,taul));
end
figure(20); plot(tau,mul); axis tight; grid on
title('Valores medios del proceso')
a =mean(mul);
text(1,5.5, ['Valor Medio de cada periodo: ' num2str(a)],'Color','red','FontSize',14)
n=size(X,1) ;
for taul=1:n
mu2(taul)=mean(X(taul,:));
end
figure(21); plot(mu2); axis tight; title('Valores medios de cada realizacién')
a=mean(mu2) ;
text(1,5.5, ['Valor Medio: ' num2str(a)],'Color','red','FontSize',14)
end
%% generadorl Rampa
function [x] = generadorl
dt=0.01;
t1=0: dt: 10-dt ;
a=10; b=0.5; c=6;
x=[];
fori=1:8
Ruido = c*rand(1, length(t1)) -¢/2;
A=a; %A =a+ b*rand(1);
x1= (rampa(tl)-rampa(tl-A) - A*escalon(t1-A)) + Ruido ;
x =[x x1];
end
% Retorno x ;

end
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En la Fig. 117 se muestran lo resultados en Matlab®
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Fig. 117 — Generador Defectuoso: Aumenta el valor medio en cada realizacion

Ejercicio 2.3

Procesos estacionarios

Determinar si X; es un proceso estacionario. Siendo:

¥ _{Yt ; Sitesimpar
E7 Y, +2 ; sitespar

Donde Y, es otro proceso «estacionario» con E{Y;} = u

Por ejemplo: Y, pueden corresponder a las mediciones de tensién de un sensor analdgico
(temperatura, humedad, etc)

Resolucién:
Orx(t1,£2) = Pxx (T) = E{thvXtZ} cont =1t —t;
es constante para un mismo 7, depende de T

Pero la esperanza E{X; } no es constante, ya que:

sitesimpar

_fu
E{Xt}_{u+2 ; Sitespar

= X, iNo es un proceso estacionario !

En cada realizacion varia su valor continuo

Ejercicio 2.4

Proceso estacionario senoidal

Determinar si x(t) es un proceso estacionario respecto de la media,

siendo: x(t) = cos(t + ¢p) ;
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¢ se distribuye uniformemente entre [—, 7r].
Es un generador con fase estocdstica
Resolucién

Para que sea estacionario respecto de la media, el promedio del ensamble debe ser constante para
todot

E{x(t)} = uy = cte

Cada realizacion esta ligada a la variacidn continua de ¢, con densidad de probabilidad uniforme f(¢),
por lo que usamos integral en vez de sumatoria para calcular la esperanza.

Para cada t; calculamos su esperanza:
Ex(t)} = [y, x(9)-£($).d$ = [,__ cos(t; + $).5=.d¢ = 0 ; Vt;

Integral Da 0O, coseno periddico en 2.

|E{x(t)} = U, = 0| Es estacionario respecto de la media

Ejercicio 2.5

Anadlisis de ergodicidad en Proceso estacionario

Determinar si x(t) es un Ergédico respecto de la media,
siendo: x(t) = cos(t+ ¢p)
¢ se distribuye uniformemente entre [—, 7r].
Es un generador con fase estocdstica
Resolucién
Para que sea ergddico respecto de la media:
x(t) = E{x(t)} = p,
1) Valor medio - Analisis temporal de las muestras (¢=cte)
x,(t) = limp_,o, %f_TTx,-(t). dt = limT_,oorle_TT cos(t+ ¢).dt =0; V¢
x, (&) =xt)=0
2) Valor medio - Andlisis del ensamble (t = cte)
Cada realizacion depende de ¢.
Calculado en punto anterior: E{x(t)} = t, =0

El proceso es Ergddico respecto de la media dado que:

[x(®) = Ex()} = p = 0

Para que x(t) sea Ergddico respecto de la autocorrelacion,

siendo: x(t) = cos(t + ¢p) ;

¢ se distribuye uniformemente entre [—m, 7|.
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1) Autocorrelacidn - Andlisis temporal de las muestras (¢p=cte) temporal

T T
1 1
Ry (T) = liMy_ T in(t). dt = limq_ T f cos(t + ¢;).cos((t + 1) + ¢;).dt
T T
" T
R, (7) = T cos(t + ¢;).cos(t + T+ ¢p;).dt
R

Aplicando identidad trigonométrica y resolviendo la integral se llega a:
1
Ryx(7) = ECOS )

Analisis del ensamble t; y t, constantes
Cada realizacion depende de ¢.

Orx (t1, t2) = E{cos(t; + ¢).cos(t; + ¢)}
Aplicando identidad trigonométrica

Pux(t1, ) = E{cos(t; + t, + 2.¢) + cos(t; — t,)}

1
Pux(t1,t5) = EE{cos(tl +t, +2.¢) + cos(t; — ty)}

T

1 1
<Pxx(t1:tz)=§-ﬂ f

—TT

T
cos(2.¢ + (t; + t3)).dp + cos(t; — t;) f dd)}
-7
Siendo t; y t, constantes. Coseno varia en ¢b: es periddico cada 2.1

1 1
Prx (ty, t2) = E-COS(tl —ty) = 5 cos(7)
Dado que es estacionario, solo depende de 7 =t, — t;.

Resulta ergddico respecto de la FAC:

1
Dxx (tl: tz) = Ryx (T) = ECOS (T)

Ejercicios de Procesos estacionarios y modelos

Breve repaso

Proceso ARMA

uln]+aj. uln—-1]1+ ... +ay.uln —M] =v[n] +bi. v[n —1] + ... + by. v[n — k]
Siendo v[n] ruido blanco:

E{vin]}=0 ; vn

Bl = {0 K=n
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Proceso AR:
uln]+aj. uln—11+ ... + ay.uln — M| = v[n]
ulnl = wi.un—-1]1+ws. uln—-2]+ ... + wy.uln— M] + v[n]

le=o Q- u[n — k] = v[n]
Proceso MA
uln] = v[n]+b;. v[n—1]1+ ... + bg. v[n — K|

uln] =X bi.v[n -]

Ejercicio 2.6

Anadlisis de Procesos AR, MA y ARMA
Dada la siguiente ecuacion en diferencias correspondiente a un Proceso:
uln] + a;. u[n — 1] + a,. u[n — 2] = v[n]
Siendoa; = —-0,1ya, =-0,7
Se pide:
a) Indicar tipo de proceso (AR, MA o ARMA)

b) Indicar si es estable. En caso de ser estable indicar el comportamiento de la funcidon de
autocorrelacion normalizada r[m]/r[0].

Solo se pide descripcién breve (1 rengldn)

Ayuda: ver ejercicios anteriores

Ejercicio 2.7

Anadlisis de Procesos AR, MA y ARMA

Dado el proceso:

Y, =3+V;,+08.V,_.;—05V,_, ;o0f=1

Se pide:

a) Calcular Valor Esperado del proceso, su varianza y sus autocovarianzas.
b) Calcular la autocorrelacidn

c) Graficar el correlograma

Resolucion

a) ¥, =3+V,+08V,_;—05V,_, ;o06=1

Es un proceso MA, ecuacion:

uln] = v[n]+bi.v[n—-1]1+ ... + by.v[n — K|

Bl = {7 k=n
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Utilizaremos esta nomenclatura:

Y, =3+V,+08.V,_; —05.V,_, ;V;Eselruidoblanco, o7 =1 ; E{V[n]}=0 ; vn

By = {70 k=T

Calculamos el valor Esperado

u=E{Y;}=E{3+V,+08.V;_1 —05.V,_,} = E(3}+ E{V;}+ E{0,8.V,_1} + E{—0,5.V;_,} =3

Calculamos la varianza:

Yo = E{(Y; —=3)*} = E{(V; + 0,8.V;_1 — 0,5.V;_»)*}

Yo =E {((Vt +0,8.V, ) —0,5. Vt_z)z}

Yo = E{(V; + 0,8.V,_)?} + E{2. (V; + 0,8.V;_1).(—0,5.V,_,)} + E{(—0,5.V,_,)?}

Analizamos por separado (paso opcional):
E{(V; +0,8.V,_1)?} = E{V?} + E{2.V,.0,8.V,_;} + E{(0,8.V,_1)?} = 62 + 0 + (0,8)%. 0%
E{2.(V; +0,8.V;_1).(—0,5.V;_,)} = 0  Hacemos distributiva, no estdn correlacionados
E{(=0,5.V;_3)?*} = (0,5)*.0%

Yo = 0 + 0 + (0,8)%.0¢ + (0,5)2.0¢ = o.(1 + (0,8)% + (0,5)?)

Yo = 1,89.0¢ = 1,89

Calculamos las autocovarianzas:

y1 = E{(Y; = 3). (Y1 = 3} = E{(V; + 08.V;_1 — 0,5.V;5). (V-1 + 0,8.V,—, — 0,5.V;_3)}

y1 = E{(V; +0,8.V;_; — 0,5.V;_,). (Vi1 + 0,8.V;_, — 0,5.V;_3)}

Realizamos distributiva y tenemos en cuenta que:

EVeVi_1} =0 ; E{(Ve. Vi 2} =0; E{Ve.Vi_3} =0; E{V,_1.V;2}=0

Y1 = E{(08.V;_1.Vi_1)} + E{(—0,5x0,8.V;_5. V;_2)}

Y1 =08.E{V,_1.Ve_1} — 0,4. E{(V,_,.V:_5)} = 0,8.0% — 0,4.0% = 0,4.0%

Y1 = 04

Y2 = E{(Y; = 3). (Y;—2 = 3)} = E{(V; + 0,8.V;_1 — 0,5.V;_3). (V;—2 + 0,8.V;_3 — 0,5.V;_4)}

¥2 = E{=05.V,_,.V,_,} = =0,5.62 ; y,=-0,5

=0 Vj>2

b) Funcién de autocorrelacion:

Y1 _ 0,4

= =0,2116
Yo 1,89

P =

Y _Z05_ _
Py =12 =T0=—0,2646

pj = % =0 Vj>2

c) Graficamos el Correlograma, que es la representacion de las funciones de correlacion p;
Solo usamos: V; +0,8.V;_; — 0,5.V;_,

v=[1 0.8 -0.5];
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[Rvv, tau]=xcorr(v)

stem(tau, Rwv, 'linewidth',3)

figure ; stem(tau, Rvv/Rvv(3), 'linewidth',3)
gridon;

set(gca,'FontSize',12,'FontWeight','bold’);

En la Fig. 118 se muestran los resultados obtenidos

1

05 | 4

-0.5 I I I

Fig. 118 — Grdfico de correlograma normalizado
Ejercicio 2.8

Identificacion de Modelo autoregresivo (AR)

Mediante Matlab® identificar el modelo AR de la Fig. 119, con pardmetros [1 — 1,75 0,9]

Proceso AR

Ruido RGB .
. Slster:na AR Y | Predecir AR:
—3| ts_orig: — ts_ar=ar(y,2)
[1-1.750.9] Ll -

J
I HL ”'\‘. "rxl-
ol W l""l'ﬁ"hl' it/
RN -

Fig. 119 — Modelo AR para identificar

Resolucién
%Generamos Modelo y simulamos la salida
% Generamos serie temporal, creando y simulando un proceso autoregresivo (AR)
% ts_orig desde yk=al.yk-1 +a2 yk-2 +ek % ek random Gaussian noise.
% El ruido es la entrada no medida del sistema

%random number generator seed para que se repita.

clc; close all; clear all

ts_orig = idpoly([1 -1.75 0.9]); % idpoly Modelo 151olynomial

rng(‘default’)

e = idinput(300,’rgs’); % genera sefial Random Gaussian signal
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y_obs = sim(ts_orig,e); % simula la saliday_obs
%convertimos y_obs a objeto iddata object y con Ts=1
y = iddata(y_obs);
% Graficamos e y salida
plot(e, ‘linewidth’,2) ;hold on
plot(y_obs, ‘linewidth’,2)
title(‘Ruido de entrada y salida original del sistema’)
legend(‘RGS Noise’,’Model Output’)
% Opcional, comparamos los espectros
% etfe y spa métodos no paramétricos para analisis frecuencial
% Comparamos la densidad de potencia estimada con etfe, con spa y con el modelo original.
Ts_etfe = etfe(y);
ts_spa = spa(y);
figure; spectrum(ts_etfe,ts_spa,ts_orig);
legend(‘ts_{etfe},’ts {spa},’ts_{orig})
% Estimamos modelo paramétrico usando estructura AR de orden 2
% Y comparamos los espectros.
Ts_ar = ar(y,2);
figure; spectrum(ts_spa,ts_ar,ts_orig);
legend(‘ts_{spa}’, ‘ts_{ar}, ‘ts_{orig})
% Predecimos y comparamos las salidas del modelo

% Comparamos la precisidon de la prediccidon en tres pasos, o porcentaje de ajuste, para el modelo
original % el modelo AR, utilizando la funcidn compare. Aqui, compare calcula la respuesta predicha
de los modelos % ts_orig y ts_ar con los datos de salida del modelo original y,

% asumiendo que la entrada ek no medida es cero. El cuarto argumento, 3, es el nimero de pasos a
% predecir. Funcidon compare: Compara la salida identificada del modelo y la salida medida

% vy es la salida del modelo, ts_orig es el modelo, ts_ar

figure ; compare(y,ts_orig,ts_ar,3);

Se muestran los resultados en Fig. 120 y Fig. 121

Parametros AR del modelo
1 -1.75 0.9
Pardmetros estimados:

1.0000 -1.7621 0.9086

Fig. 120 — Parametros originales y pardmetros estimados
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3-Step Predicted Response Comparison

T T T T T

y(y1)
ts_orig: 49.55%
ts_ar: 49.54% B

o
T

y1

Amplitude

-15 1 1 1 1 1
50 100 150 200 250 300

Time (seconds)

Fig. 121 — Grdfico de sefial original y sefial predecida

Ejercicio 2.9

Estimacion del orden de un Modelo autoregresivo (AR)

Estimar el orden del Modelo AR de una serie temporal mediante la decadencia de los coeficientes de
reflexion

Resolucidon

%% Estimar el orden de un modelo a través la decadencia de sus coeficientes de reflexién
% Generar un vector de coeficientes de un proceso AR(2), mediante el filtrado
% de 1024 muestras de ruido blanco.

% Utilizamos generador de nimeros aleatorios por defecto

rng default

v=0.2*randn(1024,1) ;

y = filter(1, [1-0.75 0.5], v);

% Utilizamos Yule-Walker y ajustamos el proceso a un modelo AR(10)

% Obtenemos la salida y el trazado en los coeficientes de reflexion.
[ar_coefic, NoiseVariance , reflect_coefic] = aryule(y, 10);

figure; stem(reflect_coefic)

axis([ -0.05, 10.5, -1, 1]);

title('Coeficientes de Reflexion (desplazamiento)')
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Se obtiene el correlograma de la Fig. 122. Viendo el grafico, utilizaremos modelo AR de orden 2

ar coeffs

0.5

(o]
(o]
Q
q
(<]

-0.5

0 2 4 6 8 10 12

Fig. 122 — Grdfico de correlograma

Descarga de los cddigos de los ejercicios
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Ill - Analisis espectral

Densidad espectral de potencia

La funcion de autocorrelacidn es una descripcion de las estadisticas de segundo orden del dominio
temporal de un proceso estocastico. La contraparte en el dominio frecuencial de este parametro
estadistico es la (DEP): densidad espectral de potencia, también denominada espectro de potencia o,
simplemente, espectro. De hecho, la DEP de un proceso estocastico esta firmemente establecida como
la descripcion mas atil de las series temporales que se encuentran cominmente en la ingenieria y las
ciencias fisicas.

Para definir la densidad espectral de potencia, considere un proceso estocastico estacionario de
tiempo discreto de sentido amplio cuya media es cero y cuya funcidn de autocorrelacién se describe
con r(l) para un desplazamiento [ = 0,+1, +2,..... Sea la serie temporal infinitamente larga x[n],
conn = 0,41, +2, ... describe una sola realizacién del proceso. Inicialmente, enfocamos la atencion
en una porcidn de “ventana” de esta serie temporal escribiendo:

_ (x[n], conn=0,+1,..+ N (82)
il =70 ol

Por definicién, la transformada Fourier en tiempo discreto para la serie temporal en ventana: xy [n]
viene dada mediante la siguiente ecuacion:

N , (83)
Xy(w) = Z xy[n].e™ /W

n=-—N
La longitud de la ventana temporal, es decir 2N + 1, puede tender a infinito.
Debido a la funcién exponencial e /W™, |a transformada resulta periddica en el intervalo de w

correspondiente a [—, ], siendo w la frecuencia angular. En general, Xy (w) tiene un valor complejo;
su conjugado complejo se indica con asterisco y utilizamos variable k

C . (84)
Xy@w) = ) xylkl.el
k=—N
Si multiplicamos ambas funciones obtenemos: | Xy (W)|? = Xy (w). X*y (W)
N N | (85)
|XN(W)|2 = 2 Z xN[n]_xl"\‘][k]_e—].W(n—k)

n=-—N k=—N

Cada realizacién de Xy (w) genera un resultado de | X (w)|?
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Aplicamos operador Esperanza en ambos miembros obtenemos y cambiamos el orden en la sumatoria;
colocamos la esperanza dentro de la sumatoria. Esto se puede realizar debido a que tenemos
operaciones lineales

-\ . (86)
E{IXyW)|?} = Z z E{xy[n].xj [k]}. e ~/wm=h)

n=-N k=—N

Para el proceso estocastico de tiempo discreto estacionario en sentido amplio en discusidn, la funcidn
de autocorrelacion de xy[n] para el desplazamienton — k es:

rv[n — k] = E{xy[n]. xy[k]} (87)
Basdndonos en la definicién de ventana de x[n], reescribimos la ecuacion anterior:
E{xy[n].xylk]} =r[n—k] para —N <(n,k) <N (88)
ryln—k] =
0 para otro caso
Teniendo en cuenta las ecuaciones (86) y (88), obtenemos:

N N . (89)
EIXu )= ) ) rln—k].e /v
n=-—N k=—N
Tomando [=n—k, y recordando que la convolucién de 2 pulsos (ventana mencionada
anteriormente) es un triangulo, la ecuacién anterior se escribe de la siguiente manera:

N (90)
%E{IXN(W)IZ} = Z <1 —%)-T[l]-e_j'w'l

I=—N

La ecuaciéon anterior puede interpretarse como la transformada de Fourier en tiempo discreto del
producto de dos funciones temporales:

a) Lafuncién de autocorrelacién r[l] para el desplazamiento [,
b) Una ventana triangular conocida como ventana de Bartlett wg[l]

|l (91)
- <
1 N’ [l] <N

0, ll| >N

wg[l] =

Si N tiende a infinito, wg[l] se acerca a la unidad para todo L. En consecuencia, podemos escribir
1 X - (92)
i L =Y e
NgrgoNE{IXN(W)I } r[l].e
I=—N
Donde r[l] es la funcién de autocorrelacién de la serie temporal original x[n]. La ecuacién anterior se

. P s Tk 1 N—-1 —jwl) —
cumple bajo la siguiente condicion: 1\111_1)130 TNl l=_N+1(|l|.r[l].e ) =0

La ecuacién (92) nos define S(w):

1 (93)
— Tim 2
Sw) = lim — E{|Xy(W)|*}
donde |Xy(w)|?/N se denomina periodograma de la serie temporal de ventana xy[n]. Tener en
cuenta que no se puede cambiar el orden entre la esperanza y el limite. Tenga en cuenta también que

el periodograma converge a S(w) solo en el valor medio, no en el cuadrado medio o cualquier otra
forma.
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Cuando el limite existe, el valor de S(w) tiene la siguiente interpretacion (Priestley, 1981):

S(w).dw = promedio de la contribucion a la potencia total de los componentes de un proceso
estocdstico estacionario de sentido amplio con frecuencias angulares ubicadas entre wy w + dw; el
promedio se toma sobre todas las posibles realizaciones del proceso.

En consecuencia, el valor de S(w) es la "densidad espectral de potencia esperada", que resulta ser la
“densidad espectral de potencia del proceso”. Teniendo en cuenta la ecuacidn (92) obtenemos la
ecuacion buscada.

Densidad espectral de potencia S(w):

1 - (94)
S) = lim SE(Xy )} = ) rlll.e i

l=—00

En resumen, el término que contiene limite nos brinda una definicidén basica de la densidad espectral
de potencia para un proceso estocastico estacionario de sentido amplio, y la sumatoria (parte derecha)
define la relacion matemadtica entre la funcidn de autocorrelacién y la DEP: densidad espectral de
potencia de dicho proceso.

Propiedades de |la Densidad Espectral de Potencia

Propiedad 1: La densidad espectral de potencia de un proceso estocdstico estacionario de sentido
amplio es la Transformada Fourier de la funcion de autocorrelacion y viceversa.

Considere un proceso estocastico estacionario de sentido amplio representado por la serie temporal
x[n], suponiendo que tiene una longitud infinita. Sea r[l] la funcién de autocorrelacién de tal proceso
para el desplazamiento [, y sea S(w) la densidad espectral de potencia del proceso.

Este par fundamental de ecuaciones constituye las relaciones de Einstein-Wiener-Khintchine.

Segun la propiedad 1, estas dos funciones estan relacionadas por el par de relaciones:

[ee)

S(w) = Z r[ll.e/wt , —m<w<m

l=—0o0

v
1 .
—z—f Sw).eWltaw ; 1=0+1,42,....
—TT

La primera ecuacién se obtuvo anteriormente. La segunda ecuacidn se obtiene directamente aplicando
la transformada inversa de Fourier en tiempo discreto. Esta propiedad se puede expresar de la
siguiente forma:

Sw) = F{r[l]}
rll] = FH{s(w)}
r[l] «—— S(w)

Propiedad 2. Las frecuencias de la DEP (densidad espectral de potencia) de S(w) se analizan en el
intervalo -t <w < m.
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S(w) es periddica, fuera del intervalo mencionado se utiliza esta relacién

[SW) =Sw+2.kn) ; k=0,+1,+2,....

Propiedad 3. La DEP (densidad espectral de potencia) de un proceso estocdstico en tiempo discreto
estacionario es real. Partiendo de la definicion anterior de S(w), reescribimos:

[oe]

® -1
S(w) = Z r[l].e” Wt = r[0] + Z r[k].e 7/ wk 4+ 2 r[k].e Wk
k=1

[=—00 k=—0o0

Reemplazando k con - k, modificando sumatoria y siendo r[—k] = r*[k], se obtiene:

S(w) =r[0] + Z(r[k].e‘j'w'k + r*[k].e+j"""k)
k=1

S(w) =r[0] + 2. Re{r[k]_ e—j.w.k}

En la dltima ecuacion se muestra que S(w) es real. Re indica parte real

Propiedad 4. La densidad espectral de potencia de un proceso estocastico estacionario en tiempo
discreto con valores reales siempre es par (es decir, simétrico).

Para un proceso estocastico con valores reales, encontramos que |S(W) =S(—w) |, lo que indica que
S(w) es una funcién par de w; es decir, es simétrico con respecto al origen.

En cambio, si el proceso tiene un valor complejo, su DEP no es necesariamente par.

Sl el proceso tiene un valor complejo, siendo r[—k] = r*[k], en cuyo caso encontramos que S(—w) #
S(w) no es una funcién par de w.

Propiedad 5. El valor cuadratico medio para un proceso estocdstico de tiempo discreto y estacionario
es igual, excepto por el factor de escala 1/(2. 1), al drea que estd bajo la curva de la densidad espectral
de potenciapara—mn<w<m

Partiendo de la definicién anterior de r[l],
_ 1 jw.l D] =
r[l] = Ef_nS(w).eJW dw ; 1=0,+1,42,..

Para l =0 resulta y dado que r[0] es igual al valor cuadratico medio del proceso se describe
matematicamente la propiedad 5:

1 Vs
r[0] = T fS(W).dW

El valor cuadratico medio del proceso es igual a la potencia esperada del proceso desarrollado a través
de una resistencia de carga de 1 Q. Sobre esta base, los términos "potencia esperada" y "valor
cuadratico medio" se utilizan indistintamente en lo que sigue.
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Propiedad 6. La densidad espectral de potencia para un proceso estocastico de tiempo discreto
estacionario no es negativa.

Es decir, |S(w) = 0; para Vw|

Partiendo de la definicién anterior: S(w) = I\IIEI(}O%E{IXN(W)IZ}

En primer lugar, observamos que |Xy(w)|? representa la magnitud al cuadrado de la transformada
de Fourier en tiempo discreto de una porcién de ventana de la serie temporal xy[n], no es negativa
para todo w. Entonces la esperanza E{|Xy(w)|?} tampoco es negativo para todo w. Por lo tanto,
usando la definicidén basica de S(w) en términos de Xy (w) se demuestra la propiedad descripta.

Transmisiéon de un proceso estacionario a través de un filtro lineal

Se analiza un filtro de tiempo discreto que lineal, invariante en el tiempo y estable. Dado un filtro
caracterizado por la funcién de transferencia discreta H(z), definida como la divisién entre la
transformada z de la salida del filtro y la transformada z de la entrada del filtro. Suponga que
alimentamos el filtro con un proceso estocastico de tiempo discreto estacionario con densidad
espectral de potencia S(w), como se muestra en la Fig. 123. Sea Sy(w) la DEP (densidad espectral de
potencia) de la salida del filtro. Entonces podemos escribir

(95)

Sow) = |H(e)|".5(w)

La respuesta en frecuencia de un filtro es H(e/), y es igual a la funcién de transferencia discreta H(z)
evaluada dentro del circulo unitario en el plano z. La caracteristica importante de este resultado es
que el valor de la densidad espectral de salida a la frecuencia angular w depende puramente de la
respuesta de amplitud al cuadrado del filtro y de la densidad espectral de la potencia de entrada a la
misma frecuencia angular w. La ecuacidn anterior es una relacidn fundamental en la teoria de procesos
estocasticos. Para obtener la ecuacion, podemos proceder de la siguiente manera: Sea y[n] la salida
del filtro de la Fig. 123, producida en respuesta a una entrada x[n] aplicada al filtro. Suponiendo que
x[n] representa un proceso estocastico de tiempo discreto estacionario de sentido amplio,
encontramos que y[n] también representa un proceso estocastico de tiempo discreto estacionario de
sentido amplio modificado por la operacidn de filtrado. Por lo tanto, dada la funcién de autocorrelacion
de la entrada del filtro x[n], escrita como:

(1) = E{x[n].x[n — 1]} (96)

Podemos expresar la funcién de autocorrelacion de la salida del filtro y[n] de la siguiente manera:

ry(D) = E{y[n].y[n -]} (97)

La salida y[n] esta relacionado con x[n] por la suma de convolucion:

© (98)
ylnl = > hlil.xln ~ i}

l=—00
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En forma similar, tomando n — [ en vez de n, podemos escribir

hd 99
yn—1] = Z h*[k].x*[n — I — k] 5

k=—oc0

Sustituyendo las ecuaciones (98)y (99) en la ecuacién (97)

1 (D) = E{ z h[i]. x[n — i].( z h[k].x" [ — 1 —k])}

i=—o00 k=—o0

Intercambiando los érdenes de Esperanza y sumatoria:

r (D) = Z z hli). h*[k]. E{x[n — i].x*[n — L — k]}

ij=—00 k=—0o0
Si analizamos las diferencias: (n—i)—(n—I1l—-k)=—i+l+k=k—i+1
re(k—i+10) =E{x[n—i]l.x"[n—1—-k]}

Encontramos que las funciones de autocorrelacién 7,(1) y 7, (1), para el desplazamiento [, estan
relacionadas por

2 & (100)
(D) = z Z h[i]. h*[k]. 7y (k — i + 1)
[=—00 k=—00
Finalmente, tomando las transformadas de Fourier de tiempo discreto en ambos lados de la ultima
ecuacion, y usando la propiedad 1. Y sabiendo que la funcidn de transferencia de un filtro lineal es
igual a la transformada de Fourier de su respuesta impulsional: H(ej'w) = F{h[n]}, obtenemos el
resultado descrito de la ecuacién (95):

So(w) = [H(eI™)|*.S(w)

Proceso estacionario Proceso estacionario
con espectro de filtro Lin.eal de con espectro de
potencia S(w) tiempo discreto potencia Sy (w)

Fig. 123 - Transmision de proceso estacionario a través de un filtro lineal de tiempo discreto.

Analizador de espectro de energia

Analizamos un filtro lineal de tiempo discreto disefiado para tener una respuesta en frecuencia pasa
banda. Es decir, la respuesta de amplitud del filtro esta definida por:

0, restodelintervalo —Tt<w<Tm

Esta respuesta de amplitud se muestra en la Fig. 124. Suponemos que el ancho de banda de frecuencia
angular del filtro (2. Aw), es lo suficientemente pequefio como para que el espectro dentro de este
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) 2
ancho de banda sea esencialmente constante. Luego, usando la ecuacion S,(w) = |H(eJ'W)| .S(w),
podemos escribir:

S (W) — {S(Wc): |W - Wcl < Aw (102)
0 0, restodel intervalo — Tt <w<Tmw
A lHE™)|
1
w
—-W, We
2. Aw 2. Aw

Fig. 124 — Filtro Pasa Banda Ideal

A continuacidn, utilizando la propiedad 5 de la DEP: r[0] = if_nnS(w). dw

Reemplazando la salida Sy (w)

T
1
PO = ﬂ J-SO(W)dW
-7

Y utilizando la propiedad 4: : S(w) = S(—w) para procesos temporales con datos reales (con parte
imaginaria nula) ; se puede expresar el valor cuadratico medio de la salida del filtro correspondiente a
una entrada estocastica de valor real como:

1 2.A 2.A A
Py = EffnSO(W)' dw = T;V.S(WC) + T:/.S(—WC) = 2.7W.S(Wc) (para datos reales)
Se obtiene:
. Py (103)
S =
We) = 2w

Donde Aw/m es la fraccidn del intervalo de Nyquist que corresponde a la correspondiente banda de
paso del filtro. La ecuacién anterior establece que el valor de la densidad espectral de potencia de la
entrada del filtro x[n], medida en la frecuencia central w, del filtro (S(w.)), es equivalente al valor
cuadrdtico medio P, de la salida del filtro, escalado por un factor constante. Por tanto, podemos utilizar
la ecuacién anterior como base matematica para construir un analizador de espectro de potencia,
como se muestra en la Fig. 125. Idealmente, el filtro pasa banda de tiempo discreto empleado aqui
deberia satisfacer dos requisitos:

Debe tener un ancho de banda fijo y una frecuencia central ajustable. Claramente, en un disefio de
filtro practico, solo podemos aproximarnos a estos dos requisitos ideales. Ademas, se debe tener en
cuenta que la lectura del medidor de potencia promedio en el extremo de salida de la figura aproxima
(para un tiempo promedio finito) la potencia esperada de un proceso ergédico y[n].
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Filtro Lineal de

tiempo discreto _| Medidor de
Potencia

Proceso estacionario
temporal

Pasa-Banda

Fig. 125 — Analizador de espectros de Potencia

Ejemplo con Ruido blanco

Un proceso estocastico de media cero es blanco si su DEP (densidad espectral de potencia) S(w)
resulta constante para todas las frecuencias:
Sw)=0? ; para —m<w<m

donde o2 es la varianza de una muestra tomada del proceso. Suponga que este proceso pasa a través
de un filtro de pasa banda de tiempo discreto caracterizado como en la Fig. 124. Luego, de la ecuacién
(103) despejamos Py, encontramos que el valor cuadratico medio a la salida del filtro es

_ S(we).2.Aw o2.2.Aw

Py ; reemplazando obtenemos: P, =

s

El ruido blanco tiene la propiedad de que dos de sus muestras no estan correlacionadas, como lo
muestra la funcién de autocorrelacion

r(7) = 02,8, 0+
Siendo &, es la delta de Kronecker:

1, 7=0

5 ={
70 710, otro caso

También se puede expresar con esta nomenclatura:

lr(v) = 02.6(1)|

Si el ruido blanco es gaussiano, entonces dos muestras cualesquiera del proceso son estadisticamente
independientes. En cierto sentido, el ruido blanco gaussiano representa la aleatoriedad mas fuerte.

Estimacion del espectro de potencia

En la practica resulta importante estimar la DEP (densidad espectral de potencia) en un proceso
estacionario de sentido amplio. Desafortunadamente, este problema se complica por el hecho de que
existe una desconcertante variedad de procedimientos de estimacion de los espectros de potencia, y
cada procedimiento supuestamente tiene o muestra alguna propiedad dptima. La situacion empeora
por el hecho de que, a menos que se tenga cuidado en la seleccién del método correcto, podemos
terminar con conclusiones engafiosas. En la literatura se pueden identificar dos familias
filosoficamente distintas de métodos de estimacidn del espectro de potencia: los métodos
paramétricos y los métodos no paramétricos. Las ideas basicas detras de estos métodos se discuten a
continuacion.
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Métodos paramétricos

En los métodos paramétricos para la estimacién del espectro, comenzamos postulando un modelo
estocastico para la situacién en cuestion. Dependiendo del modelo especifico adoptado, podemos
identificar tres enfoques paramétricos diferentes para la estimacidn del espectro:

1) Procedimientos de identificacion de modelos.
En esta clase de métodos paramétricos, se supone una funcién racional o un polinomio en e /W
para la funcién de transferencia del modelo, y se utiliza una fuente de ruido blanco como entrada
al modelo, como se muestra en la Fig. 126 El espectro de potencia de la salida del modelo
resultante proporciona la estimacion de espectro deseada. Dependiendo de la aplicacion de
interés, podemos adoptar uno de los siguientes modelos (Kay y Marple, 1981; Marple, 1987; Kay,
1988):

(i) Un modelo autorregresivo (AR) con una funcién de transferencia de todos polos.

(ii) Un modelo de media movil (MA) con una funcién de transferencia de todos ceros.

(iii) Un modelo de media mévil autorregresiva (ARMA) con una funcién de transferencia polos-
ceros.

Los espectros de potencia resultantes medidos en las salidas de estos modelos se denominan
espectros AR, MA y ARMA, respectivamente. Con referencia a la relacidon entrada-salida de la

ecuacion (95): So(w) = |H(ej'W)|2.S(w), Se establece el espectro de potencia de la entrada
S(w) = a2. Luego encontramos que el espectro de potencia de salida del modelo Sy(w) =

|H(ej""’)|2.62. Por tanto, el problema se convierte en estimar los parametros del modelo [es
decir, parametrizar la funcién de transferencia H(e/*) de manera que el proceso producido en
la salida del modelo proporcione una representacién aceptable (en algun sentido estadistico) del
proceso estocdstico en estudio. Un enfoque de este tipo para la estimacion del espectro de
potencia puede verse como un problema de identificacion del modelo (sistema).

Entre los espectros dependientes del modelo definidos aqui, el espectro AR es, el mas popular. La
razon de esta popularidad se debe a 2 motivos: (1) la forma lineal del sistema de ecuaciones
simultaneas que involucran los pardmetros desconocidos del modelo AR y (2) la disponibilidad de
algoritmos eficientes para calcular la solucién.

: ‘.- Proceso parametrizado
Ruido Blanco con Modelo estocastico del P 4
media ceroy proceso x[n], con un espectro de
varianza g caracterizado por la potencia racional igual a

.z . . 2
funcidn de Transferencia o2 |H(e}'w)|

Fig. 126 —Procedimiento de identificacion de modelos para la estimacion del espectro de potencia.

2) Meétodo de respuesta sin distorsién de varianza minima (MVDR).
Para describir este segundo enfoque paramétrico para la estimacidn del espectro de
potencia, considere la situacién que se muestra en la Fig. 127. El proceso x[n] se aplica a un
filtro de respuesta al impulso de duracidn finita (FIR) (es decir, un filtro de tiempo discreto
con una funcién de transferencia todos ceros). En el método MVDR, los coeficientes de filtro
se eligen para minimizar la varianza (que es la misma que la potencia esperada para un
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proceso de media cero) de la salida del filtro, sujeto a la restriccion de que la respuesta de
frecuencia del filtro es igual a uno (valor unitario) para alguna frecuencia angular w,. Bajo
esta restriccidn, el proceso x[n] pasa a través del filtro sin distorsién en la frecuencia angular
wyo. Ademas, las sefiales con frecuencias angulares distintas de w, tienden a atenuarse.

3) Meétodos basados en la descomposicidon de matrices (Eigendecomposition-based methods.)
En esta ultima clase de métodos de estimacion de espectro paramétrico, la descomposicion
propia de la matriz de correlacién R del proceso x[n] se utiliza para definir dos subespacios
distintos correspondientes a un subespacio de sefial y subespacio de ruido. Esta forma de
particion se utiliza luego para derivar un algoritmo apropiado para estimar el espectro de
potencia (Schmidt, 1979, 1981).

b Filtro FIR optimizado, sujeto a una Proceso residual con un espectro
roceso A ! .
o restriccion de respuesta sin _ de potencia |gua| al espectro
estocastico distorsién para alguna frecuencia "
x[n] MVDR del proceso x[n]
angular wy

Fig. 127 — Diagrama que ilustra el procedimiento MVDR para la estimacion del espectro de potencia.

Métodos no paramétricos

En los métodos no paramétricos de estimacién del espectro de potencia, no se hacen suposiciones con
respecto al proceso estocastico en estudio. El punto de partida de discusion es la ecuacidn
fundamental de Representacion espectral de Crdmer para un proceso estacionario. Segun esta
representacion, un proceso estocdstico de tiempo discreto x[n] se describe mediante la transformada
inversa de Fourier (Thomson, 1982):

1 [ (104)
x[n] = o fej'w'".dZ(w)
-1
dZ(w) define el proceso de incremento
Para estimar el espectro de potencia se utiliza esta ecuacion:
1 (105)
Xy(w) =—. f Ky(w —v).dZ(v)
2.
—Tr
Siendo Ky (w) el nucleo de Dirichlet:
el WN (1 — g Jw(2N+D)) 3 seno((2.N + 1).w/2) (106)

Ky(w) = 1—e-Jjw - seno(w/2)

Dependiendo de la forma en que se interprete la ecuacién (105), podemos distinguir dos enfoques no
paramétricos diferentes:

1. Métodos basados en periodogramas. Tradicionalmente, la ecuacién fundamental (105) se
trata como una convolucidon de dos funciones de frecuencia. Una, X(w), representa la
transformada Fourier en tiempo discreto para una serie temporal infinitamente larga, { x[n]};
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esta funcién surge de la definicidn de la variable de incremento dZ(w) como el producto de
X(w) y el incremento de frecuencia dw. La otra funcidn de frecuencia es el nucleo Ky (w),
definido por la ecuacion (106). Este enfoque nos lleva a considerar la ecuacion (94): S(w) =

I\IIim %E{IXN (W)|?}, como la definicién basica de la densidad espectral de potencia S(w) y por

lo tanto el periodograma | Xy (w)|?/N como punto de partida para el analisis de datos. Sin
embargo, el periodograma adolece de una seria limitacion en el sentido de que no es una
estadistica suficiente para analizar en profundidad la densidad espectral de potencia. Esto
implica que la informacién de fase ignorada en el uso del periodograma es esencial. En
consecuencia, la insuficiencia estadistica del periodograma se hereda mediante cualquier
estimacion que se base en este método o similar que use periodograma.

2. Meétodo de ventanas multiples.

Un enfoque no paramétrico mas constructivo es tratar la ecuacién fundamental (105) como
una ecuacion integral de Fredholm de primer tipo para la variable de incremento dZ(w); el
objetivo aqui es obtener una solucién aproximada de la ecuacién con propiedades estadisticas
cercanas a las de dZ(w) en algun sentido (Thomson, 1982). La clave para lograr este objetivo
importante es el uso de ventanas definidas por un conjunto de secuencias especiales
conocidas como secuencias de Slepian, o secuencias esferoidales proladas (cierta geometria)
discretas, fundamentales para el estudio de sistemas limitados en el tiempo y la frecuencia. La
propiedad notable de esta familia de ventanas es que las distribuciones de energia de las
ventanas se suman de una manera muy especial que define colectivamente un contenedor de
frecuencia rectangular ideal (en el sentido de la concentracidn total de energia dentro del
contenedor versus la concentracion de energia fuera del contenedor). Esta propiedad, a su
vez, nos permite cambiar la resolucién espectral por propiedades espectrales mejoradas (por
ejemplo, varianza reducida de la estimacidn espectral).

En general, un proceso estocéstico de tiempo discreto x[n] tiene un espectro mixto en el sentido de
que su espectro de potencia contiene dos componentes: uno determinista y uno continuo. El
componente determinista manifiesta el primer momento correspondiente al proceso de incremento
dZ(w) y estd expresamente dado por:

E{dZ(w)} = Z . 5w — wy). dw (107)
k

Donde §(w) representa la funcion delta de Dirac en w, es decir en el dominio de la frecuencia. Las wy
son las frecuencias angulares de los componentes periddicos o de linea contenidos en el proceso x[n],
y los a;, son sus amplitudes. El componente continuo, por otro lado, representa el segundo momento
central del proceso de incremento, es decir

E{ldZ(w) — E{dZ(w)}|*} (108)

Es importante que se observe cuidadosamente la distincion del primer momento y del segundo
momento.

Los espectros calculados que utilizan los métodos paramétricos tienden a tener picos mas nitidos y
mayor resolucién que los obtenidos con los métodos no paramétricos (clasicos). La aplicacién de estos
métodos paramétricos es, por tanto, muy adecuada para estimar el componente determinista y, en
particular, para localizar las frecuencias de componentes periddicos en ruido blanco aditivo cuando la
relacién sefial/ruido es alta. Otra técnica bien probada para estimar el componente determinista es el
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método cldsico de maxima verosimilitud (maximum Likelihood). Por supuesto, si las leyes fisicas que
gobiernan la generacidn de un proceso coinciden con un modelo estocastico (por ejemplo, el modelo
AR) de una manera exacta o aproximadamente en algun sentido estadistico, entonces, el método
paramétrico correspondiente a ese modelo puede usarse para estimar el espectro de potencia del
proceso. Sin embargo, si el proceso estocdstico estudiado tiene un espectro de potencia puramente
continuo y se desconoce el mecanismo fisico subyacente responsable de la generacién del proceso,
entonces el procedimiento recomendado es el método no paramétrico de multiples ventanas.

Limitamos nuestra atencidn a las clases 1y 2 de métodos paramétricos de estimacion del espectro, ya
que su teoria encaja naturalmente en los filtros adaptativos.

Densidad de correlacién espectral

N-1
1 , ,
r¢(k) = N E E[x[n].x*[n — k].e J2man|; efmak
n=0

La funcién de autocorrelacion ciclica r*(k), tiene las siguientes propiedades:

a) r%(k) es periddica en a con periodo 2

b) Para algun a, de la ecuacién anterior tenemos: r%*1(k) = (=1)*.r%(k)

c) Para el caso especial de @ = 0, se tiene: r(k) = r (k). Siendo r(k) la funcién ordinaria de
autocorrelaciéon del proceso estacionario

SEW) =¥ _or¥(k).e Wk, —m<w<nm
S%(w) es la densidad espectral de la correlacidn, resulta compleja paraa # 0

Para el caso especial de @ = 0, se tiene: S°(w) = S(w). Siendo S(w) la densidad espectral de potencia
ordinaria

Resumen y discusion

En esta unidad estudiamos la caracterizacidn parcial de un proceso estocastico en tiempo discreto y
estacionario, que, en el dominio del tiempo, se describe de manera Unica en términos de dos
parametros:

1. La media, que es una constante;

2. La funcidn de autocorrelacién, que depende Unicamente de la diferencia de tiempo entre dos
muestras del proceso.

La media del proceso naturalmente puede ser cero, o siempre se puede restar del proceso para
producir un nuevo proceso con media cero. Por esa razén, en gran parte de la discusion en sistemas
adaptativos, se supone que la media del proceso es cero.

Por lo tanto, dado un vector de observacién Mx1 de observaciones x[n] pertenecientes a un proceso
estocastico complejo, estacionario y de tiempo discreto con media cero, podemos describir
parcialmente el proceso definiendo una matriz de correlacidon R de tamafio MxM como la esperanza
estadistica del producto externo de x[n] consigo mismo, es decir, x[n]. x[n]. La matriz R es
hermitiana, toeplitz y casi siempre definida positiva.
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Otro tema que discutimos en el capitulo es la nocidon de modelo estocastico, cuya necesidad surge
cuando se nos da un conjunto de datos experimentales que se sabe que son de naturaleza estadistica
y se requiere analizarlos. En este contexto, hay dos requisitos generales para un modelo adecuado:

1. Un numero adecuado de pardmetros ajustables para que el modelo capture el contenido de
informacidn esencial de los datos de entrada.

2. Tratabilidad matemdtica del modelo.

El primer requisito, en efecto, significa que la complejidad del modelo debe coincidir estrechamente
con la complejidad del mecanismo fisico subyacente responsable de generar los datos de entrada;
cuando se cumple, se evitan problemas asociados con el desajuste o sobreajuste de los datos de
entrada.

El segundo requisito se suele satisfacerse mediante la eleccidn de un modelo lineal.

Dentro de la familia de modelos estocasticos lineales, generalmente se prefiere el modelo
autorregresivo (AR) respecto al modelo de media mdvil (MA) y el modelo de media mdvil
autorregresiva (ARMA). Esto se justifica y se explica con una razén importante: a diferencia de la
situacién en un modelo MA o ARMA, el célculo de los coeficientes AR se rige por un sistema de
ecuaciones lineales, a saber, las ecuaciones de Yule-Walker. Ademds, excepto por un componente
predecible, podemos aproximar un proceso estocastico estacionario en tiempo discreto mediante un
modelo AR de orden alto, sujeto a ciertas restricciones. Para seleccionar un valor adecuado para el
orden del modelo, podemos utilizar un criterio tedrico de la informacion segun Akaike o segun el
criterio de longitud minima de descripcion (MDL) descripto por Rissanen. Una caracteristica util del
criterio MDL es que es un estimador consistente de orden de modelo.

Otra forma importante de caracterizar un proceso estocdstico estacionario de sentido amplio esta
dado mediante la de densidad espectral de potencia o también conocido como espectro de potencia.
Identificamos tres pardmetros espectrales distintos que dependen de las caracteristicas estadisticas
del proceso:

1) Ladensidad espectral de potencia S(w), definida como la transformada Fourier en tiempo
discreto de la funcién de autocorrelacién ordinaria de un proceso estacionario en sentido
amplio. Para tal proceso, la funcidn de autocorrelacidon es hermitiana, donde S(w) toma
valores reales. En consecuencia, S(w) destruye la informacion de fase del proceso. A pesar
de esta limitacién, la densidad espectral de potencia se acepta comuUnmente como un
parametro util para mostrar las propiedades de correlacién de un proceso estacionario en
sentido amplio.

2) Poliespectra Cp(w;,Wy,....wg_q), definido como la transformada de Fourier
multidimensional de los procesos estacionarios acumulados. Para estadisticas de segundo
orden, k = 2, C,(w4) se reduce a la densidad espectral de potencia ordinaria S(w). Para
estadisticas de orden superior, k > 2, los poliespectros Cy(wq, W5, ....W_1) adoptan
formas complejas. Esta propiedad de los poliespectros los convierte en una herramienta
util para afrontar situaciones en las que se requiere el conocimiento de la fase. Sin
embargo, para que los poliespectros sean significativos, el proceso debe ser no gaussiano,
y la explotacidn de la informacién de fase contenida en los poliespectros requiere el uso
de un filtrado no lineal.

3) La densidad de correlacion espectral: S*(w), no pierde la informacién de fase. Se define
como la transformada de Fourier en tiempo discreto de la funcidén de autocorrelacion
ciclica de un proceso que es cicloestacionario en el sentido amplio. Paraun a # 0, S*(w)
toma valores complejos; para a # 0, se reduce a S(w). La caracteristica util de S*(w) es
que conserva la informacién de fase, que puede explotarse mediante filtrado lineal,
independientemente de que el proceso sea o no gaussiano.
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Las diferentes propiedades de los pardmetros estadisticos de la densidad espectral de potencia
ordinaria, los poliespectros y la densidad de correlacién espectral otorgan a cada uno de ellos
diferentes areas de aplicacion en el filtrado adaptativo.

Las teorias de los procesos ciclo estacionarios de segundo orden vy las poliespectrales convencionales
se han reunido con el nombre de poliespectrales ciclicos. En pocas palabras, los poliespectrales ciclicos
son acumulativos espectrales en los que las frecuencias individuales involucradas pueden sumar
cualquier frecuencia de ciclo a, mientras que deben sumar cero para las poliespectrales.

Ejercicios

Ejercicio 3.1

Analisis espectral de sistemas — Teorema de Wiener—Khinchin (W-K)

Dado el diagrama de un filtro pasa banda descripto en la Fig. 128, se pide:
a) Calcular Ry, (1) y G,,, (W) por 2 métodos diferentes

b) Considerando la entrada x(t) Ruido Blanco Gaussiano con DEP G, calcular la DEP de la salida y
graficar

c) Calcular Ry (T) y Gyyy (W)

+ t

x () | Adelanto y(®
a [seg.]
Retraso
a [seg.]

Fig. 128 — Diagrama de filtro pasa banda

Resolucion

a) Método 1: utilizamos DEP
y) =x(t+a)—x(t—a)
Ry (1) = FHGyy (W)} ; |Gyy(W) = Gux(W). [H(W)|?

Calculamos H(w):

Por Transformada de Fourier de y(t):

Y(w) = e/ X(w) — e Wa X(w) = X(W).2.].seno(w. a)

H(w) = % = 2.j.seno(w.a) ;

Reemplazando en G,,,, (W)

Gyy (W) = Gy (W). 4.seno*(w.a)
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Calculamos R, (7):

seno?(a) = -. (1 — cos(2.a))

> Gyy(W) = Gye(W). 2.(1 — cos(2.w.a))
Gyy W) = 2. Gy (W) — 2. Gy (W). cOS(2.W. @)

jeway ,—j2wa
Gyy(W) = 2.Gre(W) — 2. Gxx(w).%
Gyy(W) = 2. Grx (W) = Grxe(W). el 2 — Gy (w).e 7/ 2We

Antitransformando Gy, (w) :

|Ryy(r) = 2.R(t) = Ry (T + 2.02) — R, (T — 2. a)|

Resolucion Método 2: Por Definicion: |Ryy () = E{y(t).y(t + ‘L')}|

Reemplazamos: |y(t) =x(t+a)—x(t— a)|

Ryy(@) =E{[x(t+a)—x(t—a)l.[x(t+7+a)—x(t+7—0a)]}

Ryy@) =E{[x(t+a).x(t+t+a)—xt+a)x(t+t—a) —x(t—a)x(t+1+a)
+x(t—a).x(t+t—a)l}

Ryy@) =E{x(t+a)x(t+a+1)}—E{x(t+a).x(t—a+1)}—-E{x(t—a).x(t+a+1)}+
E{x(t —a).x(t —a + 1)}

Considerando al sistema Estacionario, la autocorrelacién depende solamente de las diferencias:
t+ 11—t = T1; Paracada uno de los 4 términos obtenemos las diferencias:
t+a+t—-(t+a)=17; t—a+t—(t+a)=1—-2.a
t+ta+t—(t—-a)=1+2.a ; t—at+1—(t—a)=7
Ryy (1) = Ryx(T) — Ryx (T — 2.a) — Ryy (T + 2.a) + Ryx (T)

|Ryy(‘r) =2.R(t) — Ry (t — 2.a) — R, (T + 2. a)| idem resultado anterior

La DEP de la salida la obtenemos mediante el Teorema W-K: G, (w) = T{Ryy(‘r)}

b) Considerando la entrada x(t) Ruido Blanco Gaussiano con DEP G, calcular la DEP de la salida y
graficar

Del Métodol: Gy, (W) = 4.Gyy(W). seno?(w. a)
Gyy(W) = 4.Gy. seno®(W.a) ; Weeros-a = k.

En la Fig. 129 se grafica la DEP correspondiente a la salida del sistema.

J. Vorobioff 169



Capitulo Il - Analisis espectral

A G,
G() yy
VA T >
- 2= w
a a

Fig. 129 — Densidad espectral de Potencia a la salida: G,,,(w)

Conclusiones: R, (T) y G, (W) por 2 métodos diferentes: Teorema W-K y por Definicion

Resulta mas simple el primer método

c) Calcular Ry (T) y Gyyy (W)

Siendo: y(t) = x(t +a) —x(t — a)

Ryy(@) = E{x().y(t + 1)} = E{x(t).[x(t + T+ a) —x(t +T—a)]}

Aplicamos propiedad distributiva y propiedad: E{x(t) + g(t)} = E{x(t)} + E{g(¢)}
Ryy(@) = E{x().x(t + T+ a)} — E{x(t).x(t + T — a)}

Ry @ = Rex0 @) — Ry e — @)

Gyy(W) = T{ny(r)} Teorema W-K

ny(W) = Gxx(W)- elwa — Gxx(W)- e iwa = Gxx(W)- (ej.w.a - e—j.w.a)

Gxy(W) = Gyx(W).2.j.sen(w.a)

Ejercicio 3.2

Analisis espectral de sistemas — Teorema de Wiener—Khinchin

Se puede hallar la respuesta de un sistema ingresando a la entrada x(t) = §(t) y medir su salida,
obteniendo: y(t) = h(t) *x(t) —y(t) = h(t) *5(t) = h(t)

Sin embargo, en la practica es dificil generar una funcién similar a la funcidn ideal 6 (t).

Por tal motivo, se utiliza otra técnica moderna para estimar la transferencia de un sistema, «se obtiene
la correlacion cruzada entre su entrada y su salida cuando se excita al sistema con Ruido Blanco
Gaussiano (RBG)». Este proceso se esquematiza en la Fig. 130.
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Fuente de x(t)

y(®)

HWw)?
Ruido Blanco P h(t)?
Gaussiano
‘ l\{[edldorﬁie
Correlacion

ED Ryx(T)

Fig. 130 — Diagrama para medicidn de correlacion cruzada y fuente de RBG

Suponiendo que al colocar RBG a la entrada con R, (t) = N,.d(t), se obtuvo la siguiente densidad

espectral de potencia cruzada: G,,(w) = 20. e > wl,
Se pide:

a) Calcule la respuesta en frecuencia del sistema

b) Calcule la respuesta al impulso del sistema

c) Repetir a) y b) suponiendo que se obtuvo G, (w) = e~ %"

Resolucion

Gyx (W) = F{R, (1)} = F{Ny.6(t)} = N, ; Aplicamos Teorema W-K:

Gyxx(W) = Ny| (constante Yw).

h(t) es la respuesta impulsional desconocida del sistema.

Ry (1) = y(1) * x(—7) = h(7) * x(7) * x(—7) = h(7) * Ryx (7)

Ry (1) = h(T) * Ryx(7) Aplicando Teorema W-K: Gy, (w) = T{Ryx(r)}
|ny (W) = HW). Gy (W)|

a) Gyy(w) = 20.e~>Wl (enunciado)

(se demuestra la DEP Cruzada)

ny(W) 1

~ ny w)

g H(W) - Gyx(W) - Ny '

ny W) = HWw). Gyx(w)

H(w) = 12\1_2 e 5wl

b) h(t) = T_l{H(W)} — T_l {12\]_2-6_5.|W|}

— 2.a . . 2.a _ a
et ; Aplicamos dualidad: —2.me Wl .
a?+w? a?+t? m(a?+t?)

100 1
No "m(52+t2)

- |h(t) =

e—a.lwl

Conclusiones: La Respuesta Impulsional h(t) la obtenemos con la Transformada de Fourier Inversa de

la correlacién medida en el proceso. «No se usa x(t) = §(t), sino RBG»
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Ejercicio 3.3

Identificacién de Sistemas con correlacién cruzada y Teorema W-K

Dado el esquema de la Fig. 131 analizado anteriormente, se pide implementar un programa en
Matlab® para identificar un sistema desconocido

Fuente de x(t) . H(w)? y(©)
Ruido Blanco > h(t)? >
Gaussiano
| l\‘/ledidorA(’le
Correlacion

Q Ryx(7)

Fig. 131 — Diagrama para medicidn de correlacion cruzada y fuente de RBG

Resolucion

Gyx (w)

Usamos esta formula H(w) = ~ )

Resolvemos utilizando Transformada de Fourier Discreta, a continuacion, se muestra el programa en
Matlab®.

%% Uso de correlacién cruzada para identificar sistema FIR desconocido
L_x=35; % Largo de la sefial de entrada
x =rand(1,L_x); % Sefial de entrada
L_h =14; % Cantidad de coeficientes del filtro
%h =1:L_h; % Filtro con coeficientes1 2 3 4 ...
h=rand(1,L_h);
Ly=L x+L_h-1; % Largo maximo de la salida
% proxima potencia 2
L_fft = 22nextpow2(L_y);
x1 = [x,zeros(1,L_fft-L_x)]; % completamos con ceros entrada
y1 =filter(h,1,x1); % Filtramos
X = fft(x1); Y =fft(yl); % Espectros de entraday de salida
Gxx = conj(X) .* X; % DEP de la entrada
Gxy = conj(X) .* Y; % DEP cruzada
Hxy = Gxy ./ Gxx; % Respuesta en frecuencias H
hxy = ifft(Hxy); % Respuesta al impulso

% Mostramos coeficientes de h estimada (los primeros)
hxy(1:L_h)

% Graficamos respuesta en frecuencia
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freqz(hxy,1,L_fft); % plot estimated freq response
figure ;stem(h) ; hold on ; stem(hxy,'r'); axis tight
legend('Coeficientes Reales','Coeficientes Estimados') ;
% Anexo calculo de errores
err = norm(hxy - [h,zeros(1,L_fft-L_h)])/norm(h);
disp(sprintf(['Error en la respuesta impulsional = ','%0.14f%%'],100*err));
err = norm(Hxy-fft([h,zeros(1,L_fft-L_h)]))/norm(h);

disp(sprintf(['Error en la respuesta en frecuencia = ','%0.14f%%'],100*err));
Resultados Matlab®
Impulse Response Error = 0.00000000000026%

Frequency Response Error = 0.00000000000206%

Se obtiene error de estimacion muy bajo. En la Fig. 132 se muestran los resultados obtenidos.

o
T P T T T T T

0oL o 'S) Coeficientes Reales =
©)  Coefiientes Estimados
08 | i
0}
07 | i
06 | i
0s | ® o |
0}
o) 0]
04 | i
03 | i
02 | i
(SN T i
0 T CEEEEAEEEE0E0EEEEE0005EE08E005E050005E50555058E550

10 20 30 40 50 60

Fig. 132 — Resultados con coeficientes reales y coeficientes estimados

Ejercicio 3.4

Anadlisis de sefiales de ruido y sefales no correlacionadas

Se disponen de las siguientes sefiales provenientes de dos receptores de radio:

x1(8) = S(@) + N1(8) 5 x2(8) = S(t) + Na(t)
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Donde S(t), N1 (t) y N,(t) son variables aleatorias de media nula, no correlacionadas y estacionarias.
Siendo S(t) la sefial transmitida, N;(t) y N,(t) son ruidos agregados en la transmisién. Calcular por
definicidn:

a) La autocorrelacion de x4 (t) y la de x5 (t)

b) La correlacion cruzada entre x; (t) y x,(t)

c) La autocorrelacién de x4 (t) + x,(t)

Resolucion

a) Ry (1) = E{x(t).x(t + 1)}

Ry1x1(7) = E{[S(®) + Ny (O] [S(t +7) + N1 (¢ + D]}

Ry (7)) = E{S(t). S(t+1)+ S@).N;(t+7) + N (t).S(t+71) +N(t).N(t+7)}

Re1x1 () = E{S(t). S(t+ )} + E{S().Ni(t+ 1) }+ E{N,(t).S(t+71)} + E{N.(t).Ny(t + 1)}
E{S(t).N,(t + 1) } = 0 son sefiales No correlacionadas

Ry1x1(t) = Rss(7) + 0+ 0 + Ryq.n1(7)

|Rx1x1 (1) = Rgs(7) + Ry1.h1(7)

; Andlogamente se llega a: |Rx2x2 (1) = Rys(7) + Ryan2 (‘L’)|

Ejercicio 3.5

Aplicacion del Teorema de Wiener—Khinchin

Mediante un ejemplo se pide aplicar con Matlab® la Propiedad 1 — Teorema W-K
Sw) = F{r[l]}
r[l] = F7H{Sw)}
r[l]e—— S(w)
Resolucién: DEP:  S(w) = X(W).X(w)* = F{x}. F{x}*

Ry = r[l] = FH{S(W)} = FH{X(w). X(w)*}

Debemos verificar con Matlab®

Ryy = F_l{X(W)-X(W)*}

% Corr(x,y) <---> FFT(x)FFT(y)*

% Corr(x,x) <---> FFT(x)FFT(x)*

% Generamos sefal
x =rand(100,1); len = length(x) ;

% Calculamos autocorrelacién mediante la Transformada Inversa de DEP
largo_fft = 2Anextpow2(2*len - 1);
rl = ifft( fft(x,largo_fft) .* conj(fft(x,largo_fft)) );
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% reordenamos valores al centro (vector lags): -(len-1):+(len-1)
Rxx1 = [r1(end-len+2:end) ; r1(1:len)];
% Calculamos autocorrelacién mediante xcorr
[Rxx2,lags] = xcorr(x) ; plot(lags, Rxx2, lags, Rxx1)
% Comparamos resultados de ambos métodos

all( (Rxx2-Rxx1) < 1e-10)

Respuesta = 1; Son Iguales Rxx2 y Rxx1

Ejercicio 3.6

Formacidn de haces Adaptativo.

Ejercicios en Matlab® de MVDR

Repasar Adaptacion Espacial de la Unidad I, ver Fig. 133

Linea de
sensores
Onda plana
incidente
Sensor 1
R A
AL
]
d
Sensor 2
____________________ X__ e N _____
(F;etraso(;;pamal ,’ Recta Normal
.sen
7 a los sensores

Fig. 133 — Esquema de adaptacion espacial

Analizar el funcionamiento de los siguientes programas
a) Escribir en linea de comandos Matlab®

openExample('phased/MVDRBeamformerExample')

A continuacidn, se muestra el programa del punto a) modificado para una mejor comprension.

% Construir una matriz de lineas espaciadas en media longitud de onda de 10 elementos.

% Elegir dos direcciones de llegada de interés: una a 30 ° de azimuth y la otra a 45 ° de azimuth.
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% Suponga que ambas direcciones estan a 0 ° de elevacidn. Calcule los pesos del formador de haz
% MVDR para cada direccion. Especifique una matriz de covarianza espacial de sensor que contenga
% sefiales que llegan de -60 °y 60 ° y ruido a -10 dB.
% Configuramos la matriz de covarianza espacial de matriz y del sensor

N=10;

d=0.5;

elemento_posicion = (0:N-1) *d;

Sn =sensorcov(elemento_posicion,[-60, 60],db2pow(-10));
% Calculamos los pesos del formador de haz MVDR.

w = mvdrweights(elemento_posicion,[30 45],Sn);
% Graficamos los dos patrones de matriz MVDR.

plot_angulo =-90: 90;

vv = steervec(elemento_posicion, plot_angulo);

plot(plot_angulo, mag2db(abs(w'*vv)), 'linewidth’,2)

grid on

xlabel('Angulo Azimuth (grados)');

ylabel('Potencia Normalizada (dB)');

legend('30 grados','45 grados');

title('Patrén de matriz MVDR')

En la Fig. 134 se muestran los resultados Matlab® para cada direccidn del formador de haz. Una seccidn
tiene la ganancia maxima esperada a 30 grados y la otra a 45 grados. Los nulos en -60 y 60 grados
surgen de la propiedad fundamental del formador de haz MVDR de suprimir la potencia en todas las
direcciones excepto en la direccion de llegada.

Patron de matriz MVDR

0 ' \|—30 grados
— ——45 grados
m
z
p 1) [ IR, \ WSS 4o\ WY - RN L WO 0 W . 7 S ¥ SR BY Y N F SUSE— 4
-]
el
N
©
E -0 1
Q
=
8
2 L |
ks -60
[=]
o

_80 1 1 1
-100 -50 0 50 100

Angulo Azimuth (grados)

Fig. 134 — Patron de matriz MVDR para 30 y 45 grados
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b) Escribir en linea de comandos Matlab®
openExample('phased/slexBeamscanMVDRDOAExampleExample')

En la Fig. 135 se muestran los resultados del espectro MVDR.

El siguiente programa de Matlab® contiene un ejemplo mas completo: Abrir

slexBeamscanMVDRDOAExampleExample.m

10 T T T

Espectro MVDR

Magnitud

L

10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
Angulo (grados)

Fig. 135 — Espectro MVDR para ondas de 30 y 50 grados

Descarga de los cddigos de los ejercicios
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IV — Algoritmos de Filtrado Lineal Adaptativo

Introduccién al desarrollo de algoritmos de filtros lineales adaptativos

No existe una solucidén unica para el problema del filtrado adaptativo lineal. Mas bien, tenemos
un conjunto de herramientas representado por una variedad de algoritmos recursivos, cada uno
de los cuales ofrece ventajas propias. El desafio que debe enfrentar el usuario del filtro adaptativo
es, en primer lugar, comprender las capacidades y limitaciones de varios algoritmos de filtrado
adaptativo y, en segundo lugar, utilizar este conocimiento en la seleccién del algoritmo apropiado
para la aplicacidn en cuestion.

En la literatura se ha desarrollado una amplia variedad de algoritmos recursivos para el
funcionamiento de filtros adaptativos lineales. La eleccion de un algoritmo sobre otro estd
determinada por uno o mas de los siguientes factores:

¢ Robustez. Para que un filtro adaptativo sea robusto, pequeifas perturbaciones (es decir,
perturbaciones con poca energia) solo pueden resultar en pequefios errores de estimacién. Las
perturbaciones pueden deberse a una variedad de factores, internos o externos al filtro.

¢ Requisitos computacionales. Aqui las cuestiones de interés incluyen (a) el nimero de
operaciones (es decir, multiplicaciones, divisiones y sumas / restas) necesarias para hacer un ciclo
de adaptacién completo del algoritmo, (b) el tamafio de la memoria necesaria para almacenar los
datos y el programa, y (c) la inversion necesaria para programar el algoritmo en una computadora.

» Tasa de convergencia. Esto se define como el numero de ciclos de adaptacion necesarios para
qgue el algoritmo, en respuesta a entradas estacionarias, converja "lo suficientemente cerca" de la
solucion de Wiener 6ptima en el sentido del error cuadratico medio. Una tasa rapida de
convergencia permite que el algoritmo se adapte rapidamente a un entorno estacionario de
estadisticas desconocidas.

e Desajuste. Para un algoritmo de interés, este parametro proporciona una medida cuantitativa
de la cantidad por la cual el valor final del error cuadratico medio, promediado sobre un conjunto
de filtros adaptativos, se desvia de la solucidon de Wiener.

¢ Seguimiento. Cuando un algoritmo de filtrado adaptativo opera en un entorno no estacionario,
se requiere del algoritmo que rastree las variaciones estadisticas en el entorno. El rendimiento de
seguimiento del algoritmo, sin embargo, esta influenciado por dos caracteristicas contradictorias:
(1) tasa de convergencia y (2) fluctuacién de estado estable debido al ruido del algoritmo.

e Estructura. Esto se refiere a la estructura del flujo de informacién en el algoritmo, determinando
la manera en que se implementa en forma de hardware. Por ejemplo, un algoritmo cuya estructura
presenta una alta modularidad, paralelismo o simultaneidad es muy adecuado para la
implementacién mediante la integracién de dispositivos a gran escala (VLSI).
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¢ Propiedades numéricas. Cuando un algoritmo se implementa numéricamente, se producen
inexactitudes debido a errores de cuantificacion, que a su vez se deben a la conversidn analdgica
a digital de los datos de entraday la representacién digital de los calculos internos. Por lo general,
es la ultima fuente de errores de cuantificacion la que plantea un problema de disefio serio. En
particular, hay dos cuestiones basicas de interés: la estabilidad y la precisién numérica. La
estabilidad numérica es una caracteristica inherente de un algoritmo de filtrado adaptativo. La
precisién numérica, por otro lado, estd determinada por el nimero de bits. Se dice que un
algoritmo de filtrado adaptativo es numéricamente robusto cuando es insensible a las variaciones
en la longitud de la palabra utilizada en su implementacion digital.

Estos factores, a su manera, también entran en el diseio de filtros adaptativos no lineales, excepto
por el hecho de que ahora ya no tenemos un marco de referencia bien definido en forma de filtro
Wiener. Mas bien, hablamos de un algoritmo de filtrado no lineal que puede converger a un
minimo local o, con suerte, a un minimo global en la superficie de rendimiento del error.

Bdsicamente, podemos identificar dos enfoques distintos para implementar algoritmos
correspondientes a filtros adaptativos lineales, LMS y RLS

En la Fig. 136 se muestra un esquema bdsico de un sistema adaptativo.

Z

x[n] Filtro Salida
Adaptati
aptativo y[n] o[

/ Error

dln]  salida del
Sistema

Fig. 136 — Sistema adaptativo

x[n]: entrada del filtro
y[n]: salida del filtro
e[n]: error generado

d[n]: funcién deseada

El filtro, después de un tiempo que realice varias iteraciones, debera generar una aproximacion a
la funcién deseada d[n]. Se debe reducir el error e[n]. En filtros adaptativos se utiliza mucho
minimizar el error cuadratico medio (MSE) mediante la siguiente funcién de costo:

J = E{e?[n]} = E{d?*[n] — 2.d[n].y[n] + y*[n]}

El filtro del sistema adaptativo podria ser un filtro IR, filtro lattice, un combinador lineal de entradas
adaptativo u otra estructura. Utilizaremos el filtro FIR.
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xo[n]
_—

x1[n]
—_——)

lnl_

Fig. 137 — Combinador Lineal de Entradas Adaptativo

Se pueden implementar diferentes filtros. Analizaremos el caso del filtro FIR, escribimos su ecuacion
caracteristica para con coeficientes fijos:

N-1
ylnl = ) by xln — k]
k=0

Los filtros adaptativos buscan hallar los valores mds adecuados de los coeficientes wy, de manera
de minimizar la salida de error e[n] del sistema adaptativo. Estos coeficientes se actualizan a medida
gue va cambiando la entrada al sistema. En la Fig. 68 se muestra un esquema del Filtro Adaptativo FIR.
La salida del filtro y[n] se expresa mediante la siguiente ecuacion:

y[n] = I owi[nl.x[n —i] = wT[n].x[n]
Siendo x[n] = [x[n], x[n—1],.....x[n— N]]T

wln] = [WO[TL], wy(n], ... ....WN[n]]T
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Fig. 138 — Filtro Adaptativo FIR

La sefial de entrada es x[n]. La sefial de error es e[n] resulta de la resta entre la sefial deseada d[n]y
la salida del filtro y[n].

La salida del filtro se obtiene mediante:

ylnl = w'[n].x[n] (109)

Siendo w[n] los coeficientes del filtro
Se obtiene la Ecuacién para el célculo de la sefial de error:
e[n] = d[n] — y[n] (110)

Generalmente se trata de que la sefial e[n] sea cero, para esto a partir de la sefial x[n] se genera y[n]
y se van ajustando los coeficientes del filtro para que y[n] sea igual a la sefial esperada d[n].

Se disponen de distintos métodos pata minimizar la sefial de error e[n]. Por ejemplo, en caso de
conocer la estadistica de las sefiales, se puede minimizar la siguiente funcién: J = E{|e[n]|?}. O en
caso de no conocer la estadistica, se puede simplificar minimizando la funcién: J; = |e[n]|?. Mediante
el algoritmo de gradiente descendente, se obtiene:

wn + 1] = w[n] — %.V] (111)
Siendo u una constante que modifica la velocidad de convergencia del algoritmo.
Mediante el método LMS (Least Mean Square), se tiene la siguiente ecuacidn:
w[n + 1] = w[n] + u.e[n]. x[n] (112)
En cada instante n se tienen los siguientes tamafios de vectores:
wn+1] - Nx1

w[n] - Nx1
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e[n] - 1x1

x[n] - Nx1

A modo de ejemplo, para w=0,01 vy filtro de un solo coeficiente se tiene:
win + 1] = w[n] + 0,01.x[n].e[n] ;

Siendo y[n] = w[n].x[n] ; e[n] = d[n] — y[n]

Método de gradiente estocastico descendente

El enfoque de gradiente estocastico utiliza una linea de retardo con derivacion, o filtro FIR, como
base estructural para implementar el filtro adaptativo lineal. Para el caso de sefiales estacionarias,
la funcién de costo J, también conocida como indice de desempefio, se define como el error
cuadratico medio (es decir, el valor cuadratico medio de la diferencia entre la respuesta deseada
y la salida del filtro FIR). Esta funcidn de costo es precisamente una funcién de segundo orden de
los pesos de los bloques del filtro FIR. La dependencia del error cuadratico medio de los pesos
desconocidos de los blogues puede verse en forma de un paraboloide multidimensional (es decir,
un "tazén") con un fondo definido de forma dnica o un punto minimo. Como se menciond
anteriormente, nos referimos a este paraboloide como la superficie de comportamiento del error;
los pesos de los bloques correspondientes al punto minimo de la superficie definen la solucidn
6ptima de Wiener.

Para desarrollar un algoritmo recursivo con el fin de actualizar los pesos del filtro FIR adaptativo
utilizando el enfoque de gradiente estocastico, como su nombre lo implica, debemos comenzar
con una funcién de costo estocdstico. Para tal funcidn, por ejemplo, podemos usar el valor
instantaneo al cuadrado de la sefial de error, definido como la diferencia entre la respuesta
deseada suministrada externamente y la respuesta real del filtro FIR a la sefial de entrada.

Js = le[n]I?

Luego, al derivar esta funcion de costo estocastico con respecto al vector de pesos de del filtro,
obtenemos un vector de gradiente que es naturalmente estocdstico. Con el deseo de avanzar hacia
la optimizacién, la adaptacion se realiza a lo largo de la direccién "negativa" del vector de
gradiente.

En la Fig. 139 se muestra la funcién de error cuadrdtico medio J en funcién de w para el caso 2
coeficientes.
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Superficie MSE
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Fig. 139 — Funcion de error cuadrdtico medio | en funcion de w.
Algoritmo LMS

El algoritmo de minimos cuadrados medios LMS (en inglés Least Mean Squares) fue desarrollado
por Widrow y Hoff (Widrow &Hoff, 1960). Este algoritmo de filtrado adaptativo resulta del enfoque
de pasos descendentes, puede expresarse en palabras de la siguiente manera:

Vector de Vector de Parametro de Vector sefial
pesos = | pesos |+ tasa de X de X de
actualizados anterior aprendizaje entrada error

El parametro de tasa de aprendizaje determina la tasa a la que se realiza la adaptacion. El
algoritmo recursivo asi descrito se denomina LMS, que es simple en términos computacionales y
eficaz en rendimiento. Sin embargo, su comportamiento de convergencia es lento y dificil de
estudiar matematicamente.

Procesos basicos del Algoritmo LMS:

e Proceso de Filtrado

e Calcular la salida del filtro. En caso de filtro FIR convolucionar la entrada con los
coeficientes

e Estimar el error

e Proceso de adaptacién

e Ajustar los pesos

A continuacién, se muestra el calculo del error cuadratico medio (MSE).

ylnl = w'[n].x[n] (113)

e[n] = d[n] - y[n] = d[n] —w'[n].x[n] (114)
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J = e?*[n] = (d[n] —w"[n].x[n)?  (115)

e?[n] = d?[n] — 2.d[n].wT[n].x[n] + wT[n].x[n]. xT[n]. w[n] (116)
Aplicamos en ambos miembros el operador E{ } correspondiente al valor esperado

E{e?[n]} = E{d?[n] — 2.d[n].wT[n].x[n] + wT[n].x[n].xT[n].w[n]} (117)

] = E{e?[n]} = E{d?[n]} — 2. E{d[n].wT[n].x[n]} + E{wT[n].x[n]. xT[n].w[n]} (118)

Para un filtro con coeficientes fijos (w = w[n]), la funcién MSE para un entorno estacionario se
puede reescribir:

] = E{d?[n]} — 2.wT.E{d[n].x[n]} + wT.E{x[n].xT[n]}.w (119)
Teniendo en cuenta:
J = E{e?[n]}: MSE, es el error cuadratico medio
o? = E{d?*[n]}: autocorrelacién de la sefial deseada
p = E{d[n].x[n]} : correlacién cruzada entre d[n] y x[n]

R = E{x[n].xT[n]} : autocorrelacién de la entrada x[n]

Obtenemos:

] =E{d*[n]}-2.wl.p+wl.R.w (120)

|]=O'2—2.WT.p+WT.R.W (121)

Se desea obtener el valor del peso ideal, es decir el valor de w que minimice el error J. Para el caso
de un coeficiente, se calcula la derivada de ] y se iguala a 0.

d 122
V]W=ﬁ=—2.p+2.R.w (122)
a] (123)
—=-2. 2Rw=0
aw p+ w
Rw=p (124)
Wo = Woptima = R_l-p (125)

Se obtuvo Wyptimq que es la solucion 6ptima de Wiener
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En la Fig. 140 se muestra un ejemplo del error cuadratico medio J para al algoritmo de pasos

_ d - .
descendentes con 1 coeficiente. Notar que para ﬁ > 0 el coeficiente decrece y viceversa

daj daj daj ( d])
—_— — —_— — :> — —_—
;4 L <0 = (-p)>o0 /4 < >0 us) <o
]n ]n \
]n+1 ]TL+1
]min ]min
»y >
Wn Wnis Wo Wo Wni1 Wn w

Fig. 140 — Ejemplo de error cuadrdtico medio | para al algoritmo de pasos descendentes con un coeficiente.
Izquierda) Y y derecha) AN
dw dw

Los pesos se actualizan en cada iteracidn, el nuevo w, es decir w[n + 1] debe ser el w anterior: w[n]
al cual se le resta/suma un porcentaje de §,,(n) que lleve a la funcién al valor minimo de J. Siendo u
una constante que modifica la velocidad de convergencia del algoritmo

wln + 1] = w[n] — u. gy [n] (126)
Gwln] = /V\]w
a] _

Teniamos: V], = = —2.p+2.R.w

Ahora §,,[n] es una estimacion del gradiente

Gwlnl = VJ,, = =2.p[n] (127)
+ 2.R[n].w[n]

Donde R indica una buena estimacién de Ry p indica una buena estimacién de p
Reemplazando ecuacion (127) en la ecuacidn (126) se obtiene:
wn + 1] = w[n] + 2. u. (ﬁ[n] — ﬁ[n].w[n])
Una posible solucidn es tomar las siguientes estimaciones:
pln] = d[n].x[n]
R[n] = x[n].xT[n]
Recordando los valores dep y R:
p = E{d[n].x[n]} : correlacién cruzada entre d[n] y x[n]
R = E{x[n].xT[n]} : autocorrelacién de la entrada x[n]
Entonces el gradiente estimado queda:

Gwlnl = =2.9[n] + 2.R[n].w[n]
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gwlnl = —=2.d[n].x[n] + 2.x[n].xT[n].w[n]
gwln] = 2.x[n](=d[n] + x" [n].w[n])
Reemplazando: y[n] = wT[n].x[n] ;e[n] = d[n] — y[n], se obtiene:
gwln] = —2.e[n]. x[n]

Reemplazando en: w[n + 1] = w[n] — u. §,,[n], obtenemos la siguiente solucién conocida como LMS
(Least Mean Square):

|W[n + 1] = win] + u 2.e[n].x[n]| (128)

Recordar que el filtro tiene N + 1 coeficientes
y[n] = I¥ owilnl.x[n —i] = wT[n].x[n]
Siendo x[n] = [x[n], xn—1],.....x[n— N]]T

T
wln] = [wo[n], wy[n], ... ....WN[n]]
Si la funcién objetivo ] = E{e?[n]} es reemplazada por el valor instantdneo del error cuadratico medio
e?[n] se tiene el siguiente vector:

de?[n] de[n] de[n] de[n]
= =|2. . , 2. . )
A e T Y

Gwlnl oW

En la Fig. 141 se muestra un esquema del sistema adaptativo, detallando el filtro FIR

2 dln]  salida del
x[k]
z-1 - - ; ° .
x[n] =] 1 Salida Sistema
e A
. " o z Error
7

Fig. 141 — Sistema adaptativo con filtro FIR.

Otra nomenclatura

Partiendo de la ecuacidn utilizada en LMS para un filtro FIR se reescribe la ecuacién de la siguiente
forma:

Wne1 = Wy + 1. 2. e[n]. x[n]

Para un filtro FIR de orden n, se extiende el algoritmo LMS de la siguiente forma:
Wpali] = wyli] + p. 2. e[n]. x[n — i]

Siendoi =0,1, ... ... , N; varios pesos

y[n] = w,[0]. x[n] + wy,[1].x[n — 1] + -+ ... 4wy [N — 1]. x[n — N + 1]
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Nota: Para hallar la dltima ecuacién se tiene en cuenta la respuesta del filtro FIR: y[n] =
YN_o br.x[n — k], pero para sistemas adaptativos se utilizan los coeficientes w, [i] en vez de by. Asi
se expresa que w,, varia en funcidn de las iteraciones del algoritmo.

Factor de Convergencia LMS

Para un filtro FIR de orden n, se extiende el algoritmo LMS de la siguiente forma:
Wpali] = wyli] + p. 2. e[n]. x[n —i]
Siendoi =0,1, ... ... ,N —1;

El factor de convergencia u debe cumplir:

1
N.P,

O<u< ; siendo P, la potencia de la sefial de entrada.

En la practica, si tenemos un ADC que tiene datos de 16 bits, la amplitud méxima de la sefial debe
ser A = 21, Entonces la potencia de entrada maxima debe ser menor que:

P < (215)2 — 230
Por lo tanto, podemos hacer una seleccion del pardmetro de convergencia como:

9,3. 10710

O<pu<— = 0<pu< -

N.230

Algoritmo LMS
Los pasos basicos para implementar un algoritmo LMS de un sistema adaptativo son:

a) |Inicializar los pesos del filtro:  w(0),w(1), ... ... w(N — 1), por ejemplo, con unos, o con

valores arbitrarios
b) Asignar un valor adecuado de u
c) Leerd[n]y x[n],y calcular la salida del filtro: y[n]

y[ln] =w(0).x(n) + w(l).x(n—1) + - .....4w(N —1).x(n— N + 1)
d) Calcular el error e[n]:
e[n] = d[n] — y[n]

e) Actualizar los nuevos coeficientes del filtro w[n + 1] con los valores w([n] anteriores, el error

y los datos de entrada:

Para: i = 0,1, ...... ,N—1

wli] = wli] + u.2.e[n]. x[n — i]

f) Repetir algunas veces el algoritmo desde el punto c) para minimizar el error y ajustar los
coeficientes

Partiendo de la ecuacion:

win + 1] = wn] + u. 2. e[n]. x[n]

Podemos reescribir la ecuacidn en forma detallada indicando los coeficientes del filtro:
w;i[n + 1] = w;y[n] + u. 2. e[n]. x[n]

A partir de esta Ultima ecuacién y teniendo en cuenta la Fig. 68, se obtiene la Fig. 142 correspondiente
a un filtro FIR con algoritmos LMS
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wyln + 1]
2.u.e[n]
—_— z 1 wo[n]
(n + 1] = wi[n] + u. 2. e[n]. x[n]
x[n] v
» ‘r).(\:
x[n]. wo[n]
,—1
d[n]
—>| E—— 71 wy[n]
y[n] e[n]
—
,-1
!
; > —_— Z—1 WN[n]
z7! x[n].wy[n]
@
2.u

2.u.e[n] <<_

Fig. 142 — Filtro Adaptativo LMS FIR

Filtro de Wiener

Dado un conjunto L de coeficientes correspondientes a las Respuesta de un filtro FIR:

wln] = {wy[n], wylnl, s, w1 [n]}T (129)
Siendo el conjunto de sefiales de entrada:
x[n] = {x[n], x[n—1], ..., x[n =L+ 1]}7 (130)
La Salida del filtro se calcula con la siguiente expresion:
s (131)
yinl = > wilnl. xfn — 1
i=0
Expresado en vectores:
y[n] = wT[n].x[n] = xT[n].w[n] (132)
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Generalmente la salida y[n] obtenida en esta Ultima expresidn se compara con la sefial deseada d[n].
Donde la sefial de error es la resta de ambas sefiales. Junto con esta definicion de e[n] y la ecuacién
(132) obtenemos:

e[n] = d[n] — y[n] = d[n] — w'[n].x[n] (133)

Mediante los algoritmos adaptativos, se modifican los coeficientes del filtro para minimizar este error
residual

Filtros de Wiener

El filtro de Wiener es un filtro propuesto en la década de 1940 por Norbet Wiener. Mediante métodos
estadisticos reduce lo mas posible el error cuadratico medio (MSE) entre la sefial deseada del filtro y
la seial de entrada. Kolmogorov en forma independiente publicé en 1941 resultados equivalentes en
tiempo discreto. Por esto, la teoria es a veces se denomina teoria de filtrado de Wiener-Kolmogorov.

Se buscan los valores dptimos de los coeficientes mediante la ecuacidon de Wiener-Hopf.

Este método presenta la desventaja que se deben conocer las propiedades estadisticas de la sefial
deseaday sus relaciones con la sefial de entrada. Los filtros de Wiener se puede decir que no aprenden.

Algoritmo de error cuadratico medio (MSE)

En este algoritmo las sefiales x[n] y d[n] tienen que ser estacionarias. Para reducir el error e[n]
mediante un algoritmo adaptativo hay que ajustar en forma progresiva los coeficientes o pesos del
filtro. Para aplicar estos algoritmos hay que tener en cuenta la superficie de error cuadrdtico medio
(MSE), esto resulta muy importante en los algoritmos de adaptacién, donde los coeficientes del filtro
dependen de esta MSE.

El MSE esta dado por la siguiente ecuacion:

J = &In] = Efle[n]|?} (134)

Para un primer analisis simplificado, que se cumple bajos ciertas condiciones, se utiliza la siguiente
expresion:

¢[n] = E{e*[n]} (135)
E{ 1} representa la esperanza matematica o valor esperado
Si sustituimos la ecuacién (133) en (135)
¢[n] = E{e?[n]} = E{ (d[n] —w'[n].x[n]).(d[n] —wT[n].x[n]) } (136)
é[n] = E{ d?[n] —2.d[n].wT[n].x[n] +wT[n].x[n].wT[n].x[n]} (137)

é[n] = E{e?[n]} = E{ d?[n] } — 2.wT[n].E{d[n].x[n]} + wT[n]. E{x[n].x[n] }.w[n] (138)

Reemplazando p y R en la ecuacién anterior, se obtiene:
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é[n] = E{e?[n]} = E{ d?[n] —2.pT.w[n] +wT[n].R.w[n]}

€[n] = E{e?[n]} = E{ d?[n]} —2.p".wIn] +w’[n].R.w[n]| (140)
Siendo p la funcion de correlacion entre d[n] y x[n]:

lp = E{d[n].x[n]} = [rgx(0), 7ax(1),  o.omae(@ — D] (141)

Con 14,(k) = E{d[n].x[n — k] } (142)

Por otro lado R es la matriz de autocorrelacién de x[n]:

R = E{x[n].xT[n] }

(143)
rxx(o) rxx(l) rxx(L - 1) (144)
R = rxx(l) rxx(o) rxx(L - 2)
Tex(L— 1) 7ye(L —2) Txx(0)
Con 1y, (k) = E{ x[n].x[n — k] } (145)
El filtro 6ptimo w?[n] minimiza la funcién &[n]
Para obtener dicha funcidn, calculamos el gradiente respecto de w[n] e igualamos a 0
Utilizamos la ecuacién (140): £[n] = E{e?[n]} = E{ d?[n]} —2.p".w[n] +wT[n].R.w[n]
Vé[n]=—-2.p +2.w[n] =0 (146)
Rw[n]=p (147)

Obtenemos la ecuacidn de Ecuacién de Wiener-Hopf para el calculo de los valores éptimos de los
coeficientes:

Ecuacién de Wiener-Hopf: |W°[n] =p.R7! (148)

Se tiene una solucidn para el filtrado adaptativo, sin embargo, los vectores y matrices de correlacion
se deben calcular constantemente. Teniendo en cuenta que la seiales pueden ser no estacionarias, se
necesita mucha carga computacional para calcular las correlaciones R y p, si la matriz R es grande se
necesitan realizar muchos célculos.

Calculo del valor minimo de MSE:

Partiendo de la ecuacion (140): é[n] = E{e?[n]} = E{ d?[n]} —2.pT.w[n] +wT[n].R.w[n]
Reemplazamos el valor éptimo de los coeficientes w°[n], para obtener el minimo MSE:

Emin = E{ d?[n]} —2.pT.w°[n] +w°T[n].R.w°[n] ;reemplazamos R.w°[n] =p

$min = E{ d*[n]} —2.p".w°[n] +w"[n].p
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Pues el tamafio de w°T [n].p en el segundo miembro de la ecuacién anterior es de 1x1 (es decir es un
ntmero) con lo cual es igual a su traspuesta (para las matrices A de 1x1 vale A = AT)

Luego woT [n].p=(w°T [n].p)T=pT W°T[n])T = pTw°[n] donde se usé que (4.B)T =BT. AT y
AT =4
Es decir: w°T [n].p = pTw?[n], y con este Gltimo resultado reemplazamos en &,,,iy,.

Obtenemos el minimo MSE:

[émin = E{ d?[n] } —p”.w°[n]] (149)

Partiendo de la ecuacién (140): é[n] = E{ d?[n]} —2.pT.w[n] +wT[n].R.w[n]

$min = E{ d?[n] } —p".we[n] ; entonces:  E{ d*[n] } =& + 0" w0[n]
Reemplazamos en (6)

én] = émin + pT-wo[n] —2.pT.w[n] +wT[n]l.R.w[n] ;

Siendo m ; Dondeseuséque p’ = (R.w°[n])T =w°T[n].RT ; Reemplazamos pT =

w°T[n].RT

&[n] = &pin + wOT[n].RT.w°[n] —2.w°T[n].RT.w[n] +wT[n].R.w[n]

Como R es una matriz simétrica, se cumple: R = RT

&[n] = &pin + WO [n].R.W[n] —2.w°T[n].R.w[n] +wT[n].R.w[n]

&[n] = &pin + WO [n].R.w°[n] —w°T[n].R.wn] —w°T[n].R.w[n] +wT[n].R.w[n]  (*)
Tomamos este miembro:

wT[n].R.w[n] = woT[n].RT. WT[n]DT = woT[n]. WT[n].R)T = WP [n].R.w°[n])T =
wT[n].R.w°[n]

(A.B)T = BT.AT; Setoma: (WT[n].R.w°[n])T = wT[n].R.w°[n] por ser un nimero 1x1
wT[n].R.w[n] = wT[n].R.w°[n] reemplazamos en (*)

&[n] = &pin + WO [n].R.w°[n] —w°T[n].R.w[n] —wT[n].R.w°[n] +wT[n].R.w[n]

Sacando factor comun R.w[n] y R.w°[n]
¢[n] = &min + WO [n] —w'[n]).R.w°[n] + (—w°"[n] +w"[n]).R.w[n]
¢[n] = &min + WO [n] —w'[n]).R.w°[n] = (W°"[n] —w'[n]).R.w[n]

&[] = &pin + WOT[n] —wT[n]). (R.w°[n] — R.w[n]) ; sacamos factor comin R, multiplicamos
por (-1).(-1)

§[n] = &min + W' n] —woTnD).R.(wln] —w°[n]) ; A"—-B"=(-B)"
¢[n] = &min + {win] —wo[n]}".RAw[n] — w[n]} (150)

Siendo v[n] el vector de desviacidn de coeficientes se calcula como la diferencia entre los coeficientes
del filtro adaptativo y la solucion éptima:

|v[n] = w[n] - Wo[n]| (151)

[£n] = &min + v [n].R-v[n]] (152)
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Para cada valor del vector de coeficientes w[n] existe un valor escalar correspondiente del MSE, estos
valores asociados con w[n] forman un espacio de dimension L+1 denominado superficie de
desempefio.

En la Fig. 143 se muestra la superficie de desempefio para L=2

Superficie MSE

MSE

Estimacion de . .
Gradiente w2 5 s wl

0

1 1
wi 22 w2

Fig. 143 - Superficie de desempeiio - MSE para el caso L = 2. Izquierda: grafica en colores, Derecha: corte vertical

La figura de ejemplo corresponde a la funcién MSE = f(x,y) = x? + y? se obtiene con el siguiente
cddigo en Octave / Matlab®:

vector_x =[-2: 0.25 :2];

vector_y = vector_x;

[, y] = meshgrid(vector_x, vector_x);
z2=X"2+y.r2;

surfe(x, vy, z)

xlabel('w1'); ylabel('w2')
zlabel('MSE"); title('Superficie MSE')

colorbar

En la Fig. 144 se muestra un filtro FIR utilizado en filtro de Wiener
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Fig. 144 - Filtro FIR utilizado en filtro de Wiener
Algoritmo del descenso mas pronunciado

El algoritmo del descenso mas pronunciado se basa en el método de pasos descendentes (MSD:
method of steepest descend). MSD analiza el descenso mas pronunciado. En la Fig. 143 se muestra un
ejemplo de error cuadratico medio (MSE), la funcién de error resulta cuadratica respecto de los
coeficientes w. Se realiza un ajuste de coeficientes en varios pasos para minimizar el error, en la figura
se observa una especie de “tazdn”, en cada paso se desciende en la superficie del tazén hasta llegar al
error minimo &,,,;,, que corresponde a los valores éptimos de w[n], denominados w°[n]

Mediante MSD se eligen valores iniciales arbitrarios de w[n] que corresponde a un error inicial £[0]
correspondiente al tiempo inicial n = 0. Posteriormente se desplaza en pasos por la superficie en
direccidn tangente a sus puntos, se desciende al fondo del tazén hasta llegar al error minimo &,,;,. Los
coeficientes del filtro se actualizan en direccion negativa al gradiente de la superficie de error. Para
cada punto de la superficie se tiene una configuracion de filtro y un error dado por el conjunto
{w[n], &[n]}. Para cada punto de la superficie, existen derivadas direccionales que tienden al error
minimo. Es decir, existen pendientes a la superficie correspondientes a cada eje w;, siendo w; las
componentes de w([n]. Estas pendientes estdn definidas por las derivadas direccionales d¢é[n]/dw;.
El vector de estas derivadas direccionales es el gradiente de la superficie de error V&[n].

Siendo w[n + 1] el valor posterior a w[n], el descenso mds corto se expresa de la siguiente manera:

wln + 1] = win] - 2. v¢[n] (153)

El vector Vé[n] corresponde al gradiente de error y el sigho negativo orienta al vector de coeficientes
w(n] en direccién negativa al gradiente. El factor de convergencia es y, indica la velocidad de descenso
en la curva y controla la estabilidad, mientras mas grande desciende mas rapido

Partiendo de la ecuacién (140): é[n] = E{ d?[n]} —2.pT.w[n] +wT[n].R.w[n]
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Siendo su gradiente V&[n] = —2.p + 2.R.w[n] , reemplazamos en ecuacion (153), obtenemos la
expresion del algoritmo de pasos descendentes:

|W[n +1]=wn]l+u(p - R.W[n])| (154)

El vector V&[n] vale cero cuando w[n] llega al valor éptimo w®[n]

A 4

Mecanismo de
control de ajuste
de pesos

Z wy[n]
| /'1>/

Fig. 145 - Estructura de un Filtro Adaptativo tipo FIR

Entradas E{}

x[n] ftX\A

Error
x[n—1] /)t(\‘ Conjugado
2 e*[n]
N O,

1:5- Wy—_1[n]
E{}

xn—M+1] éx «

Fig. 146 - Banco de bloques de correlacion para calcular la correccidn de los pesos del filtro para un
determinado tiempon

J. Vorobioff 194



Capitulo IV — Algoritmos de Filtrado Lineal Adaptativo

La siguiente ecuacién describe la formulacion matematica del algoritmo de descenso mds pronunciado
aplicado al filtrado de Wiener.

wln+ 1] =w[n] + u.(p — R.w[n]) conn =0,1,2 ...

Estabilidad del Algoritmo de descenso mds pronunciado

El algoritmo del descenso mas pronunciado (o pasos descendentes) utiliza realimentacién. Esta
realimentacion puede generar inestabilidad en el sistema. Esta inestabilidad estd determinada por 2
factores: a) Factor u que determina el tamafio del paso y b) la matriz de autocorrelacién de la entrada
denominada R.

Algoritmo LMS

En 1960 Bernard Widrow y Edward Hopf desarrollaron el algoritmo LMS (Least Mean Squares
Algorithm) basado en el método de pasos descendentes, para estimar una funcion variable en el
tiempo. Con este método se utiliza en forma iterativa la direccién descendente del gradiente para
reducir el error cuadratico medio (MSE) y obtener los coeficientes w[n] mas adecuados del filtro
adptativo. En la ecuacidon (153) se observa que se realiza una suma en direccidn contraria al gradiente,
los coeficientes seguiran un camino de mayor descenso a través de la superficie de error. En muchas
aplicaciones se desconocen las estadisticas de x[n] o d[n], por lo cual el método de pasos
descendentes no se puede utilizar en forma directa, ya que se necesita conocer el gradiente en cada
operacién. Para solucionar este problema, Widrow propuso usar el error cuadratico instantdneo e?[n],
para obtener el error cuadratico medio mediante la siguiente ecuacion:

&[n] = e?[n] (155)
Es decir que se utiliza esta ecuacion, en vez de la ecuacion (140): é[n] = E{e?[n]}

Tomado la ecuacidon (155), la estimacion del gradiente para el algoritmo LMS es el gradiente
instantaneo de una muestra del error cuadratico:

Vé[n] = 2.V{e[n]}.e[n] (156)

Utilizando la ecuacién (133): e[n] = d[n] — wT[n].x[n], el gradiente resulta:
Ve[n] = —x[n] (157)

Reemplazando en ecuacién anterior se obtiene Ila estimacion del gradiente:

|V€n] = —2.x[n].e[n]] (158)

Reemplazando en ecuacion (153): w[n + 1] = w(n] —%.Vf[n], donde utilizamos V&[n] en vez de

Vé[n]

|W[n + 1] =w[n] + y.x[n].e[n]l (159)
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Caracteristicas del Algoritmo LMS

Este algoritmo es una implementacidon simple del método de pasos descendentes (MSD), su
complejidad computacional escala linealmente con la dimensidn del filtro de respuesta finita FIR.

A diferencia del filtro de Wiener, no se requiere conocimiento de las estadisticas del entorno en que
trabaja. Resulta robusto ante perturbaciones ambientales desconocidas

Otra caracteristica importante es que no requiere invertir la matriz de correlaciéon del regresor (por
ejemplo, de la entrada), lo que simplifica las cuentas respecto del algoritmo RLS.

Debido a todas estas caracteristicas, este algoritmo es uno de los mas utilizados en filtros adaptativos.

Estructura del Algoritmo LMS
En la Fig. 147 se muestra un diagrama general del Algoritmo LMS. Se observan 3 componentes:

a) Filtro FIR que opera, en este caso sobre la entrada x[n], para generar una estimacién de la
respuesta deseada d[n]. Este filtro utiliza los coeficientes w[n] que se actualizan en forma
iterativa.

b) Un comparador, que realiza la resta entre respuesta deseada d[n] y la estimacion de la
respuesta deseada d[n], generando la funcién de error o también llamada sefial de error e[n].

c) Un mecanismo de control de pesos adaptativo que ajusta cada uno de los valores w[n]
utilizados en el filtro FIR. Realiza los célculos en base al vector de pesos anterior w[n — 1], la
sefial de error e[n] y la entrada x[n]

Referencia
Filtro Adaptativo
:— """""""""" T + d[n]
1
Entrada 1| FiltroFIR |!salida —
1 1 > z —>
1 W[n] i — 4 g
x[n] | {————lyln] = dn] e[n]
1 1
i Mecanismo de i Error
: control '
'| Adaptativo E
L 1

Nd

Fig. 147 — Esquema general del Algoritmo LMS con filtro FIR

El error cuadratico medio (MSE) del método de descenso mas pronunciado se obtiene con la siguiente
ecuacion:

J = &In] = Efle[n]|?} (160)

Al comparar el mecanismo de control de la Fig. 148 para el algoritmo LMS con respecto al método de
descenso mas pronunciado de la Fig. 146, vemos que el algoritmo LMS usa el producto x[n — k].e*[k]
como una estimacion del elemento k en el vector gradiente V/[n] que caracteriza el método de
descenso mas pronunciado. Es decir que los bloques de Esperanza (o expectativa) se eliminan por
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completo. Por consiguiente, el calculo recursivo de cada peso de derivacidn en el algoritmo LMS sufre
de ruido de gradiente.

Elementos del
regresor (por
ejemplo vector de

entradas)
Error
estimado
e’[n
(e
)
A Parametro de
paso descendente
T 8. wy-1[n]

Fig. 148 — Detalles del Mecanismo de control de pesos adaptativos

Algoritmos Basados en LMS

Existe una serie de algoritmos alternativos basados en LMS. Estos algoritmos tienen como objetivo
reducir la complejidad computacional y/o el tiempo de convergencia. A continuacion, se muestran los
algoritmos mas utilizados:

LMS Bdésico

Algoritmo de Error cuantificado

Algoritmo LMS—Newton

Algoritmo LMS Normalizado

Algoritmo en Dominio de frecuencia (o dominio transformado) LMS

Algoritmo de proyeccidn afin

Los algoritmos de error cuantificado (Quantized-error algorithms) reducen la complejidad
computacional de los algoritmos LMS al representar la sefial de error con una longitud de palabra corta
o con un simple nimero de potencia de dos. Siendo Q una operacién de cuantificacidn, se tiene la
siguiente expresion:

wlk + 1] = wlk] + 2. u. Q(e[k]). x[k]

A modo de ejemplo la cuantificacién puede estar dada por la funcién signo:

1, a>0
sgn(a) =40, a=0
-1, a<o0
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wlk + 1] = wlk] + 2. u.sgn(e[k]). x[k] Algoritmo signo del Error
wlk + 1] = wlk] + 2. u. e[k]. sgn(x[k]) Algoritmo signo de los datos

El algoritmo LMS-Newton incorpora estimaciones de las estadisticas de segundo orden de las sefales.
El objetivo del algoritmo es evitar la convergencia lenta del algoritmo LMS en los casos de tener sefial
de entrada altamente correlacionada. La mejora en la tasa de convergencia se logra a expensas de una
mayor complejidad computacional. La realizacién no recursiva del filtro adaptativo conduce a una
superficie MSE que es una funcidn cuadratica de los coeficientes del filtro. En la estructura FIR de forma
directa, el MSE se puede describir mediante:

elk + 1] = e[k] + g, T[k]. W[k + 1] = w[k]) + W[k + 1] = w[k]DT.R. (W[k + 1] — w[k])

La velocidad de convergencia en el algoritmo LMS-Newton es independiente de la dispersion de los
autovalores de la matriz de correlacién de las sefales de entrada. Esta mejora se logra mediante el uso
de una estimacion de la inversa de la matriz de correlacion de sefiales de cinco entradas, lo que
conduce a un aumento sustancial de la complejidad computacional.

~

wlk + 1] = wlk] + 2. p.e[k]. R~ [k]. x[k]

El algoritmo LMS normalizado contiene un factor de convergencia variable que minimiza el error
instantdneo. Tal factor de convergencia generalmente reduce el tiempo de convergencia, pero
aumenta el desajuste.

wlk + 1] = wlk] + 2. u,.elk]. x[k] = wlk] + Aw[k]

En el algoritmo de Transformada del dominio (Frequency-domain or transform-domain), se aplica una
transformada a la sefial de entrada. Esto permite reducir la dispersion de los autovalores de la matriz
de correlacién de la sefial transformada en comparacion con la dispersidn de los autovalores de la
matriz de correlacion de la sefial de entrada. El algoritmo LMS aplicado a la sefial transformada mejor
acondicionada logra una convergencia mas rapida.

Se aplica una Transformacién ortonormal:
s[k] = T.x[k]
T.TT =1

El algoritmo de proyeccion afin reutiliza datos antiguos, lo que da como resultado una convergencia
rapida cuando la sefial de entrada estd altamente correlacionada, lo que lleva a una familia de
algoritmos que pueden compensar la complejidad computacional.

Andlisis de la estabilidad y performance del LMS.

Suponemos que un filtro desconocido del tipo FIR con coeficientes w, es identificado por un sistema
adaptativo con algoritmo LMS con filtro FIR de mismo orden. A la salida del sistema desconocido
tenemos ruido blanco n[k] agregado con media cero y varianza o2. El error en los coeficientes del
filtro adaptativo en relacién con el vector de coeficiente ideal w,, en cada iteracién, se describe
mediante un vector de longitud N + 1 dado por:
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Aw(k] = wlk] — w,

Mediante esta ecuacién, usando Aw[k], el algoritmo LMS se puede escribir en forma alternativa de la
siguiente forma:

Awlk + 1] = Aw[k] + 2. u. e[k]. x[k]
Reemplazamos e[k] = xT[k].wy + n[k] — xT[k]. w[k]
Awlk + 1] = Aw[k] + 2. p. x[k]. {xT[k].wy + n[k] — xT[k].w[k]}
Awlk + 1] = Aw[k] + 2. p. x[k]. {n[k] + xT[k].wy — xT [k].w[k]}
Reemplazamos: ey[k] = nlk] ; Awlk] = wlk] — w,
Awlk + 1] = Aw[k] + 2. u. x[k]. {eolk] — xT [k]. Aw[k]}
Awlk + 1] = Aw[k] — 2. . x[k]. xT[k].Aw[k] + 2.u..eo[k]. x[k]
Awlk +1] = {I — 2. u.x[k]. xT[k]}. Aw[k] + 2.u.eo[k]. x[k]
Donde e, [k] es el error éptimo dado por:
eolk] = d[k] — wl.x[k]
eolk] = wl . x[k] + n[k] — wl . x[k]
eolk] = n[k]
Aplicamos Valor esperado en ambos miembros:
E{Aw[k + 1]} = E{{I - 2.,u.x[k].xT[k]}.AW[k]} + 2.u.E{eylk]. x[k]}

Asumiendo que los valores de x[k] estadisticamente son independientes de los valores de Aw[k] y
ortogonales a ey[k]. Desaparece segundo término del lado derecho, se realizan las siguientes
simplificaciones:

E{Aw[k + 1]} = (I — 2. u. E{x[k]. xT[k]}). E{Aw[k]}
E{Aw[k + 1]} = (I — 2.4 R).E{Aw[k]}

La primera suposicién se justifica asumiendo que la desviacidn en los parametros depende Unicamente
de los vectores de sefial de entrada anteriores, mientras que la segunda suposicion consideramos que
la sefial de error en la solucién éptima es ortogonal a los elementos del vector de sefial de entrada.

La expresidn anterior conduce a:
E{aw[k + 1]} = (I — 2. u. R)* L. E{AW[0]}

Premultiplicamos la ecuacién: E{Aw[k + 1]} = (I — 2.u.R).E{Aw[k]} por QT, donde Q es la matriz
unitaria que diagonaliza R generando una transformacion similar. Al ser matriz unitaria cumple
Q.Q* =1, Siendo Q™ el traspuesto conjugado, también llamado Hermitiano. Obtenemos:

E{QT.Aw[k + 1]} = (I — 2.4.QTR.Q).E{QT.Aw[k]}
Donde Aw'[k + 1] = QT.Aw[k + 1] es el vector de error de coeficientes rotado
E{QT.Aw[k + 1]} = E{AwW'[k + 1]} = (I — 2.1.QTR. Q). E{AW'[k]}
Siendo A = QTR.Q
E{QT.Aw[k + 1]} = E{aw'[k + 1]} = (I — 2. . A).E{aW'[k]}
= (I —-2.u.0).E{AW'[k]}
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1— 2.0 0 0
E{AW'[k + 1]} = 0 1-2.42 E{AW'[K]}
0 0 1— 2.0y

Aplicando la rotacidn, se obtiene un analisis mas simple del comportamiento del error.

Utilizando esta ecuacion: E{Aw[k + 1]} = (I — 2. u.R)*¥*1. E{Aw[0]}, en forma alternativa, se puede
escribir la siguiente expresion:

E{Aw'[k + 1]} = (I — 2. u. A* L E{AW'[0]}

(1= 2.1 2p)kt? 0 e 0

0 (1—2.p Ak

E{aw'[k + 1]} = .E{Aw'[0]}

0 (1= 2. Ay)ktt

)k+1

Analizando cada término de la matriz: (1 — 2. u. 4; , se tienen potenciasde k + 1

. . 1 .
Se puede comparar con la serie geométrica: )2, q" = T lg| < 1 para que converja.

Es decir que se debe cumplir |(1 - 2. Ai)k+1| <1
Sabiendo que los autovalores de la matriz de correlacion R son siempre reales y positivos

Entonces: 2. u. A; < 2, despejamos u y tomamos A; su valor maximo. Entonces, para poder garantizar
la convergencia de los coeficientes en la media, el factor de convergencia del algoritmo LMS debe
elegirse en el siguiente rango:

1

o<u< ; Partiendo de esta ecuacion: Aw[k + 1] = Aw[k] + 2. u.e[k]. x[k]

lmax

En cambio, si se utiliza el factor u segun la siguiente ecuacion: Aw[k + 1] = Aw[k] + u.e[k]. x[k], se
obtiene:

O<u<

Amax

Siendo 4,4, €l maximo autovalor de la matriz de correlacién R. Los valores de u elegidos garantizan
que todos los elementos de la matriz diagonal: (1 — 2.u.1;)%*! tiendan a 0 cuando con k — oo. Asi
también E{Aw'[k + 1]} tenderd a 0 para valores grandes de k

En el andlisis anterior se utiliza la teoria de la independencia, que considera todos los vectores x[k],
estadisticamente independientes. Esta suposicién nos permitié considerar independientes Aw[k] de
x[k].xT [k]. Tal suposicion, a pesar de no ser rigurosamente valida, especialmente cuando se compone
de los elementos de una linea de retardo, conduce a resultados tedricos correctos que estan de
acuerdo con los resultados experimentales.

2

La condiciéon 0 < u < para que el algoritmo LMS converja requiere conocer el valor maximo del

Amax

autovalor: A,,,, de la matriz de correlacién R. Generalmente en los algoritmos LMS el valor de 4,4
no esta disponible. En la practica, para solucionar esta dificultad, se toma la traza de R como un valor
conservativo. Entonces se reformula la condicidn de la siguiente manera:

2
o<u<<——
KSR

Se tiene en cuenta que la matriz Res positiva y Toeplitz con todos los elementos en su diagonal
principal igual a [0]. Siendo 7[0] el valor cuadratico medio de cada una de las M entradas. La traza
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de una matriz se obtiene con la suma de los elementos correspondientes a la diagonal principal,
entonces:

M-1
tr[R] = M.r[0] = E{|x[n — k]|*}

Entonces se usa la suma de los valores cuadraticos medios de las entradas x[n], x[n — 1],... x[n —
M + 1], denominada en inglés: “tap-input power”. Se escribe nuevamente la condiciéon de
convergencia del algoritmo LMS:

2

tr[R] - tap input power

O<u<

A su vez, tomando un valor mds conservativo, para simplificar cuentas se puede utilizar: 0 < u <
2

M.Potencia

Implementacion del algoritmo LMS
Parametros: M cantidad de coeficientes del filtro

W: parametro de paso

2 2
tr[R] ~ tap input power

O<u<

tap input power = Y- 1 E{|x[n — k]|*}

Inicializacidn: si se conoce un valor estimado de Ww[n] se utiliza para inicializar w[0]. Sino se inicializa
conw[0] =0

Se adquiere vector de datos x[n] de tamafio Mx1 en el tiempo n
d[n] es la entrada esperada para tiempo n
Se calcula w[n + 1], vector estimado de pesos para el tiempon + 1
Se calcula paran =0,1,2 ...

e[n] = d[n] — W [n].x[n]

wn + 1] = w[n] + w. x[n].e*[n]

Conclusiones

1 - Los filtros adaptativos se pueden utilizar a entornos donde hay cambios de sefal, superposicion
espectral entre ruido y sefial y ruidos desconocidos o variables en el tiempo y en identificaciéon de
sistemas

2. La teoria del filtro de Wiener proporciona soluciones de peso dptimas basadas en estadisticas.
Implica la recopilacidn de un gran bloque de datos, el cdlculo de una matriz de autocorrelaciéon y una
matriz de correlacién cruzada, y la inversidn de la matriz de autocorrelacion de gran tamafio

3. El algoritmo de descenso puede encontrar la solucidn de peso déptima utilizando un método
iterativo, por lo que no se necesita invertir una matriz grande. Igualmente requiere calcular una matriz
de autocorrelacion y correlacién cruzada.
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4. El LMS es un algoritmo basado en muestras, que no necesita el calculo de estadisticas y no implica
la inversidn de matrices.

5. El factor de convergencia del algoritmo LMS esta limitado por el reciproco del producto del nimero
de coeficientes de filtro y la potencia de su sefial de entrada.
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Algoritmo recursivo de los minimos cuadrados (RLS)

El segundo enfoque para desarrollo de algoritmos de filtrado adaptativo lineal se basa en el
método de recursivo de los minimos cuadrados (RLS: Recursive Least Squares). De acuerdo con
este método, se minimizan la suma de los errores cuadraticos de las diferencias entre la respuesta
deseada y la salida real del filtro.

Resulta diferente al método del gradiente estocdstico, esta minimizacion se logra mediante
manipulaciones de matrices algebraicas, lo que resulta en una regla de actualizacidon que puede
expresarse en palabras, de la siguiente manera:

Vector de Vector de Vector
pesos |=| pesos |+ de X |Innovacion
actualizados anterior ganancia

Donde la innovacién es informacién "nueva" puesta en el proceso de filtrado en el momento de
su actualizacidn. El algoritmo de filtrado adaptativo asi descrito se denomina algoritmo de minimos
cuadrados recursivos (RLS). Una propiedad distintiva de este segundo algoritmo es su rapida tasa
de convergencia, que se logra a expensas de una mayor complejidad computacional.

Cuando se reciben muestras nuevas de las sefiales entrantes en cada iteracién, la solucién para el
problema de minimos cuadrados se puede calcular en forma recursiva, lo que da como resultado
los algoritmos de minimos cuadrados recursivos (RLS). Se sabe que los algoritmos RLS persiguen
una convergencia rapida incluso cuando la dispersion de los valores propios de la matriz de
correlacién correspondiente a la sefial de entrada es grande. Los algoritmos RLS pueden tener un
rendimiento competitivo cuando se trabaja en entornos que varian en el tiempo, segin modelos
de parametros desconocidos. Todas estas ventajas tienen el costo de una mayor complejidad
computacional y algunos problemas de estabilidad, que no son tan criticos en los algoritmos
basados en LMS.

Los coeficientes se actualizan a medida que va cambiando la entrada al sistema. Salida del filtro:

ylk] = X owilk].x[k — il = wT[k].x[k] FIR
Siendo x[k] = [x —1], woxlk— N]]T
wik] = [wolk], wylk], .. ....WN[k]]T

N es el orden del Filtro

El proceso de minimizacidon de error requiere la informacion de la sefial de entrada disponible
hasta el momento. Ademas, la funcién objetivo que buscamos minimizar es deterministica: €%[k]

k
k] = ) AL e?[i]
2
k
ellk] = ) 2L [dli) = 27 [il wli]]
=0

w(k] son los coeficientes del filtro adaptativo

g[i] es el error «a posteriori» en instante i
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A es un factor de pesos exponencial: 0 K A1<1
A también se llama factor de olvido
g[k] es el error «a posteriori»
— ; . 2
ekl = T o AR [d[i] — xT[i]. wik]]

Como se puede notar, «cada error» consiste en la diferencia de la salida deseada y la salida del
filtro, usando los coeficientes més recientes w[k]

Calculamos la derivada respecto de w[k]

0ek]
owlk]

k
=—2. ) A x[i]. {d[i] - xT[i]. w[k]}
2

Igualamos a 0 para buscar el valor minimo:

0
Blo A xlil. (dli] = <"l wik) = H
0

k

k O
Ayl dli] = ) AExfi] 2T i) wik] = | °
2 2
Kk Kk
A=t x[il.dli] = ) AR Lx[i]. xT[i]. wlk]
k e
wlk] = [ /lk‘i.x[i].xT[i]] Y AR x[i].d]i]
2 2
wlk] = R [K].pp[K]
Al minimizar el error deterministico, obtuvimos:
k -1
wlk] = [ Ak_i.x[i].xT[i]] .Y A x[i].d[i] =R _1[k].p [k]
; ; b [Kl-pp

Rp [kl = [Sho Aixlilx (] 5 [pplkl = S A Lxli].dli]]

Se utiliza la informacion previa, teniendo una matriz de correlacién deterministica Rp[k]

Rp "[k]: Matriz Inversa de correlacién deterministica

pplk]: matriz de correlacién cruzada entre x y d

A: forgetting factor (factor de olvido)

Mediante el «Lema de Inversidon de Matrices» se estima RD_l[k] de la siguiente forma:

1
T2

Splk — 11. x[k]. xT[k]. Sp [k — 1]
A+ xT(k).Sp[k — 1]. x[k]

Sp [k] = RD_l[k] |Sp [k - 1]

J. Vorobioff 204



Capitulo IV — Algoritmos de Filtrado Lineal Adaptativo

La Matriz Sp[k] se inicializa como matriz diagonal. En varias iteraciones se va modificando dicha
matriz para reducir el error

Una forma préctica de estimar la matriz R es tomar valores anteriores de R multiplicados por un
factor a pequeno

|R[K] = a.x[k]x"[k] + (1 — a). R[k — 1]|

Aplicamos misma regla, Reemplazamos R[k — 1]
R[k] = a.x[k]xT[k] + (1 — a).{a.x[k — 1]x" [k — 1] + (1 — a).R[k — 2]}
R[k] = a.x[k]xT[k] + (1 — a).a.x[k — 1]xT[k — 1] + (1 — a)?.R[k — 2]
Reemplazamos: R[k — 2] .... Luego R[k — 3] se vuelve RECURSIVO.

Obtenemos:

k-1

Rk] = @ x[k]xT[k] + a. 2(1 — )R [i]x T[]

i=0

Tomando la Gltima ecuacién, si aplicamosE{ }en ambos ladosy k — o
E{R[kl} = a. 2 o(1 — ) LE{x[i]xT[i} =R ; k-
Es decir que para valores muy grandes de k obtenemos R

Para invertir R[k] utilizamos lema de inversidn de matriz (matrix inversion lemma), que dice:

[[A+BCD] = A" — A"'B[DA™'B + C~']"1DA! |

Siendo A,B,C,D matrices de tamafio apropiado. Ay C no singulares
Tomamos: R[k] = a.x[k]xT[k] + (1 — a).R[k — 1]
Reemplazamos: A = (1 —a).R[k—1] ;B=DT=x[k] ; C=«a

Operando se obtiene:

Splk — 11. x[k]. xT[k]. Sp [k — 1]
A+ xT(k).Sp[k — 1]. x[k]

Solk) = Ry ™11 = . [splk =1

RD_I[k] resulta menos compleja de calcular (de orden N? multiplicaciones) que la inversién
directa de R[k] (de orden N3 multiplicaciones)

Resumiendo, tenemos las siguientes ecuaciones para el algoritmo RLS:

k
polll = > A x[i].dli]
i=0

Splk — 1]. x[k].xT[k].Sp[k — 1]
A+ xT(k).Splk — 1]. x[k]

Solk) = Ry~ 1K1 = 7. [solk — 11 -

wlk] = R, [k].pplk]

En los resultados anteriores se utiliza error a posteriori

También se puede utilizar el error a priori, que corresponde al algoritmo RLS Alternativo
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e[k] = d[k] — xT[k].w[k — 1]
Manipulando matrices se obtiene la siguiente expresion:

wlk] = wlk — 1] + e[k].Sp[k]. x[k]

En el método RLS la Innovacién es informacién "nueva" puesta en el proceso de filtrado en el
momento de su actualizacion de coeficientes.

RLS presenta las siguientes ventajas: Rapida tasa de convergencia. Incluso con dispersiones
grandes de matriz de correlacién. Buen rendimiento en entornos que varian con el tiempo con
parametros desconocidos

Desventajas de RLS: Mayor complejidad computacional. Algunos problemas de estabilidad (LMS
no es tan critico). Es importante tener muestras nuevas de las sefiales entrantes en cada iteracion

Algoritmos de filtrado adaptativo lineal: LMS y RLS

Los algoritmos LMS y RLS constituyen dos algoritmos basicos, alrededor de cada uno de ellos se
formulan conjuntos de algoritmos. Dentro de cada conjunto, los algoritmos de filtrado adaptativo
se diferencian entre si en la forma en que se configura la estructura de filtrado. Sin embargo,
independientemente de la estructura de filtrado utilizada alrededor de la cual se realice la
adaptaciéon de los parametros, los algoritmos dentro de cada conjunto heredan ciertas
propiedades arraigadas en los algoritmos LMS y RLS. Especificamente:

» Los algoritmos basados en LMS son independientes del modelo, en el sentido de que no se
realizan supuestos estadisticos para derivarlos.

» Por otro lado, los algoritmos basados en RLS dependen del modelo, ya que sus derivadas
suponen el uso de un modelo gaussiano multivariado.

La diferenciacién que hemos hecho aqui tiene un impacto profundo en la tasa de convergencia,
seguimiento y robustez del algoritmo.

Analisis de Redes Neuronales y Sistemas adaptativos

Vamos a comparar una red neuronal fija (RNF) y un sistema adaptativo

a) En un sistema adaptativo los pesos de los coeficientes del filtro se actualizan
constantemente, mientras en una RNF solo se modifican para un conjunto de
entrenamiento, luego de entrenada la red fija no se modifican.

b) Los sistemas adaptativos admiten cambios en la sefial de entrada, esto no ocurre en las
redes fijas

c) Las RNF olvidan los datos antiguos, con lo cual si aparece ruido se pueden desviar
notablemente sus pardmetros dptimos. Mientras los sistemas adaptativos se comportan
como un sistema de memoria larga.

Para tener un buen sistema se utiliza informacién de estado que se comporta como memoria de
larga duracién. De esta manera, cuando el sistema no puede predecir la entrada, actualiza la salida
a partir de estos estados.

J. Vorobioff 206



Capitulo IV — Algoritmos de Filtrado Lineal Adaptativo

En un sistema adaptativo, cada peso de los coeficientes del filtro converge a un valor minimo con
una velocidad que resulta inversamente al autovalor del peso. A su vez, entre una iteracion y otra
se tiene un paso, si este paso realiza un ajuste grande, la velocidad de adaptacién serd mayor,
donde el paso maximo esta limitado por el mayor autovalor, por tanto, la dispersion en los
autovalores de la matriz de correlacién correspondiente a las entradas define el comportamiento
que tendra el algoritmo.

La eleccién del paso termina siendo un compromiso entre la velocidad de adaptacidny la precisidn,
por ejemplo, para un desajuste de un 15 %, el algoritmo converge en una cantidad de pasos que
resulta aproximadamente 15 veces el valor de sus pesos. En muchas aplicaciones con estas
velocidades de convergencia se pueden implementar sistemas en tiempo real.

Andlisis de convergencia RLS

RLS converge a la solucién de minimos cuadrados aproximadamente con 2M interacciones,
independientemente de que se produzca en un entorno ergédico (con factor de olvido unitario).
Notamos que este algoritmo no se ve afectado por la dispersidon de autovalores de la matriz de
autocorrelacion, pero si puede presentar inestabilidad numérica por el lema de inversidon matricial.

En la Tabla Ill se muestra una comparacién de los algoritmos LMS, NLMS y RLS

Tabla lll - Comparacion de algoritmos LMS, NLMS y RLS

1L pequefio Necesita muchas muestras para que el sistema converja

U grande Velocidad de convergencia mayor y mads eficiente, pero
aumenta el ruido

U pequefio Necesita muchas muestras para que el sistema converja. Es mas
estable que el LMS

U grande La velocidad de convergencia es mayor, sin embargo, el ruido
aumenta. Optimo para aplicaciones de cancelaciones de ruido.

U pequefio La velocidad de convergencia es mayor, pero es mas inestable y
puede no converger

U grande Disminuye la velocidad de convergencia. Puede no converger

Filtrado adaptativo en el dominio de la frecuencia

En los algoritmos tradicionales y normalizados de minimos cuadrados medios (LMS) descritos, los
pesos del filtro de respuesta al impulso finita (FIR) se adaptan en el dominio del tiempo. Reconociendo
que la transformada de Fourier mapea las sefiales del dominio del tiempo en el dominio de la
frecuencia y que la transformada de Fourier inversa proporciona el mapeo inverso que nos lleva de
regreso al dominio temporal, vemos que es igualmente factible realizar la adaptacidon de los

J. Vorobioff 207



Capitulo IV — Algoritmos de Filtrado Lineal Adaptativo

parametros de los filtros analizados en el dominio frecuencial. En tal caso, hablamos de filtrado
adaptativo en el dominio de la frecuencia (FDAF), cuyo origen puede remontarse a un articulo de
Walzman y Schwartz (1973).

Hay dos motivaciones para buscar la adaptacién en el dominio de la frecuencia:

Motivacién 1. En determinadas aplicaciones, como la cancelacidn de eco acustico en teleconferencias,
se requiere que el filtro adaptativo mantenga una respuesta impulsional muy larga (es decir, memoria
larga) para hacer frente a una duracion de eco igualmente larga. Cuando el algoritmo LMS se adapta
en el dominio del tiempo, encontramos que el requisito de una memoria larga da como resultado un
aumento significativo en la complejidad computacional del algoritmo. Los filtros adaptativos en el
dominio de la frecuencia presentan una posible solucién al problema de complejidad computacional.

Motivacién 2. se logra una tasa de convergencia mdas uniforme mediante la explotacién de las
propiedades de ortogonalidad que tiene la transformada del coseno discreta (DCT). El filtrado
adaptativo que emplea la ortogonalizacién, implementado de una forma diferente a la descripta en la
Motivacién 1, se utiliza para mejorar el rendimiento de convergencia del algoritmo LMS tradicional.

También se puede realizar un filtro adaptativo de sub-banda, que es diferente de un filtro adaptativo
auto-ortogonalizable. En un filtro adaptativo de sub-banda, los filtros elimina bandas con alto rechazo
de la banda de supresidn se utilizan para dividir en banda la sefial de entrada, por tanto, posiblemente
proporcionar una mejora en la convergencia sobre el filtro adaptativo en el dominio de la frecuencia.

Ademas, reduciendo las sefales de sub-banda (por ejemplo, reduciendo el muestreo a una tasa mas
baja), es posible lograr una reduccién importante en la complejidad computacional. Asi, un filtro
adaptativo de sub-banda ofrece una alternativa atractiva en el dominio de la frecuencia del filtro
adaptativo.

En el filtrado adaptativo en bloques se utilizan las siguientes técnicas:

e Filtrado adaptativo de dominio de frecuencia (FDAF)
e Filtrado adaptativo auto-ortogonalizable
e Filtrado adaptativo de sub-banda

Se estudiaran datos con valores reales para simplificar la presentacion.

Filtros adaptativos en bloque.

En el filtrado adaptativo en bloques, dada una secuencia x[n] se secciona en bloques de tamafio L
mediante un convertidor de serie a paralelo, que se utilizan como entrada a un filtro de respuesta al
impulso de duracion finita (FIR) de longitud M, ingresa un bloque a la vez. De modo que la adaptacién
del filtro se realiza para cada bloque en lugar de muestra por muestra como en el algoritmo LMS
tradicional (Clark et al., 1981; Shynk, 1992).

Tenemos las siguientes ecuaciones correspondientes a la entrada y a los pesos del filtro para el tiempo
n:

x[n] = [x[n],x[n —1],....x[n—M + 1]]T
Winl = [Woln], Wy, ... Wyy_1[n]]"

Utilizamos k para indicar el indice del bloque, reescribimos

n=kL+i,coni=012...,.L—-1yk=12,..
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Siendo L el largo del bloque. Los datos de entrada para el bloque k del conjunto {x[k.L + i]}: = 0 se
escriben mediante la matriz A

AT[K] = [x[k. L], x[k. L + 1], ... x[k. L+ L = 1]]"

En la Tabla IV se muestra un ejemplo de matriz A[k] para un filtro de largo M = 6 y bloque de largo
L=3

Tabla IV — Matriz de datos para procesamiento en bloques

xT[3.k] 10 9 8 7 6 5
xT[3.k + 1] 11 10 9 8 7 6
xT[3.k + 2] 12 11 10 9 8 T

Donde x[3.k + 2] =12, x[3.k+ 1] = 11, x[3.k] =10
Para un filtro en bloques LMS se tienen las siguientes ecuaciones
Entrada: x[k.L + i]
Salida del filtro:
ylk.L+i]=wT[k].x[k.L +i] (161)
ylk.L +i] = ZM o Wilk].x[k.L+i—j] ; i=012,....L -1
Respuesta deseada: d[k. L + i]
Error:e[k.L +i] =d[k.L +i] — y[k.L + i]
El error se calcula para cada bloque

A continuacion se muestra un ejemplo para L = 3, donde se observa que la matriz de datos es Toeplitz
para la diagonal principal

x[3.k—3] «x[3.k—4] x[3.k-— 5]] l —1] y[3.k — 3]

Bloque k —1: [x[3.k—2] x[3.k—3] x[3 k —4] 1]| = |y[3.k — 2]
x[3.k—1] x[3.k—2] x[3.k—3 —1] y[3.k—1]

x[3. k] x[3.k—1] x[3.k—2] WO k]
Bloque k: [x[3.k + 1] x[3.k] x[3.k —1] = |yl 3 k + 1]
x[3.k+2] x[3.k+1] x[3.k] W2 k] v[3.k + 2]
x[3.k+3] x[3.k+2] x[3.k+1]| [wolk+1] y[3.k + 3]
Bloque k + 1: |x[3.k+4] x[3.k+3] x[3.k+2]|.|wilk +1]| = |y[3.k + 4]

x[3.k+5] x[3.k+4] x[3.k+3]| |w,[k+1] y[3.k + 5]

Para el algoritmo LMS en bloques con sefiales reales tenemos:
L-1
Wik +1] = w[k] + “'Z x[k.L + il e[k. L + ]

i=0
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Definimos ®[k] matriz de correlacidon cruzada de tamafio Mpor 1

L-1 (162)
o[k] = Z xlk.L + il e[k.L +i]
i=0
®[k] = AT[k].e[k]
Siendo A[k] la matriz de datos de tamafio LxM

El vector e[k] es la sefial de error de tamafio Lx1

elk] = [e[k.L], e[k.L + 1], ... e[k.L + L —1]]"
Reemplazamos ®[k] en el vector de pesos:

Wk + 1] = W[k] + p d[k] (163)

Para el algoritmo en bloques LMS se incorpora un vector gradiente estimado:
L-1

V[k] = —%Z xlk.L + il e[k.L +i]

i=0
El factor 2 se incluye para consistencia con el algoritmo LMS tradicional, mientras que el factor 1/L se
agrega para realizar un promedio temporal. Expresamos el algoritmo LMS en funcién del gradiente
V[k] y de la constante nueva ugdefinida como paso efectivo

=

Wk + 1] = w[k] - %uB- VK]

pup =L.pu
Eleccidn del tamaiio del bloque
Se tienen 3 posibles casos para elegir el largo del bloque:
a) L = M es el valor 6ptimo respecto a la carga computacional
b) L < M presenta la ventaja de tener un retardo reducido en el procesamiento

b) L > M da lugar a operaciones redundantes en el proceso adaptativo, porque la estimacién del
vector de gradiente (calculado sobre L puntos) ahora usa mas informacién que el propio filtro.

Limitaremos nuestra atencion al caso de L = M, que es la opcidon mas utilizada en el filtrado adaptativo
por bloques.

Cuando hablamos de complejidad computacional, nos referimos al nimero de transformaciones
rapidas de Fourier y el tamafio de cada transformacion que se necesita para implementar el algoritmo.

Algoritmo en bloques rapido LMS

En el algoritmo en bloques rdpido LMS se realiza una adaptacidn en frecuencias utilizando
procesamiento en bloques y se utiliza el algoritmo de la Transformada Rapida de Fourier (FFT).
Implementado por Clark et al. (1981, 1983) and Ferrara (1980).

Se busca una implementacidn eficiente del algoritmo en bloques LMS
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Las ecuaciones (161) definen una convolucidn lineal entre la entrada y los pesos del filtro
ylk.L +1i] = WwT[k].x[k.L +i] = y[k.L +i] = 2} Wy lk].x[k.L+i—j] ; i=012,....L—1

La ecuacion (162) define una correlacidn lineal entre la entrada y la sefial de error
L-1
o[k] = Z x[k.L + il e[k.L + i] = AT[K].e[k]
i=0
El algoritmo de la transformada rdpida de Fourier (conocido como FFT) es una herramienta muy
potente para realizar convoluciones y correlaciones rapidas (Oppenheim 1989).

De la teoria del procesamiento de sefales digitales, sabemos que el método de superposicién y
guardado (overlap-save) y el método de superposicién y agregado (overlap-add) proporcionan dos
procedimientos eficientes para calcular una convolucién rapida lineal utilizando la transformada
discreta de Fourier (Oppenheim y Schafer, 1989). El método de superposicién y guardado es el mas
comun de los dos para filtrado adaptativo. Ademas, el uso de 50 por ciento de superposicién (es decir,
tamanfio de bloque igual al nimero de pesos) es el mas eficiente. Utilizaremos este método. Los pesos
del filtro de largo M se rellenan con un nimero igual de ceros, y se utiliza una FFT de N puntos para el
calculo, donde

N=2.M

Los coeficientes W[k] tiene un tamafio Nx1, el vector de ceros tiene tamafio Mx1. El vector de
dominio frecuencial W[k] es el doble de largo que el vector w[k]

W[k]] (164)
0

Se muestra el vector transformado de la entrada correspondiente a 2 bloques, siendo una matriz
diagonal

Ulk] = diag{FFT|x[k.M — M], .....x[k.M — M — 1], x[k.M],....x[k.M + M — 1]]}

Wk] = FFT[

Aplicamos el método overlap-save a la ecuacion (161) de convolucion:
ylk.L +i] = WT[k].x[k.L +i] = ¥} wilk].x[k.L+i—j] ; i=012,....L. -1

Obtenemos vector de tamafio Mx1:

yT[k] = [y[k. M1, y[k.M + 1], .....y[k.M + M — 1]]

= ultimos M elementos de IFFT [X[k]. W[k]]

Siendo IFFT la transformada rapida de Fourier inversa. Solo se toman los ultimos M elementos en la
ecuacion, debido a que los primeros elementos corresponden a la convolucidn circular.

Para la correlacion lineal de la ecuacion (162):
Olk] =Yg x[k.L+ilelk.L +i]; ®[k]=AT[k].e[k]

Para el bloque k utilizamos vector de respuesta deseada y vector de error:

dlk] = [d[k.M],d[k.M + 1], ... ...d[k.M + M —1]]"
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e[k] = [elk.M], e[k. M + 1], ......e[k. M+ M —1]]'
e[k] = d[k] — y[k]

Teniendo en cuenta que se descartan los primeros elementos de yT[k], se utiliza la siguiente
transformada del vector de error:

0
E[k] = FFT [e[k]]
Aplicando el método de ovelap-save para la correlacién lineal de la ecuacién (162), se obtiene

®[k] = primeros M elementos de IFFT[XH [k]. E[k]]

Para la convolucidn lineal se descartan los primeros M elementos, mientras en la correlacion lineal se
descartan los Ultimos M elementos.

Para el vector de pesos de la ecuacion (163): W[k + 1] = w[k] + u. ®[k]obtenemos:

o[k ] (165)
0

—_

Wk + 1] = W[k] + w. FFT[

Esta Ultima ecuacién y la ecuacion (164) W[k] = FFT [W([)k]] definen el algoritmo rapido en bloques
LMS

Se analiza la carga computacional para el algoritmo LMS tradicional y el algoritmo rapido en bloques
LMS

Para el algoritmo tradicional con M pesos para datos reales, se utilizan M multiplicaciones para calcular
la salida y luego M multiplicaciones para calcular los pesos, es decir 2. M multiplicaciones para cada
ciclo. Para un bloque de tamafio M, el nimero de multiplicaciones resulta 2. M?

Para el algoritmo rapido para cada punto de la FFT requiere N.log, N multiplicaciones, siendo N =
2. M. Se necesitan 5 transformaciones en frecuencias. Ademas, se necesitan 4. N multiplicaciones para
la salida en frecuencias y 4. N multiplicaciones para la correlacion cruzada. Es decir, para este algoritmo
se utilizan

5.N.log,N +8.N =10.M.log,(2.M) +16.M = 10.M.log,(M) + 26. M
Obtenemos la relacidn entre los 2 algoritmos (Shynk 1992)

10.M.log, (M)+26.M . _ 5.logy(M)+13
92() . Relacion = 2109200*13

Relacion = ;
2.M?2 M

5.109,(2048)+13

Por ejemplo para M = 2048 se tiene Relacion = 018

= 0,0332

Es decir que el algoritmo rédpido LMS resulta 30 veces mas rapido

Usando las formulas anteriores armamos la Tabla V.
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Tabla V — Relacién de carga computacional entre algoritmos

1 2 26 0,1
2 8 72 0,1
10 200 592,1928 0,3
30 1800 2252,067 0,8
40 3200 3168,771 1,0
50 5000 4121,928 1,2
100 20000 9243,856 2,2
1000 2000000 125657,8 15,9
2048 8388608 278528 30,1
4096 33554432 598016 56,1

Para ambientes no estacionarios se realizan las siguientes modificaciones:

Ui =—; i=01,...2M -1
P
a es constante

P; Potencia promedio estimada para cada i

Se calcula la potencia de entrada como una suma exponencial con pesos ponderados:
Pk = (1L=1). ) yh I = DI?
1=0
Siendo y un factor de olvido que controla la memoria del algoritmo.
ulk] = a.D[k]
Dlk] = diag |Pg*[k], LK), o .., Paib—s [K]]

®[k] = primeros M elementos de IFFT|D[k]. X" [k]. E[k]]
Algoritmo No contrastado

Una simplificacion del algoritmo rapido en bloques LMS, se puede realizar reduciendo estas
ecuaciones:

®[k] = primeros M elementos de IFFT[X"[k]. E[k]]

Wik + 1] = W[k] + . FFT [‘I’([)k]]
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Se utiliza

Wk + 1] = W[k] + u. X" [k]. E[k]

Sin embargo, la estimacién del vector de gradiente calculado aqui ya no corresponde a una correlacion
lineal; mas bien, ahora tenemos una correlacidn circular. En consecuencia, encontramos que, en
general, el algoritmo FDAF no contrastado se desvia del algoritmo LMS de bloque rapido, ya que el
vector de peso de derivacién ya no se acerca a la solucion de Wiener cuando el nimero de ciclos de
adaptacion de bloque se acerca al infinito (Sommen et al., 1987; Lee & Un, 1989; Shynk, 1992 ).

Seguimiento de sistemas variables en el tiempo

Desafortunadamente, muchos de los entornos que se encuentran en la practica no son estacionarios,
por lo que la soluciéon de Wiener adquiere una forma variable en el tiempo. En una aplicacion del
mundo real de este tipo, un algoritmo de filtrado adaptativo tiene una tarea adicional que realizar:

Realizar un seguimiento de la posicién que varia continuamente en el tiempo del punto minimo en la
superficie de rendimiento del error.

En otras palabras, ahora se requiere que el algoritmo rastree continuamente las variaciones
estadisticas del entorno, con la condicion de que estas variaciones sean "lo suficientemente lentas"
para que el rastreo algoritmico sea practicamente factible.

Para que un filtro adaptativo ejerza su capacidad de seguimiento, primero debe pasar del modo
transitorio al modo de funcionamiento de estado estable, y debe preverse un ajuste continuo de los
parametros libres del filtro. En general, la tasa de convergencia y la capacidad de seguimiento son dos
propiedades diferentes del algoritmo. En particular, un algoritmo de filtrado adaptativo con buenas
propiedades de convergencia no necesariamente posee una capacidad de seguimiento, y viceversa.

El seguimiento de un sistema variable en el tiempo no solo depende del tipo de algoritmo de filtrado
adaptativo, sino también de las sefiales analizadas. Para un entorno no estacionario con énfasis en el
seguimiento, podemos identificar dos cuestiones fundamentales:

1) Eleccion de Algoritmo LMS o RLS como base para el seguimiento

2) Ajuste automatico del parametro de adaptacién del algoritmo de seguimiento para obtener mejor
rendimiento

Punto 1: Eleccidn de Algoritmo LMS o RLS como base para el seguimiento

Problema de Identificacion del sistema

Proceso Markov de primer orden: wy[n + 1] = a.wy[n + 1] + w[n]
w[n]: vector de ruido del proceso

Mdltiple regresion: d[n] = wl[n].u[n] + v[n]

v[n]: error medido

e[n] = d[n] — y[n]

e[n] = wll[n].u[n] + v[n] — W[

nl.u[n]
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Sistema dindmico desconocido

Ruido v[n]

wy[n] Salida del

sistema

f + d[n]
Entrada Filtro
Adaptativo =@'_’
x[n] w[n] y[n] - e[n]
7 Error

Sistema Adaptativo

Fig. 149 —Identificacion de sistemas en entorno no estacionario

Grado de no estacionariedad a para el modelo de Markov

@ =~ (rRy.RuD? = Ul(tr[Rw.Ru])l/2

Oy

R, es la matriz de correlacién del vector de ruido w[n]
0,2 es la varianza del ruido v[n]

El grado de no estacionariedad, a, tiene una relacién con el desajuste M del filtro adaptativo.

Para el algoritmo LMS, uypt ¥ Mipin_resultan:

Para el algoritmo RLS tenemos:

D aq L (IR, 1/2
PET T o \er[Ry, 7Y

1
Mopin = — (M.tr[R,.R,1)Y?
v

Se puede comparar el rendimiento de seguimiento de algoritmos LMS con el del RLS dividiendo ambos
coeficientes. Obtenemos la relacion de desajuste M’ entre LMS y RLS

1/2
Mnin™ _ (tr[Ru] tr[RW]\"
Mml‘nRLS - MtT[RuRw]
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Punto 2: Ajuste automatico del parametro de adaptacion del algoritmo de seguimiento para obtener
mejor rendimiento

Se utilizan algoritmos LMS y RLS modificados, donde cada algoritmo tiene 2 mecanismos de control,
ver Fig. 150.

El mecanismo de control primario es impulsado por el error de estimacién e[n]; el objetivo es controlar
automaticamente los ajustes aplicados a los pesos del filtro FIR en el algoritmo de manera tradicional.
El mecanismo de control secundario también es impulsado por el error de estimacién, e[n]. Sin
embargo, el objetivo es aplicar automaticamente los ajustes apropiados al pardmetro de adaptacién
incorporado en el mecanismo de control primario.

Referencia

Filtro Adaptativo

+) din]
Entrada 1| Filtro FIR |!sali —

I 1Salida (5 >

1 W[Tl] : — 4 g
X[n] ; 1 ~ :y[n] = d[n] e[n]

i . i Error

i | Mecanismo de |}

i control %

! Primario :

LA — p——

Mecanismo de

control Secundario

Fig. 150 - Sistema adaptativo con ajuste automadtico del pardmetro de adaptacion
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Ejercicios en Matlab®

Ejercicio 4.1

Ejemplo de identificacién con senales 4 QAM

La modulaciéon de amplitud en cuadratura, también conocida como QAM (en inglés: Quadrature
Amplitude Modulation) se utiliza en transmisién. En esta técnica se transmiten dos sefales
independientes de la sefial base portadora, distintas en amplitud y en fase. Esto se logra mediante la
modulacién de una misma portadora, pero desfasada 90°. Una constelacion 4 QAM tiene 4 puntos
posibles como se muestra en la Fig. 151, estos puntos son: 0.7071 +0.7071i,-0.7071 + 0.7071i,-0.7071
-0.7071iy-0.7071- 0.7071i

Fig. 151 — Modulacion de amplitud en cuadratura para 4 QAM

Se desea implementar el sistema adaptativo de la Fig. 152

Sistema \V'\

Desconocido We, Referencfa

Entrada Filtro

Adaptativo

/ Error

Fig. 152 — Sistema adaptativo de identificacion.

x[n]

Sistema Incégnito en formato Matlab®:

H = [0.31+0.24%j,-0.31+0.73%*j,0.5-0.81%,0.21+0.49%*j].";
d[n] :Vector de Referencia de largo 600:

d(n) = (Wo'*X(:,1))+n(n);

Utilizamos el Wo conocido y agregamos Ruido

x[n], es un vector que tiene los 4 puntos posibles QAM distribuidos en forma aleatoria.
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Dado un d[n] ruidoso y x[n] aleatorio, el algoritmo LMS predice los parametros W del filtro.

Se pide implementar el sistema en Matlab® mediante algoritmo LMS complejo, con 120 repeticiones
(proceso con 120 realizaciones) y promediar las respuestas.

Resultados

Ejercicios correspondientes al seminario doctoral. Contactarse con el autor del libro para consultas y
detalles de algoritmos. En la Fig. 153 se muestran los resultados del algoritmo

Evolucion del primer coeficiente (parte real)

-

w
i
€
o
2]
=]
2051
@]
100 200 300 400 500 600
Numero de iteraciones, k
Evolucion del primer coeficiente (parte imaginaria)
w 0.2+ o o e g reermt
$ o e
c
]
< 0.1
©
o
o 9 ‘

100 200 300 400 500 600
Numero de iteraciones, k

Curva de aprendizaje para error cuadratico minimo: MSE

Solicite el cédigo al autor

MSE [dB]
&

0 100 200 300 400 500 600

Nuamero de iteraciones, k

Fig. 153 — Evolucidn del primer coeficiente y curva de aprendizaje

Ejercicio 4.2

Ejemplo de comparacidon de algoritmos basados en LMS y RLS

Se dispone de un conjunto de algoritmos para la identificacién de un sistema desconocido. Se utilizan
para reconocer el siguiente sistema: Filtro FIR con coeficientes WO =[0.31+0.22%*j, -0.31+0.71*j, 0.49-
0.8%*j, 0.21+0.5*j].";

Algoritmos disponibles:
Algoritmo LMS con complejos
Algoritmo RLS

Algoritmo LMS Normalizado
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Algoritmo LMS Newton

Algoritmo Transform-Domain LMS DCT (utiliza Discrete Cosine Transform: DCT)

Algoritmo Transform-Domain LMS DFT (utiliza Discrete Fourier Transform: DFT)

Se pide:

a) Analizar su funcionamiento.

b) Comparar el error cuadratico medio (MSE) para la iteracién 32. Escribir en el script o en archivo word
conclusiones breves. Seleccionar el algoritmo que considere mejor

Contactarse con el autor del libro para consultas y detalles de algoritmos.

En la Fig. 154 se muestran los graficos obtenidos.

LMS

RLS

X:32

g e @ Y:-12.05
m Y:-1151 m -10 o |
® 10 [
= - = .“‘Mﬂl Ui iy j
0 100 200 300 0 100 200 300
Numero de iteracion, k Numero de iteracion, k
NMLS LMS Newton
10 X:32 10
X:32 T
Y:0.2045
M Y:0.5618
0
r\n. . s
g 0 | \\4 :
w w
g v PR A g -0
-20 | |
0 100 200 300 0 100 200 300
Numero de iteracion, k Numero de iteracion, k
DFT per
20
10 T T T T
0 X:32
0 X:32 1
o Y:-12.32 o Y:-10.93
2 10 k=3
w r = w
2 [ EVY e Neaman e 2 [ NN " "
-20 | | -20 | |
0 100 200 300 0 100 200 300

Numero de iteracion, k

Numero de iteracion, k

Fig. 154 — Error cuadrdtico medio (ECM) para distintos algoritmos de sistemas adaptativos
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Ejercicio 4.3
Ejemplo Simple LMS para «ldentificacion» de Sistemas

Dado el siguiente cédigo para identificacion de sistemas, se pide:

a) Analizar su funcionamiento

b) Modificar secuencia de entrada. Comparar respuestapara: u=0,1*2 ;u=0,01%2; u=0,25=*
2

c) Escribir conclusiones. Escribir que pasa con el error y la velocidad de convergencia

x=[2*ones(1,30) 3*ones(1,30) 1.6*ones(1,30)];

largo = length(x) ;

d=10*ones(1,largo) ;

mu=0.1 *2;

N=1; % Cantidad de Coeficientes del filtro

WO0=0; % Coeficiente Inicial

S = struct('step’,mu,'filterOrderNo',(N-1),"initialCoefficients',W0);
%[y,e,W] = LMS(d,transpose(x),S);

ly,e,W] = LMS(d,x,S); % Solicitar al autor del libro libreria LMS

% Graficamos error MSE

figure,

plot(1:largo, e,'-k', 'linewidth',3); grid on

title('Curva de aprendizaje del error'); axis tight;

xlabel('Numero de iteraciones, k'); ylabel('Error');

% Graficamos saliday

figure,

plot(1:largo, y,'-k', 'linewidth',3); grid on

title('Salida del Sistema: v');

xlabel('NUumero de iteraciones, k'); ylabel('Amplitud');

% Graficamos W

figure;

subplot (211), plot(real(W(1,:)), 'linewidth',3); axis tight; grid on

title('Evolucidn del primer coeficiente (parte real)');

xlabel('NUumero de iteraciones, k'); ylabel('Coeficientes');

subplot (212), plot(imag(W(1,:)), 'linewidth',3, ‘color','r');axis tight;

title('Evolucidn del primer coeficiente (parte imaginaria)');

xlabel('NUumero de iteraciones, k'); ylabel('Coeficientes');

En las Fig. 155 y Fig. 156 se muestran los resultados.
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Curva de aprendizaje del error Salida del Sistema: y

10 T T 15 . ;
5 1 10 W
—_ i ke
5 E
= o
w { £
<
0 'A'.'. 51
5 . A | . . . oll . . . .
10 20 30 40 50 60 70 80 90 0 20 40 60 80 100
Numero de iteraciones, k Numero de iteraciones, k

Fig. 155 — Curva de aprendizaje del error y salida del sistema

Evolucién del primer coeficiente (parte real)

Coeficientes

Numero de iteraciones, k

i6n del primer iente (parte imaginari

Coeficientes

Solicite el cédigo al autor

Numero de iteraciones, k

Fig. 156 — Evolucion del primer coeficiente

Ejercicio 4.4

Cancelacion de Ruido de Audio

En la Fig. 157 se muestra un sistema adaptativo para cancelar ruido de un micréfono. Siendo:
d[n] = ss[n] + n[n].

El segundo micréfono se coloca donde solo se capta ruido sin la voz del orador, a la salida del segundo
canal ADC tendremos Ruido x[n].

Ruido x[n] con ruido n[n] del primer canal.
Ruido n[n] no correlacionado con la sefial ss[n], se puede separar
Ruido x[n] no correlacionado con la sefial ss[n], se puede separar

Suponemos que el ruido corruptor en el primer canal es una versién lineal desfasada del ruido del
segundo canal, ya que tiene un recorrido fisico diferente del ruido del segundo canal, y la fuente de
ruido varia en el tiempo, por lo que podemos simular el ruido n[n] usando un filtro lineal desfasador
(esto es auxiliar solo para simular ruido).

Este filtro a su salida tendréd una estimacién del ruido que llamamos y[n]. Esta sefial y[n] se restard de
la sefial corrupta d[n] = ss[n] + n[n]. Cuando la estimacién de ruido y[n] es igual o similar al ruido
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n[n] de la sefial corrupta, es decir, y[n] =~ n[n], la sefial de error se expresa de la siguiente forma:
e[n] = ss[n] + n[n] — y[n] = s5[n]. Donde e[n] se aproximara a la sefial de voz limpia ss[n]. Por
tanto, se cancela el ruido.

Micréfono
ss[n] + n[n]

»
Orador '\ »’E salida del Sistema

ya + d[n] Parlante
Filtro
. ADC |—"
Ruide _~2—7 - Adaptativo

x[n] /

Fig. 157 — Sistema adaptativo para cancelacion de ruido de audio

Se desea implementar dicho sistema en Matlab®.

A continuacidn, mostramos un ejemplo con un archivo de audio de voz y un sistema adaptativo con las
siguientes caracteristicas:

» Frecuencia de muestreo: 11025 Hz del audio

» Sefial de voz corrompida por ruido gaussiano con una potencia de 1 retardada por 5 muestras
de la referencia de ruido

> Referencia de ruido que contiene ruido gaussiano con una potencia de 1

> Filtro FIR adaptable utilizado para eliminar el ruido, con cantidad de coeficiente (nUmero de
tomas de filtro) igual a 19

» Factor de convergencia para el algoritmo LMS elegido: u = 0,01 , cumple con ser menor a
1/19.

> Se grafican las formas de onda de voz y los graficos espectrales para el ruido original, corrupto
y de referencia y para la voz limpia de salida del filtro, sefial e[n]. A partir de las figuras, se
observa que la forma de onda y el espectro mejorados del habla estdn muy cerca de los
originales. El algoritmo LMS converge después de aproximadamente 150 iteraciones. El método
es un enfoque muy eficaz para la cancelacién de ruido.

. Modulo(H)

& a = o 2 4 6

Fig. 158 — Respuesta en frecuencia del Filtro auxiliar, solo para corromper ruido. Arriba) mddulo, abajo) fase
Resolucion

Utilizar un archivo de audio de corta duracidn con el nombre: 'Hello.mp3'

close all; clear all; clc

%% Se lee un archivo de audio con frecuencia de muestreo: jjfs=11025 !!
[x1,fs] = audioread('Hello.mp3') ;%
duracion =fs *3; % 3 segundo
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% Recorto el audio a 3 segundo
ss=transpose( x1(1: duracion)) ;
t= (0:1:length(ss)-1) / fs ; % Vector de tiempo
%% Generamos ruido distribuido uniformemente
x=randn(1,length(ss)); % Generamos ruido aleatorio
% Aplicamos ""filtro auxiliar"" para corromper el ruido
% En n obtenemos ruido corrompido !! Cambiamos la fase
n=filter([00000 0.5 1,1,x); % filtro auxiliar
freqz([/000000.5],1)
w= -2*pi: pi/5000: 2*pi; H=0.5*exp(-5*i*w) ;
figure; subplot(2,1,1);
plot(w,abs(H), 'linewidth’, 3);ylim([0 1]); grid on
title('Modulo(H)') ; xlim([-2*pi 2*pi])
subplot(2,1,2); plot(w,angle(H),'linewidth’, 3); axis tight;
title('Fase(H)') ;
%% Filtro Adaptativo LMS
% Inicializamos
d=ss + n; % Sefial d= ss (audio) + ruido
mu=0.01; % Parmetro mu (step size)
n_coeficientes =19 ;
w=zeros(1, n_coeficientes); % Inicializamos los coeficientes del filtro Adaptativo
y=zeros(1,length(t)); % Inicializamos en cero vector de salida
error=y; % Inicializamos vector error (ceros)
% Filtro Adaptativo con Algoritmo LMS
for m= (n_coeficientes+1): length(t)-1
suma=0;
for i=1: n_coeficientes
suma =suma + w(i)* x(m - i);
end
y(m)=suma;
error(m)=d(m)-y(m);
for i=1: n_coeficientes
w(i) = 2*mu*error(m)*x(m - i) + w(i) ;
end
% Guardamos histérico de los coeficientes, "solo" para analizar convergencia
W_matriz_hist(m-n_coeficientes, :)=w ; % Opcional, funciona mas lento
end

% Calculamos y Graficamos los Espectros (single-sided amplitude)
% Espectro de Sefial Original
SS_FFT = 2* abs(fft(ss))/length(ss);
SS_FFT(1)=SS_FFT(1)/2;
% Espectro de: d=ss + ruido (sefial corrupta)
D = 2 *abs(fft(d))/length(d); D(1)=D(1)/2;
f=[0:1:length(ss)/2]* fs/length(ss);
% Espectro de sefial con ruido cancelado
E =2 * abs(fft(error))/length(error);E(1)=E(1)/2;
%% Graficamos sefales y espectros
figure;subplot(5,1,1), plot(ss);grid;title('Sefial Audio Original: ss');
subplot(5,1,2),plot(d);grid; title('Audio Corrupto: d')
subplot(5,1,3),plot(x);grid; title('Ruido de Referencia x');
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subplot(5,1,4),plot(n);grid; title('Ruido n');

subplot(5,1,5),plot(error);grid; title('Audio salida, con Ruido eliminado: e');

xlabel('Numero de muestras');

figure; subplot(3,1,1),plot(f,SS_FFT(1:length(f)));grid

title('Espectro de Audio Original: SS')

subplot(3,1,2),plot(f,D(1:length(f)));grid; title('Espectro corrompido D)

subplot(3,1,3),plot(f,E(1:length(f)));grid

title('Salida - Espectro limpiado E');xlabel('Frequency (Hz)");

% Analizamos convergencia del filtro

figure; plot(d,'y'); hold on;plot(error,'r'); plot(ss,'b'); axis tight;

legend('ss + n', 'e', 'ss')

figure;subplot(211); stem(W_matriz_hist(end,:));

subplot(212);plot(W_matriz_hist(:,5))

%% Correlacidn las sefiales
dt =t(2) -t(1) ;
[Rss, tau] = xcorr( ss, ss) ;

figure; subplot(3,2,1)
plot(tau*dt, Rss*dt); axis tight;grid on
title('Rss: Autocorrelacion Sefial Original ss')
[Rdd, tau] = xcorr(d, d);

subplot(3,2,2)
plot(tau*dt, Rdd*dt); axis tight;grid on
title('Rdd: Autocorrelacién Sefial d')
[Rxx, tau] = xcorr(x, x) ;

subplot(3,2,3)
plot(tau*dt, Rxx*dt); axis tight; grid on
title('Rxx: Autocorrelacién del ruido x')
[Rnn, tau] = xcorr(n, n);

subplot(3,2,4)

plot(tau*dt, Rnn*dt); axis tight; grid on
title('Rnn: Autocorrelacién del ruido n')
[Ree, tau] = xcorr( error, error) ;
subplot(3,2,5)

plot(tau*dt, Ree*dt); axis tight;grid on
title('Ree: Autocorrelaciéon Sefial error')
[Rse, tau] = xcorr( ss, error) ;

subplot(3,2,6)

plot(tau*dt, Rse*dt); axis tight;grid on
title('Rse: Correlaciéon entre ss (audio) y error')
%[Rxn, tau] = xcorr( x, n) ;

%figure; plot(tau*dt, Rxn*dt); axis tight;grid on
%title('Rxn: Correlacidn entre x y n')

%% Reproducimos las sefales

sound(ss,fs) ; % sefal original de audio
pause(3)

sound(d,fs) ; % Sefal con ruido corrupto
pause(3)

sound(error,fs) ; % Sefial con ruido cancelado
pause(3)
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Sefial Audio Original: ss
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DE& I 1 # T —!—-I— ----- -
0 0.5 1 15 i 25 3 35
104
. Audio Comupto: d
0 MR
o
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10t
c Ruidode Referencia x
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_5 L L L L L
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35
10t
Ruido n
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Audio salida, con Ruido eliminado; e
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 W———— — o ]
1

0 0.5 1 15 p 25 3 35
MNumero de muesras 10t

Fig. 159 — Sefiales temporales, original, con ruido y con ruido eliminado.

%1073 Espectro de Audio Original: SS
[ [ I I 15 ss+n
5 — e
1 —ss
0
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Espectro corrompido D

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
%1073 Salida - Espectro limpiado E -1
5 1.5
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 05 1 15 2 25 3 \
Frequency (Hz) =10

Fig. 160 — Izquierda) Espectros de las sefiales, derecha) sefiales temporales con vista ampliada
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Rss: Agfocorrelacion Sefial Original ss Rdd: Autocorrelacion Sefial d
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Fig. 161 — Autocorrelacion de las sefiales
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Fig. 162 — Evolucion del coeficiente de adaptacion

Ejercicio 4.5

Cancelacion de Ruido en seiial Triangular

Implementar un sistema adaptativo en Matlab® para eliminar el ruido en una sefial triangular ruidosa

Resultados
Ejercicios correspondientes al seminario doctoral. Contactarse con el autor del libro para consultas y
detalles de algoritmos.

En la Fig. 163 y Fig. 164 se muestran los resultados del algoritmo para una funcién triangular
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Diferencia entre sefal e y sefial ss

0.6

Coeficientes wl y w1
i I
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Fig. 163 — Error y evolucidn de los coeficientes
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Fig. 164 — Respuestas del filtro adaptativo.
ss: sefial triangular, e: sefial de error, n: sefial de ruido

Ejercicio 4.6

Ejemplo de «ldentificacion» de filtro IR

Mediante Matlab® se desea implementar el sistema de la Fig. 165 correspondiente a un filtro adaptativo
para la Identificacidn de sistemas desconocidos.

Salida del
sistema

SISTEMA .

DESCONOCIDO
Vol d[n]
Entrada ;
Ft.'tro' >
x[n] Adaptativo y[n] = eln]
/ | Error
||
— =» y[n]

Fig. 165 — Sistema adaptativo para identificacion
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Se pide Implementar en Matlab® un sistema adaptativo para reconocer el siguiente sistema

Sistema desconocido: filtro IIR de paso de banda de cuarto orden con frecuencias de corte superior e
inferior con atenuacidn de 3 dB son 1.400 Hz y 1.600 Hz operando a 8.000 Hz. Frecuencia central del
filtro pasa banda: 1500 Hz.

Usamos una entrada x[n] que consta de tonos de 500, 1.500 y 2.500 Hz.

La salida del sistema desconocido contendra solo un tono de 1.500 Hz, ya que los otros dos tonos son
rechazados por el sistema desconocido.

Filtro FIR adaptativo con N=19 coeficientes (numero de entradas) y un factor de convergencia u = 0.01.
En el dominio temporal, la sefial de salida correspondientes al sistema desconocido d[n] y la salida del
filtro adaptativo y[n] son muy similares luego de 70 iteraciones del algoritmo LMS. También se grafica
la sefial de error e[n], en todo momento el sistema busca minimizar este error. Si el sistema desconocido
se modifica, o si la entrada cambia, el sistema seguira buscando el minimo error e[n].

Resolucion

%% Disefio del sistema desconocido
fs =8000; T = 1/fs; % frecuencia de muestreo y tiempo de muestreo
% Disefio filtro pasa banda IIR. Utilizamos transformacion bilineal (BLT)
% Mediante BLT pasamos de T. Laplace a TZ
wd1 = 1400*2*pi; wd2 = 1600*2*pi;
wal = (2/T)*tan(wd1*T/2); wa2 =(2/T)*tan(wd2*T/2);
BW=wa2-wal;
w0 = sqrt(wa2*wal);
[B,Al=lp2bp([1],[1 1.4141 1],w0,BW); % transforma de pasa bajo a pasa banda (help Ip2bp)
[b,a]=bilinear(B,A,fs); % Transformacion bilineal
freqz(b,a,512,fs); axis([0 fs/2 -80 1]); % Graficamos su respuesta en frecuencia.
%% Disefio del Filtro Adaptativo.
% Armamos una sefial temporal con 3 tonos puros
t=0:T:0.1;
X = cos (2*pi*500*t) + sin (2*pi*1500*t) + cos (2*pi*2500*t + pi/4);
% Generamos la salida del sistema desconocido (d).
d=filter(b,a, x);
mu= 0.01 ; % Factor de convergencia
n_coeficientes = 19 ; % Cantidad de coeficientes del filtro
% Inicializamos los coeficientes w, la salida y el error
w=zeros(1, n_coeficientes); y=zeros(1,length(t));

error =y;
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% Algoritmo LMS
inicio = n_coeficientes+1 ;
for m=inicio :length(t)-1
suma=0;
for i=1:n_coeficientes
suma = suma + w(i)*x(m -i);
end
y(m)=suma;
error(m) = d(m)-y(m);
for i=1:n_coeficientes
w(i) = 2*mu*error(m)*x(m-i) + w(i) ;
end
end
% Calculamos el espectro de la entrada
X = 2*abs(fft(x))/length(x); X(1)=X(1)/2;
% Calculamos el espectro de la salida del sistema desconocido
D = 2*abs(fft(d)) /length(d); D(1)=D(1)/2;
% Calculamos el espectro de la salida del filtro adaptativo
Y = 2*abs(fft(y))/length(y); Y(1)=Y(1)/2;
% Vector de frecuencias en Hz
f =[0:1:length(x)/2]*fs/length(x);
% Graficamos sefiales temporales y espectros
figure; subplot(4,1,1),
plot(x);grid;axis([0 length(x) -3 3]);
title('Entrada del sistema: x[n]');
subplot(4,1,2), plot(d);grid;axis([0 length(x) -1.5 1.5]);
title('Salida del sistema: d[n]');
subplot(4,1,3),plot(y);grid;axis([0 length(y) -1.5 1.5]);
title('Salida del Filtro Adaptativo: y[n]')
subplot(4,1,4),plot(error);grid;axis([0 length(error) -1.5 1.5]);
title('Error'); xlabel('NUmero de muestra')
figure
subplot(3,1,1),plot(f,X(1:length(f)));grid;title('Espectro de la entrada: X')
subplot(3,1,2),plot(f,D(1:length(f)));grid;title('Espectro de la salida: D')
subplot(3,1,3),plot(f,Y(1:length(f)));grid
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title('Espectro de la salida del filtro: Y');xlabel('Frequency (Hz)");
% w contiene coef. del filtro Adaptativo

figure;freqz(w,1,512,fs);

title('Respuesta del filtro Adaptativo: PREDECIDO');

xlabel('Frecuencia (Hz)");

En las Fig. 166, Fig. 167y Fig. 168 se muestran los graficos obtenidos. En la Fig. 168 se observa que el
sistema adaptativo predijo correctamente la frecuencia central del filtro pasa banda de 1500 Hz.
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Fig. 166 —Respuesta en frecuencia del sistema desconocido (filtro IIR)
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Fig. 167 — Sefiales temporales y Espectros original y filtrado de la salida del sistema
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Respuesta del filtro Adaptativo: PREDECIDO
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Fig. 168 — Respuesta en frecuencia del filtro adaptativo predicho

Ejercicio 4.7

Ejemplo de Mejora de Linea

Si el contenido de la frecuencia de una sefal es muy estrecho en comparacion con el ancho de banda
total y se modifica con el tiempo, entonces la seial se puede mejorar de manera eficiente mediante un

filtro adaptativo, esta técnica se llama mejora de linea.

La sefial d[n] es sefial sinusoidal corrompida por el ruido blanco gaussiano n[n].

La linea mejorada consiste en el elemento de retardo para retardar la sefial corrupta por D muestras
para generar la entrada al filtro adaptativo. El filtro adaptativo es en realidad un predictor lineal de la
sefial de banda estrecha deseada. Un filtro FIR adaptativo de dos tomas de muestra puede predecir una
sinusoide. El valor de D generalmente se determina en forma practica. Estas técnicas se utilizan muchas
veces en sistemas de transmisién donde se tiene una portadora sinusoidal

d[n] = A.cos (2.1r. %) + n[n]
ol
RETRASO D Filtro
-D Adaptativo
z x[n P

/

1 Error Salida Mejorada

y[n]

Fig. 169 — Ejemplo de mejora de linea

Implementar un ejemplo en Matlab® con las siguientes especificaciones:

Frecuencia de muestreo: 8000 Hz

J. Vorobioff

Sefial corrupta tono de 400 Hz con amplitud de unidad agregada con blanco
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* Ruido gaussiano

*  Filtro adaptativo tipo FIR, 19 tomas
*  Factor de convergencia u = 0,001
* ValorderetardoD=7

* Algoritmo LMS

Resolucion
% Frecuencia de muestreo y periodo y vector temporal de 1 seg.
fs =8192; T = 1/fs;
t=0:T:0.1;
% Ruido Blanco Gaussiano
n =1*randn(1,length(t));
% Tono de 400 Hz + ruido
d = 1*cos(2*pi*400*t) + n;
% Filtramos la sefial con filtro de retardo
x =filter([0000000 1], 1, d);
% Inicializamos el Algoritmo LMS
mu = 0.001;
n_coeficientes =19 ;
w = zeros(1, n_coeficientes);
y = zeros(1,length(t)); % y: Salidas del filtro
e =y; % vector de error
% Algoritmo LMS
inicio = n_coeficientes+1 ;
for m = inicio :1:length(t)-1
suma =0;
fori=1:1:n_coeficientes
suma = suma + w(i)*x(m-i);
end
y(m) = suma;
error(m) = d(m)-y(m);
for i = 1: n_coeficientes
w(i) = 2*mu*error(m)*x(m-i) + w(i) ;
end

end
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% Calculamos los espectros de la sefial corrupta y de la sefial mejorada Y
D = 2*abs(fft(d))/length(d);D(1) = D(1)/2;
Y = 2*abs(fft(y))/length(y);Y(1) = Y(1)/2;
% Graficamos
f=[0:1:length(x)/2]*8000/length(x); % Eje de frecuencias en Hz
figure;subplot(2,1,1),plot(d);grid;axis([0 length(x) -2.5 2.5]);title('Sefial d ruidosa’);
subplot(2,1,2),plot(y);grid;axis([0 length(y) -2.5 2.5]);
title('Salida y (sefial mejorada)');xlabel('Numero de muestra')
figure ; subplot(2,1,1),plot(f,D(1:length(f)),'linewidth’,2);
grid;axis([0 fs/2 0 1.5]);
title('Espectro de seial ruidosa: D')
subplot(2,1,2),plot(f,Y(1:length(f)), 'linewidth',2);
grid;axis([0 fs/2 0 1.5]);

title('Espectro de la salida: Y');xlabel('Frecuencia(Hz)");

En la Fig. 170 y Fig. 171 se muestran los resultados obtenidos en Matlab®

Sefial d ruidosa

200 300 400 500 600 T00 a00

Salida y (sefial mejorada)

0 100 200 300 400 500 GO0 700 300
Mumero de muestra

Fig. 170 —Sefales temporales. Arriba) sefial ruidosa, abajo) sefial mejorada.
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Espectro de sefial ruidosa: D

1.5 T T
1+ J

0.5~ 4 ; 1
. :
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15 EsPectro dle la salid‘a: Y ] .
0.5 i
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Fig. 171 —Grdfico de espectros de las sefiales

Ejercicio 4.8

Implementar una interfaz grafica de usuario (GUI) para analizar seiiales mediante algoritmo LMS

Resultados

Ejercicios correspondientes al seminario doctoral. Contactarse con el autor del libro para consultas y
detalles de algoritmos.

En la Fig. 172 se muestran los resultados del algoritmo para una funcién triangular modulada con un
coseno. La linea roja corresponde a la sefial de salida del sistema adaptativo, se observa una correcta
adaptacion.

El cédigo de la interfaz grafica es compatible con Matlab® y Octave.

Sistemas Adaptativos Intro - Apellido

Trianguloy §.. (e Am Boton B: LIS Simple Cancelacion 2

Fig. 172 — Interfaz grdfica implementada en Matlab® para analizar sistemas adaptativos

J. Vorobioff 234



Capitulo IV — Algoritmos de Filtrado Lineal Adaptativo

Solicite el cédigo al autor

Ejercicio 4.9

Ejemplo en Simulink para comparar diferentes algoritmos LMS

Dado el siguiente programa en Matlab® con herramienta Simulink DSP, se pide analizar su
funcionamiento.

Escribir en linea de comandos: Imsxyplot

En la Fig. 173 se observa el diagrama Simulink del programa y en la Fig. 175 se muestran los resultados
de los coeficientes i, donde se observa la convergencia de los 4 algoritmos.

Algoritmos utilizados:

NLMS — Algoritmo LMS Normalizado con u = 0,005
NLMS — Algoritmo LMS Normalizado con u = 0,05
SELMS - Algoritmo LMS error signo con u = 0,005
SSLMS - Algoritmo LMS signo con u = 0,005

Sin embargo, si se duplican los 4 valores de factor de convergencia u, se obtienen los resultados
graficados en la Fig. 176. Para los algoritmos SELMS y SSLMS no se tiene una buena convergencia.
Mientras los algoritmos LMS y LMS convergen mas rapido
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Adaptive Filters Convergence Demo
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Fig. 173 — Diagrama simulink para andlisis de filtros adaptativos LMS
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XY Plot
12 —
T T T T

Y Axis

X Axis

Fig. 175 — Resultados del programa Simulink LMS con coeficientes u originales

XY Plot XY Plot

2 ’
L =~ . . AT T L

¥ Axis

Y Axis

Fig. 176 — Resultados del programa Simulink LMS duplicando los valores de los coeficientes u
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Ejercicio 4.10

Ejemplo de cancelacién de ruido con filtro RLS y herramienta DSP

Se desea cancelar ruido en sefial compuesta por 2 sefiales senoidales segun el esquema mostrado en la
Fig. 177, se utiliza la herramienta DSP de Matlab®

Sefial Original

Suma de senos

Ruido Blanco Filtro Pasa 'I:
Gaussiano "|  Bajos FIR

y
A
(m

»| S: Entrada e: Salida —
e: Senal
RLS de error
> D W: Coefic

Fig. 177 — Cancelacion de ruido mediante filtro RLS con herramienta DSP

Resolucidn

% Ejemplo de cancelacién de ruido con filtro RLS y herramienta DSP
% Generamos sefales y fuentes de sefales
% Sefial S: suma de sefales senoidales
s1 =sin(2*pi*0.04*(0:1000-1)')+(0.7*cos(2*pi*0.0012*(0:1000-1)"));
signalSource = dsp.SignalSource(s1,'SamplesPerFrame',120,'SignalEndAction’,'Cyclic repetition');
noise = randn(1000,1)*1.1; % Ruido Blanco con varianza 0.7
noiseSource = dsp.SignalSource(noise,'SamplesPerFrame’,120,'SignalEndAction’,'Cyclic repetition’);
% Graficamos
figure; subplot(211)
plot(0:999,51(1:1000), 'linewidth',2); xlabel('Numero de muestra: k');
title('Sefial de informacién s'); grid on
subplot(212) ;
plot(0:999,noise+s1, 'linewidth',1.2); xlabel('NUmero de muestra: k');
title('Sefial d = s+ n (n:Ruido del micréfono secundario)');

grid; axis([0 999 -4 4]);
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% Filtro FIR Pasa bajo y filtro RLS
pb1 = dsp.FIRFilter('Numerator',fir1(29,[0.5]));
delta =0.11; % Estimacién de la covarianza de entrada inicial
M =30; % Orden del filtro
PO = (1/delta) *eye(M,M); % Configuracion inicial para la matriz P
rlsfilt = dsp.RLSFilter(M,'InitialinverseCovariance',P0);
% Grafico dindmico
scope = dsp.TimeScope('TimeSpanSource','property’,' TimeSpan',2400, 'YLimits',[-2,2]);
% Medimos en tiempo real
ciclos =20;
for k = 1:ciclos
n = noiseSource(); % fuente de ruido
s = signalSource(); % fuente de sefial
d = pbl(n) +s;
[y,e] = rlsfilt(n,d);
scope([s,e,n]); % graficamos
end
release(scope)
% Graficamos ultimo conjunto de sefales
figure; k= ((120*(ciclos-1)):(120*ciclos-1)) ;
plot(k,s,'linewidth',2); xlabel('NUmero de Muestra');hold on,
plot(k,d,'linewidth',1.2); plot(k,e,'linewidth',2); grid on
legend('sefial s','sefal d','sefial e'); xlabel('NUmero de muestra: k')
% Respuesta en frecuencia
H = abs(freqz(risfilt.Coefficients,1,64));
H1 = abs(freqz(pbl.Numerator,1,64));
wf = linspace(0,1,64);
figure
plot(wf,H,wf,H1,'linewidth’,2);
xlabel('Frecuencia Normalizada (\times\pi rad/muestra)');
ylabel('Magnitud');
legend('Respuesta del filtro Adaptativo', 'Respuesta de filtro Pasa Bajos');

grid; axis([0 1 0 1.5]);
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En la Fig. 178 y Fig. 179 se muestran los resultados obtenidos. Se observa una correcta adaptacion
teniendo en cuenta que la sefial original (s) y la sefial del sistema (e) son similares, a pesar de tener
una sefal d muy contaminada con ruido. Se debe tener en cuenta que el ruido no se encuentra
correlacionado con la sefal de informacién.

Seiial de informacion s

2 I I I I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Nimero de muestra: k

Sefial d = s+n (n:Ruido del micréfono secundario)

“ I I I h I I I I I

Nimero de muestra: k

Fig. 178 — Sefal original s y sefial con ruido

2 T 7

A AN /\‘/\

-4 ! 1
2280 2300 2320 2340 2360 2380 2400
Ndmero de muestra: k

Fig. 179 — Sefiales temporales s, d y e
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Ejercicios en Python

Ejercicio 4.11

Comparacion de 9 Algoritmos adaptativos para identificacion de sistemas con seiial chirp

Se pide analizar y probar el siguiente programa
Comparacion de Algoritmos adaptativos.

Ejemplo de Identificacidn de sefial chirp con ruido agregado. La sefial chirp modifica su frecuencia con
el tiempo

Utilizamos libreria padasip
pip install padasip

Juan Vorobioff

import numpy as np # importamos

import padasip as pa #

import matplotlib.pylab as plt

def Graficar(y, e, w, titulo):
# Mostramos los resultados
plt.rc('font’, size=14) ; plt.rc('axes’, titlesize=18)
fig, (ax1, ax2) = plt.subplots(2, 1, figsize=(8,6))
axl.set_title(titulo); ax1l.set_xlabel("Numero de muestra - k")
ax1l.plot(d,"b", label="d: salida deseada")
axl.plot(y,"y", label="y: salida del sistema"); ax1.legend(loc="upper right')
axl.legend(loc="upper right', bbox_to_anchor=(1, 1.4))
axl.grid(True) ; ax2.set_title("Error del filtro");
ax2.set_xlabel("Numero de muestra - k")
plt.plot(e,"r"); plt.grid()
plt.tight_layout()
plt.show()
ecm =sum(e**2) / largo ; print(ecm)
return ecm;

HHHH#HH#HE Generamos datos y graficamos

largo =302 ;

from scipy.signal import chirp, spectrogram
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t = np.linspace(0, 10, largo) # vector de tiempo
y =chirp(t,f0=1,f1=5,1t1 =10, method='linear')
plt.rc(‘font’, size=14) ; plt.rc('axes’, titlesize=16)
plt.plot(t,y) ; plt.title("Funcion Lineal Chirp, frec. inicial: 1, frec. final: 5")
plt.xlabel('t [seg.]') ; plt.show()
n=3 # tamafio del filtro
# Generamos matriz de datos x1 de tamaio: largo x 3
# Donde se agregan columnas desfasadas
x1 = pa.input_from_history(y, n)
# Ruido gaussiano para agregar
np.random.seed(seed=1)
vl = np.random.normal(0, 0.2, largo-n+1)
# Senal original s y Seial deseada: d
s1=3*x1[:,0]
d= sl+vl #agregamos ruido
HHHHHHHHHH R R R
HiH#HH##H#E Algoritmo LMS
ecm = np.zeros(9) # Definimos array de error cuadratico medio
n=3 # numero de columnas
# Algoritmo LMS convencional (LMS)
# Generamos el filtro
# Clase: padasip.filters.Ims.FilterLMS(n, mu, w)
# n: largo del filtro (filas), mu: taza de aprendizaje, w:pesos iniciales del filtro
filtrol = pa.filters.FilterLMS(n, mu=0.05, w="random")
# Identificacién
#run(d, x) ; d: matriz de 1 dimensidn, x: matriz de 2 dimensiones
y, €, w = filtrol.run(d, x1)
ecm[0]=Graficar(y, e, w,"LMS")
Hi#HHHE Algoritmo LMS Normalizado (NLMS)
filtro2 = pa.filters.FilterNLMS(n, mu=0.15, w="random")
y, €, w = filtro2.run(d, x1)
ecm[1]=Graficar(y, e, w, "NLMS")
Hi#HHHHE Algoritmo de Proyeccion afin (AF)
filtro3 = pa.filters.FilterAP(n, order=5, mu=0.5, eps=0.001, w="random")

y, €, w = filtro3.run(d, x1)
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ecm[2]=Graficar(y, e, w,"AF")

HiHEH#HHHE Algoritmo Generalized Normalized Gradient Descent (GNGD)
filtro4 = pa.filters.FilterGNGD(n, mu=0.1, w="random")

y, €, w = filtrod.run(d, x1)

ecm([3]=Graficar(y, e, w, "GNGD")

Hit#HHH#H##E Algoritmo Least-mean-fourth (LMF)

# ver detalles del algoritmo en publicacion [1]

#[1] Azzedine Zerguine. Convergence behavior of the normalized least
#mean fourth algorithm. In Signals, Systems and Computers, 2000. Conference
#Record of the Thirty-Fourth Asilomar Conference on, volume 1, 275-278. IEEE, 2000.
filtro5 = pa.filters.FilterLMF(n, mu=0.06, w="random")

y, €, w = filtro5.run(d, x1)

ecm[4]=Graficar(y, e, w, "LMF")

HiHHHH#E Algoritmo Normalized Least-mean-fourth (NLMF)

# Ver publicacién [1]

filtro6 = pa.filters.FilterNLMF(n, mu=0.06, w="random")

y, e, w = filtro6.run(d, x1)

ecm[5]=Graficar(y, e, w,"NLMF")

HitfHHH Algoritmo Normalized Sign-sign Least-mean-squares (NSSLMS)
filtro7 = pa.filters.FilterNSSLMS(n, mu=0.1, w="random")

y, e, w = filtro7.run(d, x1)

ecm[6]=Graficar(y, e, w ,"NSSLMS")

HiHEH#HHHE Algoritmo Sign-sign Least-mean-squares (SSLMS)

filtro8 = pa.filters.FilterSSLMS(n, mu=0.09, w="random")

y, €, w = filtro8.run(d, x1)

ecm[7]=Graficar(y, e, w ,"SSLMS")

Hi#HHHIE Algoritmo Recursive Least Squares (RLS)

filtro9 = pa.filters.FilterRLS(n, mu=0.25, w="random")

y, €, w = filtro9.run(d, x1)

ecm[8]=Graficar(y, e, w ,"RLS")

HitH##HHHH Graficamos Error cuadratico medio

# Definimos lista de algoritmos

Algoritmos = ['LMS','NLMS','AFIN','GNGD','LMF','NLMF','NSSLMS','SSLMS','RLS']
plt.rc('font’, size=18)

fig, ax = plt.subplots(figsize=(12,6))
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ax.set_ylabel('Error cuadratico medio')

#Creamos grafico de barras ecm
plt.bar(Algoritmos, ecm)

plt.grid(axis="y' ,color='g', linestyle=":', linewidth=1)
plt.savefig('Algoritmos de Identificacién 02.png')
plt.show()

Hi#HHH#HH#H Graficamos evolucidn de algunos coeficientes

fig, ((ax1, ax2), (ax3, ax4)) = plt.subplots(2, 2, figsize=(10,6))
axl.plot(filtrol.w_history,"b") ;ax1.set_title("LMS"); ax1.grid(True)
axl.set_xlabel("Numero de muestra: k")
ax2.plot(filtro3.w_history,"b") ;ax2.set_title("Proyeccién Afin"); ax2.grid(True)
ax2.set_xlabel("Numero de muestra: k")
ax3.plot(filtro5.w_history,"b") ; ax3.set_title("LMF"); ax3.grid(True)
ax3.set_xlabel("Numero de muestra: k")
ax4.plot(filtro9.w_history,"b") ; ax4.set_title("RLS"); ax4.grid(True)
ax4.set_xlabel("Numero de muestra: k")

fig.suptitle("Evolucidn de los coeficientes")

fig.tight_layout() ; fig.subplots_adjust(top=0.86)

En la Fig. 180y Fig. 181 se muestran las sefiales deseadas vy las sefiales predecidas para los algoritmos
LMS, NLMS, LMF y RLS. Se observa una rapida convergencia para los algoritmos LMS y RLS.

En la Fig. 182 se muestra el error cuadratico medio, se observa que con los pardmetros utilizados los
algoritmos de proyeccién afin y RLS presentan menos error. En la Fig. 183 se muestra la evolucidn de
los coeficientes para 4 algoritmos.

— d: salida deseada

IMS | 3 caite e sisems NLMS y:salida del sistema
4 T 1 Ta
25 \ /‘\ \ '\.“\Fh\‘ﬁl“\" ;'\F‘.ﬂﬁ.\‘“hl".? &w"u" 23 iwin ﬂl‘\‘l W\dlﬁl"'\r. Iqwl‘l‘hl‘” 1:‘ |
NN U R I “"‘.‘\ UL
00 /\\J /\'I\‘H’ ‘ “I'il l“-‘\‘ I [T I 0 | ‘\‘ I\I\\ 1 1| ‘, [ “‘ I
|J \‘“"f“ RIR} NI ‘ ‘ “I“:‘\I“‘“‘I“I M.','. 1
-25 VAV |25 AR AR L)
0 50 100 150 200 250 300 o 50 1dq 150 200 250 300
Namero de muestra - k Numero de muestra - k
Error del filtro Error del filtro
2 2

=}
o

0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
Namero de muestra - k Nimero de muestra - k

Fig. 180 — Adaptacion del filtro: respuestas temporales y errores para funcion chirp. I1zq.) LMS, derecha) NLMS

J. Vorobioff 244



Capitulo IV — Algoritmos de Filtrado Lineal Adaptativo

— d: salida deseada

—— d: salida deseada

LMF —— y: salida del sistema RLS ~— y: salida del sistema
25 254} . r 'I :
| ! i
1 1
o0 0.0 f \ \ 1 h ’ |l |
| |
-2.5 -2.5 ‘/ v | V ’ \
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
Nimero de muestra - k NUmero de muestra - k
Error del filtro Error del filtro
1 2
4]
=1 0
s} 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

NUmero de muestra - k

Nimero de muestra - k

Fig. 181 — Adaptacion del filtro: respuestas temporales y errores para funcion chirp. I1zq.) LMF, derecha) RLS

Error cuadratico medio

LMS NLMS AFIN GNGD LMF

NLMF NSSLMSSSLMS RLS

Fig. 182 — Error cuadrdtico medio para diferentes algoritmos con sefial chirp

Evolucion de los coeficientes

LMS Proyeccién Afin
21 ///—'— 2.5
01 f‘ 0.0
0 100 200 300 0 100 200 300
NUmero de muestra: k NUmero de muestra: k
LMF RLS
2.5+
2,
0.0+
o, r_,-r——-l“—«.__
0 100 200 300 0 100 200 300

NUmero de muestra: k

NUmero de muestra: k

Fig. 183 — Evolucidn de los coeficientes para 4 algoritmos con sefial chirp.
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Ejercicio 4.12

Comparacion 9 de Algoritmos adaptativos para identificacion de sistemas con seinal senoidal

. . ~ . . rad .
Repetir el programa anterior para una sefial senoidal de frecuencia angular wy, = 3@' Modificar los

parametros de los algoritmos para mejorar la respuesta.
Resultados

En la Fig. 184 se muestran las sefiales deseadas y las sefales predecidas para el algoritmo LMS. Se
observa una rapida convergencia. En la Fig. 185 se muestra el error cuadratico medio, se observa que
con los pardmetros utilizados los algoritmos de proyeccién afin y RLS presentan menos error. En la Fig.
186 se muestra la evolucion de los coeficientes para 4 algoritmos

—— d: salida deseada

LMS —— vy: salida del sistema _
251
0.0+ /
_2_5 4

0 50 100 150 200 250 300
Namero de muestra - k

Error del filtro

0 50 100 150 200 250 300
NUmero de muestra - k

Fig. 184 — Adaptacion del filtro: respuestas temporales y error para funcién seno y algoritmo LMS

0.175

10

Error cuadratico med
o
=
o
(]

LMS NLMS AFIN GNGD LMF NLMF NSSLMSSSLMS RLS

Fig. 185 — Error cuadrdtico medio para diferentes algoritmos con sefial senoidal
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Evolucidon de los coeficientes

LMS NLMS
2 /d—ww /\M\/\,
1‘
N / T N M
0 100 200 300 0 100 200 300
NUmero de muestra: k NUmero de muestra: k
> LMF RLS
— 2.51
1_
—~ 0.0
O 4
il | , || —2514 | | |
0 100 200 300 0 100 200 300
NUimero de muestra: k NUmero de muestra: k
Fig. 186 — Evolucion de los coeficientes para sefial senoidal
Ejercicio 4.13

Comparacion de 9 Algoritmos adaptativos para identificacion de sistemas con Ruido Blanco Gaussiano

Repetir el programa anterior para el siguiente conjunto de sefiales.
X4: ruido con distribucién normal (gaussiana)

s; =3.x1[n] —3.x[n—1] 4+ 0,9.x,[n — 2]

d=s;+v;

Resultados

En la Fig. 187 se muestran las seiales deseadas y las seiales predecidas para el algoritmo LMS. Se
observa una rapida convergencia. En la Fig. 188 se observa el error cuadratico medio, con los
parametros utilizados los algoritmos de proyeccion NLMS, LMF y RLS presentan menos error.

—— d: salida deseada

LMS y: salida del sistema _
10 | A W 3 H i
A f |- uu
l Lot Nt d A M I 1 hp | \\‘ul\ ‘|
{ il ‘ |
0 |' ;‘H.v‘\vﬁ ﬁuf”"i'wf c"v”n“lj |"HM‘MIH ‘.:H “\"\r\qﬁm‘v‘ “\V
210 4 I'
0 50 100 150 200 250 300
Numero de muestra - k
Error del filtro
5
01
_5 4
0 50 100 150 200 250 300

NUmero de muestra - k

Fig. 187 — Adaptacion del filtro: respuestas temporales y error para ruido blanco gaussiano y algoritmo LMS

J. Vorobioff 247



Capitulo IV — Algoritmos de Filtrado Lineal Adaptativo

4.0

3.5

3.0

2.5

2.0

15

Error cuadratico medio

1.0
0.5 e

0.0-

LMS NLMS AFIN GNGD LMF NLMF NSSLMSSSLMS RLS

Fig. 188 — Error cuadrdtico medio para diferentes algoritmos con ruido blanco gaussiano

Ejercicio 4.14

Grafico de la trayectoria de los coeficientes W de un sistema adaptativo LMS

Se pide modificar el Ejercicio 4.11 de manera de tener un filtro LMS con solo 2 coeficientes. Graficar la
trayectoria para un valor muy bajo de u y para otro valor muy alto, por ejemplo u = 0,005y u = 0,5.

Se pide calcular el error cuadratico medio (ECM) para cada caso y escribir conclusiones
Los resultados se pueden observar en la Fig. 189 y Fig. 190

Para u = 0,005 se obtiene ECM = 4,36 en 300 iteraciones
—— d: salida deseada

Parau = 0,5 se obtiene ECM = 0,157 en 300 iteraciones
LMS y: salida del sistema _

EMﬁWWWWW |

Trayectoria de W

I

100 150 200 250 300 o
NUmero de muestra - k = 1
Error del filtro
5
0
0
-1
-5
0 50 100 150 200 250 300 -1 0 1 2 3 4
NUmero de muestra - k W1

Fig. 189 — Izq.) Sefiales temporales y error, derecha) trayectoria de W para u = 0,005
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Trayectoria de W

— d: salida deseada
LMS y: salida del sistema _
O O N N AN Y| | - 3
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‘1 | | AN \ | | (i |
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Nimero de muestra - k
Error del filtro 0
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25 -1
0.0- 2
0 50 100 150 200 250 300 1 2 3 4 5 6
Numero de muestra - k w1
Fig. 190 — Izq.) Sefiales temporales y error, derecha) trayectoria de W para p = 0,5
Ejercicio 4.15

Ejemplo de Prediccidn de un filtro FIR con mediciones en tiempo real

Se desea predecir los coeficientes un sistema compuesto por un filtro tipo FIR mediante los algoritmos
LMS y RLS

x1: Entrada ruido Blanco Gaussiano

Salida del Filtro FIR:

d=25.x[0]+08.x[1] —1.x;[n—2] — 1.x;[n— 3] — 1,2.x,[n — 4]
Ayudas:

Utilizar la funcién padasip.filters.FilterLMS

filtrol = pa.filters.FilterLMS(5, mu=0.6)

y = filtrol.predict(x1)

filtro2 = pa.filters.FilterRLS(5, mu=0.1, w="random")

Resultados obtenidos

Error cuadrdtico medio para LMS: 0.213
Error cuadrdtico medio para RLS: 0.323

En la Tabla VI se muestran los coeficientes reales y los predecidos, se observa una buena estimacién
para los algoritmos LMS y RLS. En la Fig. 191y Fig. 192 se muestran las respuestas temporales y errores
para los algoritmos LMS y RLS en la Identificacién de un filtro FIR desconocido.
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Tabla VI — Resultados de la estimacién de coeficientes de un filtro FIR con LMS y RLS

25 0.8 -1 -1 1,2

2.49999815 | 0.79999334 | -1.00001044 | -0.99998613 | 1.20000566

2.50000154 | 0.79995975 | -0.99991937 | -0.99989452 | 1.19989362

Adaptacion

d: salida deseada
g 5| — ¥: salida
s UL IINM b U
< 0]
0 50 100 150 200
k: Nimero de muestra
Error del Filtro
- 0
=,
S
S -100
5
0 50 100 150 200

k: Nimero de muestra

Fig. 191 — Identificacion de un filtro FIR desconocido. Respuestas temporales y error para algoritmo LMS

Adaptacién

d: salida deseada

o] —— vy: salida

22 )

2 YA

£ 9]

0 50 100 150 200
k: Nimero de muestra
Error del Filtro

m 0
.o
—
2 —50
]
v

0 50 100 150 200
k: Nimero de muestra

Fig. 192 — Identificacion de un filtro FIR desconocido. Respuestas temporales y error para algoritmo RLS

Descarga de los cddigos de los ejercicios
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V — Breve Introduccion a Redes Neuronales

Introduccion a redes neuronales estaticas

Una red neuronal artificial, o red neuronal consiste en la interconexion de muchas unidades de
procesamiento no lineales llamadas neuronas, obteniendo bloques no lineales distribuidos a
través de toda la red. El desarrollo de redes neuronales desde el inicio esta motivado por la forma
en que trabaja el cerebro humano, y la interconexiéon de sus neuronas.

El bloque de construccidon fundamental para las redes neuronales es la neurona de entrada Unica,
como se muestra en la Fig. 193.

Entrada Neurona Simple
|
[ \ | ! \
w n a=f(w.p+b)
b f—
b

Fig. 193 — Esquema de una neurona simple

p: entrada escalar
w: peso escalar
n: entradaneta, n=w.p+»b

f: Funcién de transferencia

Entradas y capas

Para describir redes que tienen multiples capas, hay que utilizar una notacién ampliada.
Especificamente, se necesita hacer una distincion entre matrices de peso que estan conectadas a
entradas y matrices de peso que estan conectadas entre capas. También se debe identificar el
origen y el destino de las matrices de peso.

Llamaremos a las matrices de peso conectadas a las entradas ponderaciones o pesos de entrada;
Ilamaremos matrices de pesos a las que tengan de entrada la salida de otra capa. Ademas, los
superindices se utilizan para identificar la fuente (segundo indice) y el destino (primer indice) para
los diversos pesos y otros elementos de la red. En la Fig. 194 se muestra la red de entrada multiple
de una capa en forma abreviada. Siendo
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R: cantidad de elementos en el vector de entrada

R: cantidad de neuronas en la capa 1

Entradas Capal
| 1| |
—] P al
. 1, mwi, 1 >
x SIxR nl Slx1
— fl
Slxl
—>| bl
1
— Slx1
R st

Fig. 194 — Red Neuronal de 1 capa de neuronas

Como se puede ver, la matriz de ponderaciéon o pesos conectada al vector de entrada p se etiqueta
como una matriz de ponderacién de entrada (IW11) que tiene una fuente 1 (segundo indice) y un
destino 1 (primer indice). Los elementos de la capa 1, como su sesgo, entrada neta y salida, tienen
un superindice 1 para indicar que estdn asociados con la primera capa.

Para redes con multiples capas de neuronas se utiliza matrices de pesos de capa (LW), y para la
capa de entrada se utiliza matrices de peso de entrada (IW). Es decir que cambia el nombre segun
sea capa de entrada o capa intermedia.

Red Neuronal Multicapa

Una red puede tener una o varias capas. En cada capa se tiene una matriz de pesos W, un vector
de bias (sesgo escalar) b y un vector de salida a. Para distinguir entre las matrices de peso, los
vectores de salida, etc., para cada una de estas capas se agrega el nimero de la capa mediante un
superindice en la variable de interés.

En la Fig. 195 se muestra una red de tres capas también se puede dibujar usando notacién
abreviada
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Entradas Capal Capa 2 Capa 3
I I | | |
— P a a; 3=
> 1w1,1 > Lwz, 1 >{Lw3, 2 Ml
Rx1 Six1 2
S™xR nl x S2xS n2 | 2 sl S3x§ n3 | .3 $*x1
— fl — f — f
S'x1 S2x1 S3x1
> b1 > b2 * > b3
1 1 1
LI 51 1 2 3
R X o S°x1 2 S7x1 3

| J | ] ] J
al =fL(1wlp+bl) 5 a®=f*(LW>lal +b?); ad=r3(L.w32.a? + b?)
ad = f3. (L. W32 A (L.W2L fL(L WL p + b1) + b2) + b3)

ad=y

Fig. 195 — Red Neuronal Multicapa, se utiliza notacion abreviada

Las redes de multiples capas son bastante potentes. Por ejemplo, mediante una red de dos capas,
con funcidn sigmoidea en la primera capa y lineal en la segunda capa, puede entrenarse para
aproximarse cualquier funcién (con un namero finito de discontinuidades). Este red de dos capas
se usa ampliamente en Redes neuronales multicapa y entrenamiento de propagacion hacia atras.

Aqui se supone que la salida de la tercera capa, a3, es la salida de red de interés, y esta salida se
etiqueta como y. Esta notacion se utiliza para especificar la salida de redes multicapa.

Introduccion a Redes neuronales dindmicas

Las redes neuronales se pueden clasificar en estdticas y dindmicas. En las redes neuronales
estaticas la salida se puede calcular directamente a partir de la entrada a través de conexiones
feedforward. En redes dinamicas, la salida depende no solo de la entrada actual a la red, también
de las entradas, salidas o estados actuales o anteriores de la red. Por ejemplo, las redes con filtros
adaptativos son redes dindmicas, ya que la salida se calcula a partir de una linea de retardo con
derivaciones de entradas anteriores. Las redes neuronales Hopfield también son redes dindamicas.
Tiene conexiones recurrentes (de retroalimentacion), lo que significa que la salida actual es
funcidén de las salidas correspondientes a tiempos anteriores.

El entrenamiento se basa en algoritmos de optimizacidon que utilizan gradientes (como en el
descenso mas pronunciado y algoritmos de gradiente conjugado) o Jacobianos (como en los
algoritmos de Gauss-Newton y Levenberg-Marquardt). La diferencia en el entrenamiento de redes
estaticas y dinamicas esta en la forma en que se calcula el gradiente o Jacobiano.

Las redes dindmicas contienen retardos y operan con una secuencia de entradas. Esto quiere
decir, que el orden de las entradas es relevante para el correcto funcionamiento de la red. Estas
redes dindmicas pueden tener conexiones puramente feedforward, como los filtros adaptativos,
o también pueden tener algunas conexiones de retroalimentacidon (recurrentes), como la red
Hopfield.

Las redes dindmicas tienen memoria. Su respuesta en un momento dado dependera no solo de la
entrada actual, sino del historial de la secuencia de entrada.
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En la Fig. 196 se muestra se muestra el esquema de una red neuronal recurrente, a la derecha se
muestra la red detallada con su evolucién temporal.

0
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Fig. 196 — Red Neuronal Recurrente (RNN)

Breve Introduccién a Redes Neuronales Convolucionales (CNN)

En 1988 Yann LeCun introduce las CNN en la literatura al mostrar la red convolucional LeNet, esto
generd nuevas formas de trabajo y nuevas investigaciones en la vision por computadora.

Las redes neuronales convolucionales son redes artificiales con aprendizaje supervisado. Trabajan
imitando a la corteza visual del cerebro humano. Tiene varias capas ocultas jerarquizadas vy
especializadas. Las primeras capas se encargan de detectar curvas y lineas, posteriormente las capas
mas profundas reconocen formas mas avanzadas como rostros, especies de animales, objetos, etc.
Como trabajan con matrices bidimensionales resultan efectivas para deteccion y clasificacion de
imagenes.

Se utilizan las siguientes capas:

e Convolucién: utiliza filtros convolucionales con nucleos que detectan ciertas propiedades de
la imagen

e RelU o Unidad lineal rectificada o funcién de rectificacién: generan salidas siempre positivas,
mediante esta capa el entrenamiento resulta mas rapido y eficiente

e Submuestreo o Pooling: reduce el tamafio de la imagen bajando la tasa de muestreo, de esta
forma baja la carga computacional

Luego de estas capas se utiliza una red de clasificacion.

En la Fig. 197 mostramos un ejemplo de convolucidn sucesiva de 3x3. La Fig. 198 muestra un ejemplo
de CNN, las primeras capas se encargan del aprendizaje de caracteristicas (en inglés feature learning).

Fig. 197 — Convolucion sucesiva de 3x3
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— CAR
— TRUCK
— VAN

d Ij —|BICYCLE

FULLY

INPUT CONVOLUTION + RELU POOLING CONVOLUTION + RELU POOLING FLATTEN | o unrerep SOFTMAX
FEATURE LEARNING CLASSIFICATION

Fig. 198 — Red Neuronal Convolucional (CNN)

Fuente de la imagen: https://la.mathworks.com/discovery/convolutional-neural-network-matlab.htm|

En el Aprendizaje Automatico (en inglés Machine Learning) las redes neuronales necesitan una etapa
previa de extraccion de caracteristicas. En cambio, las CNN de Aprendizaje Profundo (en inglés Deep
Learning) la extraccion de caracteristicas la realiza la red, ver Fig. 199.

Aprendizaje Automatico

Varigble1 | .. | .. | Variablen | | Salidas
- Salida
-> Auto
No Auto
Clasificacién
Entrada
Red Neuronal, arbol de
Extraccion de caracteristicas decisién u otro método
Aprendizaje Profundo con CNN
: Salida:
> Auto
No Auto

Entrada

Extraccion de caracteristicas + Clasificacion

Fig. 199 — Diferencias entre aprendizaje Automdtico y aprendizaje profundo

J. Vorobioff 255



Capitulo V - Breve Introduccion a Redes Neuronales

Software, herramientas y librerias para redes neuronales

En el entorno Python utilizamos las siguientes librerias de software:

Scikit-learn, Machine Learning in Python
https://scikit-learn.org/stable/

Pytorch

https://pytorch.org/

Tensorflow
https://www.tensorflow.org/

En matlab® utilizamos la herramienta “nnstart” y la herramienta de redes neuronales

https://la.mathworks.com/

Las CNN necesitan mucha cantidad de imagenes para ser entrenadas satisfactoriamente. Por este
motivo se utilizan bases de datos publicas, por ejemplo, ImageNet que en 2009 llego a 3.2 millones de
imagenes. Para procesar grandes volumenes de datos se necesita mucha capacidad computacional,
en 2012 AlexNet es la primer red CNN que se entrena con NVIDIA GeForce 256 GPU (en inglés Graphics
Processing Unit). Aparecen nuevas redes preconfiguradas y empiezan a competir entre ellas, a
continuacién, mencionamos algunas:

Alexnet
Googlenet/Inception
VGG-19
ResNet

Se dispone en forma publica distintos conjuntos de entrenamiento, se enumeran los mas utilizados:

ImageNet ahora contiene mas de 14 millones clasificadas con 20000 etiquetas

CIFAR10 contiene 60000 imdagenes, cada imagen tiene un tamaino 32x32x3 en RGB. Posee 10
clases:

avién, automovil, ave, gato, venado, perro, rana, caballo, barco y camién.

MNIST contiene imagenes de digitos del 0 al 9, con 60000 imagenes de entrenamiento y 10000
de prueba
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Ejercicios en Matlab

Ejercicio 5.1

Ejemplo de red neuronal Adaline simple

Se pide analizar el funcionamiento del siguiente codigo

%% Mi primer Red Neuronal

% ADALINE (linearlayer) simple

% Armamos una Red con Dos entradas y una salida.
% También se puede utilizar train

% Valor predeterminando de pesos y bias: 0
% Mostramos los valores actuales:

net = linearlayer

netl = configure (net, [0; 0], [0]);

% Asignamos valores a los pesos y al bias:
netl. W {1,1}=[2 3];

netl.b {1} = -4;

% Mostramos los valores de pesos y bias:
W = netl.IW {1,1}

b =netl.b {1}

% Mostramos la red

view(netl)

% Simulamos datos de entrada p

p=[5; 6];

a =sim (netl, p)

% Graficamos "2 Regiones":
x=-10:0.01:10;

y=4/3 -2/3*x;

plot(x,y, 'linewidth',3); grid on

Resultados
W= 2 3
b= -4

a= 24
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En la Fig. 200 se muestra la topologia de la red. En la Fig. 201 se muestran las 2 regiones
correspondientes a cada clase. Se observa la recta que corresponde al limite de decision

Analizamos los resultados de la red ADALINE simple
a=wq1.p1+WwWq2.p2+Db

= Wy1.p1 + Wi, +b =0

Reemplazamos: py =x ;p, =y ;

Wiy =2;w;p=3 ; ;b=-4

- 2.x+3y—-4=0 - y=4/3-2/3.x
Graficamos:

x=-10:0.01:10; y=4/3 -2/3*x; plot(x,y, 'linewidth',3); grid on

Linear

Input Output

=1

1

Fig. 200 — Topologia de la red Adaline
10

Zonal
a>0

0 Zona ll
a<0

5 :
-10 -5 0 5 10

Fig. 201 — Limite de decision de una neurona simple ADALINE

Ejercicio 5.2

Ejemplo de redes neuronales para ajuste de datos, reconocimiento de patrones, agrupamiento y
series temporales

Mediante la herramienta “Neural Network Start” de Matlab®, con el comando nnstart, se muestra
la interfaz grafica de usuario (GUI) para redes neuronales, ver Fig. 202. Dispone de botones hacia
las otras herramientas

Se pide analizar el funcionamiento para:

e Ajuste de datos

e Reconocimiento de Patrones
e Agrupamiento

e Series dinamicas temporales
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4\ Neural Network Start (nnstart) — X

Welcome to Neural Network Start

Learn how to solve problems with neural netwaorks.

Getting Started Wizards More Information

Each of these wizards helps you solve a different kind of problem. The last
panel of each wizard generates a MATLAB script for solving the same or similar
problems. Example datasets are provided if you do not have data of your own.

Input-output and curve fitting. % Fitting app | (nftool)

Pattern recognition and classification. = & pattern Recognition app = (nprtool)

Clustering. % Clustering app | (nctool)

Solicite el cédigo al autor

Dynamic Time series. @ Time Series app (ntstool)

Fig. 202 — Herramienta “Neural Network Start” de Matlab®

Ejercicio 5.3

Ejemplo de Ajuste de datos con Redes Neuronales

Dado el programa del ejercicio, se pueden cargar datos propios o utilizar datos de ejemplo de
Matlab®. Se utiliza 70 % de entrenamiento, 15 % de validacidon y 15 % de testeo. Se configura con
10 neuronas correspondiente a la capa oculta y algoritmo Levenberg-Marquardt

Se pide
Analizar el siguiente programa de ajuste de datos

Modificar la cantidad de neuronas de la red y analizar el cambio de Performance de la red.

%% Ajuste de datos entrada-salida mediante red neuronal
% x entradas, t salidas deseadas
clear all ; clc; close all
[x,t] = simplefit_dataset;
% x = simplefitinputs; t = simplefitTargets;
% Elegimos algoritmo de entrenamiento, para ayudas tipear help nntrain
% trainlm: algoritmo de propagacién hacia atras, Levenberg Marquardt, generalmente rapido.
% trainbr: algoritmo de regulacidén Bayesiana. Mas lento, pero puede dar mejores resultados
% en problemas desafiantes.
% trainscg: Algoritmo de propagacion hacia atras con gradiente conjugado. Utiliza menos memoria.
trainFcn = "trainlm'; % Levenberg-Marquardt backpropagation.
% Creamos la red neuronal para el ajuste de datos
neuronas_capa_oculta = 10;

netl = fitnet(neuronas_capa_oculta, trainFcn);
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% Elegimos funciones de pre y post procesamiento de las entradas y salidas
% Para mostrar la lista de todas las funciones tipear: help nnprocess
netl.input.processFcns = {'removeconstantrows','mapminmax'};
netl.output.processFcns = {'removeconstantrows','mapminmax'};
% Configuracion de datos de entrenamiento, validacion y testeo
% Para ayudas de funciones tipear: help nndivision
netl.divideFcn = 'dividerand'; % Divide los datos en forma aleatoria
netl.divideMode = 'sample’; % Divide cada muestra
netl.divideParam.trainRatio = 72/100 ; % Porcentaje para el entrenamiento
netl.divideParam.valRatio =14/100; % Porcentaje para validacion
netl.divideParam.testRatio = 14/100 ; % Porcentaje para testeo
% Seleccionamos funcién de Performance
% Para ayudas tipear: help nnperformance
netl.performFcn = 'mse' ; % Error cuadratico medio
% Elegimos las funciones a graficar
% Para ayudas tipear: help nnplot
netl.plotFcns = { 'plotperform', 'plottrainstate', 'ploterrhist', 'plotregression’, 'plotfit' } ;
% Entrenamos la red
[netl,tr] = train(netl,x,t);
% Testeamos la red
vyl = netl(x);
e = gsubtract(t, y1);
performance = perform(netl,t,y1)
% Recalculamos Performance de Entrenamiento, Validacidn y testeo
train_Target =t .* tr.trainMask{1};
val_Target =t .* tr.valMask{1};
test Target =t .* tr.testMask{1};
train_Performance = perform(netl,train_Target,yl)
val_Performance = perform(netl,val_Target,y1)
test_Performance = perform(netl,test_Target,y1)
% Mostramos la red neuronal
view(netl)
% Graficamos
% Agregar comentarios segun los resultados que se quieran graficar

figure; plotperform(tr) ;
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figure; plottrainstate(tr) ;

figure; ploterrhist(e) ;

figure; plotregression(t,y1) ;

figure; plotfit(netl,x,t) ;

% Desarrollo, cambiar (false) o (true) para habilitar los distintos cddigos

if (true) % Generamos funcion de red neuronal
genFunction(netl,'NeuralNetworkFuncionl');
y = NeuralNetworkFuncion1(x);

end

if (true)
% Generamos funcién de red neuronal solo soporta matrices de entrada (no array de celdas)
genFunction(netl,'NeuralNetworkFuncionl','MatrixOnly','yes');
y = NeuralNetworkFuncion1(x);

end

if (true) % Generamos diagrama Simulink
gensim(netl) ;

end

En la Fig. 203 se muestra la topologia de la red, donde la entrada y la salida son analdgicas. En la Fig.
204 se observa el correcto ajuste de datos con errores bajos y los coeficientes de regresion R cercanos
al.

TRl (iol} 5

Fig. 203 —Topologia de la red para el Ajuste de datos
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Fig. 204 — Resultados del Ajuste de datos: curvas de datos, coeficiente de correlacion R

Ejercicio 5.4

Reconocimiento de Patrones: Clasificacion con redes neuronales

Se desea analizar la respuesta de una red neuronal de clasificacién de datos modificando su
topologia y sus algoritmos.

Se pide:

a) Abrir la herramienta de Clasificacion de Matlab® (nprtool), al cargar datos, seleccionar
“simpleclass_dataset”. También se pueden cargar datos propios o utilizar datos de ejemplo
de Matlab®. Posteriormente seleccionar 70 % de entrenamiento, 15 % de validacién y 15
% de testeo. Elegir 10 neuronas para la capa oculta. Pulsar el botén correspondiente para
“entrenar” la red. Presionar botones “Plot confusion” y “Performance” (en nntraintool). En la
Fig. 205 se muestran los resultados, se observa que en todos los casos las 4 categorias se
clasificaron correctamente (100% correcto).

b) En la pantalla final de la herramienta generar el script (programa) correspondiente, usar el
botdn “Advanced Script”.

¢) Modificar la cantidad de neuronas de la red y los algoritmos de propagacién de errores y
analizar el cambio de Performance de la red.
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Fig. 205 — Resultados de la Clasificacion de datos en 4 categorias. Izquierda) Matriz de Confusion, Derecha)
Performance y topologia de la red

Ejercicio 5.5

Ejemplo de red neuronal no lineal auto regresiva (NAR) para predecir serie temporal.

La prediccion de una secuencia de valores en una serie temporal también se conoce como
prediccidon de varios pasos. Las redes de circuito cerrado pueden realizar predicciones de varios
pasos. Cuando falta la retroalimentacidon externa, las redes de circuito cerrado pueden seguir
prediciendo mediante la retroalimentacion interna. En la prediccion NAR, los valores futuros de
una serie de tiempo se predicen solo a partir de valores anteriores (pasados) de esa serie.

Se pide analizar el siguiente cédigo y verificar su funcionamiento

%% Entrenamos una red NAR y predecimos datos nuevos

% Importamos datos simples y creamos la red

T = simplenar_dataset;

netl = narnet(1:2, 10);

% Preparamos los datos con preparets, entrenamos la red y luego la mostramos
[Xs, Xi, Ai, Ts] = preparets(netl, {},{}, T);

netl = train(net1,Xs,Ts,Xi,Ai);

view(netl)

% Calculamos la performance

[Y,Xf,Af] = net1(Xs,Xi,Ai);

perf = perform(netl,Ts,Y)
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% Para predecir la salida los siguientes 20 pasos temporales, primero simulamos la red en
% un lazo cerrado. En este modo, la red solo tiene una entrada conectada con la salida
[netcl, Xic, Aic] = closeloop(netl,Xf,Af); % lazo cerrado

view(netcl)

% Para simular la red 20 pasos de tiempo, la entrada es un array de largo 20

% La red necesita las condiciones iniciales |Xic| y | Aic]|.

y2 = netcl( cell(0, 20), Xic, Aic)

plot(cell2mat(T), 'linewidth',3); hold on

y = cell2mat(y2) ; n= (length(T)-length(y))+1 :length(T);

plot(n,y, 'linewidth',3); grid on

legend('Datos reales', 'Datos predecidos')

En la Fig. 206 se muestran los resultados del programa.

4\ NAR Neural Network [view) - O X 4\ NAR Neural Network (view) - | X
Hidden Output Hidden Output
1.2 7 T Datos originales |
Datos predecidos

1 .....
08
0.6
0.4
0.2 ||

0 1 L

0 20 40 60 80 100

Fig. 206 — Resultados de Red Neuronal dindmica NAR para predecir serie temporal. Izquierda arriba) red a lazo
abierto. Arriba derecha) red a lazo cerrado. Abajo) Serie temporal original y datos predecidos

Ejercicio 5.6

Ejemplo simple de Red Neuronal estatica

Se desea aproximar la siguiente funcién mediante la red neuronal de la Fig. 207.
T
g() = 0,5+ cos (g.p) + ruido para 0 <p <10

La red debe ser entrenada con muchos valores de p, utilizando el diagrama de la Fig. 208.
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Fig. 207 — Topologia de la red neuronal 1-2-1 para aproximacion de funcion
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Fig. 208 — Diagrama de adaptacion de la red neuronal 1-2-1

Resolucion

%% Conjunto de datos

x=0:0.02:10;

t_set = 0.5 +cos((pi/5)*x);

t=t_set;

t=t +0.2*randn(1,length(t)) ; % Agregamos ruido
%% Creamos la red neuronal feedforward

netl = feedforwardnet(2);
%% Elegimos las funciones a graficar
% Para ayudas tipear: help nnplot

netl.plotFcns = {'plotperform', 'plottrainstate’, 'ploterrhist’, 'plotregression’, 'plotfit' } ;
%% Entrenamos la red

[netl, tr] = train(netl, x, t);
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view(netl) % Mostramos la red
%% Testeamos la red
y1 = net1(x);
el = gsubtract(t,y1);
performance = perform(netl, t, y1)
%% Graficamos, Agregar comentarios para no mostrar todos los resultados
figure; plotperform(tr) ; figure; plottrainstate(tr);
figure; ploterrhist(el) ; figure; plotregression(t,yl);
figure; plotfit(netl, x, t);

%% nnet.guis.closeAllViews()

En la Fig. 209 se muestran los resultados obtenidos. Para el conjunto de entrenamiento, se obtiene un
alto coeficiente de correlacion, R = 0,964
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Fig. 209 — Resultados del ajuste de datos de la funcion senoidal con ruido
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Ejercicio 5.7

Ejemplo de Red Neuronal estatica para ajuste de datos

A continuacidn, se muestra un programa de ajuste datos mediante redes neuronales en entorno
Matlab®, del tipo alimentacidn hacia adelante (feedforward).

%% Ajuste de datos entrada-salida mediante red neuronal
%% Importamos o armamos el conjunto de datos
%load mis_datosl ; x= inputs ; t=targets;
% x entradas, t salidas deseadas
x=0;
fori=1:99
dx = abs(0.01*randn()) ;
x=[x x(end)+dx] ;
end
% t corresponde a las salidas deseadas
t=sin(20*x) +cos(8*x) +1; % t=sin(20*x) +10*x;
t=t +0.2*randn(1,length(t)) ; % Agregamos ruido
figure; plot(x,t, 'linewidth',2); axis tight; grid on
%% Creamos la red neuronal de ajuste de datos: fitnet
% para ayudas tipear help nntrain
% 'trainlm' algoritmo de propagacién hacia atrds Levenberg-Marquardt, generalmente rapido.
% 'trainbr' algoritmo de regulacién Bayesiana. Lento, mejores resultados en problemas desafiantes.
% 'trainscg' Algoritmo de propagacién hacia atras con gradiente conjugado. Utiliza menos memoria.
trainFcn = 'trainlm'; % Levenberg-Marquardt backpropagation.
hiddenLayerSize = 8;
netl = fitnet(hiddenLayerSize,trainFcn);
%% Elegimos funciones de pre y post procesamiento de las entradas y salidas
% Para mostrar la lista de todas las funciones tipear: help nnprocess
netl.input.processFcns = {'removeconstantrows','mapminmax'};
netl.output.processFcns = {'removeconstantrows','mapminmax'};
%% Configuracion de datos de entrenamiento, validacidn y testeo
% Para ayudas de funciones tipear: help nndivision
netl.divideFcn = 'dividerand'; % Divide los datos en forma aleatoria
netl.divideMode = 'sample’; % Divide cada muestra

netl.divideParam.trainRatio = 80/100;
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netl.divideParam.valRatio = 10/100;
netl.divideParam.testRatio = 10/100;
%% Seleccionamos funcion de Performance. Para ayudas tipear: help nnperformance
netl.performFcn = 'mse'; % Error cuadratico medio
%% Elegimos las funciones a graficar
% Para ayudas tipear: help nnplot
netl.plotFcns = { 'plotperform’', 'plottrainstate’, 'ploterrhist', 'plotregression’, 'plotfit'} ;
%% Entrenamos la red
[netl,tr] = train(netl,x,t);
%% Testeamos la red
y1l = netl(x);
el = gsubtract(t,y1);
performance = perform(netl,t,y1)
%% Recalculamos Performance de Entrenamiento, Validacién y testeo
train_Targets =t .* tr.trainMask{1};
val_Targets =t .* tr.valMask{1};
test_Targets =t .* tr.testMask{1};
train_Performance = perform(netl,train_Targets,y1)
val_Performance = perform(neti,val_Targets,y1)
test_Performance = perform(netl,test_Targets,yl)
%% Mostramos la red neuronal
view(netl)
%% Graficamos
% Agregar comentarios segun los resultados que se quieran graficar
figure; plotperform(tr) ; figure; plottrainstate(tr) ;
figure; ploterrhist(el) ; figure; plotregression(t,yl) ;
figure; plotfit(netl,x,t);
%% Desarrollo, generamos script (opcional)
% Generamos funcién de red neuronal
genFunction(netl,'NeuralNetworkFunction1') ;
y = NeuralNetworkFunction1(x);
% Generamos funcién de red neuronal solo soporta matrices de entrada (no array de celdas)
genFunction(netl,'NeuralNetworkFunction1', ‘MatrixOnly', 'yes');
y = NeuralNetworkFunction1(x);

% Generamos diagrama Simulink
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% gensim(netl);

En la Fig. 210 se muestra el resultado del ajuste de datos con redes neuronales, también se observa la
topologia de la red utilizada. Para el conjunto de entrenamiento, se obtiene un alto coeficiente de
correlacién, R = 0,991
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Fig. 210 — Resultados del Ajuste de datos con redes neuronales estdticas

Ejercicio 5.8

Ejemplo de Red Neuronal Recurrente (RNN)

Las redes neuronales recurrentes son similares a las redes de del tipo alimentacién hacia adelante
(feedforward), excepto que cada capa tiene una conexidn recurrente con un retraso de derivacién
asociado. Esto permite que la red tenga una respuesta dinamica infinita para datos de entrada
correspondientes a series temporales. Esta red es similar a las redes neuronales de retardo de tiempo
y retardo distribuido. En las redes neuronales recurrentes cada capa tiene una conexion recurrente
con un retraso de derivacion asociado. Las RNN son similares a las redes neuronales de retardo de
tiempo y de retardo distribuido. En la Fig. 211 se muestra la topologia de la red utilizada.
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Output(t)

Fig. 211 — Topologia de red neuronal recurrente con 10 neuronas ocultas y 4

A continuacién, se muestra un programa de ajuste datos de una serie temporal mediante redes
neuronales recurrentes (RNN) en entorno Matlab®. Se pide analizar el funcionamiento del programa.

%% Importamos o armamos el conjunto de datos

%load mis_datos2 ;

% x entradas, t salidas deseadas

x=0;

fori=1:99

dx = abs(0.01*randn()) ;
x=[x x(end)+dx] ;

end

% t corresponde a las salidas deseadas

t=sin(20*x) +cos(8*x) +1;

t=t +0.2*randn(1,length(t)) ; % Agregamos ruido

figure; plot(x,t, 'linewidth',2); axis tight; grid on

X=num?2cell(x) ; T=num2cell(t) ;
%% Creamos una red recurrente con 4 retardos y 10 neuronas en la capa oculta
netl = layrecnet(1:4, 10);
% funcidn preparets, acomoda los datos de series temporales de entrada y destino
% para simular o entrenar la red
[Xs,Xi,Ai,Ts] = preparets(netl, X, T); % acomodamos los datos
[netl, tr1] = train(net1, Xs, Ts, Xi, Ai) ; % Entrenamos la red
view(netl) % Mostramos la red
Y = net1(Xs,Xi,Ai);
perfl = perform(netl Y, Ts)
%% Graficamos

figure; plotperform(trl) ;
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En la Fig. 212 se muestran los resultados del programa. Se obtienen los graficos con ayuda de la
herramienta nntraintool de Matlab®. Para el conjunto de entrenamiento, se obtiene un alto
coeficiente de correlacion, R = 0,9984
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Fig. 212 — Resultados del Ajuste de datos con redes neuronales recurrentes

Ejercicio 5.9

Ejemplo de red neuronal GoogleNet para identificacion de imagenes.

Se pide analizar y probar el funcionamiento del siguiente programa

%% Clasificacion de Imagenes con Red Neuronal GoogleNet y Matlab®

% Clasificamos una imagen utilizando la red neuronal convolucional profunda previamente
% entrenada con GooglLeNet. Esta red ha sido entrenada en mas de un millén de distintas
% imagenes. Puede clasificar imagenes en 1000 categorias de objetos (como teclado, taza

% de café, lapiz y muchos animales).
% Cargamos la Red entrenada previamente con comando googlenet

netl = googlenet ;

% Mostramos el tamafo de la imagen.
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inputSizel = netl.Layers(1).InputSize
% ClassNames son los nombres de las clases. Se muestran 10 clases en forma aleatoria
% Total de clases: 1000
classNames = netl.Layers(end).ClassNames;
numClasses = numel(classNames);
disp(classNames(randperm(numClasses,12)))
% Leemos la imagen para Clasificar y cambiamos su tamafio.
| =imread('peppers.png');
figure ; imshow(l)
size(l)
% Tamano de imagen 384-by-512 pixeles y 3 colores (RGB). Cambiamos su tamafio con imresize
| = imresize(l, inputSize1(1:2));
figure ; imshow(l)
% Clasificamos la imagen
[labell,scores1] = classify(net1,l);
labell
% Mostramos la imagen con la etiqueta y la probabilidad de prediccion.
figure ; imshow(l)
display(string(labell) + ", " + num2str(100*scoresi(classNames == label1),3) + "%");
% Mostramos los 5 resultados con mayor probabilidad
% La red clasifico la imagen como bell pepper con alta probabilidad.
[~,idx] = sort(scores1, 'descend');
idx = idx(5:-1:1);
class_Names_Top = netl.Layers(end).ClassNames(idx);
scores_Top = scores1(idx);
% Graficamos
figure
barh(scores_Top)
xlim([0 1])
title('5 Predicciones con mayor probabilidad')
xlabel('Probabilidad')

yticklabels(class_Names_Top)

Resultados

Se muestran algunas clases:
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Ponche de huevo, vaca, castillo, bolsa de dormir, apdsito adhesivo, cinturén de seguridad, naranja,
pimientos morrones (bell pepper)

En la Fig. 213 y Fig. 214 se muestran los resultados obtenidos

"bell pepper, 95.5%"

Fig. 213 —Imagen de pimientos morrones

5 Predicciones con mayor probabilidad

bell pepper

cucumber

Granny Smith

butternut squash |

candle |

0 0.2 04 0.6 0.8 1
Probabilidad

Fig. 214 — Resultados de la prediccion

Ejercicio 5.10

Herramienta para diseiio de CNN

A partir de la versién 2018b de Matlab®, se incorpord una herramienta para disefio de redes de
aprendizaje profundo. En Matlab® se debe escribir el comando deepNetworkDesigner para abrir la
herramienta, ver Fig. 215

Se pide disefiar una red con esta herramienta y probar su funcionamiento
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Designer

P E pool2-
o ncer E
sequ InputLa
[ 4 featureinputiayer D nception_3a-r nception_3s- E ncestion_3a
roilnputLayer
r =
convolutio
groupedConvolution2dLayer D D m
i
0
X _ -

Fig. 215 — Herramienta de Matlab® para disefio de redes de aprendizaje profundo

Ejercicio 5.11

Disefio de CNN (con script)

Mediante el programa de abajo se detectan imagenes con numeros (ver Fig. 216) mediante una red

convolucional con la siguiente arquitectura

layers = [
imagelnputLayer([28 28 1]) % primer capa: entradas
convolution2dLayer(3,8,'Padding',1) ; % capa convolucional
batchNormalizationLayer; reluLayer
maxPooling2dLayer(2,'Stride",2) ;
convolution2dlayer(3,16,'Padding',1); % capa convolucional
batchNormalizationLayer; relulayer ;
maxPooling2dLayer(2,'Stride’,2) ;
convolution2dlayer(3,32,'Padding',1) ; % capa convolucional

.......... Ver programal;

Se obtiene una precision mayor al 99%

NEAB
(8o

Fig. 216 — Subconjunto de datos

Se pide analizar el funcionamiento del programa, luego reducir la estructura de la red y sacar
conclusiones
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% Diseio de Red CNN para clasificacién de nimeros

% Importamos los datos

Path_imagenesl = fullfile(matlabroot,'toolbox','nnet','nndemos','nndatasets’,'DigitDataset');

conjunto_imagenes = imageDatastore(Path_imagenesl, IncludeSubfolders', true, ...
'LabelSource’, 'foldernames');

% Graficamos

figure;
datal = randperm(10000,12);
fori=1:12

subplot(3,4,i);
imshow(conjunto_imagenes.Files{datal(i)});
end
cuentaEtiquetas = countEachLabel(conjunto_imagenes)
imgl = readimage(conjunto_imagenes,1);
size(img1)
numTrainFiles = 700;

[conjunto_imagenesEntrenamiento,conjunto_imagenesValidacion] =
splitEachlLabel(conjunto_imagenes,...

numTrainFiles,'randomize');

% Definimos arquitectura de red convolucional

layers = [
imagelnputLayer([28 28 1]) % entradas
convolution2dlayer(3,8,'Padding’,1) ; % capa convolucional
batchNormalizationLayer; relulayer ; % batch y relu
maxPooling2dLayer(2,'Stride',2) ; % Pooling
convolution2dLayer(3,16,'Padding’,1); % capa convolucional
batchNormalizationLayer; relulayer ; % batch y relu
maxPooling2dLayer(2,'Stride',2) ; % Pooling
convolution2dLayer(3,32,'Padding’,1) ; % capa convolucional
batchNormalizationLayer; reluLayer ; % batch y relu
fullyConnectedLayer(10) ;
softmaxLayer ;
classificationLayer ; ];

% Opciones

options = trainingOptions('sgdm’, ...

'MaxEpochs',5, 'ValidationData',conjunto_imagenesValidacion, ...
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'ValidationFrequency',40, 'Verbose' false, 'Plots','training-progress');
% Entrenamos la red
net = trainNetwork(conjunto_imagenesEntrenamiento,layers,options);
% Clasificamos y probamos la red
SalidaPrededida = classify(net,conjunto_imagenesValidacion);
SalidaValidacion = conjunto_imagenesValidacion.Labels;

precision = sum(SalidaPrededida == SalidaValidacion)/numel(SalidaValidacion)

Ejercicio 5.12

Clasificacion imagenes webcam con red googlenet

Se pide analizar el siguiente cédigo

% CNN Red Alexnet

% Se pueden modificar las etiquetas

mi_camara = webcam; % Nos conectamos a la cdmara

net = alexnet; % Cargamos la red neuronal alexnet

for i=1:15
im1 = snapshot(mi_camara); % Capturamos una imagen
image(im1); % Mostramos
im1 = imresize(im1,[227 227]);% Cambiamos el tamafio para alexnet
etiquetal = classify(net,im1); % Clasificamos
title(char(etiquetal)); % Mostramos etiqueta
etiquetal
drawnow
pause(0.5) % pausa de 0,5 seg.

end

clear mi_camara
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Ejercicios en Python

Ejercicio 5.13

Clasificacién de datos con red neuronal Perceptron Multi Capa (MLP)

Se utilizan librerias scikit-learn de Python. Se pide probar y analizar el siguiente cédigo. Modificar
pardmetros para mejorar el rendimiento de la red

from sklearn.datasets import make_blobs # libreria sklearn

import matplotlib.pyplot as plt # importamos

import numpy as np #

# Definimos colores y marcadores para graficar

colores=['r', 'g', 'b", 'y", 'y']

marcadores = ['0', (5,1), ", 'v', '"A', '<', > 'St Y LY, X, '+

# Generamos conjunto de datos y graficamos

cant_muestras = 300

centrosl = ([-1.6, 1], [1, 4.2], [-1.4, 3.7],[1.5, 1.5],[0, 7.5])

datos1, labels = make_blobs(n_samples=cant_muestras,

centers=centrosl, cluster_std=0.7, #0.6
random_state=0)

colores = ('blue’, 'red’, 'green’, 'orange’, 'magenta’)

plt.rc('font’, size=16) ; plt.rc('axes’, titlesize=18)

fig, ax1 = plt.subplots(figsize=(8,4))

for n_clases in range(len(centros1)):

axl.scatter(datos1[labels==n_clases][:, 0],

datos1[labels==n_clases][:, 1],
c=colores[n_clases],s=60, label=str(n_clases),
marker= marcadores[n_clases] )

axl.legend() ; ax1.grid()

# Separamos los datos en entrenamiento y prueba

from sklearn.model_selection import train_test_split

datasetl =train_test_split(datos1, labels, test_size=0.15)

train_data, test_data, train_labels, test_labels = datasetl

HHHHHHHHHH SR

### Creamos la red neuronal MLP para clasificar
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from sklearn.neural_network import MLPClassifier
alpha=1e-5
clfl = MLPClassifier(solver='lbfgs', # optimizador basado en método de Newton
alpha=1e-5, # Pardmetro de penalizacion L2 (término de regularizacion).
hidden_layer_sizes =(5,), # 1 capa oculta con 5 neuronas, se puede probar otro valor
random_state=0) # Determina generacién de nimeros aleatorios parawy b
# Se puede crear la red con pocos parametros, pero se generan redes grandes
#clfl = MLPClassifier(random_state=1, max_iter=500).fit(train_data, train_labels)
#clfl.get_params(1)
# Entrenamos la red neuronal MLP

clfl.fit(train_data, train_labels)

HHHHHHHEHHEH A
##t# Probamos la red neuronal

# Valor medio de precisidon

prec =clfl.score(train_data, train_labels)

print("Valor medio de Precisidn para datos de prueba: ", prec)
# Clasificamos los datos y calculamos precision

from sklearn.metrics import accuracy_score

predict_test = clfl.predict(test_data)

predict_train = clfl.predict(train_data)

train_precision = accuracy_score(predict_train, train_labels)
print("Precisién para datos de entrenamiento: ", train_precision)
test_precision = accuracy_score(predict_test, test_labels)
print("Precisién para datos de prueba: ", test_precision)

# Mostramos primeros 10 resultados predecidos
a=predict_train[:10]

print(a)

# Matriz de confusion

from sklearn.metrics import confusion_matrix

conf_matr_train = confusion_matrix(predict_train, train_labels)
conf_matr_test = confusion_matrix(predict_test, test_labels)
print(conf_matr_train)

print(conf_matr_test)

from sklearn.metrics import classification_report
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print(classification_report(predict_test, test_labels))

print(classification_report(predict_train, train_labels))

HHHHHHHHHHHH R
### Generamos grafico 2D con diferentes regiones con distintos parametros
vector_alpha =[1e-5, 1e-2,0.1,1]
# Generamos grilla
X_min, x_max = datos1[:, 0].min() - 0.45 , datos1[:, 0].max() + .45
y_min, y_max = datos1[:, 1].min() - 0.45, datos1[:, 1].max() + .45
h =.02 # paso de la grilla
XX, Yy = np.meshgrid(np.arange(x_min, x_max, h),
np.arange(y_min, y_max, h)) # grilla
for alpha in vector_alpha:
clfl = MLPClassifier( solver = 'Ibfgs’, ## este optimizador se basa en el método de Newton
alpha=alpha, # # Parametro correspondiente a la penalizacidn L2 (o término de regularizacion).
hidden_layer_sizes=(5,), # capas ocultas, probar 6 u otro valor
max_iter=2000,
random_state=0,) # Determina generacidn de nimeros aleatorios parawy b
# Entrenamos la red neuronal MLP
clfl.fit(train_data, train_labels)
# Clasificamos la grilla y graficamos zonas
Z = clfl.predict(np.c_[xx.ravel(), yy.ravel()]) # predecimos
Z = Z.reshape(xx.shape)
fig, ax2 = plt.subplots(figsize=(8,4))
levels=1[0, 1, 2, 3, 4]
cs = ax2.contourf(xx, yy, Z, levels,
colors=('r", 'g', 'b', 'y", 'c'),
origin='lower', extend="'both', alpha=.5)
plt.colorbar(cs)
# Graficamos los datos
colores=['r', 'g",'b", 'y, 'y']
marcadores = ['0', (5,1), ', V', "', <!, S s Y L, X, ]
for n_clases in range(len(centrosl)):
ax2.scatter(datos1[labels==n_clases][:, 0],

datosl1[labels==n_clases][:, 1],
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c=colores[n_clases], s=60, label=str(n_clases),
marker= marcadores[n_clases] ) #
ax2.set_xlim(xx.min(), xx.max())
ax2.set_ylim(yy.min(), yy.max())
ax2.set_xticks(()) , ax2.set_yticks(())

ax2.set_title('Clasificacion') ;ax2.grid()

Resultados

Valor medio de Precisién para datos de prueba: 0.9686
Precisidn para datos de entrenamiento: 0.9686
Precisidn para datos de prueba: 0.9777

Mostramos los 10 primeros resultados de la clasificacion

[0020311232]

En la Tabla VII mostramos matriz de confusion para los datos de entrenamiento. En la Tabla VIII
mostramos matriz de confusidn para los datos de prueba

Tabla VIl — Matriz de Confusion del entrenamiento
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En la Tabla IX se muestra el reporte de clasificacion para los datos de prueba

Tabla IX — Reporte de Clasificacion

En la Fig. 217 se muestran los datos. En las Fig. 218 y Fig. 219 se muestran los resultados para distintos
valores de parametros alpha de la red neuronal

Fig. 218 — Clasificacion de datos. 1zq.) coeficiente alpha 1e-5, derecha) 1e-2
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Fig. 219 — Clasificacion de datos. I1zq.) coeficiente alpha 0,1, derecha) 1

Ejercicio 5.14

Ajuste de datos con las librerias scikit-learn de Python

Se pide analizar y probar el siguiente ejemplo. Luego modificar pardmetros para mejorar la respuesta
de la red neuronal

from sklearn.model_selection import train_test_split # importamos

from sklearn.neural_network import MLPRegressor # importamos librerias red neuronal MLP
import numpy as np # importamos

from sklearn.datasets import make_regression # importamos

import matplotlib.pyplot as plt

X,y = make_regression(n_samples=200, random_state=1) # datos

# Generamos los datos

largo = 300

np.random.seed(seed=1)

mu, sigma =0, 1 # valor medio y desviacidn estandar
# x1: Matriz de datos de tamafio: largo x 3.

# Contiene ruido con distribucién normal (gaussiana)
X = np.random.normal(mu, sigma, (largo, 2))

# Ruido para agregar

vl = np.random.normal(0.5, 0.5, largo)

# Senal original s y Sefal deseada: d

y = 3*X[:,0] -2*X[:,1] #+ 0.9%X[:,2]

y = y+3*vl #agregamos ruido

X_train, X_test, y_train, y_test = train_test_split(X, y, random_state=1)
regr = MLPRegressor( random_state = 1, max_iter=800).fit(X_train, y_train)

a=regr.predict(X_test[:2])
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b=regr.score(X_test, y_test)

print(a) ; print(b)

y_test_predecido = regr.predict(X_test)

plt.rc('font’, size=16) ; plt.rc('axes’, titlesize=18)

fig, ax1 = plt.subplots(figsize=(8,4))

n = np.arange((len(y_test)))

marcadores = ['0', (5,1), "', V!, "N, '<, 'S s Y L X ]
axl.plot(n, y_test ,label='Valor Real')

axl.plot(n, y_test_predecido ,label='Valor Predecido')
ax1.grid() ;ax1.legend()

axl.set_xlabel('Numero de muestra')

plt.tight_layout()

Resultados

Valores predecidos para las primeras 2 muestras
[-5.26701147 4.60825193]

Puntuacién de confianza para los datos de prueba
0,88949

En la Fig. 220 se muestran los valores reales y los valores predecidos, se observa un correcto ajuste de
datos

g | | A lll |'f"| \ - ,'I| .
AL

|_ | \
=] l —\J Valor Real .I\f / \/\

101 Valor Predecido

|

0 10 20 30 40 50 60 70
NUumero de muestra

Fig. 220 — Resultados del ajuste de datos: Valores reales y valores predecidos

J. Vorobioff 283



Capitulo V - Breve Introduccion a Redes Neuronales

Ejercicio 5.15

Clasificacion de imdagenes con librerias Pytorch y conjunto de datos CIFAR10

CIFAR10 es una coleccidn de datos que contiene 60000 imagenes separadas en 10 clases. De las cuales
50000 imagenes son para entrenamiento y el resto para prueba

Las librerias Torch se importan con los siguientes comandos
import torch

import torchvision

Se puede definir la red convolucional (CNN) de la siguiente manera

import torch.nn as nnl
import torch.nn.functional as F
class Net1l(nnl.Module):
def __init__(self):
super().__init__() #
self.convl =nnl.Conv2d(3, 6,5) # capa convolucional
self.pool =nnl.MaxPool2d(2, 2) # capa pooling
self.conv2 =nnl.Conv2d(6, 16, 5) # capa convolucional
self.fc1 =nnl.Linear(16 *5 * 5, 120) # capa lineal
self.fc2 =nnl.Linear(120, 84) # capa lineal
self.fc3 =nnl.Linear(84, 10) # capa lineal
def forward(self, x): #

x1 = self.pool(F.relu(self.convl(x))) # Solicite el cédigo al autor
x1 = self.pool(F.relu(self.conv2(x))) #

x1 = torch.flatten(x, 1) # flatten todos excepto batch

x1 = F.relu(self.fc1(x)) #

x1 = F.relu(self.fc2(x)) #

x1 = self.fc3(x) #

return x1

net = Netl()

Se muestran algunas imdagenes del conjunto de datos CIFAR10, ver Fig. 221.
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Fig. 221 — Ejemplo de imdgenes del conjunto de datos CIFAR10
Resultados
A modo de ejemplo se espera obtener la siguiente respuesta al clasificar 4 imagenes:

Caballo gato gato automovil

Consultar con el autor del libro el cédigo del ejemplo.

Descarga de los cddigos de los ejercicios
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Anexo | — Tabla de Transformadas

Tabla X —Transformada Continua de Fourier
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tn—l

- 5% T —at
sgn(t) B ;e “tu®) —

.n d™8(w)
. n, n
; th neNe——2.mj" e

(a+jw)n

[5A®).H(0).dt — = [ F (w).F;(w).dw ;

Y 0(t —N.Tg) «—— F(W) = W Yp—_ oo 0(W — n.wyg); Wy = ZT—” Tren de Impulsos enty
enw
Tabla XI — Transformadas de Laplace (T.L.)
1 +j.00 -
FO =5 SR esds
F()= [y f(®).etdt f(© = F(s)
a.fi(t) +b. fo,(t) e a.F;(s) + b.F,(s) k.5(t) ko Vs
Linealidad ' ’
f(at)<—>lF(i)' a*0 u(t)<—>l ; Re(s) >0
’ a’ al’ s '
F(t —ty) — et F(s); R =R cos(wy. t) . u(t) <—>SZ+S—WO2; Re(s) >0
—at s+a
e %t cos(wy.t) . u(t) «— Graiws
w
et f(t) — F(s Ta); R' =R+ Re(a) sen(wy.t) . u(t) ‘_’ﬁ‘ Re(s) >0
-a.t Wo
e %t sen(wy.t) . u(t) «— Grayiwe

tat 1. -
et .u(t)<—>s$a, Re(s) > —Re(a)

f1(8) * f2(t) e« Fi(s). F2(s) )
e %t u(t) — —

—e %t y(-t) <—>ia ; Re(s) <

(D). /() — fcc;{z F,(1).F,(s — 1).dt _Re(a) s+
d';];(lt) — s™ F(s) —s" 1. £(0) .
— S"_Z.f’(O) ......... _fn—l(o) tn.eia't.u(t) — (sia).n“ ; NER

neN ;t=0

f@©) & F(s) ) s
f(0) = lim s.F(s) Teorema del Valor Inicial: TVI =0 F (@O asn 0 E R
S—00

lim f(t) = lims. F(s)
t—oo s—0

F(s) [ f(b).dt
S +

S

f f(&h.dt'

Teorema del Valor Final: TVF

J. Vorobioff 287



Anexo | — Tabla de Transformadas

Menos usadas:
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Transformadas

|6[n] < 1; vz € Z| TZUyTZB

|5[n—m] —z M vz E Z—{O}|

TzUy TZB

a™. uln] — = |z| > a| ;

Anti causal TZB

zZ—a
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Sia=1 ; un] <—>szl; |z| >1 TzUYTZB
n.a™. uln] «—— (z(i.Z)Z; |z] > |al

n.a™ Luln] Hﬁ; |z| > |a| ;TzU
n.u[n] <—>ﬁ; |z| >1 Tzu

(n+1).a™u[n] «— (L)Z; |z| > |al

Z—Qa

— nof—y — _az |
n.a™. u[-n—1] o |z| < |al
1
—a™ yl—m — =
Za u[—n —1] —
o |z| < lal
Sia=1:
1 z
—u[—n—1] LT, lz| <
1]

Propiedades y Transformadas Exclusivas de TZB

e/ M fln] F(e‘j'ﬂo.z) ; TZB

fl-n] «— F (1) 78

VA

1
1-z"1°

he—o fIn] & F(z) Acumulacién TZB

a"; 0<n<N-1 1-aNz N
—
1-az™1

0; otro caso
|z| >0 TZB

Transformadas y Propiedades Exclusivas de TZU

f[0] = lim F(z) Teorema del Valor Inicial (TVI)
Z—00
para TZU

lim f[n] = lirri(l -z 1).F(z) Teorema
n—oo VA
del Valor Final (TVF) para TZU

z.(z—cos (Qy))

z2-2.z.cos(Qg)+1

TZU

: (r"cos (Qy.n)).ul[n]
cos (Qq.n).u[n] Zoazcosoil lz| > 1 z.((z)—r.cos ) s
TZU z2—(2.1.cos(Qg)).z+r2 ' z r
seno (Qg.n).ul[n] Z.seno () plz) > 1 (r"seno (Qy.n)).u[n]

r.z.seno(Qg) ‘
z2—(2.r.cos(Qg)).z+r2 ' |z] > |r|

fln] <—>fZOO—F(ZZ,)dZ’+ lim% ;TZU n e X

n n—00

Tabla Xl — Transformada Fourier de Tiempo Discreto (TFTD)

fln] <= F(Q)

[F(Q) = T oo f[n].e 70| 51 fln] = — [* F(Q). e/ dQ

x[n]e—X(Q)

6[n]e—1 (tablas) ;

1
1-a.e~J2

n

a™uln] & a‘<1

’
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Anexo Il — Autovectores y
Autovalores

Anexo Il — Autovectores y Autovalores

Dada una matriz 4 = (i Z)

Multiplicamos esa matriz por un vector:
X\ _ (3 2) x) _ (3.x+2.y)
A'(y) - (1 4 '(y " \x+4y
Dado el siguiente recinto R, multiplicamos todos sus puntos por la matriz A
éEn que se transforma el recinto ?

Resolucion:

El vector nulo se transforma en vector nulo

15]

0.5 0 05 1 15

05

Fig. 222 — Recinto R original

Resolucion:

El vector nulo se transforma en vector nulo. Analizamos los otros 3 puntos
4()=20) =G 2-G=0)

(=G D=6

4(1)=()
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05 R 2

‘08 0 ‘05 1 15 0

M
&

05

Fig. 223 — Recinto R original y transformado
Después de la Transformacidn, ¢ Hay vectores que conservan su direccidon?
* Analizamos vector (1,0): se convierte en el vector (3,1). Se modifica la direccidn del vector.
* EI(0,1) se convierte en (2,4). Se modifica la direccion.
* El(1,1) se convierte en (5,5). Se observa una dilatacion por 5, y se mantiene la direccién.

Se llama autovector al vector que no modifico su direccién. Y el factor 5 por el cual se dilaté corresponde
al autovalor.

T{(1,1)} = A. (i) 3 (1)

En este caso tenemos Autovalor: 5 y Autovector (D

Definicidn de Autovalores y Autovectores
Dado 4 € R™™,

A € R es un Autovalor de A si y sélo si se puede obtener un vector v € R™1 distinto del vector nulo
qgue cumpla:

; con v#0y
v es el Autovector asociado a A.

En este ejemplo el vector transformado de (1,1) es (5,5), de esta manera, para hallar los Autovalores y
Autovectores utilizamos:

Por definicién: A.v = A.v
Restamos en ambos miembros: 4. v
Av—Av=0y
En la ecuacién anterior, premultiplicamos a v por matriz Identidad I
Av—ALv=0y
[((A—A.D.v=0y|

(A — A.I) tamafio nxn.

Es un sistema Homogéneo que tiene n ecuaciones y n incégnitas.
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Sistema Homogéneo respecto a su compatibilidad
Resulta siempre compatible, debido a que siempre tiene como solucién la solucién trivial.

En estos casos los sistemas resultan: SCD o SCI. Sistemas compatibles determinados (SCD) si tiene solo
la solucidn trivial y v vector nulo. O pueden ser Sistemas compatibles determinados (SCl). La idea es que
sean SCI con vector no nulo.

Hay que encontrar un SCI.

Para un sistema cuadrado y homogéneo, se analiza su determinante: en caso de ser distinto de cero,
solo tendra solucién Unica. Por este motivos, necesitamos que sea igual a cero:

A-4AD=0
Esta ecuacion se conoce como ecuacion caracteristica correspondiente a la matriz A.
Polinomio caracteristico de A:
p(4) = det(A — A.1) es el polinomio con grado 7 dependiente de A
Las raices de este polinomio caracteristico corresponden a los autovalores de A.

Ahora debemos encontrar los autovectores. Analizaremos la expresidn anterior.

Para cada 4 hay que resolver el sistema: (A — A.I).v = 0y, para poder hallar sus autovectores.
Para una matriz de 2 por 2, se tiene un polinomio de grado 2.

Para una matriz de 3 por 3, se tiene un polinomio de grado 3.

También se utilizan estos nombres para los autovectores y autovalores:

- Valores propios y vectores propios.

- Utilizando la raiz del idioma alemdn eigen: Eigenvalores y Eigenvectores.

Eiemplo 1: Analizamos el ejemplo anterior.

A—A.1=(3 2)_/1_(1 0)=(3—/1 2 )

1 4 0 1 1 4-2
detA—A2D=0 ;3B3-1).(4—2)—-2=0 ;A2—-7.4+10=0
A4=2;2,=5 ; Usamos: (A—A.I).v =0y

Para A = 2 resolvemos el sistema de ecuaciones:
aznf)=0) G D0-0) B

La solucién para sistema homogéneo corresponde a un subespacio. Los subespacios que corresponden
a los autovectores se denominan autoespacios.

Hallamos una base del subespacio: S, = gen {{_21}}

Es el subespacio para los autovectores correspondientes al autovalor 2.

Para A =5 resolvemos el sistema de ecuaciones:
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a-sn()=) (2 200 (R
5= oen{(})

Subespacio donde estan los autovectores asociados al autovalor 5

5. (i) = (g) ;  Se verifica que el punto (1,1) setransformaen (5,5)

Resolviendo con Matlab®

Ejercicio 1

Autovalores y autovectores

close all; clear all; clc

A=[32;14];

autovalores = eig(A) % Devuelve 2 y 5 !!

% Autovalores y autovectores (izquierda y derecha)
[V,D,W]=eig(A);

V1=V(:1)

% Devuelve autovector: V1 -0.8944 0.4472

V2 =V(;,2)

% Devuelve otro autovector: V2 -0.7071 -0.7071
pl=[1; 1] %punto p1l que quiero transformar

A*pl % devuelve 55

autovalores(2)*p1l % devuelve55 ok!

p2=[3; 3] %punto p2 que quiero transformar
A*p2 % devuelve 15 15
autovalores(2)*p2 % devuelve 1515 ok !
p3=[1; 3]

A*p3 % devuelve 9 13

autovalores(2)*p3 % devuelve 5 15

% No se encuentra en la misma direccion ! No alcanza con un autovector
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V1y V2 Son los autovectores

Cumplen con los subespacios: S, = gen {{_21}} ; S5 = gen {(

iiPROPORCIONALES a V1y V2!l

(21 '1)

)

Fig. 224 — Autovectores y autovalores

Ejercicio 2: Propuesto

Autovalores y autovectores

Dada una matriz 4 = (i ;})

Y dado el punto p1=[3; 3], es decirx=3 e y=3

Mediante Matlab® se pide:

a) Obtener multiplicacion de la matriz A por el punto pl
b) idem utilizando Autovalores

c) Escribir comentarios:

Resultados del punto a) y del punto b).

éCoinciden los resultados?

Ejercicio 3: Propuesto

Autovalores y autovectores

Analizar el siguiente cédigo Matlab®
A=[13;-12];

% Hallamos Autovalores
autovalores= eig(A)

% Hallamos Autovalores y Autovectores
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[vectores valores] = eig(A) ;
A*vectores(:,1)

valores(1,1)*vectores(:,1)

Descarga de los cédigos de los ejercicios
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Procesamiento Avanzado de Senales en

Sistemas Adaptativos y Redes'Neuronales
e ——

Este libro es un resumen de mi experiencia como profesor y
Doctor en Ingenieria en drea del procesamiento de senales e
imdgenes, 'y tiene como objetivo “introducir temas
relacionados con el procesamiento avanzado desenales.

El procesamiento.de senalées e imagenes involucra'diferentes
areas de las ciencias y'de la‘ingenieria.-Se puede utilizar en
quimica, fisica; economia, automatizacion, ciencias sociales,
biologia, medicina, etc.

Si el entorno cambia los sistemas de procesamiento de datos
deben ser.dinamicos 'y modificar su funcionamiento
rapidamente para adaptarse alentorno.

Se utilizan-Sistemas “Adaptativos que presentan muchas
ventajas respecto..de un sistema de respuesta fija con
pardmetros constantes. Muchas veces resulta indispensable
utilizar un sistema adaptativo, si se plantea un sistema con
filtro fijo puede fracasarelanadlisis.

En el presente libro seirepasan conceptos de procesamiento
digital de senales y se estudian sistemas adaptativos con
parametros variables mediante filtros adaptativos y redes
neuronales. Se abarcan los temas mediante un marco
teorico, con desarrollos matematicos, ejercicios analiticos,
aplicaciones variadas y ejercicios en Matlab®y Python.
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