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Resumen

En este articulo analizamos flujos magnetohidrodinamicos rotantes, estacionarios, simétricos
respecto del eje propio de estructuras cilindricas generales, suponiendo finita la conductivi-
dad del plasma encerrado, plasma que, por lo demas, se encuentra congelado a un campo
magnético de lineas parcialmente abiertas. En este marco, en el que la densidad de corriente
juega ahora un rol preponderante, se hallan todas las soluciones que autoconsistentemente
soportan el flujo. Se estudia el problema axisimétrico completo y se aplica en particular a
plasmas confinados en cilindros cerrados circularmente. Se aborda en particular el problema
magnetohidrostatico y se resuelve en algunos casos sencillos, aunque absolutamente gene-
rales, el problema magnotohidrodinamico. Se muestra que sélo en el caso de conductividad
infinita (resistividad nula) las isosuperficies de flujo masico coinciden con las isosuperficies de
flujo magnético. Este trabajo forma parte del proyecto UTN-FRBA 1234 “Deteccion remota y
analisis de cambios de patrones de radiacion medioambientales”.

PALABRAS CLAVE: MHD — PLASMAS — RESISTIVIDAD — FLUJO MASICO CILINDRICO

Abstract

In this paper we analyze magnetohydrodynamic, rotating, stationary outflows, symmetric with
respect to the principal axis of a cylindrical structure, assuming finite conductivity of the en-
closed plasmas, for all purposes embedded and freeze in partially open magnetic fields. In this
framework, in which the current density plays now a central role, we find all solutions that auto-
consistently confine the outflow. We study the axisymmetric problem paying particular attention
on flow confined in circularly closed cylinders. We also focus attention on the magnetohydros-
tatic problem and we solve the magnetohydrodynamis problem in some simple but at the same
time general cases. We find that only in the infinite conductivity models (say, null resistivity),
magnetic flux isosurfaces are not aligned whit mass flux function isosurfaces. This work belongs
to UTN-FRBA 1234 project “"Remote detection and change analysis of environmental radiaton
patterns”.
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* La “Parte I. Geometria esférica” de este trabajo fue publicada en ROTSTEIN, N. (2011, Revista Proyecciones FRBA 9, 27)
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Introduccion

Es sabido que todo sistema que evoluciona
bajo un particular grupo de simetrias lo hace
acompanado de un particular grupo de teore-
mas de conservacion. La formulacién matema-
tica que representa el fendmeno se vera a la
par simplificada porque cada simetria supone
una coordenada ignorable.

En la primera parte de este trabajo (Rotstein:
2011) hemos estudiado flujos magnetizados
con simetria de rotacion alrededor de un eje
(de ahi el nombre de simetria axial) es decir,
flujos magnetohidrodinamicos axisimétricos, en
los que la coordenada ignorable es el angulo
azimutal @ (y, en consecuencia, las ecuaciones
de movimiento no pueden depender de esa
coordenada y el momento angular alrededor
del eje polar es una constante de movimiento).
En esta segunda parte, explotaremos la misma
simetria, pero ahora aplicada a sistemas con si-
metria cilindrico anular.

Sin ir mas lejos, digamos que las maquinas de
fusion (tokamaks y spheromaks), asi como los
arcos coronales, los filamentos o los jets de di-
ferentes objetos astrofisicos, son sistemas en
los que el flujo posee basicamente este tipo de
simetria, es decir, una suerte de cilindro cerrado
en forma de circunferencia.

En estas configuraciones (salvo en los tokamaks,
que estan gobernados por campos magnéticos
externos) las dos componentes del campo mag-
nético, la poloidal y la toroidal, son generadas
por las mismas corrientes de plasma via efecto
dinamo. La dindmica propia de los estados de
equilibrio, que se alcanzan a partir del alinea-
miento particular de las corrientes internas y los
campos magnéticos del plasma, es mediada (y
de hecho gobernada) por la helicidad y la turbu-
lencia magnética en los tubos de flujo.

Los estudios de flujos axisimétricos con re-
sistividad nula poseen una larga tradicién. A
los trabajos pioneros de Tsinganos (1982) o
la brillante formulacion de Heyvaerts y Nor-
man (1989, 2003) y su extensién relativista
(Chiueh, Li y Begelman: 1991) podemos agre-
gar los de Bogovalov (1995), Rotstein y Ferro
Fontan (1995), Stone y Hardee (2000), Preuss
et al. (2004) referidos a diferentes configura-
ciones correspondientes a diferentes estructu-
ras a escala astrofisica.

En el caso de la corona solar, por ejemplo, las
observaciones obtenidas con satélites como
el Hinode o el STEREO, han revelado que los
arcos coronales son mucho mas frecuentes
que lo que se creia (Kamio, Hara, Watanabe
y Curdt: 2009; Pariat, Antiochos y DeVore:
2010). Se ha sugerido que los jets astrofisicos
MHD son el resultado de la dinamica propia
de los plasmas en campos magnéticos heli-
coidales en los que la compresion del campo
helicoidal resulta en una componente toroidal
de la fuerza de Lorentz que acelera el plasma
del jet en la direccién toroidal, transformando
de esta manera momento angular magnéti-
co en momento angular de rotacién (Tordella
et al, 2010; Fendt, 2011). Se han estudiado
con algun detalle los jets en objetos astrofisi-
cos compactos (Mirabel: 2003; Murphy et al.:
2008; Beskin: 2010; Sauty et al.: 2011), jets
relativistas (Fendt y Memola: 2001; Conto-
poulos: 2007) y se ha prestado especial a
la estabilidad de las configuraciones (Appl y
Camenzind: 1992; Hardee, Clarke y Rosen:
1997; Keppens y Téth: 1999 y Baty: 2005) y a
las simulaciones numéricas (Blandford y Rees:
1974; Norman et al.: 1981; Sakurai: 1990;
Vilkoviskij y Tambovtsena: 1992; Okamoto:
1995, 2003 y Lin Jiang et a.: 2011).

En este articulo habremos de concentrarnos
en los flujos axisimétricos con conductividad
finita, con simetria cilindrica. Para ello, en
primer lugar presentamos la formulacion del
problema en términos absolutamente genera-
les en lo que concierne a la simetria de ro-
tacion cilindrica, a continuacion abordamos
el tratamiento tradicional (conductividad infi-
nita) para tener un sistema de comparacion
de resultados, mientras que luego trataremos
formalmente el caso de flujos de plasmas con
resistividad no nula aplicado a estructuras par-
ticulares cilindrico anulares. Finalmente, en el
apartado Analisis y conclusiones analizaremos
las implicaciones de esta formulacién y discu-
tiremos sus resultados.

Tratamiento general

Las ecuaciones magnetohidrodinamicas que
gobiernan la evolucién estacionaria de fluidos
de conductividad ¢ (o, equivalentemente, re-
sistividad n), compresibles, magnetizados, sin
viscosidad, en presencia de un campo gravi-
tatorio, independientemente de la geometria
propia del fendomeno, se escriben como:
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V:B=0 (1)
V-pr=0 2)
VX(wxB) =nj (3)

1
pw-Vv=-VP+ ﬂ—(VxB)xB —-p VG
0
4)

donde, como es habitual, p representa la den-
sidad volumétrica de masa, v el campo de
velocidades, B el campo de induccion magné-
tica, G el potencial gravitatorio generado por
una fuente externa, P representa la presion
del fluido y n=1/0 la resistividad intrinseca del
plasma. Eventualmente, las ecuaciones (1)-(4)
se cierran con una ecuacion de balance ter-
modinamico, que no hemos incluido porque la
distribucion de fuentes de calor, que de mane-
ra consistente cierra el sistema de ecuaciones
MHD, no forma parte de este estudio.

Debido a la simetria, la topologia de las confi-
guraciones magnéticas no habra de depender
de las condiciones de equilibrio, sino mas bien
que habra de quedar completamente determi-
nada por la propiedad solenoidal del campo
magnético (ecuacion (1)). De esta forma, es
posible introducir una funcion de flujo mag-
nético A(r2) (la simetria de rotacion, esto es,
en la coordenada ¢, lleva a que la funcion A
solo dependa de las coordenadas r y z.) que
gobierna la existencia de superficies de flujo
magnético.

Es facil ver que en coordenadas cilindricas,
con simetria axial, el flujo magnético y el flujo
masico, representados por las expresiones (1)
y (2), pueden escribirse en las formas:

1
B = VA(r,0)X B,
T sen@ (r,6)%ep + By eg ®)

1
pv =— Vip(r,z)Xep + pvg €y (6)

donde hemos introducido también la funcién
de flujo masico ¥[(r,z) con un significado fun-
cional similar al flujo magnético. Obsérvese
gue la funcién de flujo magnético A(r, z) es
constante sobre cada superficie de flujo (o
sea, define las isosuperficies de flujo magné-
tico) y describe el flujo poloidal entre las dife-
rentes superficies.

El producto vectorial de las expresiones (6) y
(5) conduce de manera inmediata a una rela-
cion entre las componentes azimutales de los
campos magnético B y de velocidades v

1
vXB = —
pr
7
(ViyxVA — r By Vi + pr vy VA) @
Calculemos ahora la densidad de corriente j.
Para ello escribamos la ley de Maxwell-Ampe-
re, en situacion estacionaria (6D/dt = 0), que
a partir de la expresion (5) resulta en la forma:

_ UXB
]: =

Ho (8)

1 1
—Vx (— VA(r, Z)Xeq) + By e¢>
Ho r

El desarrollo de la expresién (8) es tan sencillo
como tedioso. Para tratar de arrojar un poco
de luz sobre el procedimiento, introduzcamos
la funcion ¢, de manera tal que sea:

v-¢=(a,,%a¢,az)¢= %ed, ©

En concordancia con la identidad (9) introduci-
remos también la funcién F(r,z) segun:

F = TBQ) (10)

que podemos pensar como una medida de la
cantidad de movimiento por unidad de carga
gue el campo magnético intercambia en la di-
reccion azimutal. En términos de esta nueva
funcidén podemos reescribir coherentemente la
expresion (8) en la forma:
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. VxB
] = =
Ho

iV><( VA(r,z)XV@ + F V@)

Obsérvese que las unidades del miembro de-
recho corresponden efectivamente a las de
una densidad de corriente. Podemos desarro-
llar ahora la expresion (8) en la forma:

j= ul(vx(VAwi) + VFXVQ) =
0
= ‘ul [(V@-V)VA— (VA-V) VO +
0

V2P VA — V2A VD + VFXVQ] (12)

La expresion (12), contrariamente a lo que po-
dria parecer, es muy sencilla: Obsérvese que el
laplaciano de la funcion ¢ (véase su definicion
en la expresion (9)) es nulo. Por lo demas,

(Vo VA= ( a)(aA R )
_(rz a0 ) \or &5z &
1 0A de, 1 0A
=——_=__V¢
r2 or 09 r or (13)

Obsérvese que en la forma anterior hemos te-
nido en cuenta la identidad entre las compo-
nentes de la base polar,

de,
— = 14
a@ e¢ (14)

Por otro lado, es facil ver que el segundo térmi-
no de la expresion (12) se reduce a la forma:

(aA 0

+6A6>1 104
dr or

7o) T 7 VP

(15)

Asi, en términos de las expresiones (13)-(15)
la ecuacién (12) puede escribirse en la forma:

j= —l[(VZA 2z a—A) V6 — VFx Vo]

Ko r or
1 1
=——D2A V@ +—VFX VQ (16)
Ho Ho

en la que hemos introducido el operador vec-
torial p2= 2 — (2/r)a/ar -

Parece evidente, y de hecho lo es a partir
de su definicion en la ecuacion (11), que la
densidad de corriente j es un vector solenoi-
dal, cuya estructura es similar a la de los vec-
tores definidos en las expresiones (5) y (6).
En estas condiciones, la fuerza de Lorentz se
escribe como:

11
jxB = (VFXVA —D2AVA — F VF)

Ho
(17)
Pasemos ahora a calcular la vorticidad
w = VXv (18)

Obsérvese que matematicamente la vorti-
cidad es al campo de velocidades lo que la
corriente al campo de induccién magnética,
de ahi que la estructura funcional de la vor-
ticidad debe ser similar a la de la corriente j
definida en la expresién (11) (o su equivalen-
te (12)) que deriva en la forma final que le
dimos en la expresion (16). Para hacer mas
evidente la analogia y ganar en simplicidad
definamos la funcién A(r,z)

A = prvg (19)

que podemos pensar como una medida de la
cantidad de movimiento por unidad de volu-
men que el plasma transporta en la direccion
azimutal. En términos de esta nueva funcion,
la identidad (6) se escribe como:

1
v = E (VYxVo + A VD) (20)

y luego, en términos de las expresiones (6),
(9), (19) y (20) escribimos la vorticidad w
como:
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1
w=va=—; DY VO +

! vaxve+v (1) X (VxVD + AVD)
P p

1 1
—— Z D% VP + —VAX V@

p P)

1
+ —VAX VO
p 21)

donde el Gltimo término aparece porque, a di-
ferencia de la permeabilidad magnética p, de
la expresion (11), la densidad de masa no es
constante (de hecho estamos trabajando en la
hipotesis de un fluido compresible).

La forma analoga a la expresién (17), en virtud
de las expresiones (6), (20) y (21), se escribe
como:

ik
xXpv = — (VAXVY - D%y V
WXpv =~ (VAXVY - DY VY

— AVA) + v*Vp-v (v-Vp)
(22)
Formulaciéon paran =0

La manera mas sencilla de satisfacer la ley de
induccion de Faraday (ecuacion (3)), en vir-
tud de la ecuaciéon (7) cuando tratamos con
un plasma de resistividad nula o, equivalente-
mente, de conductividad infinita, es proponer
que la funcion de flujo masico sea funcion de
la funcién de flujo magnético, esto es,

Y =94 (23)

en cuyo caso el primer término del miembro
derecho de la expresion (7) se anula idénti-
camente ( VUxVA = (dy1/ dA) VAXVA = 0)
y luego, o bien proponer una relacién definida
entre las componentes toroidales de los cam-
pos v y B en la forma:

b = Do 4 (24)
0 p dA

0 bien introducir una funcién potencial Q (A)
de manera tal que sea:

1 W
(pTUQ r (Z)aA

pr?

Obsérvese por el momento que las dimensio-
nes de la funcion Q(A) corresponden a una
velocidad angular. Es facil ver que en estas
condiciones la ecuacién (3) resulta:

= Q(4) (25)

oQ
VX (vXxB) = VX(QVA) = ﬂVAxVA +

Q(VxVA) =0
(VxvA) 26)

A partir de las funciones que hemos definido,
y usando las ecuaciones (5), (6) y (25), es
muy sencillo demostrar ahora que la funcién
de velocidad puede escribirse en términos del
campo magnético como:

_Bay
v—; ﬂ-l- T.Q(A) () (27)

La expresion (27) indica que para todo esta-
do de equilibrio las superficies de flujo masico
coinciden con las superficies de flujo magné-
tico, a excepcién de la rotacidn rigida de cada
una de las superficies de flujo masico (repre-
sentada por el segundo término del miembro
derecho, precisamente en funcion de la veloci-
dad angular Q).

En la hipdtesis (23) de que el flujo masico es
funcion del flujo magnético, y en virtud de la
expresion (17) para la fuerza de Lorentz, la
componente toroidal (esto es, la componente
ep) de la ecuacion de movimiento (4) puede
escribirse como:

ov V(A)xVA =L Yrxva
94 " \p o (28)

Una forma alternativa de la expresion anterior

es.

AL _F XVA = 0
___a —_—
P Ho w/aA (29)

que puede ser integrada rapidamente supo-
niendo que el paréntesis es una funcién del
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flujo magnético, digamos L(A). Si usamos la
expresion (25) en la forma:

1 a
A——F—) = pr?Q(4)

y por simplicidad en la notacion llamamos WA
a la derivada dy/dA, podemos escribir de ma-
nera casi inmediata:

A 1 Fy,
—=7r2QA)+— —=
p U P (31)

de donde resulta inmediatamente:

é—ii,=L(A) =L(A)=

P U Yy

r2 Q(A) + (yo W) - 1)
Koy P

(32)

En la Gltima expresion puede verse de manera
casi evidente que la cantidad L(A), de acuerdo
a sus unidades, representa un momento angu-
lar por unidad de masa. Observemos de paso
que el primer término del paréntesis del miem-
bro derecho define el cuadrado del nimero de
Mach-Alfvén poloidal

2 N2
pvp (IPA)
M? =p = U

(33)

pues de acuerdo a la ecuacion (27) la veloci-
dad poloidal (componentes e,y e, se escribe

como vp=Bp YP'Alp.

En términos del nimero de Mach-Alfvén po-
demos escribir ahora las expresiones de las
componentes toroidales de los campos (algu-
nos autores, vg, Tsinganos, 1982; Heyvaerts
y Norman, 1989, han desarrollado la formula-
cion general de este problema y vale la pena
remitirse a esos trabajos para una descripcion
matematica completa del mismo)

_par? — py LA (y)?
B pr(1 —M?)

Vo (34)

,Qr? — L(4)
By = puopy =M

(35)

Obsérvese que si el flujo es subalfvénico en la
base y a cierta distancia es M?>1 (como es ca-
racteristico en los vientos estelares, tipicamen-
te el viento solar) debe existir una distancia,
digamos r,, en la que es M°=1, y en ese punto
los numeradores de las ecuaciones (34) y (35)
deben anularse consistentemente de manera
tal de mantener finitos los valores de v y B.

Parece evidente, a partir de las expresiones
(32), (34) y (35), que la funcion L(A) debe ser
entonces:

L(A) = QA)r} (36)
Escribamos ahora la componente poloidal (es
decir, en planos meridionales que contienen al
eje de rotacion) de la ecuacion de movimiento

(4).
1 [VA?
—F (T + Dzl/) Vl/)) + (Uz - Vp vp)

2

Vv 1
'Vp+pT+VP+“Or2

VFZ
——+D’AVA ) +pVG =0

(37)

Teniendo en cuenta la expresién (19), que re-
laciona a la funcién A(A) con la velocidad azi-
mutal, podemos escribir la identidad (37) en
la forma:

) Vs v?
vlep+pT+VP+p VG—TeT

+ VF? +

2p,r? Mo

[(1 _ M?)D2A — I;—;VIPAZ : VA] A=

(38)
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donde el simbolo VL denota el gradiente per-
pendicular a la direccién del movimiento poloi-
dal y, junto al gradiente de potencial gravita-
torio, aparece ahora la aceleracién centrifuga.
Para propositos posteriores habremos de es-
cribir de una manera ligeramente diferente la
Ultima ecuacion teniendo en cuenta que, tra-
tandose de funciones axisimétricas, en el caso
que estamos tratando podemos desarrollar el
gradiente perpendicular como:

VA

Vi=—:-
= er (39)

En concordancia con la expresion (39) reescri-
bimos la ecuacion (38) en la forma:

v} vE
pT+V?+p VG—TBT +

+ VF% + (1—-M?*)D2A -
2uqr? [oT?
p_M?

Hay en este punto una interesante observa-
cion: si la velocidad fuera nula en todas partes
y no hubiera gravedad, la ecuacién (37), en
caso de que las funciones F y P fueran fun-
ciones del flujo magnético A, se reduciria a la
forma magnetohidrostatica. Obsérvese que en
esta situacion resulta nulo el miembro derecho
de la expresién (28), y se desprende de forma
casi inmediata que el paréntesis del miembro
izquierdo debe ser también una funcién pura
del flujo magnético, esto es:

2o rw
P (41)

Debemos notar que se trata de un caso libre
de fuerzas en la direccion toroidal, pero que
sin embargo muestra rotacion con velocidad
tangencial:

T(A)
T (42)

Si la funcién T es constante, el movimiento

toroidal es irrotacional y la Unica componente
de la vorticidad es perpendicular a los planos
meridianos. En la ecuacion (40) podemos se-
parar inmediatamente la componente paralela
al movimiento como:

2

vy, 1 Vg
V“ 7 + Evllp + V"G - ?V"T =0 (43)

pero como la velocidad tangencial expresada
por la ecuacion (42) es el producto de una fun-
cion del flujo magnético A (y en consecuencia
constante de movimiento) por una potencia
integrable de r, se llega inmediatamente al
teorema de Bernoulli. Si llamamos h a la ental-
pia por unidad de masa, y s a la entropia por
unidad de masa, podemos escribir la ecuacion
(44) en la forma:

v?2 I2
p

(44)

donde hemos usado la identidad (42) para escri-
bir la componente tangencial de la energia por
unidad de masa y hemos usado la identidad:

dU+pV)=dH=TdS+Vdp (a5)

El balance transversal de fuerzas se escribe
como:

1 M?
— l(1 - M?)D24-Ly (—) VA +
pr 2 \p

- [T,
1 ',’ ! 1 7 A

donde s’, denota la derivada de la entropia es-
pecifica s(A), que se supone conocida en la
base del viento. Observemos ahora que a par-
tir de la expresion (31), teniendo en cuenta la
definicién (41), podemos escribir la densidad
de masa como:

_ Ug'F iy

T T =120 (47)

donde parece evidente que las funciones I y
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Q deberian tener signos opuestos para evitar
la posibilidad de una singularidad del denomi-
nador como funcidn de r que provocaria, a su
vez, densidades negativas. Obsérvese de paso
gue en esta situacion el nimero de Mach-Al-
fvén definido en la ecuacion (33) puede escri-
birse como:

2 N2 2
PVp (¥a) r—ron
M2 = = = /A ——
(48)

Es interesante notar que si reescribimos la vor-
ticidad (definida en la expresion (21)) usando
la ecuacion (48), obtenemos:

M? ) 1 M?
w=——|DA+= Vin|{— | VA
A 2 p

V(b + [:4’ VAX V(b (49)

y, €n consecuencia, la ecuacion (46) puede ex-
presarse como:

1
DA+ 5 FF}] = p (Ts,a -

!

B I'T, , v
At 2 —Ypw Vo (50)

Vale aqui una pequefia digresion. Para ello re-
gresemos a la expresion de la fuerza de Lo-
rentz, ecuacion (17), que aqui repetimos por
comodidad:

JXB = l lz (VFXVA —D?AVA— F VF)
Ho T

Obsérvese que el vector j x B no es necesaria-
mente irrotacional. Pero si la funcién F definida
en la ecuacion (10) es funcion del flujo mag-
nético A, es decir, si F = F(A) es facil ver que
el primer término del paréntesis del miembro
derecho se anula, quedando:

doF
VFXVA = 3 VAXVA =0 (51)

y que en tal caso, y al cabo de un minimo ana-
lisis dimensional, podemos definir una funcion
presion, funcion del flujo magnético, p = p(A),
tal que cumpla:

) doF dp
; (024 +F 51) ==
UoT dA (52)
A partir de la expresion anterior, dado que la
presion (y su derivada) no habran de depen-
der del angulo toroidal, parece evidente que
en el caso F = F(A) la fuerza de Lorentz no
tiene componente en la direccion toroidal (un
estudio detallado de este tipo de soluciones
puede encontrarse en Weinbaum y O 'Brien,
1967).

Las ecuaciones (47)-(50), precisamente, junto
con la ecuacion de estado T=T (p, S), consti-
tuyen la generalizacion de la ecuacion mag-
netohidrostatica (52) para el caso que nos
ocupa. Demas estd decirlo, la integracion de
la ecuacion (50) requiere de técnicas numé-
ricas especiales, salvo que alguna hipotesis
adicional pudiera hacerse y mantener el pro-
blema dentro de un marco matematicamente
mas ameno. Una primera idea seria considerar
el flujo irrotacional y homentropico, en cuyo
caso el miembro derecho de la ecuacion (50)
se reduciria a ph’,, pero obsérvese que en este
caso no seria posible satisfacer la irrotaciona-
lidad del flujo poloidal debido a la presencia
de la fuerza de Lorentz (el miembro izquierdo
de la ecuacion (50)). Es decir, no se cumpli-
ria el teorema de Crocco (recordemos breve-
mente que el teorema de Crocco demuestra
que en un flujo homentalpico y homentrdpico
la vorticidad es nula y el flujo es irrotacional).
En particular, si el flujo es uniforme a grandes
distancias de la fuente (tipico de los vientos
estelares) también resulta h’, = 0y la ecuacion
(50) muestra la proporcionalidad directa entre
la fuerza de Lorentz y la vorticidad.

Habiendo analizado con algun detalle el caso
magnetohidrostatico representado en las
ecuaciones (41) a (52), estamos en condicio-
nes de escribir la formulacion completa en el
caso general. A partir de las ecuaciones (27) a
(32) se obtiene formalmente la identidad:

L F rv.—Qr? L rB,
U ——=——"——>>——=10,—L =
° P, Mm? ‘ A
(53)

Entonces, la componente paralela al movi-
miento poloidal de la ecuacion (40) se escribe
como:
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A AYE.:
Vil v +pWP+

+ V"G - V“ (Qrvt) =0 (54)

Obsérvese que de esta Ultima expresion se
obtiene el teorema de Bernoulli para el caso
isentrdpico, es decir,

= H(4)

(N |-§N

v? SIOF
LA A e
2 Y4

(55)

La expresion de la vorticidad es analoga a la
obtenida en la expresion (49), salvo por el he-
cho de que el término poloidal debe ser reem-

plazado por V(r ve)X via.

w=- M [D A+:L VIn(Mz) VA]V0+
B le 2 p
V(rv)X Ve (56)

Por su lado, la expresién (50) debe sustituirse
por:

1
= DA+ u5 FF;] =

FI
P (TSA_hA ) IIJA(" Vo

(57)
donde hemos definido la funcién f como:

_Q-rry, —riay)
= e =

(L —7%0, 1)

@, )
(58)

Obsérvese que en todas estas expresiones in-
terviene el nUmero de Mach-Alfvén, cuya eva-
luacion en términos de cantidades supuesta-
mente conocidas puede efectuarse siempre a
partir de la ecuacién de Bernoulli, aunque en
la mayoria de los casos practicos esta tarea es
sumamente complicada. Debemos notar que
el punto M2=1 es un polo de dicha ecuacién

y que la rama fisica debe pasar por los puntos
criticos lento y rapido (una discusion comple-
ta al respecto puede hallarse en Heyvaerts y
Norman, 1989).

Caso resistivo (n#0)

La ley de Ohm microscopica y la fuerza de Lo-
rentz pueden escribirse sucintamente como:

E=-vxB+nj=-Vo (59)
donde @ representa el potencial eléctrico. Po-

demos usar las expresiones (7) y (16) para es-
cribir el miembro derecho en la forma:

1
Vx [_,F (VipXVA — FV + AVA) +

n
— (D%A V@ + VEX V@) =0
uo( @+ VFX (2))] (60)

Obsérvese que el segundo término puede re-
ducirse a la forma:

Vx ﬂi(DZA V0 + VFX V@) =
0

T yp2axve + LD2F vo
Ho Ho
(61)

de manera tal que la ecuacion (60) puede se-
pararse en:

1 9(A9)
pr a(r, 2)

r(a(A A) (¥, F)) L PST

+7D24 =0 (62)

d(r,z) 0(r,z)
(63)

donde hemos definido:

A i
A= F =

pr? pr? (&4
00.9) _ (51 =9%9 999
dwv) 9 T guar  avou (65)
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Si se quiere que los flujos poloidales estén ali-
neados debe tomarse ¥ = Y(A), porque en ese
caso resulta D? A=0. En tal escenario es facil ver
que podemos reescribir la expresion (61) en la
forma:

(A, A= yPuF) n _,
da(r,z) +p_'_OD F=0 (66)

Ahora multipliquemos escalarmente por B la
expresion (59); es facil ver que resulta:

nj*B+Ve-B=20 (67)

que, en vista de la expresion (16) para la co-
rriente y el operador de la ecuacion (65), lo
mismo que decir:

a(4,
1_(vA-VF - FD24) + “9)_,
UoT a(r,z)

(68)

Soluciones analiticas de esta ecuacion general
no parecen evidentes. De hecho no lo son. Pero
podemos proponer algunas (sin romper la hipo-
tesis de axisimetria).

En primer lugar, notemos que dentro de cada
estructura cilindrica puede hacerse el cambio de
variables:

p= m (69.a)
T
6 = arctg (E) (69.b)

Si ahora pensamos en flujos sin componente
toroidal de la fuerza de Lorentz, esto es, flujos
que cumplen:

[F,A]=0 (70)

donde F es la componente toroidal del campo
magnético (la hemos definido en la ecuacion
(10)) vy el significado del operador es el de la
ecuacion (65), proponemos las formas funcio-
nales:

A(p,8) = W(p) sen?6 (71)

@(p,0) = Q(p) coso (72)

F =by Ap,6) (73)

Estas formas permiten separar variables en la
ecuacion general (68), y lleva automaticamen-
te a las ecuaciones:

. , 2w
, 2bgn
= 75)

donde m es una constante que define la curva-
tura de las lineas de campo y cuyas soluciones
para p>0 son:

W) =C -mp(1+i)+c (T—l)
p) = L€ mp 2 P

2
(76)
Qp) = 22217 [E—; e~mP + % (1 - mip)]
(77)

Una discusion completa de estas soluciones
puede hallarse en Rotstein (2011). Otras for-
mas integrables pueden obtenerse pensando
el problema general en simetria toroidal. La
figura 1 ilustra las variables que definen las
coordenadas cartesianas (x; y; z), cilindricas
(r; @; z)y toroidales (R; 6; €), en la que hemos
cambiado la designacion de la distancia radial
dentro del toroide por R, para evitar confu-
siones. A partir de la figura 1 es facil ver que
valen las siguientes relaciones:

r =15+ Rcos@

(78.a)

Z=Rsenbd (78.b)

R= (r—rp)?%+ z2 (78.0)
z

0 = arctg (r — To) (78.d)
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(78.e)

En términos de las variables definidas en las
ecuaciones (78.a) — (78.d) es posible, en prin-
cipio, hallar soluciones analiticas desplazadas
del origen (obsérvese que el centro de la cir-
cunferencia esta desplazado una cantidad r0 y
gue, en consecuencia, pensamos en configu-
raciones tales que sea rO>R) si se supone una
particular dependencia angular con la latitud.
La dificultad que se enfrenta es que aun en la
hipdtesis de que los flujos magnéticos estén
linealmente relacionados (F o A, o sea, sin
componente toroidal de la fuerza de Lorentz)
las elecciones posibles no siempre separan va-
riables y las ecuaciones se tornan matematica-
mente muy complicadas. Una solucién plausi-
ble es la que se obtiene si proponemos:

en cuyo caso resultan las ecuaciones:

W'U' - UWN - 0 (82)

wu s i
2 +K[WQ-2WQ]=0  (83)
donde las variables primadas denotan deriva-
cién respecto de la variable R y k=p0/n. Ob-
sérvese que el sistema de ecuaciones puede
resolverse suponiendo conocida alguna de las
tres variables radiales. En particular, estamos
trabajando en la suposicion de que es nula la
componente toroidal de la fuerza de Lorentz,
de manera tal que parece razonable definir:

U(R) = by W(R) (84)

en cuyo caso resultan:

W(R) = C1 e R (85)

A(R,0) = W(R) sen?8 (79) (—1)m+t
F(R.8) = U(R) sen?8 (80) QR) = Ce™™/2 + €, |In(R) +Z nln Rn]

¢(R,6) = Q(R) send (81)
(86)
2
b.s r ¥
£ R

Tabla 1. Calculo de la fluencia diferencial ® debida al flujo de radiacion que atraviesa el

volumen de deteccion VD en cada uno de los cuatro cuadrantes
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Analisis y conclusiones

En este articulo hemos analizado el flujo esta-
cionario de fluidos magnetizados con conduc-
tividad finita en coordenadas cilindricas y una
extension al caso cilindrico anular. Para ello,
hemos escrito las ecuaciones completas y ha-
llado la forma de las estructuras magnéticas
que sostienen ese flujo de manera autoconsis-
tente. Vale la pena recordar que, respecto del
caso de conductividad infinita, las soluciones
generales cambian porque ahora debemos in-
corporar el término del potencial eléctrico, y
esta es una condicién vinculante de peso por-
gue incorpora una variable mas al problema.

Las formas analiticas que en general se invo-
can para tratar los flujos MHD (con conduc-
tividad infinita) proponen una forma del flujo
magnético y, a partir de estructuras plausibles,
resuelven el problema para la densidad de
masa Y la velocidad (y eventualmente la distri-
bucién de fuentes térmicas).

Nosotros hemos optado por resolver el pro-
blema sin proponer la forma del campo mag-
nético, salvo la imposiciéon de que se trate de
flujos colimados. Al respecto, vale la pena
mencionar que aunque no hemos escrito la
ecuacion de las lineas de campo que resultan
de la resolucién de las ecuaciones, se trata
siempre de lineas que se convergen hacia un
eje. En el caso de la ecuacion (76) hacia el eje
de simetria axial del cilindro, en el caso de la
ecuacion (86) hacia el eje polar de la seccién
toroidal.

La ecuacion (76), de hecho, conduce a formas
de campo en un todo similares a las halladas
en Rotstein (2011). Hay, sin embargo, diferen-
cias que vale la pena mencionar. Por un lado,
en aquel trabajo, referido a geometria esfé-
rica, las lineas de campo no se tratan en el
origen porque solo interesan en la region ex-
terior de un sistema de radio no nulo. En este
trabajo debemos establecer taxativamente el
valor R>1. Por otro lado, es necesario recordar
gue ahora no se trata de esferas concéntricas
sino de superficies esféricas contenidas en un
cilindro.

Ni falta hace decirlo, las que hemos hallado
y propuesto no son las Unicas soluciones po-
sibles, y debe tenerse en cuenta que hemos
trabajado en todo momento con flujos sin

componente toroidal de la fuerza de Lorentz.
El principal obstaculo radica siempre en la di-
ficultad matematica que supone la eleccion.
Por ejemplo, si en el marco que nos llevo a la
ecuacion (76) proponemos las formas:

A(p,8) = W(p) senb (87)
@(p,0) = Q(p) cosb (88)
F = by pA(p,6) (89)

las variables vuelven a ser separables, pero
ahora la ecuacion a resolver para W(p) es de
la forma:

0

W\W W
) %70 e

W —2lo (—
50

y, posiblemente, las lineas de campo no sean
colimadas.

Hemos demostrado que la hipdtesis de con-
ductividad no nula (y esta es una de las con-
secuencias mas importantes respecto del caso
de conductividad infinita) conduce a estructu-
ras de flujo en las que las isosuperficies de
flujo masico no coinciden con las isosuperficies
de flujo magnético, y, aunque no lo hemos dis-
cutido en detalle, podemos adelantar que esta
propiedad modifica de manera sustancial la
estructura de la vorticidad. Es de esperar que
nuevos avances se realicen en estos topicos
con el objeto de progresar en el conocimiento
de las maneras de confinar campos magnéti-
cos de manera estable.
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