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RESUMEN

La dinamica de rotores es el estudio del comportamiento de dichos elementos en funcionamiento.
Incluye la determinacién de velocidades criticas y formas modales, condiciones de inestabilidad,
respuesta a la desalineacién, etc. Esos fendmenos se pueden estudiar experimentalmente o
numéricamente. Una herramienta de modelado numérico es el Método de la Matriz de
Transferencia, que se basa integramente en ecuaciones de la mecanica clasica y permite obtener
resultados adecuados, empleando poca capacidad de calculo y sin la necesidad de tener un
modelo solido. Consiste en dividir el rotor en tramos de eje llamados campos. Los acuerdos entre
tramos de ejes, los cambios de seccién, soportes y rodetes, son llamados estaciones. Para cada
campo o estacién se plantea una matriz de transferencia que relaciona desplazamientos y
esfuerzos a ambos lados del elemento. Finalmente con estas matrices se arma una matriz que
representa el rotor completo. Para la obtencidon de las matrices de campos existen, dos corrientes
claramente diferenciadas, mientras algunos autores usan un modelo de distribucién continua de
masa y ecuaciones continuas de movimiento para obtener la matriz de transferencia, otros, en
cambio, adoptan el modelo de viga ideal que responde a la formulacién de Euler-Bernoulli,
llegando generalmente a matrices de campo mas simples. Aun cuando existen numerosos trabajos
gue emplean una de las dos variantes, existen pocos trabajos donde se comparen ambas
formulaciones. Es por ello que en este trabajo se analiza la literatura especifica y se modelan
algunos rotores simples siguiendo ambos caminos, con el propdsito de entender cuando es mas
conveniente usar una u otra. En general el modelo de viga continua es mas complejo de programar
gue el de viga ideal, no obstante, esa complejidad se ve compensada a la hora de modelar algunos
defectos.

Palabras Claves: Matriz de Transferencia. Dinamica de rotores, Velocidades criticas
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1. INTRODUCCION

Como es conocido en el &mbito industrial, las turbo-maquinas modernas funcionan por encima de
una o varias de sus velocidades criticas. Es por ello que la determinacién de dichas velocidades es

fundamental para el disefio correcto y la operacién segura de este tipo de maquinas.

En la literatura especifica [1] se pueden encontrar métodos analiticos para determinar velocidades
criticas y la respuesta del rotor a fendmenos como deshalance o cambios en las propiedades de
los cojinetes, entre otros; pero dichos métodos casi siempre se aplican a modelos relativamente
simples como el rotor de Jeffcot y los resultados de los mismos, si bien permiten comprender
conceptualmente los fendmenos, no tienen precision o simpleza a la hora de analizar los rotores
mas complejos. Actualmente, el método de los elementos finitos (FEM) y el Método de la Matriz de
Transferencia (MMT) son los dos caminos numéricos mas usuales para analizar el comportamiento
de rotores. La aplicacion de modelos de elementos finitos en dindmica de rotores ha sido
exitosamente verificada [2]. No obstante, el principal inconveniente de este camino es que emplea
una gran capacidad de calculo, la programacién es compleja y, en general, requiere un
conocimiento preciso de la geometria del rotor.

El Método de la Matriz de Transferencia, en cambio, resuelve el problema dinamico utilizando un
procedimiento de aproximacion que consiste en partir de un extremo del rotor, donde las
condiciones de contorno son conocidas, luego usando expresiones clasicas obtenidas de la
Mecanica de Newton, de la Resistencia de Materiales y de la teoria de la Elasticidad, se determina
la deflexion lateral, el angulo de giro y los esfuerzos del eje en determinados puntos caracteristicos
a lo largo del eje (cambios de seccibén, apoyos intermedios, rodetes de alabes, etc.), avanzando en
forma progresiva hasta llegar al otro extremo. La satisfaccién de las condiciones de contorno de en
los extremos y en todos los puntos intermedios permite plantear un sistema de ecuaciones lineales
para determinar las velocidades criticas. Luego para cada velocidad se puede obtener el estado
del rotor en esos puntos caracteristicos intermedios, a través de las mismas ecuaciones, y de esa

manera se obtienen las formas modales.

Este método tiene como principal ventaja que no requiere almacenar o manipular grandes
matrices, se puede trabajar con datos concretos, como son los didmetros del rotor y las masas de
los componentes y resulta mas rapido para obtener resultados cuando la capacidad de célculo es
reducida.

La idea fundamental del método de las matrices de transferencias fue propuesta por Holtzer para

sistemas sometidos a vibraciones torsionales, luego Myklestad lo generaliz6 para sistemas
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sometidos a la flexién [3]. Desde entonces distintas publicaciones fueron ofreciendo variantes del
método para distintos sistemas rotor-cojinete. Como sugiere Murphy [4] en algunos casos puede
presentar errores en la determinacién de algunas de las velocidades criticas, pero existen técnicas

para asegurar la precision y mejorar los resultados.

Existen muchos trabajos realizados con el propdsito de determinar las velocidades criticas,
frecuencias de precesion o batido y formas modales que incorporan distintos efectos o detalles,
como la influencia de los soportes y cojinetes [5, 6,7], la inercia rotacional de los rodetes [8] o la
distribucion de masa e inercia rotacional del eje [9]. También se han desarrollado trabajos que
usan este método para estudiar la respuesta del rotor a fendmenos como el desbalance, la

desalineacion [10, 11] o la presencia de una fisura del eje [12].

Una particularidad que se puede observar en estos trabajos es que no en todos ellos se modela de
la misma manera a los tramos de eje o campos. Mientras algunos consideran que el campo se
comporta como un sistema de masa despreciable y lo tratan como una viga ideal unida en los
extremos a las estaciones [6,12]. Otros plantean que el campo es un elemento continuo y escriben
ecuaciones diferenciales para resolver la relacién entre las deformaciones y esfuerzos en ambos
extremos [8, 10, 11]. En lineas generales, el modelo puede resolverse considerando s6lo una
direccion de movimiento transversal o dos direcciones, dependiendo del grado de complejidad que

se plantee y del fenébmeno que se desea modelar.

En un par de trabajos previos [13, 14] se habia empleado la formulacién del Método de la Matriz de
Transferencia considerando los campos como vigas ideales y se desarrolld6 una aplicacién para
determinar las velocidades criticas y formas modales de ejes flexibles que tenia una precisiéon
aceptable. El propésito de este trabajo es desarrollar una formulaciéon del Método de la Matriz de
Transferencia a partir de las ecuaciones diferenciales de movimiento de cada tramo de eje, que
consideran una distribucidon continua de masa, para implementar en el mismo software, antes
desarrollado, y comparar los resultados para analizar las ventajas y desventajas de cada

formulacion.

2. FORMULACION MATEMATICA

El método de la Matriz de Transferencia es un método aproximado que trata al sistema continuo
como un sistema de n-grados de libertad, donde n es un ndmero finito. Se plantean ecuaciones de
equilibrio que se resuelven asumiendo una solucién que tiene generalmente la forma de series de
funciones conocidas. Este procedimiento conduce a un problema de auto-valores, similar en

estructura al problema de un sistema discreto de n-grados de libertad. Su solucién es un conjunto
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de “n” auto-valores distintos, que proveen las aproximaciones para las primeras “n” frecuencias
naturales o velocidades criticas del sistema, dependiendo de los datos y las simplificaciones
realizadas, estos auto-valores se corresponden con los “n” auto vectores, que se calculan por el
mismo método y son usados para construir las “n” formas modales del sistema original. Para tal fin,
se aproxima la geometria del rotor a un nimero de discos rigidos conectados por tramos de eje
(Figura 1). Los discos son considerados como cuerpos rigidos y son llamados estaciones. Los
tramos de eje son llamados campos. También, se consideran estaciones en los extremos, en los

apoyos y los cambios de seccion.
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Figura 1: Ejemplo de descomposicién de un rotor en campos y estaciones

Para cada estacion o campo se plantea un sistema de ecuaciones que relacione la deflexién lateral
0, el angulo de giro U, el esfuerzo de corte Q, y el momento flector M a ambos lados de dicho

elemento. Ese sistema se presenta como una matriz de coeficientes o matriz de transferencia.

T

{é‘ir yi M Qir}T :[Tfls]i{5i| v, M, Qil} 1)

Por ultimo, considerando todos los campos y estaciones se llega al sistema de ecuaciones que rige

el comportamiento del rotor y se puede expresar de la forma.
{ra via M Quf =L mLELELELS vi mi @

2.1. Formulacién de matriz de transferencia de campo

Como se ha mencionado en la introduccion, se pueden presentar dos caminos para modelar cada

campo.
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2.1.1 Viga ideal de masa despreciable

Si se considera cada tramo de eje como una viga ideal de masa despreciable, las relaciones entre
deformacion y esfuerzos entre ambos extremos del campo, se pueden encontrar planteado los
coeficientes de influencia que relacionan esfuerzos y deformaciones entre extremos de una viga, a
partir de las expresiones tradicionales de la resistencia de materiales, esto permite armar el

siguiente sistema de ecuaciones presentado matricialmente a continuacién.

WO O &z A2?/2E| - Z/GEIWD

.15 O 1 e/l oY %H )
E@ o 1 - fr‘]
@.H@ 0 o 1

Donde T; es la matriz de campo, | es momento de inercia de la seccion del eje, E es el médulo de
elasticidad y los superindices R y L indican derecha e izquierda del disco. El desarrollo de esta

formulacion se puede encontrar en algunos textos clasicos de dinamica de rotores [1,3].

2.1.2 Viga con distribucién de masa contintda

En caso de considerar los campos como vigas de distribucion de masa continua, se puede analizar
cada tramo de eje a partir de la ecuacién diferencial de vibraciones transversales de la viga, dicha

expresion, considerando la teoria de Timoshenko [15], se escribe de la siguiente menara.

L o5, A
b o Al e +§%Edﬁ @

Entonces se propone una solucién como la siguiente, donde la deflexién a lo largo del eje es una

serie de funciones trigonométricas.
5,(zt)=6,(z)€" , siendo §,(z) = Acosh(4z) +Bsenh(4z) +Ccos(4,z) +Dsen(4,z)  (5)

Reemplazando en (4) se llega a una ecuacién independiente del tiempo cuyas raices son los
valores de A; y A,. Una vez obtenidas estas raices, se puede escribir la expresion de la deflexién
lateral o y sus derivadas sucesivas, respecto de la ordenada a lo largo del eje, como funcién de los

coeficientes A, B, C y D, obteniendo un vector de estado como el siguiente.

2 3
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Este Ultimo se puede expresar para ambos extremos del tramo de eje mediante las ecuaciones

lineales que representadas de forma matricial.

W, = [A)]{B}
w., =[a]8 )

Donde B = {A, B, C, D} es el vector de los coeficientes de la expresién (5) y las matrices de
coeficientes Ay y A_ se obtienen de reemplazar en la expresion de d y de sus derivadas, los valores
de z=0y z=L, siendo L es la longitud del tramo de eje considerado. Trabajando algebraicamente se

llega a la ecuacion siguiente.

W =[A] AW, (9)

A partir de ecuacion (9) la deflexion y sus derivadas a en un extremo del tramo de eje se pueden
escribir como funcion las mismas variables del otro extremo. Recurriendo entonces a las relaciones
entre dichas derivadas y el angulo de giro ), el esfuerzo de corte Q, y el momento flector M; para

la seccidn de la viga presentadas a continuacién, que se deducen de la teoria de vigas [15].

@:V/+7Q ;
0z KAG
F5_M , p ds, (10)

2 El KGdt'

@:Qﬂp(dzy//dtz)_ﬁ w1 dQ
oz’ El KG@HZ KAG dt’

Se puede plantear un sistema de ecuaciones que se presenta matricialmente como:
w =[F[{s} (11)

Siendo S el vector formado por la deflexion lateral &, el angulo de giro y, el esfuerzo de corte Q, y

el momento flector M;, entonces despejando:

s =[F["A] [A]"Fls. (12)

De forma tal que este Ultimo sistema de ecuaciones, permite obtener los esfuerzos y
desplazamientos en un extremo del tramo de eje como funcién del otro extremo, por lo que la

matriz de transferencia del campo queda expresada:

rI=[FI"[A] [A]F] (13)
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Tanto esta Ultima expresién (13) para el modelo de eje con distribucién continia de masa, como la
expresioén (3) del apartado anterior, se desarrollaron considerando que la deflexion se producia en
una sola direccion y con ellos se llega a matrices de transferencia de 4x4. No obstante, se puede

generalizar a un modelo de dos direcciones y se obtendran matrices de 8x8 o de 16x16 elementos.

2.2. Formulacion de la matriz de transferencia de una estacion

Para obtener las matrices de transferencia de cada disco o estacion, algunos autores plantean la
energia cinética del disco y usan el principio de Hamilton [10]. Otros, en cambio plantean las
ecuaciones clasicas de movimiento de un cuerpo rigido expresando el momento cinético en un
sistema solidario al disco [5]. Partiendo de esta manera, considerando el efecto giroscopico y la
masa del disco, se puede llegar a un sistema de ecuaciones que permite obtener una matriz de

transferencia relativamente simple para el disco [1,8].

00 1 0 0 omBRO

H l E

0

. 0 1 o o, 4

i [l i 3

(500 IQo-lef 10 D:h]‘%:% ©
HE

O Mo
HH om« 0 0 1EFH
Donde Q es velocidad de rotacion, | es momento de inercia de masa del disco respecto al eje de

giro, I, es el momento de inercia del disco respecto a un eje perpendicular al de giro, w es la

velocidad critica y los superindices R y L indican derecha e izquierda del disco.

3. IMPLEMENTACION Y VALIDACION

La implementacion de los algoritmos de calculo a partir de las ecuaciones del apartado anterior se
desarrollo en lenguaje Pascal con un programa orientado a objetos llamado Delphi®. Esto permite
obtener un entorno amigable con botones y pantallas de facil manejo similares a todos los

programas de uso comercial.

Se analizaron tres variantes distintas para la formulacién de las matrices de transferencia, todas
ellas considerando una unica direccion de movimiento. La primera, llamada Formulacion 1, habia
sido desarrollada previamente [13, 14], consideraba tramos de viga ideal, sin masa, vinculadas por
discos rigidos y constituye una variante del algoritmo de Myklestad que puede incluir, o no, los

efectos giroscopicos dependiendo de los datos disponibles del rotor.

La segunda variante (Formulacion 2) es similar a la anterior, pero se incluye la masa de los tramos

de eje como una masa adicional en cada estacion, a los efectos de mejorar la aproximacion. Para
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ello se realiza un calculo en base a los didametros de cada tramo de eje para determinar la masa

del campo que luego se afiade en forma repartida a las estaciones adyacentes.

Por ultimo, la tercera variante del método implementada (Formulacion 3), reemplaza las matrices
de transferencia de campo descriptas por la expresion (3), por las descriptas por la expresion (13)

para considerar una distribucién de masa continua.

A los efectos de comparar cada variante del método, se programé una rutina o funcién para cada
formulacién. Dicha funcién o algoritmo realiza, a partir de los datos de los ejes, los calculos para
determinar todas las matrices de campo y estacion, luego determina la matriz de transferencia de
todo el eje y arroja como resultado del determinante de la matriz de los coeficientes (matriz de
transferencia de todo el sistema) que previamente es simplificada considerando las condiciones de
contorno de los extremos del rotor [16]. Luego se emplea un segundo programa de blsqueda de
las velocidades criticas, que encuentra los ceros de esa funcién por un algoritmo de determinacion
de raices basado en el método de la secante. El mismo programa de busqueda de ceros se uso en

los tres casos.

Para poder comparar los resultados de las tres formulaciones, se modelaron rotores extraidos de la
literatura [9, 16] cuyas velocidades criticas eran conocidas y habian sido determinadas de forma
analitica y por el método de los elementos finitos. Se compararon las diferencias en las
velocidades criticas con la determinacion por elementos finitos y la analitica, cuando estaba
presente, y el tiempo que tardaba en encontrar las raices en cada caso.

4. RESULTADOS Y DISCUSION

En la tabla 1 se muestran las primeras cinco velocidades criticas para cuatro rotores distintos, que
fueron determinadas por las 3 formulaciones descriptas en el apartado anterior. En la Ultima
columna esta el tiempo total de calculo que le tomo a un sélo nicleo de una CPU Intel (R) Core 15-
2450M 2,5Ghz determinar esas velocidades con los algoritmos desarrollados trabajando con una

carga de trabajo equivalente.

A los efectos de validar los resultados se usaron 4 rotores analizados en la bibliografica consultada
[9,16]. Los rotores 1y 2 habian sido modelados analiticamente y por elementos finitos por Jong-
Shyong Wu [9], el primero tenia un solo disco central, el segundo tres discos equiespaciados y en
ambos casos estaban simplemente apoyados. Los rotores 3 y 4 eran idénticos pero con distintas
condiciones de contorno y fueron modelados por Elementos Finitos y por el Método de la Matriz de

transferencia pero considerando dos direcciones [16].
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Tabla 2. Comparativa con métodos analiticos y de Elementos Finitos

W, Wy W3 Wy Ws T [s]

Método analitico [9] | 63.9603 |401.5251 | 1139.5836 | 1232.5813 | 3601.9354

_ | Elementos Finitos [9] | 63.9603 |401.5251 | 1139.5838 | 1232.5815 | 3601.9431
5 Formulacion 1 68.9501 |459.7475| N/D N/D N/D 11.9
= Formulacion 2 64.3258 | 404.1377 | 1147.7004 | 1242.1106 | 3568.2248 | 91.5
Formulacion 3 63.9657 |401.3707 | 1135.2378 | 1227.9709 | 3566.466 | 339.4

Método analitico [9] | 75.3973 |290.8641 | 611.9586 | 958.4773 | 1288.8920

| Elementos Finitos [9] | 753973 |290.8691| 611.9586 | 958.4773 | 1288.8920
5 Formulacion 1 83.8904 |320.7843 | 664.2700 | 1009.4533 | 1331.5348 | 34.0
- Formulacion 2 75.8400 | 292.5453 | 615.3369 | 966.2243 | 1299.5088 | 33.5
Formulacion 3 75.3722 | 290.4925 | 610.1941 | 957.7185 | 1283.3027 | 120.6

'\eﬂr?té'jsd;;i?j;zrse?fé? 57.3303 |108.1611 | 268.9405 | 281.6411 | 467.3322

| Elementos Finitos [16] | 57.3303 |108.1651 | 268.9206 | 281.6434 | 467.3489

§ Formulacion 1 59.2768 |108.0635 | 288.6924 | 318.9408 | N/D 8.9

Formulacion 2 52.8469 |104.9366 | 271.0061 | 280.9743 | 464.8919 | 13.6
Formulacion 3 52.9560 |104.5257 | 267.6843 | 278.2080 | 466.0191 | 45.9

Z:t;'jsd;rzr;rl‘s;if?fé? 97.0301 |131.5889 | 293.7608 | 317.5620 | 751.8541

N Elementos Finitos [16] 97.0273 | 131.5916 | 293.7228 | 317.5617 | 751.9331
§ Formulacion 1 102.2450 | 131.0377 | 323.5975 | 370.4084 | 814.8455 | 20.2
Formulacion 2 94.2698 | 128.9405 | 296.2526 | 317.6587 | 751.1779 | 18.9
Formulacion 3 98.7897 |128.3001 | 291.7871 | 313.9638 | 744.5564 | 68.4

Como se puede apreciar de los resultados hasta aqui obtenidos la formulaciéon 3 que considera la

masa del eje distribuida es la que méas se aproxima a los resultados de elementos finitos y a la

formulaciéon analitica. No obstante la formulacién 2 que incorpora la masa de los tramos de eje en

cada estacién entrega una buena aproximaciéon en la mayoria de los casos. La formulacion 1

entrega resultados que se alejan bastante de las restantes e incluso no logra encontrar algunas de

las velocidades criticas. En contrapartida la formulacién 3 utiliza entre 3 y 4 veces mas tiempo de

calculo que las restantes dado que para cada campo debe completar 4 matrices y multiplicarlas

entre si, cosa que no ocurre en los otros dos casos.

Organizan
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En general, en la literatura consultada [1, 6,12] para modelar la respuesta al desbalance y el
comportamiento cuando varia la rigidez de los cojinetes se emplea una formulacién como la
descripta en el apartado 2.1.1. Para poder incluir el efecto de la desalineacién [10, 11] o poder
modelar orbitas [2] se emplea una formulacién en dos direcciones similar a la del apartado 2.1.2.
No obstante, ninguno de los autores especifica porque elije un camino u otro. Por ultimo, para el

caso de fisuras en ejes se encontraron trabajos usando ambos caminos [12,17].

5. CONCLUSIONES

La formulacion del Método de la Matriz de Transferencia, empleando la ecuacion diferencial de la
viga de Timoshenko para hallar la matriz de campo, es la mas precisa, pero emplea 3 veces mas
tiempo de célculo. El modelo de viga ideal es mas simple matematicamente y requiere menos

recursos, pero arroja resultados erréneos después de la tercera velocidad critica.

El modelo de viga ideal incluyendo la masa de cada tramo del eje como masa repartida en las
estaciones adyacentes es una buena alternativa porque los resultados son aceptables y emplea

menaos recursos.

En futuros trabajos se pueden analizar los resultados de modelar desbalance o desalineacion por
las tres formulaciones estudiadas.
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