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Este manuscrito tiene como objetivo dejar por escrito todo aquello que fui
aprendiendo con los afios, gracias a los docentes con los cuales tuve el gusto de
conocer y trabajar en la catedra de Fisica Il de la Facultad de Ingenieria: Daniel
Abraham, Enrique Leone, Miguel Marcet, Mesaros Mariana, Victoria Cremaschi, y
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ensefar. Tampoco puedo dejar de mencionar a mi gran amigo Gabriel Raffa con
quien pasé incontables horas hablando de fisica y pensando en trabajar en
colaboracion.

Es importante que el lector entienda que esta obra no reemplaza a los libros
citados en la bibliografia obligatoria ni tampoco la asistencia a clases, es un
simple complemento que busca estar cerca de los ejercicios o casos de estudio
(o como se guste llamarlos). Por ese motivo, se ha escrito un objetivo de cada
caso de estudio, con la finalidad que el lector comprenda cual es su utilidad y
qué busca mostrarle.
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Capitulo 1
Ley de Coulomb

Carga eléctrica

La experiencia acumulada a lo largo de afios mediante la experimentacion
pareciera indicarnos que en la naturaleza todo ocurre como si los objetos
materiales estuvieran constituidos por pequenas particulas o entidades
microscépicas. Los antiguos griegos los denominaron atomos, que significa sin
division. En la actualidad se sabe que estos atomos

estan conformados por particulas ain mas pequefias, conocidas como protones,
neutrones y electrones, y recientemente en la historia se supo que a los protones
y neutrones a su vez estan formados otras particulas llamadas quarks. Los
protones y electrones poseen una propiedad caracteristica que es la carga
eléctrica, la cual al igual que cualquier tipo de propiedad fundamental, debe
definirse a través de las interacciones que produce. Se define como aquella
propiedad fundamental de la materia que es responsable de las interacciones
electromagnéticas.

La carga eléctrica viene dada en dos variantes a las que se denomina carga
positiva y carga negativa. Esto se ha definido en base a la convencién que cargas
de igual signo se repelen, mientras que cargas de distinto signo se atraen. En el
sistema internacional de unidades, la unidad de carga eléctrica es llamada
Coulomb y se nota con [C]. Se define como la cantidad de carga eléctrica que, a
una distancia de un metro, ejerce sobre otra igual cantidad de carga, una fuerza
neta de 8, 987551787109N (Newton). De esta manera la cantidad de carga de
los electrones y protones resulta igual a 1,602 107'° C. Un principio fundamental
de la fisica es el hecho de que la carga eléctrica se conserva, es decir, no puede
crearse ni destruirse, el cual sera habitualmente usado en muchos casos de
estudio en el presente escrito.

Fuerza electrostatica

Una de las leyes fundamentales dentro de la electrostatica es la fuerza entre
cuerpos cargados. Charles Coulomb (1736-1806) enuncié una ley donde se
especifica que la fuerza entre dos cuerpos, considerados puntuales, es
proporcional al producto de sus cargas e inversamente proporcional al cuadrado
de la distancia que los separa. Empleo para ello un dispositivo inventado por él
mismo en 1785, la balanza de torsién, donde dos cuerpos cargados sufrian una
fuerza electrostatica girando sobre un eje que tenia adosado un indicar (aguja).

1 q19;
Fijp = Fppp = 4re, d?
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Donde los cuerpos 1y 2 con sus respectivos valores de carga g1 y gz, sufren una
fuerza F2/1 o Fi2 inversamente proporcional a la distancia d entre ellos. La

constante de proporcionalidad €, se llama permitividad eléctrica del vacio con
valor aproximadamente igual a 8,854107'2 C2/(Nm). Una expresion vectorial de
esta ecuacién se escribe en funcion de los vectores posicion de las cargas
referidos a un sistema inercial. La fuerza entre las cargas actua sobre la recta de
accion que las contiene y tiene el sentido definido por la diferencia de los
vectores posicion asi también como por los signos de las cargas. Escribamos
entonces la fuerza que la carga dos ejerce sobre la uno. Las magnitudes
vectoriales se escribiran en negrita, mientras que los versores seran
mencionados con circunflejos.

_ 1 4192
4meg |1y — 1z |?

(f1 = 13)

F21
(M

Una forma alternativa de la ley de Coulomb es aquella donde se deja en funcion
de los vectores, la cual resulta mucho mas util al momento de hacer cuentas.
Notar que la fuerza de la carga 1 ejercida sobre la 2 es similar, s6lo que
permutando los vectores posicidn. En ese caso es claro que F2/1 y F1/2 soniguales
y opuestas, siendo el par de fuerzas de accion y reaccion como puede verse en
la Figura 1.

1 d19>
F,q= —
2/1 4mie, |1y — 1, (ry —ry)
Z
q.
< | M
szl ““n{]qn d,
! = FEH
T,
y
X

Fig. 1. Dos cargas puntuales con sus respectivos vectores posicion.

Si en lugar de dos cargas, contamos con muchas de ellas, la fuerza se podria
calcular sumando todas las contribuciones parciales sobre la carga de interés.
Ello se debe a que la fuerza sobre la carga j, es lineal con las cargas restantes,
validando el principio de superposicién de fuerzas electrostaticas. Este principio
enuncia que si una consecuencia

es lineal con su causa, entonces la suma de las causas generara la suma de las
consecuencias. En términos de la ley de Coulomb, ello implica que al tener varias
cargas ejerciendo fuerzas sobre otra, entonces la fuerza total es la suma de
todas las fuerzas parciales, tal como si el resto de las cargas no estuviese. O sea
que podemos hallar la fuerza total sumando las fuerzas de a pares.
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1 N-1 q q
F. = E # I — I:
b e iI=1,1# j |ri - l'i|3 ( ] )

(2)
Caso de estudio 1. Uso de ley de Coulomb para cargas puntuales.

Sea una configuracion de dos cargas de igual signo, q1 y q2 separadas una
distancia d. Hallar la posicion donde debe colocarse una tercera, g3, para que la
fuerza sea nula.

Objetivo. Seguir una rutina de operacion para identificar los vectores campo y
fuente. Estimar la direccion y sentido de fuerzas sin hacer calculos.

Vamos a emplear la ley de Coulomb, Ecuacién (2). En este caso la fuerza sobre
gs se debe a gqi y también a g2. Dado que la fuerza es una magnitud vectorial
debemos necesariamente emplear un sistema de referencia. Sabemos que hay
dos cargas fijas en el espacio separadas una distancia d, pero no se especifico
la posicidn de cada una ni el sistema de coordenadas a usar, por lo tanto,
tenemos la libertad para hacer varias elecciones que ayuden a simplificar el
calculo. Considerando que por todo par de puntos se puede trazar una recta,
podemos hacer coincidir las cargas g1y g2 con un eje cartesiano, de esta manera
es mas sencilla la identificacion de los vectores posicion. Ademas, vamos a fijar
la carga 1 en el origen de coordenadas, por ende, la carga 2 quedara a una
distancia d sobre el eje elegido, en este caso y, Figura 2. La carga gz debera
ocupar una posicion genérica en el espacio dado que deseamos saber dénde
debera ubicarse.

F3 = Fi3 + F3 = 411180 |r3qiqjl|3 (r; —ry) + %(1& —13)
¥
a,
¢r,?
d
q, 9 x

Z

Fig. 2. Dos cargas puntuales fijas en el espacio interactian con una tercera, que se debe
colocar en un lugar su fuerza neta resulte nula.
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Notar que en realidad se trata de tres ecuaciones a resolver, ya que la fuerza es
una magnitud vectorial y se busca que sean nulas sus tres componentes, por lo
tanto, las tres incégnitas seran las coordenadas del vector rs. En muchos casos
cuando debemos hallar una magnitud vectorial, es posible predecir alguna
caracteristica como por ejemplo su direccion. Siempre que podamos hacer eso,
tendremos la posibilidad de verificar nuestro planteo matematico.

Observando la ecuacion podemos predecir el resultado no dependera de la
magnitud de la carga g3, lo cual indica que podemos buscar el punto del espacio
sin necesidad de conocer el valor de la carga. Sabemos que la fuerzas sobre la
carga 3 estan contenidas en la recta de accion comprendida entre los pares de
carga 1-3,y 2-3. Si la carga 3 se ubica en un punto del espacio saliendo del plano
del papel, entonces ambas fuerzas tendran necesariamente componente z. Por
lo tanto, si buscamos anular esta componente no nos queda otro remedio que
fijar la posicion de g3 en el plano x-y, ver Figura 3.

Fi

Fig. 3. Se analiza graficamente la fuerza sobre la carga 3 en dos posiciones del espacio.
Se puede advertir que si la carga 3 se encuentra sobre el eje x entonces se puede
asegurar la nulidad de las componentes y y z. Luego se buscara posicion en x mediante
la resolucion del sistema de ecuaciones.

Practicamente cualquier posicion en este plano, dara una fuerza con una
combinacién de dos componentes como se muestra en la Figura 3, porque las
fuerzas siempre estan sobre las rectas de accion que unen el par de cargas 1-3
o 2-3. Entonces si buscamos anular una componente adicional debemos tener
las tres cargas alineadas, (observar la posiciéon de la carga 3 sobre el eje x).
Ahora, podemos ademas aventurarnos a decir que gz estara entre g1 y g2, dado
gue segun el enunciado estas dos ultimas tienen el mismo signo, y si la carga 3
si estuviese a la izquierda de g1 o0 a la derecha de g2, ambas fuerzas tendrian el
mismo sentido.

Vamos a resolver ahora el sistema de ecuaciones algebraicas. El procedimiento
habitual cuando se tengan magnitudes vectoriales que dependan de la posicion,
implica escribir todos los vectores posicion, hacer las operatorias que se

4
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necesiten, como calcular el mdédulo de las restas entre dos vectores, y luego
reemplazar en las ecuaciones correspondientes. Iniciamos escribiendo entonces
de manera explicita todos los vectores posicion.

~

rr=08+0y+ 02
r,=dXx+ 0y + 0%
r3=xX+yy+z72

Ahora podemos calcular las restas de vectores y luego su modulo, que en
definitiva son las distancias entre las cargas 1y 3,y también 2y 3.

r;—I =xX+yy+z72%
I‘3—I'2=(X—d))?+yi\’+22

Ir; — 1y > = (x% +y* + 22)3/2
Ir; — 1,2 = [(x — d)? + y? + z%]3/2

Conociendo los distintos vectores involucrados es posible escribir las tres
componentes de la fuerza F3 buscada.

17 q193 J293 ]
Fsx = ~d)| = oN
3x 411180 [(x2 4+ y2 + 22)3/2 X+ [(x — d)2 + y2 + z2]3/2 (x—d)
[ d193 q243
Fyy = = 0N
W ame, [(x2 +y2 +22)3/2 y+ [(x — d)? + y? + z2]3/2 y]
170 4193 J293 ]
F;, = = 0N
= e l02 +y2 + 2077 = @) +y? + 2P

Podemos observar la simetria que presentan las ecuaciones de las componentes
yy Zen las variables y y z. Lo que nos dice este par de ecuaciones, que en cada
una podemos intercambiar las variables entre si, y como ademas se trata de dos
ecuaciones analogas, entonces esperamos la misma solucion para la variable y
como para la z. Ya habiamos observado mediante nuestro analisis grafico que la
solucién que esperamos es y = z = 0 m pero aun debemos probarlo. Fisicamente
esta observacion se puede interpretar como sigue, ubicandonos sobre el eje x
seria posible el nombre a los ejes y y z sin notar diferencia alguna. Inclusive
podriamos rotarlos (manteniendo la ortonormalidad entre ellos por supuesto) y
tampoco observariamos cambios ya que nuestras cargas seguirian en el mismo
lugar, a la misma distancia, sin cambio alguno. Este razonamiento nos indica que
nuestro problema actual posee simetria de revolucion respecto del eje x,
indicando que la solucion para el eje y, sera igual que para el eje z.

Procedamos a resolver el sistema de ecuaciones, primero cancelamos la
constante de proporcionalidad y luego gs. Notar que ello implica que la respuesta
no dependera de esta carga. Para continuar simplificando podemos sacar factor
comun las variables y y z.
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d1 < 4 d:
(x2 + y2 + z2)3/2 [(x —d)? + y? + z2]

3/2(X—d) = 0C/m?

d1 92
= 0C/m?
y [(x2 + y2 + 22)3/2 + [((x—d)2+y2+ 22]3/2] /m
g [ q1 + q:
(X2 +y2 +22)3/2 " [(x — d)2 + y2 + 2232

] = 0C/m?

Recordando que el enunciado mencioné que las cargas 1y 2 tenian igual signo,
entonces los corchetes no pueden ser nulos, obligando a que se cumplay =z =
0 m. Al reemplazar en la primera ecuacioén del sistema los valores de y y z por
cero, se ve claramente que la componente de la fuerza en X sera nula en alguna
posicion 0 m < x < d, porque de esta manera tendremos dos términos con signos
opuestos, tal como lo habiamos predicho mediante nuestro analisis grafico.

X x—-d)

Uy O G— gy~ 0™

En los pasos siguientes debemos tener especial cuidado con los mdédulos de las
funciones, ya que a partir de estos se determinan los signos de los sumandos.
Por ello nos conviene escribir la expresion anterior como sigue:

1 X+ 1 x—d
T TP x—dzx—d

= 0C/m?

Sabiendo que la solucién deseada se encuentra en el rango 0 m < x < d, entonces
el primer término es positivo mientras que se debe adicionar un signo negativo
al segundo:

1 1 5
>=0C/m

Q1X—2 - %m

Notar que los términos poseen distinto signo, indicando que es posible
hallar una solucién en este rango.

N4/ q d

1+./49:/9;

El resultado nos muestra que la posicién es una fraccién de la distancia d (ya que
estd multiplicada por un nimero inferior a la unidad). Podemos observar que, en
el caso que las cargas fuesen iguales, entonces la posicion buscada para gz sera
justo en la posicion x = d/2, tal como uno lo pensaria intuitivamente. Ello implica
que nuestra respuesta tiene una alta probabilidad de ser correcta (aunque no
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siempre la intuicion es una buena herramienta para hacer comprobaciones
rapidas).

Podemos usar este conjunto de ecuaciones y predecir el resultado si las cargas
1y 2 tuviesen signo opuesto. Vamos a asumir q1 > 0y g2 < 0, poner los valores
en modulo y dejar el signo de la carga de manera explicita. Reordenamos la
primera ecuacion adrede para que se parezca a las dos restantes.

l 1941 _ Py l +d lq2|
(X2 + y2 + 72)3/2 [(x — d)% + y2 + 2z2]3/2 [(x — d)% + y2 + 2z2]3/2
= 0C/m?
1941 _ [Py
y (x2 + y2 + 22)3/2 [(x — d)2 + y2 + 22]3/2

( |9 19|
VA

l =0C/m?

— =0C/m?

(XZ + y2 + Z2)3/2 [(X — d)Z + yZ + 22]3/2> /

Si observamos las ecuaciones correspondientes a las componentes § y Z,
podemos notar que hay dos posibilidades para que se cumpla la igualdad
deseada. Una de ellas es que las variables y y z sean cero, y la segunda es que
los términos entre corchetes sean cero.

|9, |q.| 2
((Xz +y2+22)32  [(x—d)?+yZ+2z23/%2) 0C/m

Si esta ultima suposicidn fuese correcta entonces también seria nulo el primer
término de la primera ecuacion, indicando que una o varias coordenadas deben
tender a infinito.
42|
[(x —d)2 + y2 + z2]3/2

=0C/m?

Analizando ahora la primera posibilidad, (se anulan las coordenadas y y 2), la
Unica ecuacion no nula (la otrora ecuacién de la componente x de la fuerza)
queda:

lqq]x n —|qz| (x—d)
x3 (x—d)3

= 0C/m?

Notar que los dos términos del miembro izquierdo tendran signos opuestos para
ambas regiones del eje x, x < 0 my x > d, por lo tanto, existe solucién matematica
al problema. Escribiendo las potencias en funcién de los modulos
correspondientes:

lg1| x 19| x—d

= _ _ 2
2 X G- x—a o¢/m
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Finalmente se resuelve la ecuacion algebraica:

o=/l
la.l/1q:1 =1

Notar que la posicién de la carga 3 estard en una u otra regiéon (x< 0 m 6 x > d)
dependiendo de la relacion entre las cargas. Ello implica que, si la carga 1 tiene
mayor magnitud en mddulo que la segunda, entonces el factor que multiplica a
d sera mayor a uno, y por lo tanto la posicion de equilibrio estara mas cerca de
la segunda carga. Ahora si g2 es mayor en modulo a gs, entonces el factor sera
negativo, y la respuesta a nuestra busqueda nos dice que la posicién de g3z estara
mas cerca de Q.

RESUMEN

La carga se encuentra siempre soportada en materia, dado que son los protones
y electrones quienes le confieren esta propiedad a los cuerpos. La ley de
Coulomb tal como fue enunciada resulta valida para cuerpos cargados
puntuales. Este ultimo concepto es muy util como hipotesis simplificadora para
el analisis de magnitudes vectoriales que dependen de la distancia, ahora fue
usada para la fuerza, pero luego veremos otras relacionadas.

Operar con magnitudes como fuerza electrostatica puede ser mas intuitivo si
previamente se realiza un analisis grafico, el cual también resulta conveniente
para verificar nuestras cuentas. Esto se logra por ejemplo identificando puntos
singulares en los cuales la fuerza es nula, maxima, o minima y luego
determinando si la ecuacion matematica hallada reproduce esos valores.
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Capitulo 2

Campo electrostatico

Introduccion

El campo eléctrico es una magnitud vectorial propia del espacio que se define
como la relacion entre la fuerza que percibe una carga, llamada de prueba, y el
valor de la carga en cuestion. Lo ideal para facilitar la medicién de E seria colocar
una carga positiva asi la fuerza y el campo resultan ser colineales. Una condicién
de suma importancia para la carga prueba g es que esta debe ser
suficientemente pequefia en magnitud como para que no perturbe el campo que
se desea conocer.

E = lim—
q—0(q

(3)

Si bien la ecuacién previa es general, es conveniente mencionar que existen
distintos tipos de campos eléctricos dependiendo de sus fuentes. Aquella
magnitud desarrollada en el presente capitulo tiene su origen en cargas estaticas
respecto de un sistema de coordenadas inercial, y es conocido como Campo
Electrostatico. Los campos restantes se iran desarrollando en los capitulos
posteriores.

Campo electrostatico de cargas discretas

Es posible escribir una expresiéon para el campo electrostatico de cargas
puntuales por analogia con la ley de Coulomb, Ecuacién (1), basta con dividir la
fuerza por la carga de prueba. Vamos a reescribir entonces la expresion para
obtener el campo generado por la carga 2 en el punto del espacio donde se situa
la 1, dividiendo por g1 la expresion de la fuerza.

1 q:2

Ey(r) = Fp1/9: = Py (f; — %)

Debemos admitir que esta nomenclatura no es muy comoda, ya que debemos
arrastrar los subindices y recordar cual es cada carga en cuestion. A modo de
simplificaciéon vamos a escribir nuevamente la ecuacion, pero ahora en funcion
de las cargas q y q’, siendo la segunda la responsable del campo y por ende de
la fuerza sobre la primera. De igual manera se identificaran (con sin notacién o
con primas) a las magnitudes asociadas a cada carga.

_ 1 q’ s_ o
E(r)—Rm (I'—I')

(4)
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Si bien la expresion previa es general, también es habitual hacer coincidir el
origen de coordenadas con la posicion de la carga primada’. Dicha eleccion
simplifica mucho la expresion anterior, quedando como sigue:

!

E(r) = 1 q
r " 4me|r|?

Analicemos por un momento las expresiones halladas, en particular la segunda
dado que resulta mas sencillo. En esta se puede ver que el campo cae con la
distancia al cuadrado respecto de la posicion de la carga, de igual manera que lo
hace la fuerza. Ademads, vemos que la direccion de E estara contenida en larecta
que une la carga g’ con el punto en cuestion r, descrito por 7, y su sentido
dependera del signo de la carga q".

Ahora bien, podemos extender la Ecuacion (4) para un conjunto de N cargas. Si
hacemos uso del principio de superposicion, se escribe entonces el campo en un
punto del espacio r determinado por N contribuciones, una por cada carga tal
como las restantes no estuviesen. Es conveniente recordar que la expresion para
la fuerza de Coulomb estaba limitada para cargas situadas en el espacio vacio,
o gases, Y lo mismo se cumple para E. Ello se debe a que el campo interacciona
con las cargas de liquidos y sdlidos, produciendo nuevas distribuciones, las
cuales a su vez modifican el campo original.

1 N
di
E = E -7
4T E, 4 - Ir — |3 (r—m)
1=

()

El vector ri se denomina punto fuente y representa la posicion en el espacio de
todas las cargas, mientras que el r representa el punto donde se desea calcular
E, y se llama punto campo. Se debe tener en cuenta que el punto campoy el punto
fuente podrian coincidir produciendo una singularidad en la sumatoria. Si se
deseara calcular E en un lugar donde se posiciona una carga, se debe quitar la
misma y efectuar el calculo con los aportes de todas las restantes. En breve,
cuando veamos otros modelos para describir el campo electrostatico de la
materia cargada, tendremos a mano herramientas adicionales para explicar esta
afirmacién. Observando la Ecuacion (5) en detalle se puede notar que el campo
electrostatico producido por una carga en un punto determinado tendra una
direccion que coincida con la recta formada por la posicién de la carga y el punto,
de la misma forma que la fuerza entre cargas coincidia con la recta de accién
que las contiene. Ademas, el campo apuntara en sentido saliente de la carga
siempre que ésta sea positiva, y en sentido entrante (hacia la carga) cuando sea
negativa. Finalmente, se debe notar que campo nulo implica fuerza nula, y ello es

!'Se debe recordar que se ha elegido un sistema de referencia inercial. Ello implica que la carga se
considere quieta o fija en el espacio, y por lo tanto es viable hallar el campo generado por la misma a
partir de la Ecuacioén 4.
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independiente de la carga de prueba. Eso mismo ocurrié en el caso de estudio
del capitulo previo, en el cual se pedia determinar puntos de

fuerza nula sobre una carga, producida por una configuracién de otras dos.
Recordar que las soluciones halladas no dependian del valor de la carga.

Dipolo eléctrico

Un dipolo eléctrico consiste en dos cargas de signo opuesto, pero con el mismo
valor absoluto separadas por una pequefa distancia. Esta configuracién tiene
importancia en el desarrollo de temas posteriores ya que es un arreglo de cargas
frecuentemente encontrado en la naturaleza. Un buen ejemplo de ello es el caso
de moléculas en las que elemento es mucho mas electronegativo que el otro, por
ejemplo, el mondxido de carbono. El O es mas electronegativo y desplaza hacia
si la nube electrénica de la molécula, produciendo el equivalente a dos cargas de
signo opuesto, separadas una distancia de tamafio molecular. El agua liquida
también posee densidades de carga que se asemejan a las de una distribucion
dipolar, aunque la separacién de cargas es mucho mas grande y por lo tanto el
agua resulta mucho mas polar. Se define entonces una magnitud vectorial que
denominada momento dipolar, para determinar qué tan fuerte resulta la
polarizacion de la carga. Vamos a analizar un caso de estudio.

Caso de estudio 2. Campo de un dipolo.

Hallar el campo electrostatico de un dipolo para todo el espacio, asumiendo que
la cargas tienen valor genérico q y la distancia de separacion es d. Reducir la
expresion para casos donde las distancias de analisis sean mucho mayores a la
separacion de las cargas.

Objetivo. Obtener el campo de la configuracion mas sencilla de cargas, el dipolo
de cargas puntuales. Analizar la expresion para el caso de un dipolo puntual que
se emplea como base del estudio de materiales dieléctricos en futuros casos de
estudio.

dq+

-
¥

_.q'j
*/ d
z
Fig. 4. Dipolo de cargas puntuales centrado en el eje x observado a distancias
comparables con la separacién de las cargas de la configuracion

El campo del dipolo surgira como la suma de los campos generados por cada
carga aplicando el principio de superposicién y la Ecuacién (5).

11
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1 9+ ,. | \
El!‘f}ﬁu{r; — Eq t + E't]— — . 2 ‘- = l‘q T 4' +—‘ r— rl{— .‘.
47, ‘l‘ —rg4 | ‘l‘ o l‘,,_|"'

Se asume que las cargas se encuentran sobre el eje x, separadas una distancia
d entre ellas y una distancia d/2 del origen, situando la negativa en el semieje
negativo de x. Para hallar el campo usaremos la Ecuacion (5), identificando cada
término. En este caso el eje x es coincidente con la recta que une a las cargas
por lo tanto la posicion de cada una, r;, se escribe de manera sencilla. Dado que
buscamos determinar el campo para todo el espacio entonces r sera un vector
genérico.

r=xX+yy+zz
Iy =d/28 + 0my + O0mZ

rg- =—d/2% + Omy + OmZ

A partir de los vectores individuales se calculan las diferencias entre los puntos
campo y fuente que se colocaran en la Ecuacién (5) para dar forma al campo
generado por el arreglo de cargas.

r—rg. =(x—-d/2)X +yy + z2
r—rg- = (x+d/2)X+yy + z2

Luego se calcula el médulo:

r— rq+|3 = [(x —d/2)? +y* +22]3/2

3
Ir—rg-|” = [(x+d/2)? + y? + 22]3/2
Reemplazando las magnitudes vectoriales en la expresiéon de campo quedan las

tres componentes del mismo:

1 q+ q- ]A
Eaipotox = g7re [[(x ) R e RN [y R AR b
Edipoloy = [ A yt+ - Y] 3\’
4me, L[(x — d/2)? + y? + z2]3/2 [(x +d/2)? + y? + z2]3/2

1 q+ q-

Edipoloz = 4me, [[(x —d/2)% +y2 +z2]3/2 2+ [(x+d/2)% + y2 + z2]3/2 Z] z

El siguiente paso es analizar la expresion, iniciemos por la funcionalidad con las
variables. Podemos notar que el campo diverge si caemos sobre alguna de las
cargas. Por otro lado, si nos alejamos de la configuracién, no importa con cual
variable, E siempre tiende a cero, algo esperable. También podemos observar
que las componentes y y z son simétricas respecto de las variables y y z
respectivamente, es decir que la funcionalidad de la componente Ey con y es
analoga a E; con z. Es mas, si permutamos las letras y por z no podriamos notar
la diferencia. Esta analogia indica que nuestro campo se comporta igual ante
ambas variables, al punto que se podrian rotar los ejes y y z (siempre que se
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mantengan ortogonales a x), sin notar cambios. Eso implica que la configuracién
de dos cargas puntuales tiene simetria de revolucion alrededor del eje donde
estan las mismas, que en este caso corresponde al x. Mas adelante veremos por
qué nos sirve reconocer estas simetrias.

Un resultado de interés surge cuando se evalua el campo a distancias mucho
mayores a la separaciéon de las cargas. En esta situacion resulta dificil
distinguirlas dado que ya no seria posible medir la distancia de separacién entre
ambas, es decir, cuando se cumple:

VX2 +y?2+z2>»>d

Entodo punto del espacio en el cual se cumpla la condicién anterior, se observara
el dipolo como si estuviese concentrado sobre un punto, en este caso particular
sobre el origen de coordenadas, esta configuracion se conoce como dipolo
puntual. Para poder hallar la funcionalidad del campo en estas condiciones se
aplica la expresion de arriba a los denominadores de los distintos términos de
campo. Ello implica lo siguiente:

(x2 —xd+d?/4 +y? +22)73/2 = (x® + y? + 2% — xd)~3/?

A continuacién, vamos a reemplazar esta aproximacion en la componente x para
analizarla en detalle, luego haremos lo propio con las restantes.

1 q+

q-
E.. ~
dipolox ™ gme, [(x2 + y2 + 22 — xd)3/2

(x2 +y? 422 + xd)3/?

(x—d/2) +

(x+d/2)|%

Con el objeto de simplificar la notacién haremos un cambio de variables que nos
resulta conveniente:

r2 =x%+y?+z>2
B = xd/r?
Entonces el denominador a analizar se escribira:
(XZ + y2 + ZZ _ Xd)_3/2 — (rz _ r2 B)—3/2 — r—3(1 _ B)—3/2

Si se desarrolla en un polinomio de Taylor de primer orden alrededor de g = 0,
entonces el término previo se escribe:

r3(1 - p)2 =~ r73(1+3/2B)

Es momento de reemplazar las aproximaciones previas en la ecuaciéon de campo,
sabiendo ademas g+ y g- son iguales en médulo.
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1 a.
Eaipotox = 73 [+ 38/2)(x = 4/2) = (1~ 34/2)(x + 4/2)]

Luego de simplificar la expresion se vuelve a las coordenadas mixtas eliminando
la variable B, dado que la nueva notacion introducida carece de sentido fisico y
solo posee utilidad matematica?.

1 g, (3x2d ~
Edipolox = 41'[801‘_3( 2 _d> X

El tratamiento para las dos componentes restantes se omite dado que su aporte
no es considerable, sin embargo, mas abajo se colocan las expresiones. Cabe
destacar el producto g, d aparece en los dos términos, y caracteriza al dipolo, ya
que incluye informacion de su carga y distancia de separacion. Esta magnitud se
denomina momento

dipolar eléctrico y el valor que obtuvimos fue su mddulo dado que es una
magnitud vectorial.

P=0q+dg+og-
(6)

El momento dipolar se suele notar con p, aunque muchas veces se usan mo y, y
se define como el producto de la carga positiva por la distancia que separa las
cargas, tomada en el sentido de la positiva a la negativa. Por ende, en nuestro
caso, el momento dipolar apuntara hacia la izquierda. Reemplazando nuestra
nueva magnitud en la expresién de campo electrostatico (luego de aplicar las
aproximaciones a las tres componentes).

By~ — 3px” P .
X7 4me, [(x2 4+ y2 4+ 22)5/2 (%2 + y2 + 22)3/2 X

B 1 [ 3pxy ] -
Y7 4mey [(x2 4 y? + 22)5/2
1 3p xz R
Bz [( ]

T 4me, L(x2 4 y2 + 22)5/2

Vamos a verificar la expresion antes de continuar el analisis de la misma. Si
hacemos cero las variables y y z, podemos notar que el paréntesis se reduce a
2p/x3, indicando que el Ex tiene sentido hacia los valores de x crecientes si x>0y
viceversa. Ello tiene coherencia con la posicion elegida para las cargas, dado que
la positiva se habia situado en el semieje positivo. Por lo tanto, para todos los
valores de x > 0 estaremos siempre mas cerca de g+ y el campo proveniente de
la configuracion debera ser saliente de la misma, recordar Figura 4. Si queremos
verificar los signos de las otras dos componentes podemos seleccionar Ey dado
gue bastara con hacerlo sélo para una de ellas por su similitud. Si evaluamos el

2 Es conveniente destacar que hasta el momento introdujimos una variable tipica de coordenadas esféricas
r en simultaneo con cartesianas (porque usamos X, y, z) lo cual no es del todo formal, pero se emplea a
modo de notacion.
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campo en el plano z = 0, en particular en el primer cuadrante (x>0, y>0), sabemos
que todo punto estara siempre mas cerca de la carga g+ que de la g-, por lo tanto,
podemos esperar que Ey apunte hacia infinito en cualquier punto que elijamos.
El razonamiento andlogo se puede llevar a cabo con E; eligiendo y=0. Ademas de
las anteriores, otra verificacion importante al obtener una expresién de campo
reside en la comprobacion de las dimensiones de la ecuaciéon. Sabemos que el
campo electrostatico debe caer con el cuadrado de la distancia al igual que la
fuerza, por ende, los polinomios dentro de los corchetes deben tener
dimensiones de [m?]. Si iniciamos por la componente x, encontramos dos
términos que deben tener necesariamente las mismas dimensiones o de lo
contrario no se podrian restar. Vemos que el primero tiene una dimension de
longitud al cubo en el numerador representada por el producto de px?, mientras
que en el denominador se encuentra una longitud a la quinta. Eso significa que
vamos por buen camino. El segundo término (el sustraendo) tiene una dimension
de longitud en el numerador debido a p, y una longitud al cubo en el denominador,
dando nuevamente una magnitud de longitud a la potencia “-2”. El mismo
procedimiento se puede hacer para las otras dos componentes. El numerador
posee una dimension de longitud al cubo mientras que el denominado a la 5,
dando la dependencia conocida.

A partir del analisis anterior podemos notar que el campo tiene una dependencia
muy fuerte con la distancia a la configuraciéon. Podemos hacer uso de
coordenadas esféricas para dejar de manifiesto esta dependencia. Llamaremos
r a la distancia a la configuracion (la cual se asume concentrada en un punto en
el origen), ¢ al angulo que recorre el plano x-y, y 8 aquel medido desde el eje z al
plano x-y. Definiendo:

x =r cos (¢)sen(0)

y = rsen(¢p)sen(0)
z =rcos(0)

Se reescribe la expresion del campo del dipolo en coordenadas esféricas y
componentes cartesianas:

1 3p 1
Edipolox = ypep—cy <C052(¢) sen®(8) — §)
(o]

1 3p "
Eaipoloy = o~ -3 C0s() sen(¢p)sen’ ()

(o)

1 3p
Edipoloz = yPep—_ cos(¢p) sen(0) cos(0)

o

En resumen, se puede observar que el campo de un dipolo considerando puntual,
cae con la distancia al cubo respecto de la configuracion, indicando que se torna
despreciable muy rapidamente. Ello explica el motivo por el cual la materia neutra
no tiene campos eléctricos apreciables en su cercania, y para notarlo debemos
medir a escalas casi atdmicas. Notar que esta forma de escribir las ecuaciones
permite analizar mucho mas facilmente las dimensiones, aunque no resulta
sencillo determinar el sentido de cada componente. Generalmente cada sistema
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de coordenadas nos dara algunas ventajas por sobre los otros y sera parte de
nuestra astucia darnos cuenta cual es el mas conveniente.

Lineas de campo

El campo electrostatico de una configuracién puede ser descrito por medio de
una funcién del espacio, la cual debemos previamente determinar. Existen casos
donde no es posible hallar una expresion analitica o s6lo contamos con una de
tipo numérica. En estos casos, una alternativa viable es conocer las lineas de
campo. Estas, son una representacion cualitativa de la direccién, sentido e
intensidad del campo en una region del espacio. En muchas ocasiones es hasta
trivial su determinacién dada la naturaleza del campo. Veamos un caso de ese
tipo a modo de introduccion.

Si uno llena una pileta con agua, ésta permanecera quieta hasta que
provoquemos un cambio. Asumamos ahora que quitamos el tapén y la pileta
comienza a vaciarse. En el agua aparece entonces un campo de velocidades
dado que se mueve hacia la zona del conducto de salida de la pileta. Si se
colocara un trazador, algo radioactivo, una tinta, o una boya, se podria seguir el
movimiento hasta el agujero donde estaba el tapon. La trayectoria que se
observa se denomina linea de corriente y representa el movimiento en ese campo
de velocidades. El agujero de la pileta es el punto (o regién) donde confluyen
todas las lineas de corriente, y por lo tanto se denomina sumidero de lineas de
campo. Si en cambio hubiéramos hecho el analisis incluyendo el flujo de agua de
la canilla que usamos para llenar la pileta, veriamos un movimiento de agua que
emerge de una region, en este caso se llama fuente de lineas de campo.

El campo electrostatico puede ser descrito de igual manera que el campo de
velocidades de agua. Por convencidn, se consideran las cargas positivas como
fuentes de lineas de E, mientras que las negativas seran sumideros. Cabe
destacarse que si bien podemos dibujar o determinar la cantidad de lineas que
queramos, una correcta representacion implica que se dibuje densidad de lineas
en las zonas en las cuales el campo es mas intenso. Ello implica que si en una
regién no dibujamos lineas (pero si en sus cercanias), el campo sera débil pero
no inexistente. Podemos mencionar las siguientes reglas para el trazado de
lineas:

Las densidades de cargas positivas se consideran fuentes de lineas de
campo, mientras que las densidades de signo negativo son sumideros.
La densidad de lineas de campo determina la intensidad de E de forma
relativa a su magnitud en otra regién del espacio. En el caso que se
grafiquen multiples vectores de E, la longitud de los vectores determinara
la magnitud del campo.

La recta tangente en un punto de una linea de campo indica la direcciény
sentido de E.

Las lineas de campo no se cortan entre si, de lo contrario indicarian dos
direcciones en un mismo punto.
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A modo de ejemplo vamos a trazar las lineas de campo de un unico cuerpo
cargado considerado puntual. Para ello necesitamos aplicar el criterio previo a
su ecuacion de campo, que en este caso bastara con aplicar directamente la
Ecuacién (4). Esta indica que la direccion de E siempre estara contenida en la
recta que une la carga con un punto de interés del espacio, entonces las lineas
resultan ser rayos que salen de la carga. Siguiendo la convencion establecida, el
sentido de las lineas mismas sera saliente si la carga es positiva, y entrante si es
negativa.

|
7

Fig. 5. Lineas de campo para dos cuerpos cargados considerados puntuales. Por
convencioén las lineas son salientes si la carga es positiva (a), mientras que son
entrantes si es negativa (b). Notar que la densidad de lineas disminuye con la distancia a
la configuracién, lo cual indica un campo mas débil.

Claro esta que un cuerpo puntual es un caso sencillo, por lo tanto, ;como
determinamos las lineas de E para cualquier configuracion? Si el campo resulta
ser una funciéon compleja y tiene varias componentes (0 a menos una Unica pero
que somos capaces de escribir de forma sencilla en funcién de las variables),
entonces debemos recurrir a la definicidon de lineas de campo u optar por una
forma numérica. La funcién lineas de campo y(u): R® —» R3 paramétricaenu € R
define el conjunto de lineas de campo electrostatico E de la siguiente manera:

dy(u) o
du

E(y(w) =

Por supuesto que este procedimiento resulta inadecuado en el caso que nuestra
distribucion de carga sea muy extrafia y la funcion matematica complicada.
Como alternativa, podemos construir las lineas gracias a nuestro esfuerzo de
calculo, debemos elegir diversos puntos del espacio y trazar pequefios vectores
campo hasta darnos una idea de como seran las trayectorias que seguiria una
carga de prueba que se mueva en el espacio bajo la accion de un E. En el caso
que desconozcamos la funcién y s6lo tengamos acceso a un conjunto de valores
a o configuracién de carga, solo podremos calcular la direccion, intensidad y
sentido de E en aquellos puntos, y usar nuestro criterio para trazar las lineas.
Separamos la configuracion en pequefios trozos de materia cargada y
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estimamos la contribucién de cada uno en un punto del espacio, superponemos
cada contribucion y repetimos el procedimiento para otro punto. Por supuesto
que esto resulta mucho mas complicado si tenemos un cuerpo que no se puede
considerar puntual.

Fuerza y Campo electrostatico de distribuciones continuas

En la seccion anterior se presentd una ecuacion que permite hallar el campo
electrostatico producido por una distribucion de cargas puntuales. No obstante,
las distribuciones discretas no las unicas de interés, también debemos
considerar el estudio de cuerpos cargados, es decir de distribuciones continuas
de carga, dado que forman gran parte de los casos de estudio®.

Asumamos que tenemos una configuracion de carga de un tamano considerable
para las distancias comprendidas de nuestro analisis. Podemos hallar la fuerza
sobre un cuerpo cargado inmerso en un campo externo si subdividimos la
configuracién en pequefios cuerpos puntuales, y luego aplicamos la Ecuacion
(2). Cuanto mas pequeiia sea la division, mayor precisién tendremos, ya que es
posible que la carga no esté distribuida de manera uniforme en el espacio o el
cuerpo posee una forma irregular. Llevando el procedimiento a un extremo, se
podrian sumar infinitas contribuciones al campo debido a infinitesimales de
carga. Claramente estamos tendiendo a realizar un calculo integral.

Fiotal = f E dq
i @)

Con la finalidad de hallar el campo electrostatico generado por un cuerpo
cargado en un punto del espacio que sea de nuestro interés, podremos aplicar el
mismo razonamiento partiendo de la Ecuacién (5). Dividiremos el cuerpo
cargado en pequefias porciones cargadas y sumaremos sus contribuciones. Si
llevamos la divisién a un tamafio infinitesimal, entonces la suma se convertira en
una integral.

1 dq’
E(r) = f LS

rr—r'|3

(8)

La suma se realiza sobre la carga primada, aquella que genera el campo en el
punto r del espacio, carga que se ubica en todo punto r'. Notar que tendremos
una singularidad cuando el punto campo coincida con el punto fuente, al igual
que ocurria con la expresion de campo para cargas discretas, Ecuacion (5), es
decir, cuando busquemos conocer E en la zona donde se encuentre la

3 En esta instancia es conveniente recordar que la carga es una magnitud discretizada, pero como nuestro
objetivo es estudiar la materia a un nivel macroscopico, entonces la carga podra ser considerada continua.
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configuracién de carga. Nuevamente, la manera de salvar esta singularidad es
removiendo la porcidn carga en la cual se busca determinar el campo, calculando
las restantes contribuciones de la configuracion.

La Ecuacién (8) nos indica que debemos conocer la distribucion de carga en el
espacio para poder resolver la integral. Esta implicacion nos sugiere que
tendremos que conocer la forma del cuerpo a la perfeccion y como se distribuye
la carga a lo largo de mismo, una dificultad que no habiamos enfrentado
previamente con el cuerpo puntual. No obstante, en muchas ocasiones
podremos simplificar un poco el modelo y por ende las cuentas, pasando de tres
integrales por componente de campo a dos o tan solo una. Ello se cumplira
cuando estemos en presencia de dos situaciones, o bien que el cuerpo cargado
posea dos de sus dimensiones son mucho mayores a la tercera, superficie, o bien
si una dimensién mucho mayor a las dos restantes, cuerpo curvilineo. Si un caso
de estudio incluye un cuerpo cargado que cumpla con alguna de dichas
condiciones, entonces podremos simplificar el modelo usado.

En funcion de lo mencionado mas arriba, un diferencial de carga puede ser
escrito entonces en funcién de una densidad de carga correspondiente a una
configuracién. Llamaremos A a la densidad de carga curvilinea, o a la superficial,
y p a la volumétrica. Entonces el diferencial de carga primado podra ser escrito
de alguna de las formas que siguen:

dq' =Adl’ conA[=]C/m
dq’ = ods’ cono[=]C/m?
dq’ = pdVol’ con p[=]C/m?3

En un caso de estudio que contemos en simultaneo con las cuatro distribuciones
de carga vistas, podemos escribir la expresion para el calculo del campo
electrostatico de la siguiente manera (pero bastara con anular los términos que
no contribuyan al campo si no se existe dicha distribucién de carga):

1 s qi(r—ry) Adl'(r—r") ff ods'(r—r') ﬂf pdVol'(r—r’)
= +
4me, - Ir —r;|3 v Ir—r'|3 o Cr—r'3 Vol Cor=r'3

Notar que las integrales siempre se extienden sobre las variables primadas y se
trata de integrales definidas porque se extienden sobre dimensiones de longitud
acotadas (describen un cuerpo en el espacio), por lo tanto, la funcién campo
nunca podra depender de dichas variables y sera Unicamente una funcion derr.

CASOS DE ESTUDIO DE DISTRIBUCIONES CONTINUAS
Caso de estudio 3. Fuerza sobre un cuerpo cargado.

Calcular la fuerza que se ejercen dos cuerpos esféricos concéntricos (uno macizo
y un cascaron) cargados con igual cantidad de carga de manera uniforme, pero
con signo opuesto. Iniciar por un analisis grafico y luego verificar el resultado
mediante las ecuaciones correspondientes. Asumir conocidos los radios y cargas.
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Objetivo. Realizar un calculo de fuerza sobre una distribucion continua, analizar
previamente el posible resultado usando argumentos geométricos.

Esta configuracion en principio parece un tanto rebuscada, pero mas adelante se
vera que suele ser bastante comun en electrostatica, y es el motivo por el cual
resulta conveniente iniciar el andlisis con la misma. Nuestra manera de proceder
sera la siguiente, intentaremos hacer uso de la intuicion y las ecuaciones que
gobiernan el fendmeno de mediante un analisis grafico, luego intentaremos
responder lo solicitado mediante el uso de la matematica. Al final buscaremos
comparar los resultados.

Notar que el enunciado no indica la cantidad de carga de cada cuerpo, ni
tampoco su polaridad. Ello implica que podremos elegir cada magnitud nosotros.
Para iniciar el analisis grafico asumamos que contamos con una cantidad
discreta de cargas sobre cada cuerpo esférico tal como se muestra en la Figura
6, luego, el lector con gran voluntad podra extrapolar el resultado a la cantidad
de cargas que considere necesario para persuadirse que las conclusiones son
correctas (siempre que mantenga la distribucién de cargas de forma simétrica).
Iniciamos por colocar Unicamente 4 cargas en cada esfera, positivas en el cuerpo
macizo interior y negativas en el cascarén externo. Cada una de ellas tendra un
numero para simplificar el analisis de la fuerza.

q_1 _q: a’,
+ R s S LA E
y ; ;,/-F\% : - ]\ -
T e NP
a, Q. )

Fig. 6. Calculo de fuerza sobre un cuerpo cargado de manera uniforme, analizando las
contribuciones de las fuerzas sobre cargas diametralmente opuestas.

Sabemos que dos cuerpos con carga opuesta sufriran una fuerza de atraccion.
Nuestra intuicion nos indica que, si la esfera maciza interior esta perfectamente
centrada respecto del cascarén, entonces la fuerza sobre la misma sera nula,
dado que no hay motivo por el cual pensemos que deba moverse en alguna
direccion privilegiada, basta con rotar el problema y darse cuenta de que siempre
se observa lo mismo, por lo tanto, ;por qué habria de moverse a la derecha, o
hacia arriba? No ocurrira tal cosa. Este primer analisis nos indica que la fuerza
sobre el cascarén también sera nula por el principio de accién y reaccion.
iPerfecto, hallamos la respuesta sin hacer cuentas! Si bien el argumento es
convincente debamos probarlo.

Es posible calcular secuencialmente la fuerza sobre una carga en particular y
luego combinar los resultados para hallar la resultante, luego haremos lo mismo
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con las restantes, vamos a iniciar por la carga 1. En la Figura 6 vemos que esta
carga tendera a irse hacia la carga negativa mas proxima, lo cual nos dice en
principio que la fuerza sobre el cuerpo sera hacia arriba (porque la carga esta
pegada al cuerpo y un movimiento de la mismo implica un movimiento de la
materia en su conjunto). No obstante, si ahora hacemos el célculo sobre la carga
3, encontramos una fuerza en la direccion opuesta. Como ambas cargas son
iguales en magnitud (de otra manera la distribucién dejaria de ser uniforme para
pasar a tener mayor densidad en un punto), y ademas las respectivas distancias
entre las cargas 1 o 3 con las cargas primadas son equivalente, entonces las
magnitudes de las fuerzas seran iguales. Hay que recordar siempre que la
magnitud de la fuerza depende de las cargas intervinientes y la distancia entre
ellas. El resultado es que las fuerzas sobre qi1 y g3 se anulan perfectamente.
Evidentemente ocurrira lo mismo con el par gz y qs, basta con rotar la figura para
confundirse el par 1y 3 con el 2y 4, sin necesidad de repetir el procedimiento.
Este argumento de uso de la simetria geométrica respecto de algun eje sera
siempre de utilidad.

Vamos a verificar el razonamiento mediante un calculo, y para ello es necesario
obtener la fuerza mediante integracion del campo sobre cada infinitesimal de
carga, Ecuacién (7), pero por simplicidad lo haremos sobre el cascarén, para
luego aplicar el principio de accién y reaccion para la esfera maciza.

— — !
Fcascarén - Fesfera - f Eesfera dqcascarén
cascarén

Empezamos por definir el radio interior del cascarén como Ry escribir el campo
generado por la esfera considerando ). q; = Qcsferq- En breve mostraremos que
el campo de un cuerpo con geometria esférica cargado de manera uniforme es
igual al generado por una carga puntual en su centro, pero ahora debemos
tomarlo como valido sin demostracion®.

F _ f Qesfera a ’
cascarén — 2
cascaron 41TEOR

Para resolver la integral es conveniente escribir la carga q' en funcion de una
densidad superficial ubicada sobre la pared interna del cascarén.

2T T Q
F on = — ——— to'RdOR 0)d
cascaron -fo -fo 41T80R2 ro sen(0)

4 Basta notar que si giramos alrededor de cada una de estas distribuciones (esfera y punto), no podemos
notar diferencias, por lo tanto sus campos tendran las mismas funcionalidades.
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A continuacion, vamos a reemplazar el versor radial por componentes
cartesianas y coordenadas esféricas dado que resulta mas sencillo para analizar
la integral.

Qo

41e,,

Feascaron =

21 T
f f [sen(B) cos(dp) & + sen(B)sen(dp)y + cos(0)2]d6 sen(0)d
o Jo

Notar que las dos primeras componentes son nulas, dado que se integran
funciones periddicas en un periodo entero.

Qo < j
Feascaron = — ONR + ON§ + 21
cascaron 41_[80 0

T
sen(0) cos(0) dGi)

Donde las dos primeras componentes son nulas dado que se integran dos
funciones periédicas en ¢ en un periodo completo (¢:0 —» 2m). La ultima
integral requiere hacer uso de la igualdad sen(2¢) = 2sen(¢) cos(¢), lo cual
también da como resultado una integral nula ya que se trata de una funcién con
un argumento del doble de las previas, pero integrada en la mitad de medio
periodo. Por lo tanto, la fuerza es nula. Notar que llegamos al mismo resultado,
pero con mayor esfuerzo.

Feascaron = ONX + ONY + ONZ

Caso de estudio 4. Calculo de campo de un sector circular.

Hallar el campo electrostatico en el eje de rotacion de un sector circular que tiene
una densidad uniforme de carga de valor o. La configuracion tiene radio interno R;
y externo R, comprendida entre @1y go.

Objetivo: aprender a calcular el campo electrostatico, puntualizar el concepto de
vectores campo y fuente, escribir la distribucion de carga en funcion de la densidad
correspondiente mediante una parametrizacion adecuada. Emplear esta
configuracion como el punto de partida para el calculo de otras mas complejas.

Se tiene un sector circular cuyo centro se hace coincidir con uno de los ejes de
coordenadas dado que nos piden hallar el campo sobre el eje de rotacién (de
esta manera se simplifican mucho las cuentas porque el calculo se realiza sobre
un eje conocido). En este caso adoptamos al eje z como tal, y por lo tanto
tendremos la distribucion de carga sobre el plano x-y. Iniciemos por identificar
los vectores fuente y campo, y parametrizar la carga en funcidén de variables
espaciales. Sabemos que la carga esta comprendida en un sector circular,
consecuentemente, sera mas sencillo usar coordenadas polares como
parametros. Ello implica que debemos emplear las mismas para r y r'. Cabe
destacarse que continuamos usando componentes cartesianas, es decir,
escribimos nuestros vectores en funcionde %, y, y 2.
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X

Fig. 7. Calculo de E para una distribucidn superficial de carga en forma de sector
circular.

El vector campo sera todo punto donde busquemos calcular E. En este caso, el
enunciado solicita hacerlo para todo punto del eje de rotacion y en particular es
el eje z de acuerdo con nuestra eleccion previa. El punto fuente sera uno que
recorra el sector circular entre dos angulos y dos radios, entonces el vector sera
escrito en coordenadas polares por conveniencia. r' tendra un zZ = 0 m debido
nuevamente a nuestra eleccion del sistema de referencia y recorrera la region de
interés con un radio ' y un angulo ¢’. Hay que recordar que las variables que
recorren la posicion de la carga en el espacio deben ir primadas®.

r=0mx+0my+zz
r' =r'cos(¢’) X + r'sen(¢’)y + OmZ
r —r' =—-r'cos(¢p’) X —r'sen(p)y + zZ
|r _ r/|3 — (rfz + 22)3/2

El siguiente paso es escribir adecuadamente el diferencial de carga del sector
circular en funcion de la densidad o y un diferencial de superficie curvilineo, la
cual demandara dos parametros. Es nuestra tarea escribir de la forma mas
coémoda ambos parametros para que la integracion sea sencilla. Considerando
que se trata de un objeto circular evidentemente vamos a emplear coordenadas
cilindricas como lo hicimos con los puntos campo y fuente. Debemos tener
presente que toda superficie siempre se escribe como el producto de dos
diferenciales, algo asi como decir que la superficie es “lado por lado”. En este
caso se trata de un lado radial y un arco de circunferencia, dl; y dl,
respectivamente. Anteriormente definimos r’ y ¢’, lo cuales describen radio y
angulo de cada punto del sector radial, por lo tanto, pondremos los dos
diferenciales en funcion de estas dos variables.

ds’ = dly (r', ¢) dl; (', §)

5 Es necesario mencionar nuevamente que las variables primadas se integran entre limites definidos y por
ese motivo la expresion de E nunca podra depender de las mismas.
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dl, =rd¢’
ds’
“dly, = dr’

Fig. 8. El diferencial de superficie se puede obtener graficamente a partir del producto de
los lados del sector circular, donde uno de ellos es un segmento de angulo y el otro uno
de radio.

Sabemos ademas que el angulo se define como la relacion entre la longitud del
arco y el radio:

dq' = or'd¢’ dr’

Finalmente tenemos identificadas todas las partes del integrando de la Ecuacién

(8):

Rz r®2 g'r'dep'dr’

E(Z) - (I"Z + 22)3/2

(—r'" cos(d)X —r'sen(d')y + z2)

Dado que la integral es un operador lineal, tendremos que aplicarla a las tres
componentes jentonces tendremos 9 integrales que resolver! Con el objetivo de
simplificar la notacion definiremos la funcion f(R,, R,, z):

B(2) = 7 (sen(ds) — sen(2)) f(Ry, Ry, 7)

Ey(Z) = 4 (COS(d)Z) - COS((I)l)) f(er RZ' Z)
VA
Falz) = 4 ~ ) <\/ 2 4 42 \/Ré + z2>
R, + /R + 22 R, R,

f(RIJ RZ; Z) =1In

+ —_
R +VRZ+22) JRZ+22 R +22

Vamos a verificar rapidamente el resultado matematico contrastandolo con los
conceptos previamente obtenidos antes de continuar. Imaginemos que la
densidad de carga es positiva, y que ademas ¢, > ¢,. Entonces, para todo punto
del semieje positivo z, se puede ver que el campo apuntara hacia los valores de
z crecientes, dado que los tres factores son positivos. Ello tiene sentido dado que
esperamos que el campo sea saliente de la configuracién si la carga es positiva.
A su vez se puede notar que el campo apunta hacia los z decrecientes cuando
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z < 0. Sabemos ademas que no deberiamos tener componente z justo en el
origen, dado que la configuracion de carga se encuentra sobre el plano x-y no hay
forma que haya un campo apuntando con una componente vertical. Ello es
sencillo de comprobar, basta con hacer z = 0m.

Podemos hacer un analisis similar para las dos componentes restantes. La
funcién  f(R,,Ry,z) es siempre positiva con cualquier valor de 2z,
consecuentemente, el signo estara determinado por la diferencia de las
funciones trigonométricas. Como el sector circular se encuentra en el primer
cuadrante del plano x-y, esto estara determinado por los valores que adopten los
angulos, entonces las componentes Ex y E, halladas deben ser negativas.
Nuevamente esperamos dicho comportamiento debido a que la carga es positiva
y el campo es saliente a la misma. Podemos comprobarlo sabiendo que los
angulos estan comprendidos entre 0 y 90 grados, dando sen(¢,) > sen(¢;) y

cos(¢1) > cos(¢z).

Caso de estudio 5. Una corona y un disco cargados.

Obtener a partir de la configuracion previa, el sector circular, el campo en el eje de
rotacion para una corona y ademas para un disco cargados uniformemente Para
este ultimo, analizar el resultado para puntos muy cercanos al mismo, y muy
alejados.

Objetivo: emplear recursos previos para analizar el comportamiento de la funcion
campo electrostatico de otras configuraciones. Analizar la funcidon para dos casos
limite, a distancias muy cercanas y lejanas de la configuracion.

dE {

qu

g
=

X

Fig. 9. Mediante la superposicion de diferenciales de carga diametralmente opuestos es
posible determinar que el campo en el eje de la corona posee componente axial
unicamente.

Podemos partir del resultado de la configuracién anterior para obtener el campo

electrostatico generado por una distribucion de carga uniforme en forma de
corona, en particular en su eje de rotacion. Entonces basta con evaluar ¢p; = 0y
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¢, = 2m. Para este caso se encuentra que las componentes Ex y E, se anulan, lo
cual nos resulta sensato, dado que no deberia haber ninguna de estas
componentes de campo en el eje z si tenemos carga a todo nuestro alrededor.
Es posible verificar esto mediante un breve analisis grafico, donde por cada
diferencial de carga siempre contamos con otro diametralmente opuesto, Figura
9.

o Z Z
E(z = — Z
Beorone = 2 Ry 17

(10)

E(z)/

P

/E (z)

Fig. 10. Un disco cargado con densidad uniforme o y radio R genera un campo en su eje
de rotacion con una componente z tnicamente.

Ahora vamos a obtener el campo de un disco de radio R, haciendo ¢; = 0 ¢, =
21, R1 =0y R2=R. Nuevamente hallamos una unica componente de campo para
todo el eje z, al igual que con la corona.

o Z Z
E(2). :_(__—> 5
(Z)dlsco 280 |Z| R2+ZZ Z
(11)

Notar que aparecio un cociente z/|z| queesiguala1siz> Omya-1siz < Om.
Este cociente se denomina funcién signo de z, se nota como Sg(z), la cual sera
empleada en algunos casos para escribir de manera sintética los campos (notar
que tiene una discontinuidad evitable en el origen, definiéndose como 0 en ese
caso). Ahora estamos en condiciones de hallar la funcionalidad del campo para
los dos casos limites requeridos en el enunciado, pero ;por qué nos interesa este
anadlisis? Para el caso z > R, podemos intuir que el disco sera dificil de distinguir
a medida que nos alejemos del mismo, luego, podremos esperar que se parezca
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a un cuerpo puntual en estas condiciones, y por ende también el campo
generado. Esta es una de las dos situaciones limites que debemos verificar. La
restante, es aquella donde z « R. En este caso estaremos analizando el campo
a distancias muy pequefias, donde no seria posible apreciar los limites del disco
cargado®.

Analisis del caso particular en el cual z < R.
En principio uno podria pensar en reemplazar R —» o 0 también z - 0m, dado que
ambos limites representan al caso particular desead. Sin embargo, de esta forma
podriamos obtener un numero y no una funcién. Por lo tanto, debemos recurrir a
un artilugio que nos permita conservar la funcionalidad. Entonces:

z KR= z/R K1

Reemplazando en la Ecuacién (11), la funcién adoptara una funcionalidad mas
sencilla, dado que la raiz es aproximadamente igual a 1.

E(z) ~ 2;:0 <i— Z/R) A

|z|

No obstante, es posible volver a simplificar esta expresion, dado que el segundo
término del paréntesis (el sustraendo) es menor al restante (el minuendo).

(12)

Entonces llegamos a una expresion donde el campo electrostatico es uniforme
en el espacio donde sea vélida dicha aproximacién, Ecuacién (12). Es importante
tener en cuenta este resultado, dado que mas adelante veremos que podemos
arribar al mismo a través de un razonamiento mucho mas sencillo empleando la
Ley de Gauss.

Analisis del caso particular en el cual se cumple z > R
Nos queda por analizar el caso limite restante, aquel en el cual las distancias
consideradas son muy grandes con respecto al radio del disco, desde un punto
de vista matematico, z/R > 1. Esto nos dice que debemos hacer z
suficientemente grande para que supere a R con creces. En este caso debemos
proceder con mayor cautela, dado que, si aplicamos exactamente el mismo
procedimiento que antes, vamos a terminar arribando a una solucién trivial, E, =
0 N/C, dado que el campo tiende a cero muy rapidamente en esta condicion y
por ende necesitamos un grado de detalla superior. La palabra grado fue elegida
al azar, realmente debemos subirle un grado a nuestra aproximacion, usaremos
un polinomio de grado 1, en lugar de uno de grado cero. Implicitamente se busca
decir que en este caso se emplea una aproximacion de Taylor de primer orden

6 Notar que es exactamente el mismo razonamiento por el cual se asumio el planeta plano durante siglos.
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en lugar de una de orden cero’. Si R < z —» R/z < 1, entonces se aproxima la
raiz de la Ecuacion (11) como sigue:

1 1R?

1_—~ — —_—

~ 1
JRZ/z2 +1 2122

Esta aproximacion se emplea luego para reescribir el campo en la Ecuacién (11):

o z 1R?_

N ————
~

2
2g, |z| 2 z2

El cual se puede reescribir de la siguiente forma, haciendo uso de la Ecuacion

9):
Q z1

E = ——Z
4me, |z| 22

(13)

Debemos mencionar que se observa claramente en la primera linea del
procedimiento como tenderia a cero el campo si hacemos directamente R/z <
1. Encontramos un campo que cae con la distancia a cuadrado; ;cual otro
conocemos con esta funcionalidad? El de un cuerpo puntual por supuesto. En
rigor de verdad toda distribucién acotada de carga deberia tener un campo que
tienda al de una distribucién puntual para grandes distancias. En definitiva, si
estamos suficientemente lejos no podemos distinguir una esfera, disco, o
inclusive un cuerpo amorfo, de un punto. Podemos escribir Q = ¢ w R? para
obtener una funciéon mucho mas similar a la Ecuacion (4).

Caso de estudio 6. Un segmento recto cargado.

Hallar el campo electrostatico generado en todo espacio por un segmento de
longitud L cargado con una densidad uniforme o.

Objetivo. Obtener el campo electrostatico para el todo el espacio aprendiendo a
emplear componentes cilindricas.

7 Si, hicimos eso exactamente en el caso previo, reemplazamos la raiz por un valor limite deseado usando
un polinomio de orden cero, ahora haremos lo mismo, pero con un grado superior.
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X

Fig. 11. Calculo de E para una distribucién de carga con densidad lineal uniforme.

Para hallar lo pedido debemos proceder como en los casos anteriores,
reconociendo los puntos fuente y campo, escribiendo el diferencial de carga en
funcion variables espaciales, y luego integrando la contribucion de cada
infinitésimo de carga. No obstante, en esta oportunidad intentaremos escribir las
magnitudes vectoriales con componentes cilindricas.

Como es costumbre primero debemos establecer un sistema de referencia. Por
simplicidad es preferible que el segmento cargado coincida con un eje
coordenado asi la parametrizacion de la carga resulta mas sencilla; en este caso
sera el eje z. A partir de esta eleccion es viable analizar la configuracién para
predecir la direccidén y algunas generalidades del campo como lo hicimos
previamente. De esta manera es mas sencillo comprobar si la expresion que sera
hallada es correcta. En principio, podemos argumentar que al pararnos sobre el
plano mediatriz (aquel que corta al segmento por la mitad, en este caso el plano
x-y) encontraremos la misma cantidad de carga por debajo como por encima del
plano. Ello implica que el campo debe guardar el mismo comportamiento en para
cada par de puntos (x,y,2z) y (x,y,-z) entre los dos subespacios, como si el plano x-
y fuese un espejo. Ademas, si superponemos porciones infinitesimales de carga,
adoptando pares a igual distancia del origen, podemos observar que la direccién
de E coincidira con el eje perpendicular al segmento en el cual se haga la
superposicion segun como indica la Figura 12. Por lo tanto, en el plano mediatriz,
E siempre tendra una direccion perpendicular al segmento. Notar que el eje en el
cual hacemos la superposicién puede ser tanto el x, el y (0 uno que no sea
coincidente con ninguno de los previos). De hecho, si alguien rota estos dos ejes
respecto del z no podriamos notar la diferencia observando la configuracion. Ello
sugiere que nuestra distribucién de carga posee simetria de revolucion respecto
de un eje que coincida con el segmento cargado. Mas adelante, cuando se
analice otro método para hallar E derivado a partir de la ley de Gauss, veremos
cuan importante el descubrimiento de esta propiedad para una distribucion de
carga.
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7 4
dq, ;
i “\\\\ Ez
F,
dqs

Fig. 12. Analisis de la dependencia de E con las coordenadas en el espacio. Notar que se
han omitido adrede los nombres de dos ejes con la finalidad de mostrar la simetria de
revolucién de la configuracion.

Debemos aclarar que, si contamos con un cilindro macizo cargado en lugar de
un segmento sin espesor, nuestro analisis hubiera sido igualmente valido.
Efectivamente, este caso de estudio podria ser un cilindro visto a una distancia
tal que no podriamos distinguir su radio, de forma andloga al caso del disco visto
desde muy lejos y su parecido con un cuerpo puntual.

Otra regidn particular del espacio es el eje coincidente con el segmento cargado.
Si buscamos determinar la direccion de E en el eje z sabemos que
necesariamente esta magnitud vectorial tendra una unica componente, que
coincidira con dicho eje. Por supuesto que en cualquier otra region del espacio
el campo tendra mas componentes, pero al menos hemos sido capaces de
comprender el comportamiento de algunas de sus lineas. Vamos a adoptar un
punto genérico del espacio donde seguramente la superposicion de unos pocos
diferenciales de carga nos indique la forma del campo, Figura 13. El lector puede
elegir mas diferenciales de carga para superponer contribuciones (las cuales se
omitieron para no desordenar el esquema). Entonces, corresponde preguntarnos
si la eleccion del punto fue arbitraria y por ende si nos sirve para generalizar el
resultado, considerando que en este caso E posee unicamente componentes en
y y Z. En primer lugar, uno podria argumentar que el punto se encuentra en el
plano y-z y por ende la eleccién es particular, pero debemos recordar la Figura
12, en la cual no habia nombres en los ejes perpendiculares a z, indicando que
los ejes x e y eran intercambiables. Por lo tanto, el analisis de la Figura 13 es
general para cualquier punto fuera del eje z, es decir, no es necesario estudiar
mayor cantidad de puntos para concluir que en cualquier punto fuera de dicho
eje, E tendra una componente perpendicular al segmento y otra paralela.
Obviamente el lector puede intentar realizar un esquema en perspectiva en R3y
replicar el procedimiento para diferentes puntos del espacio hasta persuadirse.
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dq,
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Fig. 13. Continuando con el andlisis de la direccién del campo se determina que E puede
escrito en funcion de dos componentes cilindricas, 'y 2

Considerando la simetria de revolucion que mencionamos y los analisis previos
podemos preguntarnos si nos conviene usar coordenadas cartesianas para
describir la funcién E tal como lo hicimos en todas las oportunidades anteriores.
Podemos observar que, para describir distintas posiciones del espacio respecto
del segmento, nos basta unicamente con una distancia medida de forma radial
desde el origen de coordenadas y una altura, (dado que los ejes x e y son
indistinguibles). ; Conocemos un sistema de coordenadas sencillo que podamos
usar para describir estas dos componentes? La respuesta es si, el sistema
cilindrico, de hecho, unicamente usaremos dos de sus tres componentes
candnicas, la primeray la tercera, # y Z respectivamente (recordar que esta ultima
coincide con Z del sistema cartesiano). Ello implica que las componentes de los
vectores involucrados, E, r, y r', se escribiran en el sistema cilindrico empleando
dos componentes en lugar de tres en el cartesiano. No obstante, esta ventaja
tiene un costo asociado, los versores #, y ¢ (se menciona aunque no lo usemos)
son curvilineos. Ello implica que cambian de direccién segun el punto del
espacio, lo cual implica que dependen de las coordenadas espaciales. Por
ejemplo, tomemos un vector P sobre el plano y-z como el de la Figura 14. El
mismo se puede describir por medio dos versores, uno radial # y uno axial Z, no
hay versor azimutal en este caso. Por otro lado, sabemos que las coordenadas
son el radio (distancia al origen), la altura (valor que adopta en el eje z) y el dngulo,
(en este caso 1/2). Veamos que ocurre con otro vector, uno como Q, situado en
el primer octante con coordenadas todas diferentes a P (rg, ¢¢,2;). Si
describimos nuevamente el vector por medio de componentes cilindricas,
podemos notar que la componente Z es exactamente la misma que para P en
ambos puntos (apunta en la misma direccién), tal como ocurria con todos los
versores del sistema cartesiano. Por supuesto que esta similitud no ocurre para
los versores restantes, que obviamente apuntan en direcciones distintas.
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Fig. 14. Se ilustran dos vectores, P y Q situados en distintos puntos del espacio,
descritos por una terna de coordenadas cilindricas(r, ¢, z). A su vez se han empleado
componentes cilindricas, #, ¢, 2. Debemos tener presente que las componentes 7 y ¢

dependen del vector en cuestion y por ende del punto del espacio.

A partir del analisis previo ya tenemos una leve idea de lo complicado que es
operar con estos nuevos versores, solo necesitamos poder escribirlos
adecuadamente. Nos vamos a adelantar un poco y mencionar que por ahora sélo
necesitamos usar #, por ende, nos focalizaremos en éste®. Sabemos que el versor
7 es radial, que apunta desde el origen de coordenadas a todo punto del plano x-
y, asi lo podemos ver en la Figura 15. El vector asociado tendra un moédulo que
cumple que su cuadrado sera la suma de los cuadrados de las componentes
vertical y horizontal, las cuales podemos escribir también en funcién del angulo
¢, y las componentes vertical y horizontal, son x X e y y respectivamente. Vamos
a escribir el vector ry luego su versor con la finalidad de mostrar explicitamente
la dependencia con la coordenada angular.

y

~
¥
o X

Fig. 15. El vector r del sistema de coordenadas cilindricas depende de la variable
angular.

$ Notar que en algunos casos previos ya usamos un vector similar, el primer canonico de
las coordenadas esféricas (aunque que no lo presentamos de esa manera). Cada vez que
pusimos 7 en el campo electrostatico de cargas puntuales hicimos uso del mismo, pero
rapidamente lo cambiamos por versores en coordenadas cartesianas cuando hicimos
calculos y no le dimos un mayor uso que el de notacion simplificadora.
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Coordenadas y componentes cilindricas
r=rtf= r/r=rt
Coordenadas cilindricas y componentes cartesianas
r =r(cos(d) X+ sen(d)y) = t = cos(d)X+ sen(d)y

Coordenadas y componentes cartesianas

X
R e ) BRI

Siendo ahora conocido el versor radial del sistema de coordenadas cilindricas,
podemos continuar con nuestro caso de estudio, el calculo de E. Para ello vamos
a identificar los puntos fuente y campo y parametrizar el diferencial de carga.
Hay que recordar que queremos hallar el campo para todo el espacio y el
segmento cargado se aloja en el gje z.

r=rt+ z7%
r'=z2'%2
r—-r' =rt+ (z—-2")%
Ir —r']3 = [r? + (z — 2')?]3/?

La parametrizacion del diferencial de carga no sufre cambios dado que la tercer
coordenada del sistema cartesiano y clindrico es la misma.

dq’' = Adz’

Reemplazamos en la Ecuacion (9) para luego integrar:

(rt + (z—2")7%2)

j+L/2 Adzl
o A =2

Separando en sus dos componentes para resolver las integrales:

. A —r(@z—z)|"* A ( z+L/2 z—L/2 >
T Ame, 2/t ez 12 AT \ryr2+ (z+L/2)2  ryr? +(z—L/2)?
. A < 1 1 >

Z4m”wH@z 4moJﬂ+@—u32Jﬂ+@+umz
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Finalmente podemos escribir el campo del segmento en forma mas compacta.

E(r,z) =

A/4ne, (_ z—L/2

A/4me, <z+L/2f_2)
Jrz + (z —L/2)?

Pez)+
Jrz+ (z+1L/2)z2\ T

(14)

En el siguiente caso de estudio se vera otro procedimiento para obtener el campo
de esta misma configuracion, pero empleado componentes cartesianas. El lector
podra comparar ambos métodos para determinar cual le parece mas
conveniente. Lo importante que debemos rescatar es poder emplear el sistema
que simplifique los calculos.

Antes de concluir se debe resaltar que, igual que en el caso del disco cargado, es
posible analizar la funcionalidad del campo para dos casos limite, r << L,y r >
> L,ambos con z = Om. En el primero nos concentramos en conocer el campo
en las inmediaciones del segmento cargado, por lo tanto, no seremos capaces
de identificar hasta que altura se extiende la configuracion. En el segundo caso
veremos el segmento desde muy lejos, seguramente desde una distancia tal
donde sea muy dificil distinguir su forma. Se deja al lector la tarea de analizar
dichos casos, con una aclaracién mediante, si una componente tiene un valor
mucho mads elevado que la restante, se puede decir que el campo es
practicamente unidimensional.

Caso de estudio 7. Superposicion de campos.

Obtener el campo electrostatico para todo punto del espacio, generado por un
segmento con densidad lineal de carga uniforme y una carga puntal situada en el
plano mediatriz de esta distribucion. Considerar conocidas, la distancia entre
configuraciones, longitud del segmento y cargas involucradas.

Objetivo. Aplicar el concepto de superposicion de campos con el objeto de
reconocer configuraciones de carga que pueden ser separadas en otras mas
sencillas para la determinacion del campo. Usar adecuadamente los versores y
superponer funciones en el mismo sistema de referencia.

En este caso de estudio contamos con dos configuraciones que ya hemos
analizado por separado, por lo tanto, resulta conveniente hacer uso del
conocimiento previo y aplicar el principio de superposicion. Este nos dice que
podemos calcular el campo de una distribucion de carga tal como si la otra no
estuviese presente. Luego se procede de igual manera con la restante y se
suman las contribuciones parciales al campo electrostatico total. Por supuesto
gue en este criterio queda de manifiesto una condicién, que las distribuciones de
carga no interactuan entre si de manera que una no altere a la restante.
Asumiremos que dicha condicion se cumple sin inconvenientes. La solucion
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entonces se postula como una suma de soluciones parciales, correspondientes
a una densidad lineal y uniforme y otra puntual.

El sistema de coordenadas puede ser elegido a conveniencia. En este caso
optamos que el segmento se encuentre sobre el eje z y su plano mediatriz sea el
plano x-y. De esta forma el segmento se extiende este desde z = —L/2 hasta
z = +L/2. Elegimos ademas los ejes para que la carga puntual coincida con el
x. Un esquema de esta configuracion se muestra en la Figura 16.

—
!

X
Fig. 16. Calculo de E para la superposicion de dos distribuciones de carga.

Iniciemos el analisis reconociendo los puntos campo y fuente correspondientes
al calculo del campo del segmento cargado, pero en esta oportunidad
emplearemos coordenadas y componentes cartesianas para simplificar las
cuentas posteriores de superposicion de campos.

r=

XX +yy + zZ
r=20

+ 0y + z'Z

> D

La resta de los vectores y su médulo dan como resultado:
r—r =(xyz—12)
Ir—r'|® = (x? +y? + (z — 2')?)3/?

El diferencial de carga se parametriza en funcion de la coordenada z dado que
el segmento se encuentra en dicho eje.

dq’ = Adz’

Reemplazando las expresiones previas en la Ecuacion (9):

Ej

1 f‘“/z Adz’
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Resolviendo las tres integrales se obtiene el campo para el segmento:

. A X < z+ L/2 z—L/2 )
M dme, x2 + y? JX2+y2+(z+L/2)2 x2+y2+ (z—L/2)2
(15)
- A y ( z+L/2 z—L/2 >
M 4me, x? + y? Jx2+y2+ (z+L/2)2 ([x2+y?+ (z—L/2)?
(16)
LA ( 1 . 1 >
M 4, \/X2+y2+(Z—L/2)2. .\/X2+y2+(Z+L/2)2
(17)

Antes de continuar es conveniente hacer una mencion sobre estas ecuaciones,
iacaso no se ven un tanto mas complicadas que la obtenida en el caso de
estudio previo? Ello significa que la eleccién de coordenadas y componentes
cilindricas fue acertada. El inconveniente es que en esta oportunidad no sera
viable adoptar dicho sistema si buscamos comodidad para expresar los
resultados, dada la naturaleza del vector r(¢) de cilindricas.

A estas soluciones se les debe sumar la contribucién correspondiente a la carga
puntual. Nuevamente haciendo uso de la expresion general, Ecuacién (9), el
campo de la carga considerada puntual se escribe como sigue:

1 Q
= —_— (r - )
o fr gl
Sabemos que r es un vector genérico mientras que rq corresponde a la posicion

de la carga puntual en el espacio. De acuerdo al sistema de referencia
adoptado esry, = DX

Eq

_ 1 Q
" 4me, [(x — D)2 4 y2 + 22]3/2

Eq [(x—D)X+yy+z7Z]

Reemplazando las posiciones de dicha (carga vector conocido como rq) y un
punto genérico del espacio r:

_ 1 Q
 4me, [(x — D)2 + y2 + z2]3/2

Eq [(x—D)X+y§+2z7]

Finalmente, el resultado se obtendra como la suma de ambas contribuciones:

A X ( z+L/2 z—L/2 >
ToAmex* 4y \ X2+ y2 + (z+ L/2)? X2 +y? + (z— L/2)?
Q x—D

+ 4me,y [(x — D)2 + y2 + z2]3/2
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LAy ( z+1/2 z—L/2 )
Y 4me, x2 + y?2 Jx2+y2+ (z+L/2)2 x2+y2+(z—L/2)2
Q y

* 4me, [(x — D)2 +y? + z2]3/2

A 1 1
E, = -
4me, <\/X2 +y2+(z—L/2)2 Jx2+y2+(z+ L/2)2>
2 -
4me, [(x — D)? + y? + z2]3/2

Debemos aclarar que la suma se realizd con vectores escritos en componentes
cartesianas, en cuyo caso los versores son siempre los mismos para todo punto
del espacio, de lo contrario hubiera sido mucho mas engorroso sumar ambos
campos. Descartamos ahora el uso de versores curvilineos por este motivo.
Debemos aclarar que en realidad puede existir una combinacion de
configuraciones en las cuales se puedan superponer perfectamente vectores E
escritos con componentes curvilineas pero en el caso general es conveniente
emplear los versores cartesianos.

RESUMEN

El concepto de campo electrostatico E como magnitud del espacio permite
explicar de una manera abstracta la interaccion entre materia cargada. La teoria
de campo permite hallar el valor del mismo generado por configuraciones de
carga, tanto para distribuciones discretas como continuas, siempre en el espacio
vacio. En el cdlculo se distinguen dos tipos de variables, unas primadas que
indican la posicion de la carga y seran integradas en caso de contar con una
distribucion continua, y sin primar que indican los puntos del espacio donde se
busca calcular el campo. Las primeras siempre se reemplazan por parametros
luego de la integracion, y las segundas manifiestan la dependencia funcional de
E. Una distribucion de importancia es el dipolo eléctrico, compuesto por dos
cargas de igual magnitud, pero signo opuesto. Un dipolo puntual es un caso
particular del anterior en el que la distancia a la configuraciéon es mucho mayor
que la separacion entre las cargas de la configuracién. Para hallar la funcion E
es necesario definir los vectores punto campo y fuente, asi como escribir la
distribucion de carga en funcion de variables espaciales por medio de una
densidad de carga. Hallar una solucion analitica o en su defecto una numérica
es de gran utilidad, pero también es importante intuir de antemano la direccién
del campo y su posible funcionalidad con las coordenadas espaciales. Esto se
logra estudiando puntos del espacio en los cuales se aplica la expresion de
cdlculo de E para una carga puntual (la cual bien puede ser aplicada para un
infinitesimal de carga de una distribucién mucho mas grande).

El principio de superposicion permite hallar E para una configuracién de carga

muy compleja, separandola en distintas partes que sean mas sencillas para
analizar. Cada una de sus partes dara una contribucion al campo total, las cuales
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deberan ser sumadas empleando el mismo sistema de referencia. El uso de
componentes curvilineas puede simplificar el calculo del campo a expensas de
introducir una complejidad adicional, que dichos versores pueden ser
dependientes de las coordenadas a integrar. De todas maneras, basta con
conocer previamente la parametrizacion de la carga para elegir adecuadamente
las componentes de los versores.
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Capitulo 3

Ley de Gauss para el campo electrostatico

Flujo de un campo vectorial

El concepto de lineas de campo fue acufiado por Michael Faraday (1791-1867)
como un intento de representar la direccién, sentido e intensidad de los campos
vectoriales. Este concepto se introdujo brevemente en el capitulo anterior y
mostrara nuevamente su utilidad en el actual.

Imaginemos por un momento una cierta de cantidad de agua fluyendo por un rio.
Supongamos que deseamos calcular el caudal, es decir la cantidad de agua que
se desplaza por unidad de tiempo. Para ello debemos adoptar una superficie de
referencia y empezar a contar la cantidad de volumen o masa que vemos
atravesar dicha superficie, el resultado no solo dependera de la velocidad de
fluido, sino también del tamafio de la superficie que hayamos tomado.
Retomando el concepto de lineas de campo, lo que estamos haciendo es calcular
el flujo del campo de velocidades a través de una superficie abierta, que en
definitiva es contar la cantidad de lineas que atraviesan la superficie, como en la
Figura 17. Por supuesto que el calculo de flujo de un campo vectorial no sélo
depende del tamafo, también de su orientacion. Hagamos una suposicién
simplificadora, imaginemos que el campo vectorial tiene todas sus lineas
horizontales y la superficie en la cual calculamos el flujo es un cuadrado de area
A el cual dibujaremos en perspectiva. Cuando esté dispuesto de forma vertical
(posicion 1) la cantidad de lineas de E que lo atraviesen sera la maxima posible.
Si en cambio se inclina levemente, las lineas serdan menos (posicion 2) y si se
coloca de manera horizontal (posicién 3), ninguna.

1
Fi— - >
i 4 N -
S A _d T
é A ~. ds s =
Fig. 17. Esquema del flujo de un campo vectorial sobre una superficie A. En cada

posicion la cantidad relativa de lineas de campo que producen flujo es distinta, siendo
mayor en la 1, seguida por la 2, y finalmente la 3 (con flujo nulo).

En el ejemplo se emplearon una superficie plana y un campo con una unica
componente, pero en general nos interesara calcular el flujo en casos mas
complicados, aquellos en los cuales la superficie podra tener una forma
cualquiera, y el campo vectorial E no ser necesariamente uniforme o plano. En
estos casos, podemos dividir nuestra superficie en varias muy pequefas, de
manera tal que cada una sea considerada casi plana. Luego debemos sumar las
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contribuciones. Silogramos llevar el calculo al limite de lo infinitesimal, entonces
estaremos calculando el flujo mediante integracion.

A

(18)

Ley de Gauss integral

Si ahora nuestro campo es de origen eléctrico, no necesariamente electrostatico,
y estamos en el espacio vacio (o al menos rodeados por un gas)®, podemos
escribir una relacion entre el flujo de E a través de una superficie cerrada y la
carga dentro de la misma. Esta relacion se la debemos a Johann C. F. Gauss
(1777-1855), y la enunciamos como Ley de Gauss en forma integral. La
constante de proporcionalidad entre el flujo y la carga encerrada por la superficie

es la inversa de la permitividad eléctrica del vacio, €..

& = #E . dS = Qencerrada
S €

(19)

La superficie debe ser cerrada y ademas orientable, de manera tal que se pueda
definir de manera univoca la normal, la cual a su vez se adopta como saliente al
volumen encerrado tal como se presenta en forma esquematica en la Figura 18.

VVVVV

Fig. 18. Flujo de campo sobre una superficie de Gauss.

La ley de Gauss y la de Coulomb no son ajenas entre si. Una forma de probarlo
es reemplazando el campo electrostatico dentro de la integral, por aquella
ecuacion correspondiente a un cuerpo puntual cargado para calcular el flujo de
dicho campo a través de una superficie. Por simplicidad adoptaremos una
superficie esférica concéntrica a la carga. Luego se debera escribir el diferencial
de superficie e integrar.

% Cabe aclarar que esta ley también es valida para cargas en movimiento, tal como se discutira en el
Capitulo Ecuaciones de Maxwell, y a su vez mostraremos una forma modifica para incluir su
uso en medios materiales en el Capitulo Dieléctricos
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2m T
1
o = # 1 ds = f f 1. r’sen(0)dod¢ = 1
o Jo

4TtE 12 . 41e, r? €
(20)

Claramente esta no es una demostracion apropiada, unicamente se trata de una
prueba para vincular la Ley de Gauss con la ecuacién de Coulomb. No obstante,
obtener la expresion reportada por Coulomb a partir de la integral de Gauss,
indicando que ésta es una expresion de caracter general (su demostracién se
puede hallar en la bibliografia recomendada).

Ley de Gauss diferencial

La Ecuacion (19) es conocida como ley de Gauss integral debido a la forma en la
que se encuentra escrita. Claro esta que una ley integral siempre se aplica a un
volumen finito, es decir a una porcion del espacio, y por ello la informacién que
se obtiene corresponde a un punto de vista macroscépico. Si se aplica el teorema
de la divergencia a la ecuacion de Gauss, considerando por supuesto que se
cumplen todas las condiciones necesarias para que sea aplicado, podemos
arribar a una forma diferencial. En primer lugar, aplicamos el teorema de la
divergencia a la integral de flujo. Llamamos S es la superficie cerrada orientada
que delimita un volumen denotado con Vol y S es la superficie cerrada orientada
que delimita dicho volumen.

e as= [[] v-eavo
S Vol

Dado que la integral de flujo es proporcional a la carga encerrada por la superficie
S, entonces hallamos una igualdad entre la integral de volumen de la divergencia

del campo y la carga.
fff V- EdVol = Qencerrada
Vol €o

A su vez, es posible rescribir la carga en funcién de una densidad volumétrica,
p'% encerrada por el volumen de interés:

m v-mvm:fﬂ P qvol
Vol Volso

Las regiones de integracion son las mismas a ambos lados de la igualdad, dado
que la carga se encuentra encerrada por el volumen Vol definido por la superficie
cerrada S, se sabe entonces que los integrandos deben ser iguales. Por lo tanto:

10'Si bien se menciona una densidad volumétrica, la expresion también es valida aun si alguna de las
dimensiones es mucho menor a las restantes, tal como es el caso de una superficie, o curva cargada, o
inclusive un cuerpo puntual. En todos estos casos el miembro derecho siempre sera nulo, pero sin
implicar que no exista campo
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(21)

La férmula diferencial implica el uso de la ley de Gauss en forma puntual, en
contraste con forma integral que involucra a todos los puntos de una region. Otra
caracteristica es que vincula la divergencia del campo (que es una funcién del
espacio aplicada a un punto), con la densidad local de carga en el entorno de
dicho punto. Esta expresidn es de gran importancia a pesar de que a primera
vista parezca brindar menor informacion debido a que es meramente local. Si se
conoce la distribucion de carga o las restricciones del campo en ciertas regiones,
a partir de la ecuacion anterior se puede conocer el campo en todo punto.

Una mirada fisica a un calculo matematico

Nabla, V es un operador matematico que, aplicado a un campo vectorial
perteneciente a R", calcula las derivadas espaciales de dicho campo. Dependera
del tipo de producto entre nabla y el campo de qué manera se combinan las n
derivadas (vectorial o escalar por ejemplo). La ley de Gauss en forma diferencial,
Ecuacién (21) estipula que la divergencia de E es proporcional a la densidad de
carga volumétrica p. Escribiendo en coordenadas y componentes cartesianas
quedan:

Desde un punto de vista matematico es mas o menos sencillo realizar este
calculo, ya que implica derivar la primera componente respecto de la primera
coordenada, la segunda componente respecto de la segunda derivada, y lo
mismo con la tercera, para luego sumarlas. Si p > 0 C/m3 entonces la suma de
las derivadas es positiva en el punto del espacio donde fueron evaluadas las tres
derivadas. Ello sugiere entonces un punto con una divergencia positiva tendra
lineas de campo salientes. Lo contrario ocurre con la divergencia negativa, es
decir que se tiene presente p < 0 C/m3 y por lo tanto lineas entrantes. Un caso
posible es que la suma fuese nula y por lo tanto no habria densidad de carga en
ese punto, indicando que no hay lineas en ese punto. Una forma grafica de
determinar las densidades en pequefios entornos es imaginar un muy pequefio
volumen en el cual contamos la cantidad de lineas de campo que lo atraviesan.
En el caso de p = 0 C/m3 tendremos tantas lineas que ingresan como que salen
del entorno en cuestion, que al llevarlo a un infinitésimo de tamafo implica una
cantidad nula de lineas. Notar en la Figura 19 el punto P tiene divergencia
negativa, mientras que el R tiene divergencia nula. Si las lineas de campo
hubieran sido opuestas (con sus flechas en sentido contrario), el entonces el
punto P tendria divergencia positiva.
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Fig. 19. La divergencia de un campo representa la densidad de lineas de campo que hay
en un punto del espacio. Si dichas lineas corresponden a un campo electrostatico,
entonces se podria afirmar que en el punto P hay una densidad negativa, mientras que
en R no hay densidad alguna.

Desde un punto de vista fisico, la divergencia del campo electrostatico
representa la densidad de lineas de campo en el entorno de un punto. Podemos
escribir la divergencia en un punto P del espacio como sigue:

1
V- El|lp = li —_— E- dS
|P VOllr—r>1P VO] S(Vol)

Aplicaciones de ley de Gauss en su forma integral

La ley de Gauss en su forma diferencial relaciona las derivadas del campo con
una densidad de carga, Ecuacion (21). A partir de la misma es posible determinar
la funcién E si se resuelve la ecuacion diferencial, que implica conocer también
las condiciones de borde, valores que adopta el campo o su derivada en algunos
puntos del espacio. Una solucion analitica suele ser mas bien una excepcion, sin
embargo, es viable si E es unidimensional. Se suele resolver de manera numérica
como lo hacen los programas de calculo, de esta manera la expresion diferencial
de la ley de Gauss resulta muy util para determinar E. Por otro lado, la forma
integral, Ecuacion (19), nos permite calcular el flujo de campo muy sencillamente
y solo para algunas configuraciones de carga muy particulares, resulta posible
hallar el modulo del campo. A lo largo de la parte restante del capitulo nos
focalizaremos en el calculo de E, que, si bien es importante, no representa la
maxima utilidad de la ley de Gauss integral.

Para poder obtener E a partir de la integral de flujo, se debe calcular el mismo
sobre una superficie en la cual la funcién campo adopte un unico valor, asi el
integrando sera una constante. Para que ello ocurra se deben cumplir las
siguientes condiciones, las cuales dependeran fuertemente del tipo de
distribucion de carga considerada.
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1. Inferir previamente la direccion de E en multiples puntos del espacio para
conocer la forma de sus lineas y la dependencia de las componentes con
las coordenadas espaciales. Ello implica conocer no sélo la forma de las
lineas de campo sino también de cual variable depende E en algun
sistema de coordenadas elegido, (generalmente se escoge uno que
resulte adecuado para simplificar la funcionalidad de E con las
coordenadas).

2. Poder adoptar como superficie de Gauss para el calculo de flujo, una en
la cual el campo siempre posea el mismo méddulo, de manera que el
producto escalar entre E y ds se convierta en producto de médulos dentro
de la integral. De esta manera, el angulo entre ambos vectores siempre
sera conocido y E sera una constante de integracion.

3. Poder evaluar la carga encerrada por la superficie adoptada.

En vistas de los pasos necesarios para hallar el campo podemos concluir que en
principio no parece ser un buen negocio debido al gran esfuerzo que demanda,
consecuentemente, resulta conveniente en muy pocos casos. La primera
condicién implica determinar la dependencia de las componentes del vector
campo con cada una de las coordenadas, en el caso mas general se tendran 3
funcionalidades distintas, es decir, la funcionalidad de tres componentes con
tres coordenadas. El segundo paso es elegir adecuadamente la superficie de
Gauss para que la integracioén se realice en variables de las cuales no dependa
el campo. So6lo de esta manera es posible que E se comporte como una
constante de integracion.

Existen algunas reglas que nos permiten identificar distribuciones de carga,
donde resulta sencillo parametrizar superficies que nos permiten quitar E fuera
de la integral. Estas distribuciones se encuadran dentro de las siguientes:

Distribucidon plana infinita. En este caso dos dimensiones tienen una
preponderancia sobre la tercera (especificamente sobre el espesor),
siendo entonces una configuracion de carga en la cual no es posible
observar variacién en el campo cuando se practican desplazamientos
paralelos a la superficie manteniendo la distancia constante. Ello implica
que la unica dependencia funcional de E podria ser con la distancia a la
configuracion.

Distribucion cilindrica infinita. Configuracién con una dimension mucho
mayor que las dos restantes que tiene simetria de revolucién respecto del
eje de rotacion. En este caso se espera que no haya un cambio en el
modulo del campo en el caso de efectuar rotaciones angulares o
desplazamientos a lo largo de la dimension que se extiende
indefinidamente. Ello implica que E podra depender de la distancia radial
a la configuracion.

Distribucion esférica. Distribucion de carga que se encuentra acotada en
sus tres dimensiones, donde el desplazamiento de un observador por
cualquiera de los dos dangulos (cenital o azimutal), no permite notar
cambio alguno en E cuando se realiza el movimiento a distancia constante
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del centro de la configuracién. Un caso particular de esta configuracion
seria el de un cuerpo puntual.

En resumen, se puede mencionar que el campo se podra obtener si la
configuracién se encuadra en alguna de las anteriores, 0 es una combinacion de
las mismas. Notar que en cada caso siempre se menciona especificamente la
no dependencia con alguna coordenada espacial. Ademas, no se ha mencionado
especificamente la forma en que se encuentra distribuida la carga, sino que dice
mucho sobre la geometria de la materia que la contiene. Por ejemplo, para una
esfera podriamos tener distribuida la carga de manera uniforme o acumulada en
los polos. En la primera situacion es sencillo imaginar que E no dependera de los
angulos, pero claramente eso es falso en la segunda situacion. Esto implica que
las tres geometrias mencionadas anteriormente condicionan también la
distribucion de carga. En la Figura 20 se presentan las tres distribuciones mas
usuales con las direcciones en las cuales no hay cambio en el E.

e
\T.-*

g

Fig. 20. Las tres distribuciones de carga presentan cualidades particulares, donde el
campo en principio resulta dependiente de una unica coordenada espacial, aquella que
mide la distancia a la carga. En cada una de las distribuciones se muestran las dos
direcciones en las cuales E, NO TIENE una dependencia funcional.

Antes de continuar con el uso de la ley de Gauss en su forma integral debemos
hacer una ultima aclaracioén, pero ahora sobre el miembro derecho, la carga
encerrada. El concepto de flujo sobre una superficie cerrada implica adoptar un
volumen en el espacio, en este recinto se debera conocer perfectamente la carga
encerrada. Uno en principio podria creer que no es necesariamente un
inconveniente, pero en realidad para algunas distribuciones como lineal o
superficial si lo es. De hecho, el problema surge cuando la superficie de Gauss
coincide parcial o totalmente con la distribucién, y por lo tanto no es posible
contabilizar la carga encerrada. Ello implica que, si logramos superar el desafio
de conocer las lineas de campo, la funcionalidad de E con las coordenadas, y
parametrizar la superficie de Gauss mas adecuada, entonces no podremos
obtener informacion en la region donde se encuentra la carga. Por suerte para
las distribuciones en volumen no existe este inconveniente.
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Casos de estudio de obtencion de campos mediante la ley integral
de Gauss

Caso de estudio 8. Campo de una configuracion plana infinita.

Sea una configuracion de carga plana infinita con densidad uniforme o. Obtener el
campo para todo el espacio a partir de la ley de Gauss en su forma integral.

Objetivo. Aplicar la ley de Gauss para el calculo de campo de una geometria plana.
Determinar previamente la direccion de E y su dependencia con las coordenadas
analizando la distribucion de carga. Elegir la superficie de Gauss en base a este
analisis.

Fig. 21. Una distribucidn de carga plana infinita.

Si deseamos aplicar la ley de Gauss en forma integral para hallar E, entonces
necesariamente debemos conocer la forma de sus lineas, para asi elegir la
superficie cerrada para el calculo de flujo. Debido a que la carga se extiende
sobre un plano, la geometria de esta configuracion en principio se encuadra en
una de las tres mencionadas, la del tipo plana infinita. Podemos asegurar
entonces que vamos por buen camino y valdra el esfuerzo para hallar el campo
mediante el uso de la Ecuacién (19). Si nuestra configuracién tuviese la misma
geometria, pero la carga se distribuiria de manera no uniforme, ya debemos
comenzar a sospechar de la utilidad de la ley en forma integral, (la cual podria
igualmente servir, pero quizas la superficie de Gauss sea tan dificil de
parametrizar que no haya valido la pena el esfuerzo). Por este motivo, el primer
paso siempre es verificar si la geometria y la distribucion de cargas guardan
semejanza con alguna de las tres definidas anteriormente.

Vamos a adoptar un método para intentar dilucidar la forma de las lineas de E,
es decir sus componentes, y si es posible si existe dependencia con las tres
coordenadas espaciales. Sinceramente nos conviene que el campo sea lo mas
sencillo posible asi la superficie de Gauss es mas facil de parametrizar. Ya
mencionamos que una configuracién del tipo plana infinita no deberia tener un
campo dependiente de las coordenadas paralelas al plano cargado, ahora
podemos confirmarlo con un caso concreto.

Empecemos por escribir la funcionalidad de E para poder pisar sobre terreno
firme. En el capitulo previo vimos que era viable usar diferentes sistemas y su
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utilidad dependia del tipo de distribucién de carga. Considerando que se trata de
una configuracion plana, quizas sea una buena idea escribir el campo en funcion
de coordenadas y componentes cartesianas. Se propone entonces:

E=Exy,2)X+ E&y2)7J + E(xy,2z)2

Imaginemos por un momento que contamos con un dispositivo que mide la
intensidad del campo electrostatico, por ejemplo, una cajita con una pequena
carga de prueba'. De esta forma, si existe campo en el espacio donde situemos
la caja, tendremos una fuerza sobre nuestra carga de prueba. Obviamente si
colocamos la caja cerca del plano cargado seremos capaces de determinar la
intensidad de E, pero la pregunta es qué ocurre si nos desplazamos.
Supongamos que nos movemos a lo largo del eje y, ver Figura 21, ;seremos
capaces de observar diferencias en la intensidad de campo? Es muy dificil
imaginar el motivo por el cual E debe ser mas o menos intenso si la carga del
plano se distribuye de manera uniforme. Ademds, no somos capaces de
distinguir los bordes porque efectivamente se trata de un plano infinito. Esto nos
dice que E no podra ser una funcion de la variable y. Si ahora repetimos el
procedimiento, pero moviéndonos a lo largo del eje x llegaremos a la misma
conclusion. Efectivamente, la eleccion del sistema de referencia fue totalmente
arbitraria, el origen podria estar en otro punto del plano, o los ejes x e y en otras
direcciones (siempre que sean ortogonales entre si). Debido al andlisis previo:

E = Ex(z)X + Ey(2)y + E;(2)Z

Ahora solo resta saber qué ocurre con la dependencia del campo en z. Si
volvemos a tomar nuestro sensor de campo y lo usamos para determinar la
intensidad de E a distintas alturas, seria dificil predecir el resultado. Por un lado,
al alejarnos del plano podriamos notar un campo mas débil, pero por otro lado
nunca se veran los bordes del plano, y por ende siempre tendremos carga
afectando la medicion. En definitiva, no contamos con argumentos fehacientes
como para dar mas informacién sobre la dependencia con z. Dado que no
podemos avanzar mas con las coordenadas entonces analizaremos las
componentes.

En principio no sabemos si el campo tiene una o varias, ni tampoco que relacion
guardan entre si, es decir, no conocemos la forma de las lineas de campo. Para
darnos una idea podemos tomar varios diferenciales de superficie cargados y
representar en un punto del espacio el campo que generan, luego repetir el
procedimiento reiteradas veces. Por supuesto que esta opcidon puede ser muy
engorrosa, por lo tanto, debemos buscar una alternativa o elegir adecuadamente
los diferenciales de carga. Para ello vamos a calcular el campo en un punto del
eje z superponiendo dos diferenciales de carga (asumiendo que se tratade 0> 0

' Nos basamos por supuesto en la definicién de E, Ecuacion (3). De hecho, existe un instrumento que
tiene este objetivo, se denomina electroscopio.
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por comodidad). Estos diferenciales los elegimos sobre el eje y, uno en cada
semieje, como muestra la Figura 22.

Fig. 22. Determinacion de la existencia de componentes del campo para una distribucion
de carga plana infinita. El andlisis facilmente generalizable, demuestra que E sélo tiene
componente en z.

Debido a que o es uniforme, ambos diferenciales tienen la misma cantidad de
carga, y ademas como la distancia al punto del eje z es la misma, el modulo de
los campos 1 y 2 son iguales. A su vez, como uno y otro diferencial estan
espejados respecto del eje z, la suma de ambos E da como resultado una
cancelacion de la componente horizontal y un refuerzo de la vertical. Este mismo
procedimiento se puede extender a muchisimos pares de diferenciales y dara
exactamente el mismo resultado. Efectivamente, podemos repetirlo para
diferenciales sobre el eje x arribando a lo mismo. Ello nos dice que en el punto
elegido del eje z, el campo electrostatico generado por el plano cargado sélo
tiene componente en 2. Dado que anteriormente mostramos que E no dependia
de las coordenadas x o0 y, y como consecuencia mencionamos que el origen de
coordenadas podia estar en otro punto del plano, entonces el analisis previo para
un punto del eje z, es valido para todos los puntos que compartan esa misma
altura. De hecho, es valido para puntos del otro lado del plano ya que ambos
semiespacios (con z > 0m o z < 0m) son indistinguibles.

WV

(N N
VWL

Fig. 23. Las lineas de campo para un plano infinito cargado con densidad uniforme o
resultan ser perpendiculares a dicho plano.
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En definitiva, podemos decir que para la altura elegida ya sabemos que todas las
lineas de E seran perpendiculares al plano cargado. Debemos notar que la altura
es genérica, y no hay motivos para distinguir una de otra, consecuentemente, el
analisis de la Figura 23 determina la direccion de las lineas de E para todo el
espacio. Notar la importancia de determinar en primer lugar la dependencia
funcional con las coordenadas antes de analizar las componentes.

E=E,(2)Z

Es importante notar que recién en esta instancia del analisis es posible emplear
la ley de Gauss en su forma integral para hallar E, dado que ahora conocemos
las lineas de campo y podemos elegir la superficie adecuada para que la funcion
sea una constante de integracion. Entonces, como opcion debemos elegir una
superficie con dos caras paralelas al plano, para que el campo adopte un Unico
valor en las mismas (la parametrizacién de dichas caras se debe hacer en las
coordenadas x e y de las cuales no depende el campo). No obstante, la superficie
debe ser cerrada, entonces se deben adicionar otras superficies en las dos
previas, que idealmente que no produzcan flujo. Notar que un paralelepipedo
cuyas bases sean paralelas al plano cumple perfectamente con esta condicion
como se aprecia en la Figura 24. Otra opcidn viable seria cilindro con sus bases
sean paralelas al plano cargado.

En principio es conveniente colocar el paralelepipedo centrado en el plano, asi
sus bases concatenan lineas de campo a igual distancia de la carga y de esa
manera es posible asumir que E adopta el mismo valor en ambas caras.

W
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Fig. 24. La superficie de Gauss elegida es un paralelepipedo normal al plano, de manera
que cuatro de sus lados generen flujo nulo, y los dos restantes igual flujo.

49



CONCEPTOS DE ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO PARA INGENIERIA

#E‘ds=jj E‘dS+Jj E.dS:Qencerrada
Basel Base2 €o

Dado que se trata de un paralelepipedo, entonces es conveniente escribir la
integral de superficie en funcién de coordenadas cartesianas.
VA/2 VA)2 VA/2 A)2

(&)
Ei-dxdyi+] E(—i)-dxdy(—’z‘)=ff—d$
—VA/2 ) -VA/2 —VA/2J-VA/2 Ao
Es importante observar que ambas integrales producen el mismo flujo, por lo
tanto:

oA
2EA =—
s0

Como resultado del razonamiento previo se obtiene el mdédulo de la uUnica
componente de campo. Cabe destacar que, si buscamos reportar un valor de
campo, al resultado obtenido siempre se le debe adicionar el versor
correspondiente, ya que de la Ecuacion (19) sélo se puede obtener el médulo.
Sabemos ademas que el campo apuntara en sentidos opuestos en ambos
semiespacios, dependiendo del valor de z. Una forma sintética de ponerlo en
mediante la funcion signo que ya discutimos, en este caso seria z/|z|.

o Z

=— 3

2¢, |z| 22
22

El andlisis del caso de estudio demuestra que la ley de Gauss en forma integral
permite calcular de manera sencilla algunas funciones campo. En el presente
caso es claro que la funcién hallada no otorga informacion sobre E en el plano
mismo, donde la funcién no esta definida, que es una limitacién de la ley en forma
integral para las distribuciones que no son volumétricas.

Es interesante mencionar que ya habiamos llegado a este resultado, fue cuando
calculamos el campo electrostatico generado por un disco cargado para la
condicion z « R. En la Figura 25 se pueden comparar las dos funciones
halladas a partir de los distintos modelos mencionados. A grandes rasgos
podemos notar que para valores de z unas 30 veces menores a R, se puede
reemplazar el campo en el eje de un disco por el de un plano infinito con un error
del inferior al 10%.
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Fig. 25. Comparacién de las magnitudes del campo calculado para el eje de un disco (a
partir de la Ley de Coulomb) y un plano infinito (a partir de la Ley de Gauss).

En el proximo capitulo se aplicara la ecuacién diferencial de Gauss para hallar el
campo electrostatico de una configuracién muy similar a la actual.

Caso de estudio 9. Aproximacion de la solucion de un cilindro acotado cargado,
modelado como un cilindro infinito.

Sea un cilindro cargado uniformemente en su volumen, con un largo L, siendo esta
dimension mucho mayor que su radio R. Obtener E para todo el espacio,
explicando el procedimiento adoptado y la superficie de Gauss elegida.

Objetivo. Obtener el campo mediante la aplicacion de la ley de Gauss para una
distribucion cilindrica. Analizar como un cilindro acotado es modelado como uno
infinito. Calcular el campo dentro de una region cargada y la continuidad de dicha
funcion.
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b i, R

Fig. 26. Un cilindro macizo, cargado con una densidad uniforme en su volumen. La
longitud del mismo es mucho mayor al radio.

En este caso de estudio, el enunciado dice que debemos calcular el campo
electrostatico aplicando la ley de Gauss, sin embargo, no contamos con las
condiciones adecuadas porque no tenemos una distribucién de carga que se
encuadre en alguna de las mencionadas; la mas afin seria la cilindrica infinita.
He aqui una colision entre la matematica y la fisica. En realidad, ni los planos ni
los cilindros infinitos tienen existencia real, dado que no hay colecciones de
carga indefinidas en el universo. No obstante, cuando los objetos son vistos bajo
ciertas condiciones es posible modelizarlos como infinitos, por ejemplo, un disco
que se analiza desde una distancia muy pequefia, al punto tal que confunde con
un plano. En este caso debemos estar tan cerca de cilindro (y preferentemente
en su plano mediatriz) para que podamos modelizarlo como infinito. Esta
condicion se suele conocer como desestimacion de efectos de borde. La
aproximacion sera mejor cuando mayor sea la relacion entre Ly R.

Nuevamente vamos a emplear la ley de Gauss en su forma integral para obtener
el modulo de E, entonces repetiremos el procedimiento previo. Sin embargo, es
conveniente notar que en este caso de estudio tendremos dos regiones bien
diferentes, una en el espacio vacio y otra donde se encuentra la carga. Ello
implica que podemos esperar dos funcionalidades distintas para el campo.

Iniciamos analizando el exterior de cilindro, mas precisamente vamos a
identificar la dependencia con las tres variables espaciales, y luego saber cual es
la forma de las lineas de campo. Adoptaremos una funcién de campo
electrostatico con componentes y coordenadas cilindricas. Por supuesto que
esto tiene relacion con que sera mas sencillo escribir una funcion del espacio
para esta configuracién de geometria cilindrica, ;qué original no?

E=E.(r,¢,2)F + Eo(r,,2)$ + E,(r, d,2)2

52



CONCEPTOS DE ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO PARA INGENIERIA

Comencemos por la funcionalidad con las coordenadas. Como el cilindro es liso,
no tiene huecos ni protuberancias como se ilustra en la Figura 25, y ademas su
densidad de carga se distribuye de manera uniforme, entonces no hay forma de
notar un cambio para un observador que gire alrededor del mismo manteniendo
la distancia radial y axial (tal como lo mencionamos en el resumen de las tres
geometrias aptas para el calculo de campo). Ello implica que E no dependera de
la variable angular en ninguna de sus tres componentes. A su vez, podemos
argumentar que nuestro campo tampoco cambia significativamente con la altura
si consideramos que nuestro cilindro no tenia bordes observables (es decir si era
efectivamente infinito). Esto serd valido como ya fue mencionado siempre que
nos limitemos dentro de una zona en el plano mediatriz, en dicha zona lo
veremos como infinito y no sera viable determinar una dependencia con z.
Debido a este analisis concluimos:

E=EMOF+E,M®+E, ()2

Vamos a analizar la existencia de las componentes siguiendo el mismo
razonamiento que antes, eligiendo distintos diferenciales de carga vy
superponiendo en un punto del espacio los campos que producen. Podemos
tomar un diferencial por encimay otro por debajo del plano mediatriz, a la misma
distancia de dicho plano.
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Fig. 27. Superposicion de diferenciales de carga del cilindro para determinar la direccion
del campo. Se puede notar que la Unica componente es radial. Si E=E(r), entonces el
analisis es totalmente general, siendo valido para todo valor de z y¢.

Como ambas porciones de carga poseen el mismo valor (dado que se trata de
una densidad uniforme) y ademds se encuentran a igual distancia del punto en
estudio, entonces ambas contribuciones a E son iguales en modulo, aunque los
vectores estan espejados respecto del plano x-y. Entonces la componente
vertical se cancela y la radial se incrementa al doble. Este mismo analisis se
puede hacer en el mismo punto con cualquier otro par de cargas situadas a otras
alturas, lo cual dara el mismo resultado como lo sugiere la Figura 27. A su vez,
dado que E no depende de la altura, entonces el analisis realizado es valido para
toda coordenada z, no solo para los puntos del plano mediatriz. Ademas, es

53



CONCEPTOS DE ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO PARA INGENIERIA

viable extrapolar el resultado a cualquier otro angulo, dado que E no depende de
la variable ¢ por la simetria de rotacién de la configuracion.

En definitiva, las lineas de campo serdn radiales (salientes de la configuracion si
la carga es positiva y entrantes si es negativa) y a priori no se podrd saber si E
dependera o no de la distancia radial, aunque es evidente que debera ser asi, al
alejarnos el cilindro se vera mas y mas delgado (dentro de la regién del espacio
en la cual el cilindro acotado se puede modelizar como infinito).

E=E(@T

Dada la similitud de la configuracién entre el interior (regiéon con carga) y el
exterior (regién con vacio) no hay motivos para pensar que el campo tendra
diferentes componentes en ambas regiones (o dependencia con otras
coordenadas). Consecuentemente, se adoptara la misma forma genérica de
funcién para ambas regiones del espacio.

Para determinar el campo con la ley de Gauss necesitamos una superficie en la
cual, E que depende unicamente de la distancia radial, adopte un unico valor. Ello
nos sugiere una envolvente cilindrica, pero debemos sumarle alguna otra
superficie para que el conjunto encierre un volumen. La opcién mas sencilla es
agregarle dos discos como tapas como muestra la Figura 28 para que el flujo
sea nulo a través de ellas y no adicione nuevas variables. En resumen, la
superficie de Gauss sera un cilindro concéntrico con la configuracién con una
altura h mucho menor a L (asi nunca se aproximara a los bordes) y con un radio
variable llamado r asi se evalua el campo a distintas distancias.
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Fig. 28. Superficie de Gauss cilindrica para la obtencion del campo de la configuracion
en el exterior de la zona cargada.

A partir de la Ecuacion (19):

jf E-ds+ﬂ E- ds+ﬂ E- ds=fff£d\/ol
Tapal Tapa2 Lat v €o
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Del miembro izquierdo sabemos que las integrales sobre las tapas seran nulas,
y con respecto al derecho, podemos decir que la carga encerrada sera el
producto de la densidad por el volumen de la superficie de Gauss (dado que la
densidad es uniforme). Sir > R:

ff E- dS=E27‘rhr=£7‘th2
Lat

80
Entonces el campo adopta la siguiente expresion:

_ PR
2,1

El préximo paso es calcular el médulo del campo para la region interior al
cilindro cargado. Entonces r < R:

ff E-dS = E21Th1‘=£1'rhr2
Lat

€o

Operando algebraicamente:

Asumimos que la funcion vectorial E era dependiente Unicamente de la distancia
radial, y obtuvimos una funcién con esta dependencia, pero definida de a partes.
Ello se debe a que tenemos dos regiones muy diferentes, una con cargay otra en
el vacio. Antes de continuar es conveniente hacer dos aclaraciones en base al
resultado obtenido. Una de ellas es que ninguna de las partes de la funcion
depende de la altura h de la superficie de Gauss elegida, siendo ésta una forma
de confirmar que el resultado es correcto, dado que no podemos arribar a una
funcionalidad con otra variable que no sea r como asi fue asumida. La segunda
aclaracién es que en el interior del cilindro el campo aumenta con la distancia al
origen de coordenadas, (el cual coincide con el centro de la distribucion de
carga). Ello se debe a que el E proviene de la competencia de dos funciones, la
carga que aumenta con el volumen encerrado (lo que podria escribirse en funcién
de r3), y la correspondiente dependencia con la inversa de la distancia al
cuadrado (es decir con un r~2). Escribiendo ahora la funcion vectorial que se
obtiene como resultado del analisis inicial y la ley de Gauss:

E(r) = pr/2¢, * sir <R
(1) = {pRZ/Zsor? sir >R

(23)
Al analizar la expresion hallada, se puede ver que ésta es una funcién continua
en el limite entre la zona cargada y la vacia, es decir, en r = R, a diferencia de la
distribucion plana estudiada previamente. Ello se debe a que la carga se
distribuye de manera uniforme en un volumen, por lo tanto, un cambio de regién

no incluird una modificacion abrupta en el campo. Una manera de verlo es
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adoptar una superficie de Gauss dentro del cilindro e ir aumentando la region
encerrada de forma infinitesimal. Siempre y cuando estemos dentro de la
periferia del cilindro, aumentaremos en un infinitesimal la carga encerrada por la
superficie cerrada (esto se debe también a que nuestra densidad de carga
estudiada es uniforme). Si continuamos con este procedimiento hasta llegar al
radio R la carga va a ir aumentando, pero al momento de superar el radio, el valor
de la carga sera invariable. Es decir, que ante un cambio de regién no hay un salto
abrupto en la cantidad de carga encerrada por la superficie de Gauss. Por este
motivo la funcidén campo resulta continua. Como contraejemplo se podria citar
el caso de este mismo cilindro (misma geometria) pero cargado con una
densidad superficial. En ese caso mientras la carga esté distribuida en el borde
del cilindro y la superficie de Gauss tenga un radio mas pequefio entonces no
habra carga encerrada. Si se agranda un infinitésimo de manera tal que r > R,
entonces la carga encerrada se incrementara en un valor finito. En este caso no
podremos esperar una funciéon continua para E dado que ante un cambio
infinitesimal en el tamano de la superficie de Gauss vemos un cambio finito en
el flujo, lo cual debe estar asociado a un cambio finito en el campo electrostatico.
Dicha configuracién se deja como tarea para al lector quien puede hacer uso del
razonamiento explicado en este caso de estudio.

Caso de estudio 10. Un caso tramposo.

Un esferoide centrado en el origen de radios R sobre el gje y, R> sobre los ejes x y
Z, se encuentra cargado con una densidad superficial que es funcién de la posicion
o(x, y, z), dando como resultado las lineas de campo que se muestran en la Figura
29. Analizar la posibilidad de obtener el campo para todo punto del espacio
mediante la ley integral de Gauss.

Objetivo. Analizar una configuracion cuyas lineas de E son conocidas, y la
superficie de Gauss trivial parece cumplir con las condiciones necesarias para
poder determinar el médulo del campo. Analizar las condiciones generales en las
cuales es viable obtener el modulo de E a partir de la ley de Gauss integral.

Hasta el momento analizamos configuraciones donde debiamos estudiar en
detalle su geometria y la distribucién de carga para poder conocer previamente
la existencia de las componentes de E, y su posible dependencia con las
coordenadas. Ahora contamos con una configuracion mas complicada, pero que
aun conserva ciertas particularidades como la simetria de rotacion a lo largo del
eje y, por lo tanto, uno estaria tentado de decir que es sencillo hallar el campo
mediante la ley integral de Gauss. Vamos a hacer el intento comenzando por
determinar la dependencia con las coordenadas adoptando un sistema de
coordenadas esféricas, r, ¢, 6.
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Fig. 29. Un esferoide cargado con densidad superficial no uniforme centrado en el origen
de coordenadas, (figura izquierda). Sus correspondientes lineas de campo electrostatico
y una superficie de Gauss donde se cumple la perpendicularidad entre E y la superficie
(figura derecha).

Si nos paramos en un punto del espacio, siempre fuera de la configuracion, y la
rotamos a lo largo del eje y, no seremos capaces de notar diferencias. Una forma
de verificarlo es intercambiar entre si los ejes x y z en la figura, y verificar si hay
cambio alguno. De esta forma nuestro analisis nos indica que E no dependera de
6 (el angulo cenital que se mide desde el eje z hacia el plano x-y). Por otro lado,
es facil observar que E depende de la distancia a la configuracion debido a que
hay dos regiones en el espacio y el elipsoide se vera muy distinto a medida que
nos alejamos del mismo. Finalmente podemos asegurar que el campo
dependera de la coordenada azimutal, (el angulo ¢ que recorre el plano x-y del
eje x al y). Una forma de comprobarlo es intercambiar los ejes x e y uno por otro,
y notar que obtendremos distintos resultados.

E = Ex(r,0)X + E{(r,0)y + E,(r, 0)Z

Debemos recordar que necesitamos elegir una superficie donde la funcién
campo adopte un unico valor, y dado que E depende de dos coordenadas, no sera
facil. Ademas, debemos conocer el dngulo entre E y el ds de dicha superficie. En
este caso de estudio, como ya conocemos las lineas de campo, entonces es mas
sencillo determinar el angulo entre los vectores para cualquier superficie elegida,
asi podemos convertir el integrando E - ds, en el producto de mdédulos con un
coseno conocido.

Una opcidn para elegir una superficie de Gauss seria adoptar un esferoide con la
misma relacion de radios y que ademads sea concéntrico con la configuracion de
carga (la cual llamamos superficie s1). En ésta podemos asegurar que E || ds,
como se muestra a la derecha en la Figura 29. Sin embargo, no podemos perder
de vista que seguramente sera valida para esa region del espacio, ya que si
comenzamos a alejarnos del esferoide en algin momento nos sera dificil
distinguir su forma y cambie sustancialmente la direccién de las lineas de E.
Podemos salvar esto asumiendo que buscaremos la solucién para puntos
cercanos a la configuracién de carga. Si primero buscamos conocer en el exterior
de la configuracion y por lo encerramos la carga total tenemos:
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ﬁ; E(ry, d1) ds; = Qotal/€o
s1

Ahora debemos asegurarnos de que la superficie elegida nos permita quitar el
campo fuera de la integral. Si observamos la Figura 30 en detalle podremos notar
que tenemos mayor concentracion de lineas en las cercanias al eje y en
comparacién con los dos restantes. Eso implica que no podemos asegurar la
uniformidad de la funcién del campo a lo largo de toda la superficie s1. Como
alternativa podemos proponer otro esferoide (superficie s2), que tenga la relacion
de radios adecuada de manera tal que el campo sea uniforme, (aunque en
principio no conozcamos sus radios).

ot

S S S il

Fig. 30. Dos posibles superficies de Gauss para el calculo de campo. La superficie 1
permite asegurar la perpendicularidad de campo con la misma, mientras que en la
funcién E es uniforme.

Llamemos (r, ,¢,) al conjunto de puntos sobre esta nueva superficie de Gauss
que lo cumple. Si bien ahora podemos argumentar que E sera una constante para
la integral, ya no podremos decir que es conocido el angulo entre E y ds, asi que
simplemente lo llamaremos a.

# E(r,, d;) ds; cos(a) = Qeotal/€o
s2

Qtotal

€o JIs, cos(a)ds;

E(ry, d,) =

Finalmente hallamos la forma de quitar el campo fuera de la integral, pero no
somos capaces de determinar con certeza como cambia el angulo en cada punto

de la superficie, y aunque fue posible sélo es valido para la superficie Sa.
Debemos usar una superficie Sz para otros puntos, y repetir el procedimiento. En

definitiva, todo esto resulta muy poco practico a pesar de que contamos con
mucha informacién desde el comienzo como la forma de las lineas de campo.
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Resumen

La ley de Gauss es una de las cuatro leyes que describen el electromagnetismo,
debido a que engloba a la expresion obtenida por Coulomb, y ademas se ha
demostrado a lo largo de diversos experimentos, que valida para campos
variables en el tiempo. La validez de la ley reside en la dependencia funcional
del campo eléctrico con la inversa de la distancia al cuadrado.

La forma integral vincula el flujo a través de una superficie con la carga encerrada
por la misma, mientras que la diferencial relaciona las derivadas espaciales de E
con la densidad de carga en un punto. Una consecuencia de la ley en forma
integral es el calculo de campos donde se conozca previamente la funcionalidad
de E con algunas variables espaciales y la forma de las lineas. Sin embargo, la
manera mas habitual de calcular E resulta de la resolucién, numérica o analitica,
de la ley diferencial. En el préximo capitulo se vera una nueva magnitud asociada
que permite emplear la ley diferencial para este objetivo.
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Capitulo 4

Potencial electrostatico

Definicion de potencial

El potencial electrostatico es una funcion escalar del espacio relacionada
intimamente con el campo electrostatico (eventualmente con un campo
eléctrico) que posee gran importancia en el estudio del electromagnetismo,
aunque no limitada a esta disciplina, alcanzando a la fisicoquimica,
electroquimica, y por supuesto, a la ingenieria. Un claro ejemplo de la versatilidad
de la funcién potencial es su aplicacion para describir reacciones quimicas,
interaccion entre moléculas, estudio de circuitos eléctricos, caracterizacion de
dispositivos como pilas, baterias, paneles solares, generadores, y termocuplas
entre otros. La funcion potencial se mide en volt, notada con V en honor a
Alessandro Volta (1745-1827). Efectivamente, estamos tan acostumbrados a
esta magnitud que no es de sorprender si alguien nos menciona que la bateria
de su vehiculo tiene 12 volts, o carga algun dispositivo movil con 5 volts mediante
una conexion USB.

Cada disciplina hace uso a su manera de esta magnitud tan importante, en
algunos casos es factible describir la causa del potencial y ademas su efecto en
porciones de materia cargada, pero en otras situaciones el uso de esta magnitud
podria ser la unica manera sencilla de describir una configuracién
extremadamente compleja. En el presente capitulo nos centraremos en la
funcion potencial generada por un conjunto de carga (discreta o continua) y su
vinculo con el campo electrostatico, aunque buscaremos mencionar su uso en
otras disciplinas.

Si bien existen diversas maneras de arribar a la funciéon potencial (ello da cuenta
de su versatilidad como herramienta matematica para describir fendmenos
fisicos), vamos a optar por una forma bastante mas préxima a la matematica, y
luego a darle una explicacion fisica. Tomemos como punto de partida la integral
de campo, Ecuacion (8).

Nuestra intencidn es escribir el integrando nuevamente, pero haciendo uso de
la siguiente igualdad (notar que nabla opera sobre las variables originales):

r—r’ 1
< +K) conK € R

r—r' 2~ \Ir—r/|
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Entonces nos queda’%

1 1
E = — v <— K) dq’
(r) 4me, jr, r —r’| * d
Dado que nabla opera sobre las variables originales (puntos campo), y la
integral se realiza sobre las variables primadas (puntos fuente), en principio

podemos intercambiar ambos operadores, aunque no es una situacion trivial
(desarrollaremos esta cuestién en breve).

E(r) = —V 1[ A N
= 4neg, ) lr —1'|

1 dq’
V(r) = 14k
4me, Joo|r —1'|

(24)

iEncontramos que el campo electrostatico tiene asociada una funcién potencial!
Esta funcion V(r) la llamaremos de aqui en adelante potencial electrostatico.
Notar que esta funcion se encuentra definida a diferencia de una constante real,
lo cual implica que su valor dependera que adopte la constante. Esta misma
situacién ocurre en el caso del potencial gravitatorio, donde es habitual elegir un
valor cero en un punto del espacio de manera arbitraria. A su vez, se suele definir
la diferencia de potencial entre puntos del espacio (de hecho, es lo mds habitual),
de esta manera el valor informado no depende de la referencia elegida (es decir
de la constante K).

En la Ecuacién (24) se intercambid el orden de la derivada con la integral sin
hacer ninguna salvedad. Ello es valido cuando la integral existe, es decir si
integramos al menos una funcién continua a trozos, y ademas es convergente
(en caso de que sea una integral impropia, y ademds cuando la derivada se aplica
a una funcién C")'3. Por ahora puede parecer trivial pero luego veremos casos
comunes donde es importante recordar esta aclaraciéon’.

Ademas de escribir la funcion V(r) para distribuciones de carga continuas,
también es posible hacerlo para discretas, donde la integral se reemplaza por
una suma:

(25)

12 Un buen ejercicio es escribir los vectores r y r’ en coordenadas y componentes cartesianas y verificar
la primitiva mostrada

13 Una integral impropia de una funcion es aquella integral no acotada o que se extiende hasta puntos que
se encuentran en su dominio.

14 Suena irénico mencionar que se puede usar la Ecuacion (24) s6lo si conocemos su convergencia porque
para ello debemos resolver la integral. Por ahora basta con decir que es asi, y que en el capitulo de
ecuaciones de Maxwell se dara la explicacién completa.
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En resumen, dimos con una funcién potencial que nos ayuda a describir los
fendmenos de la electrostatica adicionalmente al campo E. Ademas, el potencial
es una funcién escalar, consecuentemente, V() sera mucho mas sencillo de
obtener que E(r), dado que sélo debemos resolver una unica vez la integral en
dq’ a diferencia del campo que en general requiere tres. En la siguiente seccién
veremos a través de algunos casos particulares cémo hallar una magnitud en
funcién de la restante. A continuacién, vamos a aplicar la Ecuacién (25) y
recordar el primer campo que hallamos, el del dipolo.

Caso de estudio 11. El potencial de un arreglo de carga puntuales.
Dos cargas puntuales de valores q1 y q2 se encuentran separadas una distancia d.
Hallar el potencial para todo el espacio y analizar ademas la funcion para puntos

muy alejados de la configuracion reemplazando qi = -q2.

Objetivo. Calcular el potencial electrostatico de un arreglo de cargas puntuales y
particularizar el resultado en una configuracion de interés, el dipolo puntual.

Fig. 31. Calculo del potencial de un arreglo de cargas puntuales.

Con el objetivo de calcular el potencial electrostatico para este par de cargas
vamos a emplear la Ecuacion (25), la cual nos indica que debemos sumar las
contribuciones de cada carga tal como si la restante no estuviese. Podemos
nombrar dichas contribuciones al potencial total como V4 y Vo, las cuales son
producidas por las cargas qi1 y g2 respectivamente. Adoptaremos el sistema de
coordenadas que se presenta en la Figura 31 por comodidad para comparar con
el Caso de estudio 2. Comenzamos con la identificacién de los vectores r, ry, y
ry, ¥ luego calculamos el moédulo de las diferencias:

A partir de los vectores punto campo y fuente se calculan las diferencias que se
emplearan en la Ecuacién (25).

62



CONCEPTOS DE ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO PARA INGENIERIA

r-r =x+d/2)X+yy + z2
r—r{ =(x+d/2)% +y2+z2

r-r,=—-d/2)X+yy + 22
Ir — 13| =/ (x — d/2)2 + y2 + z2

Escribimos entonces las dos contribuciones parciales a la funcién potencial,
teniendo en mente que dependen de una constante arbitraria:

d1
V,(x,y,z) = + K
! e, [(x + d/2)2 + y? + 22 1
V,(x,y,z) = d + K,

4“50\/()( —d/2)? + y? + 22

El paso siguiente es sumar ambas funciones para determinar una expresion que
nos permita obtener la funcién potencial para todo punto del espacio, a
excepcion de aquellos en los cuales se encuentran localizadas las cargas
(porque el modelo de cuerpo puntual no impide contar con dicha informacion).

di1 d:
V(X’y,z) = ( + > + K
Ameo \ [(x+d/2)2 +y2+22  \[(x—d/2)? +y? + 22

Es importante que observemos que continuamos arrastrando una constante en
la ecuacion, cuyo valor dependera de la eleccién del potencial para un punto del
espacio a nuestra eleccion. Entonces, si debemos particularizar para un caso,
cabe preguntarnos cual es la eleccion mas sencilla que podemos hacer para
simplificar la expresion; la respuesta es obviamente una constante nula. Ello
implica que podemos elegir que nuestra funcién potencial electrostatico para
este caso particular sea nulo en la referencia. lo pronto asumiremos Cumplimos
con la primera parte, ahora debemos hallar la funcién potencial especificamente
para todo punto muy alejado de la configuracién cuando las cargas sean iguales
y opuestas. Ello implica que debemos repetir el procedimiento, pero esta vez
haremos uso de x? + y? + z2 = r? para simplificar la notacion.

Ir—ry| ™t = [(x+d/2)* +y2 +2%]7Y2 = (r* +xd + d?/4)71/?
Ir—ry| ' = [(x—d/2)? +y? +2?]"Y%2 = (r? —xd + d?/4)"'/?

Si vamos a operar a distancias muy grandes respecto del tamano de la
configuracién representado por la distancia entre cargas d, entonces estamos
en condiciones de decir que la distancia desde el origen a todo punto de nuestra
region de interés, representado por r, sera mayor a la distancia entre ambas
cargas, lo cual implica la siguiente relaciéon d « r. Entonces es viable desestimar
el tltimo término d?/4 respecto de los dos restantes.

(r? 4+ xd)~1/2
Ir—ry|™' = (r? —xd)~Y/?

-
I
-
I
AN

Q
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La siguiente simplificacion requiere un poco de sofisticacion, pero nada que no
hayamos tratado anteriormente, un desarrollo en serie de Taylor. En primer lugar,
sacamos r? como factor comun fuera del paréntesis, en segundo lugar,
aproximamos el paréntesis por un desarrollo en serie de primer orden alrededor
de cero, dado que aplicando el criterio previo también vale 1 > xd/r?. El
resultado es el siguiente:

Ir—r{|™! = r (1 — xd/2r?)
Ir —ry|7t = r71(1 + xd/2r?)

Notar que gracias a esta aproximacién pudimos simplificar bastante la
expresion. Ahora basta con reemplazar en la ecuacion del potencial:

1 qq
—(1 - 2r?
41‘[801‘( xd/2r%) +

~
=

dz
—(1 d/2r? K
4ﬂ€0r(+x/r)+

Recordemos que este caso de estudio se solicitada para la situacion particular
en la cual las cargas eran iguales en modulo, pero opuestas en signo. Por
conveniencia escribimos g; —q, = q, lo cual simplifica mucho la expresion
previa:

d

V =
4me, T

(xd/r?) + K

Estamos cerca de concluir el caso de estudio, pero aun debemos escribir
adecuadamente la ecuacién, dado que se encuentran mezcladas coordenadas
cartesianas y esféricas. Por simplicidad en la escritura vamos a optar
unicamente por coordenadas esféricas:

1
4me,

V(r, ¢,0) = 2—? cos(¢p) cos(B) + K

Podemos observar que el potencial de un dipolo puntual resulta proporcional al
maddulo del momento dipolar, Ecuacion (7), y decae con r'? una potencia mayor
a la correspondiente a la funcién de una carga puntual, Ecuacién (25). Un
comportamiento similar fue observado para el campo electrostatico de esta
misma configuracion. Ello implica que un arreglo de cargas de igual modulo, pero
de signo opuesto sera dificil de detectar midiendo el potencial (o campo
electrostatico) en el espacio, excepto que estemos muy cerca de la
configuracién de forma tal que dicha magnitud sea apreciable. Cémo ultima
cuestion, que en definitiva no es mas que un detalle (aunque uno comun),
podriamos darle un valor a la constante. Recordemos que es una constante de
integracion por lo tanto ésta depende del valor que adopte la funcién en un punto
del espacio. Por simplicidad se suele adoptar una constante nula solamente
porque es el numero mas sencillo de sumar. Ello implica entonces que el
potencial electrostatico adoptara un valor nulo cuando r —» « si deseamos que
K =0V. Por lo tanto, vamos a escribir la expresion final en ausencia de K.
Evidentemente, deberia acompafarse de una leyenda que indique nuestra

64



CONCEPTOS DE ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO PARA INGENIERIA

eleccion, aunque no es practica comun hacerlo. En breve discutiremos sobre este
asunto.

V(r, $,0) = 2—? cos(¢) cos(0)

4me,
(26)

Finalmente arribamos a la ecuacion del potencial electrostatico de un dipolo
considerado puntual escrito en coordenadas esféricas.

El rotor del campo electrostatico

Cuando arribamos a la Ecuacion (24), encontramos una relacién entre el campo
y el potencial electrostaticos. Vamos a escribirla nuevamente de una forma
explicita y luego analizarla.

VV = —E
(27)
Esta ultima expresion nos indica que el campo vectorial E es proporcional al
gradiente de un campo escalar. Es evidente entonces que la funcién potencial
sera continua en todo punto en el cual exista campo. Esta propiedad es muy util
tal como veremos en los futuros casos de estudio. Podemos escribir
nuevamente esta ecuacién en forma integral:

r

V(r) — V(ref) = —f E - dl

ref
(28)

Esta expresion integral tiene varias cuestiones de interés para discutir. En primer
lugar, queda explicita la importancia de adoptar un punto de referencia para la
funcién potencial y el valor que adoptarda en dicho punto, conceptos que
discutiremos en la siguiente seccion. En segundo lugar, esta ecuacion junto con
la (24) son las dos formas de calculo del potencial electrostatico que mas
usaremos. Finalmente, pero no menos importante, podemos notar en
cualesquiera de las Ecuaciones (24), (28), o (29), que las dimensiones de V(r)
son [N m/C], lo cual se puede escribir abreviadamente como [J/C], es decir
energia por unidad de carga, la cual se escribe V y se llama Volt como
adelantamos en la introduccion. Recordar este vinculo con la energia porque sera
de utilidad en breve.

Inmediatamente de cualquiera de las dos expresiones previas se desprende una
propiedad fundamental del campo electrostatico, su caracteristica de
irrotacional. Aplicando el rotor a ambos lados de la Ecuacién (28) es facil de
comprobar dado que el producto mixto es nulo™:

15 Que E sea irrotacional no implica necesariamente que es un campo electrostético, por lo pronto ambas
condiciones indican lo mismo, pero veremos en el Capitulo Ley de Induccioén que no necesariamente
ocurre (de hecho es frecuente).
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VXE=Vx(=VV) = 0Nm/C

VXE=0Nm/C
(29)

Esta propiedad del campo E nos dice que la circulacién del mismo entre dos
puntos debe ser independiente del camino elegido, y que la circulacién sobre un
camino cerrado es nula (ambas consecuencias son equivalentes). Ambas
propiedades seran usadas con frecuencia, por lo tanto, es conveniente tenerlas
presentes.

Circulacién cerrada:

ng-dl=0Nm/C
C

Libertad de eleccion de caminos entre los dos mismos extremos:

B B
AlC, AlC,

El potencial y la diferencia de potencial

La funcion V(r) se encuentra definida a diferencia de una constante arbitraria
(alguna vez la escribimos como K y otra vez como V(ref)), por ende, si
quisiéramos comparar nuestro resultado con el de otra persona deberiamos
elegir siempre la misma constante. Esto también ocurria en los problemas de
Mecanica con otro campo potencial, cuando se deseaba escribir el aporte de la
energia potencial gravitatoria a la energia mecanica. En estos casos, usualmente
se elegia convenientemente un cero de potencial y todos los resultados se
expresaban en funcion de ese valor, aunque en muchas oportunidades se
calculaba directamente la diferencia de potencial. Hay que admitir que, quizas
sea mas intuitivo tomar esa decision, que elegir un punto del espacio para fijar el
potencial electrostatico, por ello dicha decision no requeria mayor detalle en los
problemas de Mecanica. En el caso electrostatico optaremos por dos opciones,
o bien calcularemos siempre la funcién potencial desde una referencia fija la cual
debemos especificar, o reportaremos la funciéon diferencia de potencial
usualmente abreviada como ddp que es independiente de dicha referencia.
Iniciamos el capitulo comentando algunos dispositivos cuya principal
caracteristica es la diferencia de potencial, como en las pilas o baterias, lo cual
indica su importancia en la ingenieria. Por otro lado, desde un punto de vista
fisico o quimico fisico, el concepto de fuerza y/o campo en muchas ocasiones
pierde sentido, y se suelen expresar las interacciones en funcién del campo,
aunque también suele ser mas habitual, y ademas util, usar funciones
potenciales sin arrastrar una referencia, ello necesariamente implica que la
referencia fue elegida como 0 V. Muchas veces estas magnitudes se definen
como Estado. Recordemos que la referencia consiste en elegir un punto y
ademas un valor de la funcion en el punto. En definitiva, ambas formas se
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emplean en ciencia, potencial y diferencia de potencial, dependera de la
disciplina cual sea mas comoda y por lo tato usada.

La ley de Gauss y el potencial electrostatico

Ahora que conocemos una relacion diferencial entre E(r) y V(r), podemos
aprovechar nuestro conocimiento de la ley de Gauss Ecuacién (21) y combinar
ambas. De esta manera tendremos una relacién local (o puntual) entre V(r) y la
densidad de carga. Vamos a reemplazar la Ecuacion (27) en la (21):

V(W) =2
80

vy =L
SO
(30)

Esta ecuacion diferencial, lamada ecuacién de Poisson, nos permite encontrar
la funcién V(r) si conocemos la densidad de cargay las condiciones de frontera,
bien sea que porque ademas sabemos cuanto valen el potencial o su derivada,
en los bordes de la region donde se resolvera el problema. Estas situaciones se
conocen como condiciones de Dirichlet o Neumann respectivamente. Cabe
destacar que existe un caso particular que es cuando la densidad de carga es
nula en toda la region donde se desea hallar V(r). Esta se denomina ecuacién de
Laplace de V.

V2V = 0V/m?
(31)

Las Ecuaciones (30) o (31) son mucho mas usadas para la resolucion de
problemas de electrostatica que cualesquier otras, de hecho, la mayoria de los
programas o simuladores resuelven estas ecuaciones en forma numeérica.
Vamos a analizar un caso de estudio en el cual se opera con la Ecuacién (30).

Caso de estudio 12. Calculo del potencial y el campo resolviendo un laplaciano.

Un cilindro que puede ser considerado infinito, estd cargado con densidad
uniforme p y posee radio R. Calcular el potencial y el campo para todo el espacio
empleando la Ecuacidon (31). Analizar cudles son las condiciones de frontera
necesarias para que la solucién tenga sentido fisico en base a consideraciones
electrostaticas.

Objetivo. Resolver la ecuacidn diferencial de Poisson y Laplace para la funcion Vy
comparar el resultado con el obtenido a partir de la ley de Gauss integral en el
capitulo previo.

El cilindro de este caso de estudio ya fue estudiado previamente, Figura 26.

Sabemos que el campo es una funcién partida, por lo tanto, el potencial también
debera serlo. Primero debemos escribir el laplaciano en coordenadas cilindricas,
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ya que de esa manera sera mas sencillo hallar ambas funciones buscadas, una
valida en el interior y otra en el exterior del cilindro cargado. Luego vamos a
resolver la ecuacién diferencial. Gracias a que esta configuracion ya fue
analizada no es necesario repetir el razonamiento que nos indica la dependencia
funcional de los campos con las coordenadas. Ello implica entonces que el
potencial sera unicamente funcion del radio o de la coordenada r. Entonces, para
todor<R:

1d/ dv
V2V=——<r d—) +0V/m?+ 0v/m2 = -2

rdr r €
Integrando una vez:
VP Lk conkeR
= 2e con

Integrando nuevamente:

2

pr

Vi) = - 4¢

k
——2+k’conk’€R
r

Obtuvimos dos constantes como consecuencia de las dos integraciones que
realizamos. Ello implica que necesitamos dos condiciones de borde. Cuando
repitamos el procedimiento para la region exterior hallaremos otras dos
constantes. Es decir, debemos conocer la funcion V(r) o su derivada en diversos
puntos del espacio, tres en realidad, porque la cuarta constante se satisface
cuando elegimos el potencial de referencia.

Existen dos regiones singulares en este problema, en las cuales podria ser viable
hallar algo de informacién que nos auxilie, el eje z que coincide con el eje de
rotacién del cilindro, y la cara cilindrica de la configuracién. Considerando que en
realidad nuestro problema sélo depende de r, entonces los dos puntos que nos
ofrecerian informacion serianr - Omy r = R. Gracias a la simetria de revolucion
de la configuracién supimos que el campo electrostatico es nulo en el origen 'y
crece lentamente a medida que nos alejdbamos (crecia linealmente).
Consecuentemente, como el potencial es la derivada del E, no deberia ser
divergente para r - Om. Ello implica que k debe ser necesariamente nula. Cabe
destacarse que también podriamos haber arribado a esta conclusion si notamos
que el campo en el origen debe ser nulo porque no hay carga.

Para hallar las siguientes constantes necesitaremos informacion adicional,
debemos analizar también el exterior resolviendo la Ecuacién (31) parar > R:

VZV_1d< dv)—OV/ 5
~ rdr r dr/ m
Integrando una vez:
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dv cR
r I = c\conc

Integrando nuevamente:
V(r) =—clIn(r) + ¢’ conc' R

Tienen sentido que hayamos dado con otras dos constantes, entonces
necesitaremos mas informacion. Sabemos que el campo es una funcién
continua para esta configuracion porque no existen cambios abruptos de
densidad de carga entre las regiones, (recordar la discusién del Caso de estudio
9).

Jim B(6) = lim B

Ello implica entonces:

2¢g,

El potencial es una funcion continua siempre que podamos definir el campo en
ese punto, por ende, podemos hacer uso de esta propiedad. A su vez, vamos a
simplificar el calculo adoptando un valor nulo de potencial en el borde del
cilindro:

VlR=0V
Ello trae como consecuencia:
2

R
oV = _P In(R) + ¢’
2¢

o

Finalmente haremos uso de la continuidad de la funcién potencial:

rl—l>rl£1— V(F) - rl—l>rfr{1+ V(I’)

Si la ecuacion anterior es cierta, entonces:

k' =
* R

p R? pR? /2R
In ( )
4e, 2g,

El conjunto de ecuaciones previas permite hallar univocamente la funcién
potencial:
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(p/420) [R® =12+ 2R In(2)| sir <R

V(r) = ) _
(pR /280) In(2R/r) sir=R
Aplicando la Ecuacién (31) es posible calcular el campo electrostatico y
comparar con la hallada en el capitulo previo, Ecuacion (24):

r/2e, ¥ sir <R
E(T)Z{pz/ o ) l.
pR*[2e,rT sir >R

Potencial electrostatico y Trabajo eléctrico

La funcion potencial electrostatico es una magnitud de muy util y versatil, define
un nuevo camino para hallar el campo electrostatico y también la fuerza
existente entre la materia cargada, pero mas importante aun, permite calcular el
trabajo (y por lo tanto la energia) que surge de manipular una carga g inmersa en
un E. En particular, ello nos permite determinar la interaccion entre materia
cargada usando una magnitud escalar, a diferencia de E y F. Este es un buen
momento para recordar las ventajas de emplear consideraciones energéticas en
mecanica en lugar de aplicar la bateria de ecuaciones empleadas en dinamica
clasica. De esta forma era posible describir diferentes estados del objeto de
estudio empleando Unicamente magnitudes escalares (como las energia
cinética y potencial gravitatoria entre otras).

Conocido el concepto de potencial es viable obtener el trabajo asociado a la
fuerza electrostatica de manera sencilla, veamos cémo. Imaginemos que un
agente externo desplaza una masa m cargada con un valor igual a g en una
region en la cual existe un campo electrostatico E. Si el proceso se realiza de
forma cuasiestatica, entonces la fuerza del agente externo sera la minima
necesaria para generar el movimiento a velocidad constante’®, dado que la
materia no adquirird una aceleracion apreciable durante su trayectoria (la cual
podemos notar con 7).

Fext + Felec = O Nt

En esta situacion es deseable obtener el trabajo realizado por el agente externo
a lo largo de la trayectoria de desplazamiento entre dos puntos (A 'y B), la cual

[lamaremos A-B:
B B
j Fext - dl = _j Felec - dl

A A
(32)

16 En otro caso, la materia cargada sufriria una aceleracion, las fuerzas no estarian balanceadas y por ende
la fuerza de agente externo seria la minima.
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Haciendo uso de la definicion de campo eléctrico, Ecuacién (4), es posible
escribir la integral de linea del segundo miembro en funcion de E. A su vez, el
miembro izquierdo es por definicion, el trabajo de la fuerza externa.

B

Wagt = —qj E - dl
A

Notemos que el segundo miembro es el producto de la carga por la diferencia de
potencial entre los puntos Ay B, Ecuacién (29):

WEEXt = q (Vg — V)
(33)

Siendo V(r) un campo de gradientes se cumple que el trabajo de la fuerza
electrostatica (o la circulacion de E) es independiente del camino, y depende
exclusivamente de los puntos de inicio y fin. Claro esta que al desplazar una
mayor cantidad de carga entonces el agente externo debera realizar un trabajo
mayor en médulo. Por otro lado, el signo del trabajo dependera del signo de la
carga y el sentido del desplazamiento (hacia mayor o menor potencial). jAhora
tiene cierto escribir el potencial en unidades de [J/C] tal como lo mencionamos
arriba! Haciendo uso de esta definicion podemos decir que 1V es la diferencia
de potencial entre dos puntos cuando se desplaza 1 C de carga requiriendo 1 J
de energia.

Caso de estudio 13. La velocidad de escape de una particula cargada inmersa en
un campo electrostatico.

Una particula de masa 4,6 1072° kg y carga -1,6 107"° C se encuentra inicialmente
a 30 cm sobre el gje de un disco cargado positivamente. Si buscamos alejar la
particula de la configuracion (10 uC y 10 cm) ¢scudl es la minima velocidad de
escape necesaria?

Objetivo. Vincular el concepto de potencial electrostatico con la energia potencial
eléctrica.

Debido a que la particula tiene carga opuesta al disco sabemos que existira una
fuerza de atraccién entre ambos cuerpos. Ello se puede poner de manifiesto en
funcién de una fuerza, pero también en funciéon de la energia de interaccion.
Sabemos que, si la particula recibe un impulso, entonces saldra disparada
alejandose del disco, pero si la velocidad inicial es pequeina entonces la particula
volvera a acercarse. Lo mismo ocurre cuando arrojamos un objeto al aire en el
campo gravitatorio terrestre, si lo hacemos con una escasa velocidad volvera a
caer en la superficie.

Sabemos que a medida que la particula se aleja de la configuracion de carga, la
energia potencial disminuye porque el campo decae con la distancia y son
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magnitudes proporcionales, por lo tanto, el valor mayor de V estara justamente
en la posicion original de la carga, a 30 cm de distancia de la configuracion.
Entonces, el impulso inicial que deberia recibir la particula debe transmitirle una
energia cinética igual a la potencial electrostatica en su estado inicial’’.
Partiendo de la segunda de ley de Newton aplicada a la carga puntual:

dv_F
T

Multiplicando escalarmente a ambos lados de la ecaucion por el diferencial de

camino orientado:
final dv final
f m— - dl = f F - dl
i dt i

nicial nicial

Operando adentro de las integrales se puede reemplazar el miembro izquierdo
por al energia cinética de la carga puntual, mientras que el miembro derecho se
deja en funcion de la fuerza electrostatica dado que en este caso ambas fuerzas
son iguales y opuestas, Ecuacién (32):

1 final
2 2
Em(vfinal - Vinicial) = _j qE-dl
i

nicial

Ahora nos resta darle forma al miembro derecho. Por definicidn, el trabajo de la
fuerza electrostatica es igual a la diferencia de potencial, Ecuacion (33).

1 2 2

Em(vfinal - Vinicial) = _q(vfinal - Vinicial)
Por simplicidad vamos a asumir que la energia cinética final es la minima
posible, es decir 0 J (en caso contrario el impulso no seria el minimo). A su vez,
se espera que el potencial electrostatico final sea también nulo o de lo
contrario la particula volveria a acercarse al disco cargado.

v _ —2q Vinicial
il = |——————
1nicia m
A partir de esta ultima expresion nos resta hallar el valor del potencial
electrostatico generado por la configuracion en la posicion inicial de la particula,
a 30 cm de distancia del mismo. Para ello debemos reemplazar la Ecuacién (11)
en la definiciéon de potencial e integrar, Ecuacién (29). Dado que Unicamente
conocemos el campo en el eje del disco, entonces nuestra integral de linea
debera ser realizada en dicho eje, tal como si la particula cargada negativamente

17 No se considera apreciable la fuerza gravitatoria existente entre la particula y el disco cargado, dado
que es desestimable por las pequefiisimas masas involucradas.
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siguiera su trayectoria de esa manera. Indistintamente si fuese cierto o no, el
potencial no depende del camino, unicamente de los estados inicial y final.

Omitiremos los detalles del calculo para no extender la resolucién (luego lo
veremos con otros casos de estudio). La funcién es la siguiente (con o= 318
pC/m?2):

318uC/m?
2 8,8510-12C%2/Nm?

V(0,3m) = (J (0,1m)Z + (0,3m)2 — |0,3m|) = 29,2kV

Entonces la velocidad de particula cargada resulta ser:

_ [21,610719C29,2kV _ ;
V= 46 10 26kg = 3,8210°m/s
Quizas el operar con magnitudes tan grandes y pequefias en simultaneo nos
haga perder un poco la perspectiva, por ello es conveniente recordar que la
velocidad de escape del planeta tierra (partiendo desde su superficie) es cercana
alos 40.000 km/h, es decir, unos 11,1 102 m/s, {30 veces menos que la velocidad
calculada! Por supuesto que mover una particula de masa tan pequefia a tal
velocidad implica una pequeiiisima energia, 0,2 J.

Energia eléctrica de una configuracion

En ocasiones tratamos con configuraciones de cargas de puntuales, pero
también con distribuciones continuas. En todos los casos el armado de la
configuracién demandé energia debido al campo presente en el espacio. Ahora
que conocemos el concepto de potencial, podemos calcular la energia que tiene
una determinada configuracién. Primero imaginemos el espacio vacio y a
continuacién traemos una carga llamada g1 que dejamos en un punto. Como no
hay campo alguno no hay motivo para realizar trabajo. No obstante, movemos
otra carga, una llamada g2 hasta un punto cercano a la primera. Preferentemente,
para nuestro ejercicio mental vamos a traer las cargas desde muy lejos entre si,
de esa manera nos aseguramos de que no haya habido interaccion alguna entre
ellas en el comienzo. Esta nueva carga, siente un campo a medida que se mueve
debido a la presencia de la anterior, y por ende debemos realizar un trabajo para
que ocurra el movimiento, el cual se asume como cuasiestatico’®. Entonces el
trabajo necesario se calcula mediante la Ecuacion (33), el producto entre g2 y la
diferencia de potencial generada por g1 entre los puntos en los cuales
desplazamos a qa.

¢Qué ocurre si tenemos una configuracién de tres cargas en lugar de sé6lo dos?
Repetiremos el procedimiento mas veces, moviendo las cargas una a una
sabiendo que en cada nueva etapa aparece un campo distinto y por ende un
nuevo potencial. Esta ultima magnitud se puede calcular mediante el principio de

18 Siempre invertiremos energia adicional si se acelera la carga, entonces la cota inferior de trabajo la
obtenemos mediante una evolucién muy lenta, es decir cuasiestatica.
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superposicion dado que el potencial también depende linealmente de la carga,
Ecuacién (26). Por lo tanto, cada nueva carga que se acumule en el sistema
requerira un trabajo que dependera de la suma de los potenciales generados por
cada una de las cargas preexistentes. Podemos escribir la energia de la
configuracién como sigue (notada con U):

Utotat = W1 + W, + W5
Utotal = 0] + q2Vi(1p) +1Q3[V1(1'3) + Vz(ll's)]
92491 q391 4392
U =0
ol = Ot i i T ey i =] T dme, s — 1]

¢Qué hubiera ocurrido si la configuracion se hubiera armado en orden distinto?
La verdad que nada diferente, el resultado final es exactamente el mismo ya que
cada término incluye la energia de interaccion de a pares, siendo proporcional al
producto de las cargas e inversamente proporcional a la distancia entre las
mismas. En ninguno de estos términos hay algo que indique un orden para el
armado de la configuracién. Generalizando para N cargas en el espacio, la
energia de la configuracion es la suma sobre todas las interacciones calculadas
como el producto de la carga j por el potencial generado por las N-1 restantes.

(34)

En la sumatoria se incluye el factor 1/2 que es necesario por la forma en la que
fue escrita la ecuacion, dado que no distingue la interaccion de la carga j con el
potencial generado por i, respecto de su reciproco (potencial de la i con la carga
), lo cual daria el doble de energia.

Caso de estudio 14. La energia de un arreglo de cargas.

Calcular la minima energia requerida para desarmar una configuracion compuesta
por dos cargas, q1y q2 separadas por una distancia d.

Objetivo. Calcular la energia potencial electrostatica y relacionar este concepto
con la cantidad de energia intrinseca de una configuracion.

Antes de comenzar debemos preguntarnos qué significa armar o desarmar una
configuracién. Este proceso ocurre cada vez que se reune carga en una region
acotada del espacio, carga que debe ser movida desde otro sitio, quizas sea de
un punto lejano, aunque usualmente no contamos con esa informacién. Por lo
tanto, toda configuracion se asume que se construye trayendo carga de regiones
tan remotas que no hay inicialmente una interaccion apreciable entre la carga
que se desplaza y aquéllas que ya estan en su sitio final, de esta forma
obtendremos la cota minima de energia para realizar el procedimiento. Por
supuesto que la distancia inicial suele ser el infinito matematico, es decir, un
punto donde r —» o. Ahora la siguiente pregunta sobre este proceso es ;como
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separamos las cargas? ;Cual nos llevamos primero? La respuesta es sencilla,
por suerte, el campo electrostatico es conservativo, y por lo tanto la evolucion de
la energia potencial s6lo depende de los estados inicial y final. Ello implica que,
si tuviésemos N cargas, daria exactamente lo mismo llevarnos la N, luego la N-1,
y asi continuar hasta la 1, o hacerlo en el orden inverso. Por lo tanto, sélo
debemos conocer la energia de los estados inicial y final.

AU = Ufinal — Uinicial

Comprendido el procedimiento podemos volver a nuestro caso de estudio. Para
ello necesitamos calcular la energia del estado inicial, en el cual ambas cargas
se encuentran a una distancia d, y luego en el estado de energia final, un estado
de energia potencial nula porque se asume que se desarmé la configuraciény no
existe interaccion. Empleando la Ecuacion (34):

AU = 0] — Ujpicial

Particularizando para este caso:

AU=0]—l 1 4192 n 1 q291
2|4me, \/(—d/2 —d/2)2 + 0% + 02 41180\/

(d/2 - (—d/2))* + 02 + 02
Reescribiendo la expresion previa:

1 q.q;
AU =
4me, d

Es importante mencionar que esta energia es equivalente al trabajo para mover
cuasiestaticamente una carga respecto de la otra desde infinito a una distancia
d, independientemente de cual se desplace.

Densidad de energia de campo

Vamos a buscar una expresidn que nos permita calcular la energia de una
distribucion de carga continua pero acotada y para ello vamos a partir de la
Ecuacién (34). Dado que la configuraciéon se arma a partir de muchisimos
infinitesimales de carga debemos convertir la sumatoria en una integral sobre
todo el volumen en el cual se encuentre distribuida la carga.

u=3> v = 5[ pavor vee

Luego podemos hacer uso de la ley de Gauss en su forma diferencial, Ecuacion
(22), para reescribir el integrando.
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U= % j j | (V-B) V() dVol

Haciendo uso de la siguiente propiedad vectorial:
V-(VE)=VV-E+ E-VV

Se procede a modificar el integrando:

U=%°va-(v13) + %jffle . (=VV) dVol

Para continuar con el analisis aplicamos el Teorema de la divergencia al primer
término del miembro derecho, con el objetivo de quitarnos el operador nabla del
integrando, convirtiendo la integral de volumen de un reciento del espacio, en una
integral de flujo a través de la frontera de dicho recinto. Por otro lado, el segundo
término es totalmente conocido, basta con hacer uso de la Ecuacion (28) para
dejar la expresién en funcién unicamente de E.

€o €o
U = —#VE -ds + —fjj E-EdVol
2 N 2 Vol

Resulta de interés analizar un caso particular, aquel en el cual se incrementa
indefinidamente el tamafio del recinto sin incluir nueva carga'®. El término de la
integral de volumen indica que la energia siempre sera creciente dado que se
trata de un término acumulativo, pero la integral de superficie es un tanto mas
complicado de comprender, debido a que la superficie se incrementa, pero el
integrando se ird haciendo cada vez mas pequefio. Si bien cada configuracion
podria tener tendra su propia evolucion, podemos buscar una solucién general,
en particular una cota. Aplicando la desigualdad triangular a esta integral

tendremos:
£ € €
—O#VE-ds s—°#|VE-dsI S—O#WEdSI
2 JJg 2 JJg 2 Jls

Genéricamente podemos decir que E(r) y V(r) dependen de 1/r? y 1/r
respectivamente, Ecuaciones (4) y (25), por lo tanto, el integrando resulta
proporcional a 1/r3. Para simplificar nuestro analisis vamos a emplear el angulo

19 Si se aumenta el tamafio y se encierra mayor cantidad de materia cargada, al menos si la cantidad neta
se incrementa, entonces la energia deberia necesariamente aumentar en modulo.
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s6lido como parametrizacion de la superficie, de esta manera es sencillo mostrar

la dependencia conr.
€ € 1
—O#VEds “_0#_3 r’d
2 J) 2 J))r

Reemplazando en la desigualdad previa llegamos a una cota superior para la
integral de superficie.

€ € 1

—O#VE - ds 3—0#—3 rid

2 J)g 2 J)gr

Basta con tomar limites a ambos lados de la igualdad, pero ya es sencillo
mostrar que la integral de superficie tiende a cero cuando el recinto de
integracion tiende a uno de tamano infinito.

S . & 1
—#VE - ds| < llm—#—grzdﬁe 0]
2 JJg 2 J)gr

Ir— oo
Ello nos indica que si se incrementa el tamafio del recinto de integracién
entonces la contribucion a la energia correspondiente a la superficie tiende
rapidamente a cero y solamente queda el término debido a la energia de campo
dentro del recinto. Entonces si la integracion se realiza para todo el espacio:

U=%°fﬂE-Ede1 .

Si incluimos la permeabilidad eléctrica del vacio dentro del integrando entonces
la magnitud posee dimensiones de energia por unidad de volumen, y es llamada
densidad de energia eléctrica. Mas adelante veremos una expresion muy similar
cuando tratemos las propiedades eléctricas de la materia.

lim

r— oo

80
= —E-E
4=7

(36)
Caso de estudio 15. Moviendo un dipolo.
Calcular la energia necesaria para rotar una molécula de agua inmersa en un
campo electrostatico de 1000 N/C hasta su posicion de equilibrio. Estimar la
cantidad de energia involucrada si en lugar de una tnica molécula se trata de 360

gramos.

Objetivos. Estimar la energia involucrada en el movimiento de dipolos de agua y
vincularlo con el calentamiento por microondas.
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Si buscamos calcular la energia de rotaciéon de un dipolo primero debemos
conocer sumomento bipolar. Para el caso de una molécula de agua este vale 1,6
102° C m.
U=-p-E >
U= —pE cos(0)

Luego, si deseamos hallar el valor maximo el dipolo debe estar antiparalelo al
campo externo.

U=1610"2Cm 1000N/C = 1,6 1072¢]

Ciertamente es una energia muy pequena, pero esto es sélo debido a que se trata
de una unica molécula. Si en realidad tenemos un valor comparable al numero
de Avogadro entonces la situacién es muy distinta. Este serd el caso de
considerar 360 gramos de agua,

gue es mas o menos la cantidad de una taza de té, pero por ahora es anecdotico.
Lo importante es que tendremos unos 20 moles de moléculas de agua. Por
supuesto que no todas van a estar en la misma posicién, de hecho, no sabemos
a priori como estan ubicadas respecto de E, por lo tanto, podemos asumir que
originalmente no hay ninguna direccion privilegiada. Luego de aplicar el campo
algunos dipolos se orientaran respecto del mismo, pero no tenemos certeza de
cuantos son. Sin embargo, podemos recurrir a una herramienta auxiliar de la
mecanica estadistica, que obviamente escapa al contenido de este texto, pero
aun asi el lector puede hallar rapidamente informacién confiable y sencilla para
comprender el concepto, la distribucion de Maxwell-Boltzmann. Basicamente
podemos hacer uso de la idea siguiente: la cantidad de particulas n en un
determinado estado, respecto de la cantidad total, N, depende de la energia de
las mismas, notadas con Uy T respectivamente. La distribucién de las particulas
se escribe como una funcion de la cantidad total por una dependiente de Uy T.
Entonces la distribucion de Maxwell-Boltzmann.

n(U,T) = f(N) e 9k T conk = 1,3810723J/K

Estamos en condiciones de hacer una simplificacion y aproximar la funcién
exponencial por un polinomio de primer orden alrededor de cero, dado que el
argumento es muy pequefio.

n(U,T) ~ f(N) (1 - %)

De esa manera obtenemos una relacion lineal entre la cantidad de particulas y
la energia de las mismas, la cual reemplazaremos por la energia necesaria para
rotar un Unico dipolo, Ecuacion (38).

pE cos(0)

E,0,T) =f(N) (1
n(p,E,6,T) ~ f(N) (1 + =
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Ahora viene otro salto de fe (como si la aparicién de la distribucién de mecdénica
estadistica no fuera poco), debemos determinar f(N). Sabemos que tendremos
muchisimos dipolos y una parte de ellos guarda un angulo 6 con E, pero ello
ocurre en un espacio tridimensional, entonces tendremos una fraccién n de
moléculas polares que guardan una inclinacién de 8 dentro de un angulo sdlido.
Supongamos que una linea de E se encuentra sobre el eje z; asi un dipolo sobre
el plano y-z, o x-z, pueden cumplir con una inclinacion de 6 grados respecto de E.

Fig. 32. Angulo sélido comprendido entre un campo electrostatico y diversos dipolos
inclinados un valor 6 respecto de E.

Dado que los dipolos se encuentran distribuidos y no precisamente de una
manera ordenada, entonces para contemplar todos los angulos posibles la
expresion de n(E,T) debe ser integrada para todo angulo sélido.

2T T
f n(E, T) dQ = j j £(N) (1 + pE;—OTS(e)> sen(0) dO dd

Sabemos que el resultado de la integracion da N, la cantidad total de moléculas
existentes.

TT

0)

Dado que la integracion de la funcién periddica es nula, se cumple f(N) = N/4tm.
Este resultado se reemplaza en la ecuacién de n(E,T).

pE cos(8)
)

_ pE 1
N = f(N) <4T[ + T 7 sen(20)

N
I’I(E,T) =E 1+

Esta ecuacion nos dice que habra mayor cantidad de moléculas orientadas en el
sentido del campo, es decir con un 6 = 0°, en comparacion con la disposicién
contraria, con 6 = 1. Conociendo la distribucion de moléculas, es posible
determinar la energia de la configuracién respecto del estado original (cuando
no habia campo aplicado), debemos contar la cantidad de moléculas en cada
estado y multiplicar por su correspondiente de energia, Ue.
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Utotal = f n(Ug, T) Up dQ

Reemplazando las expresiones dentro del integrando, y poniendo el diferencial
de angulo solido en funcion de coordenadas esféricas:

2T E e
Utorar = f f 4ﬂ< + P l‘f’Ts( )> [—pE cos(8)]sen(6) dO dd

El resultado de la integral es el siguiente:

N p2E?
Utotal = 3RT

Vamos a calcular la energia involucrada en la interaccién del campo externo con
los dipolos de los 360 g de agua. Para ello debemos elegir una temperatura a la
cual haremos nuestro ensayo. Podemos suponer que se trata de un valor similar
a la temperatura ambiente, por ejemplo 20 °C, (293 K).

_ (360g6,02310%° 1/mol /18 g/mol)(1,6 1072°Cm)*(1000 N/C)?
total = 31,3810-23]/K 293K

Utotal = 0,26 4]

Mediante el calculo obtuvimos una energia realmente muy pequefia, pero ;qué
ocurre si cesa el campo? Los dipolos volveran a su estado original de desorden
debido a la agitacion térmica, donde el exceso de energia entrega sera
acumulada por los dipolos en forma de calor. Ello implica que, si repetimos el
procedimiento y lo hacemos muchas mas veces, digamos miles de millones de
veces, podriamos entregarle calor al agua. Por ejemplo, si lo hacemos diez mil
millones de veces, tendremos un valor al menos de 2,6 kJ que en principio es un
numero elevado. Cabe aclarar que el numero parece ser un capricho, pero
ciertamente no es asi.

Dado que la energia la almacena el agua en forma interna, entonces su
temperatura se vera incrementada. Para calcularla, podemos hacer uso de la
ecuacion basica que gobierna la calorimetria. Si bien éste es otro concepto que
escapa al presente texto, es sencillo hallar la ecuacién que vincula la cantidad de
calor que requiere una masa de agua para elevar su temperatura. Existe una
constante de proporcionalidad denominada calor especifico 4, 184 J/(g K).

U=mCAT

Reemplazando los valores de energia, masa y calor especifico, se puede
despejar la diferencia de temperatura:
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J
2,6k] =360g4,184 — AT
J=360g4184 o AT

AT =1,7K

En resumen, podemos argumentar que al repetir el procedimiento muchas, pero
muchas veces, es viable elevar un poco la temperatura del agua, un fendémeno
conocido como calentamiento dieléctrico. No es un gran descubrimiento, pero
no tanto por el pequeno incremento de temperatura que hallamos, sino porque
ya hay dispositivos que hacen uso este fenomeno, los hornos microondas.
Salvando las diferencias de lo que hemos calculado, un horno de esta clase usa
un campo que oscila en el tiempo unas 109 veces por segundo. Ahora quizas se
comprenda el motivo del numero de veces elegido antes. De hecho, el valor del
campo también fue elegido adrede, es mas o menos el orden de magnitud que
hay dentro del horno.

Por supuesto que corresponde mencionar que nuestro calculo lo hicimos a partir
de un campo electrostatico y asumiendo multiples estados de equilibrio (en los
cuales la carga estaba originalmente inmévil). Por ende, podemos asumir que
nos sirve para conocer el orden magnitud no el valor exacto. No obstante, el
principio que estudiamos el motivo del calentamiento del horno microondas si
son similares?°.

Interaccion de un dipolo puntual con un campo externo

Una configuracién dipolar que se encuentre inmersa en un campo electrostatico
podra interactuar con el mismo rotando o trasladandose por accién de una
fuerza. Con el objetivo de analizar esta situaciéon vamos a iniciar aplicando
consideraciones energéticas para determinar la energia de interaccion del dipolo
puntual con el campo externo. Por este motivo vamos a considerar que la
separacion dipolar es muy pequefa en comparacion con el tamafio de la region
en el cual se analiza el caso de estudio, (también es posible comparar con la
distancia que tiene el dipolo con la fuente del campo externo). Seguramente la
energia de interaccién tendra una contribucion por la carga negativa, -g, la cual
ubicamos en un punto genérico del espacio notado por r y ademas habra otra
por la carga positiva, g, la cual situamos en r + §r. Ahora, la energia total sera el
producto de cada carga por la funcion potencial evaluada en sus respectivas
posiciones, es decir, con V(r) y V(r + 6r) debido al campo externo E:

Uinteraccién = —qV(r) + qV(r + 6r)

Esta expresion no resulta de gran utilidad dado que seguramente nuestro dato
es el campo externo, y ademas depende del valor de la separacion dipolar 6r.
Veamos si podemos arribar a una forma un tanto mas sencilla. Iniciemos por

20 Existen otros fendmenos como por ejemplo a que €l agua de los alimentos no es pura y tiene iones en
solucion. Estos también se mueven por presencia del campo y su energia cinética termina convirtiéndose
en calor
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hacer un desarrollo de Taylor alrededor de la posicion r, considerando que 6r «
r para nuestra configuracion.

V(r+ 6r) = V(r) + ér - VV(r)

Luego, al reemplazar en la expresion de la energia de interaccion se cancelan dos
términos, quedando unicamente aquel que depende del momento dipolar de la
configuracion.

Uinteraccién = q6r : (_E)

Haciendo uso de la definicién de momento dipolar, Ecuacion (6), es posible
escribir la expresion en funcién de esta magnitud.

Uinteraccion = =P * E
(37)

Arribamos a una expresién para el calculo de la energia de interaccion en la cual
nos basta con conocer el momento dipolar p y el campo externo E. Ahora, se
puede notar que esta energia depende de la orientacién entre el dipolo y el
campo. Su valor sera maximo cuando ambos vectores resultan antiparalelos, y
minimo cuando ambos coinciden en direccion y sentido. Ello indica que el dipolo
tendera espontaneamente a orientarse en el sentido del campo externo, con el
objetivo de disminuir su energia. Debemos recordar que el momento dipolar es
un vector que apunta de la carga negativa hacia la positiva, por lo tanto, la energia
minima de interaccion se tendra cuando el campo del propio dipolo apunte en
sentido opuesto al externo. Este comportamiento serda de ayuda para
comprender lo que ocurre en la materia de naturaleza dieléctrica.

FUERZAS SOBRE UN DIPOLO

Conocida la energia de interaccion el proximo paso sera calcular la fuerza sobre
el dipolo. Para ello vamos a multiplicar ambos miembros de la Ecuacién (27) por
la carga de interés:

qE=—-—qVV

Por definicién, el miembro izquierdo es la fuerza electrostatica, Ecuacién (3) y el
derecho es equivalente a la energia de la configuracién, Ecuacion (33):

F=-VU

Podemos aprovechar la Ecuacion (37) y llegar a una expresién que vincule la
fuerza que sufre el dipolo por accién del campo externo:

Finterac = V(p ) E)

Aplicando la propiedad que vincula el operador nabla y el producto escalar,
podemos escribir los cuatro términos siguientes:
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F=(p -VE+ (E-V)p+px(V XE)+Ex(V X p)

Si adoptamos como simplificacion p # p(r) dado que es poco probable que el
momento de un dipolo puntual dependa de la posicidon, nos queda una expresion
un tanto mas reducida.

F=(p -V)E + px(V XE)
(38)

Debemos notar que el ultimo término es nulo en el caso que el campo sea
electrostatico, Ecuacién (29), reduciéndose entonces la fuerza al primer término
unicamente.

F=(p:V)E
(39)
Esta ecuacion expresa que la fuerza sobre el dipolo puntual es equivalente a la
derivada direccional de E en la direccién del momento dipolar, lo cual indica que
dipolo tendera a orientarse en la direccion del campo externo.

MOMENTO DE FUERZAS SOBRE UN DIPOLO

Dado que conocemos una manera de obtener la fuerza sobre el dipolo, y ademas
sabemos que el mismo tendera a rotar en presencia del campo externo, resulta
de interés calcular el momento o torque. Dicho momento tendra dos
contribuciones, por supuesto una por cada carga.

M=r X (—q)E(r) + (r+6r) x qE(r + 6r)

En nuestro procedimiento asumiremos que la fuente de campo se encuentra
suficientemente lejos del dipolo, hipotesis expresada como 6r < r, asi podemos
usar una aproximacion lineal (un desarrollo de Taylor de primer orden) en la
funcién E(r + &r) como hicimos previamente con la funcién potencial?'.

E(r + 6r) = E(r) + 6r- VE(r)
A partir de la ecuacién previa podemos usar esta aproximacioén en la ecuacion

original de momento de fuerzas (en los préoximos pasos omitiremos escribir de
forma explicita la dependencia de E con r por cuestiones de claridad).

M=r X (—q)E + (r+6r) x (qE + qér - VE)

2l Es importante mencionar que el Gltimo término VE(r) es el gradiente del campo, que tiene la forma de
una matriz, por ello al calcular el producto escalar con 87 determina un vector. Dicha matriz contiene a las
derivadas de E respecto de las coordenadas espaciales, luego veremos cuan necesario es realizar su calculo
segun el caso de estudio.
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Es conveniente reescribir la expresion previa agrupando términos.
M=r X [(g6r) - VE] + 6r X gqE + &r X [(gdr) - VE]
Empleando la definicién de momento dipolar, Ecuacion (6):
M=r X (p-VE) + pXE + érx (p:VE)

Si se desestima el ultimo término del segundo miembro, debido a que la
distancia dipolar es muy pequefia, entonces queda:

M~r X (p-VE) + pXE
(40)

Debemos analizar los dos términos restantes, el primero de ellos es el momento
de la fuerza cuando el dipolo se encuentra inmerso en un campo electrostatico
no uniforme, es decir, un E que cambia con las coordenadas espaciales, Ecuacion
(39). Por otro lado, el segundo término indica que existird un momento siempre
y cuando el dipolo no esté orientado en la misma direccion del campo externo
aplicado.

Casos de estudio de calculo de potenciales para distribuciones de
carga

Caso de estudio 16. Potencial electrostatico de un disco cargado.

Hallar el potencial electrostatico en todo punto del eje de rotacion de un disco de
radio R que se encuentra cargado uniformemente con una densidad o. Obtener el
campo electrostatico a partir de la funcién potencial. Emplear como potencial de
referencia un valor de 0 V en un punto muy alejado de la configuracion y repetir el
procedimiento en caso de que la referencia sea de -12 V en un punto del eje a una
distancia R del disco.

Objetivo. Calcular el potencial electrostatico por integracion de la carga,
aprendiendo a escribir los vectores campo y fuente para una configuracién ya
conocida y parametrizar el dq’ en funcidn de variables espaciales. Hallar el campo
por derivacion de la funcién potencial electrostatico, con la finalidad de comparar
distintos métodos para hallar E, determinando las ventajas de cada uno. Analizar
la influencia de la referencia en las funciones V(r) y E(r).
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W

X

Fig. 33. Calculo del potencial electrostatico por integracion para un disco con carga
uniforme en superficie. Resulta conveniente notar que el potencial se calcula como la
contribucion de la relacion de carga-distancia, motivo por el cual se espera que la
funcién en el eje z sea simétrica respecto del plano x-y.

Calculo de la funcién potencial.
El procedimiento para hallar V(r) empleando la Ecuacion (24), requiere en primer
lugar parametrizar la distribucién de carga. En este caso optamos por
coordenadas cilindricas por simplicidad:

dq' = ods’ = or'd¢pdr’

El siguiente paso es definir los puntos fuente y campo, empleando coordenadas
cilindricas y componentes cartesianas. El primero sera aquel que salga del origen
y llegue a todo punto del disco cargado, y el segundo a todo punto del eje z.
r=0mX+ 0my + zZ
r' =r'cos(¢’)X + r'sen(¢p’)y + Om 2

La Ecuacién (24) requiere el médulo de la diferencia de dichos vectores,

entonces:
Ir —r'| = /1'% + 22

Este procedimiento es analogo al realizado para el calculo de E, de hecho, la
principal diferencia reside en el integrando. En el caso de buscar la funcién V(r),
se trata de una funcién escalar y por ende la integral sobre dq’ (o en este caso
particular o ds’) s6lo se efectia una vez, pero en el caso del célculo de campo
electrostatico, podrian existir hasta tres componentes.
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1 (R (%™or'dd’dr’
o [ [T
e, Jo Jo o V2 + 22

La primitiva es sencilla de hallar por sustitucion, en efecto, se recomienda
explorar este método debido a que integral es comun?2. El resultado es:

V@) =5 (VRE+ 22— [2]) + K

2¢g,

Los siguientes pasos consisten en determinar la constante de referencia
(comparar dos elecciones distintas) y el campo por derivacion. Claro esta que la
determinacién de K no influye en los mas minimo para el calculo de E.

Determinacion de la constante de referencia.
Necesitamos averiguar el valor que adoptara K en los dos casos postulados por
el enunciado. En uno buscamos el valor de K para que la funcién potencial
electrostatico sea nula en un punto infinitamente lejos de la configuracion.
Considerando que el potencial sélo depende de la coordenada z en el eje de
rotacién del disco cargado, entonces debemos evaluar la funcién cuando z — co.

V(ref) = ZILI‘IOIO V(z)

V(ref) = Zli_)rgloi(\/ R% 4+ 72 — |Z|) + K

2¢g,

El limite de la funcién V(z), es esta misma evaluada en la referencia, V (ref). En
el miembro derecho el resultado es una indeterminacion, pero una salvable. Para
salvarla basta con multiplicar y dividir por el conjugado del término entre
paréntesis y luego operar de forma algebraica.

V(re) = i o [ R?+12z%—72 K
re _Zl’n"l°2€o VRZ + 22 + [z]

El término entre paréntesis tiene se anula, y el valor de la referencia fue elegido
como cero volts, por lo tanto, la constante deseada es nula.

OV=0V + K

Con la primera eleccién de potencial de referencia, el valor de K resulté nulo, un
nimero muy comodo para sumar. Ello se debe a que la funcién potencial
converge a cero para puntos muy alejados de la configuracién y porque ademas
pedimos que la funcién sea cero en ese caso. Entonces para esa eleccién
particular de referencia:

22 La sustitucion u = r'?> + z2 es conveniente para este caso, la integral queda du/2u.
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V(z) = %(\/ RZ + z2 — |z|)

(0)

Determinacion de la constante de integracion para la referenciaen z =
R.
Es momento de buscar la nueva constante, correspondiente a la otra referencia
deseada. En ésta, el potencial valia-12V para un z = R.

V(R) = i(\/R2 +R2— |R|) + K

2¢g,

Operando algebraicamente se llega al valor de la constante, K
oR
K'=-12V—-—(vV2-1)
2¢g,
La cual se reemplaza en la expresion del potencial:

V(z) = %(\/RZ +22 — |z|) +§(1 —v2)—12v

Es importante notar que dimos con la misma funcion que antes, pero desplazada
un valor constante. Obviamente ello es el concepto de potencial de referencia.
En los casos de estudio de energia potencial gravitatoria era muy comun elegir
un cero para alguna altura particular donde sea comodo para el problema en
cuestion. Ahora hicimos algo analogo. Tenemos una misma funcién con dos
referencias distintas. Por supuesto que es mas sencilla para operar la primera,
aquella donde K = 0, pero no siempre podremos elegir una referencia que nos
convenga para hacer cuentas?.

Calculo del campo eléctrico por derivacion del potencial.

Ahora vamos a hallar el E pedido por el enunciado mediante derivacion de la
funcion potencial electrostatico. Por supuesto que podemos emplear cualquiera
de las referencias adoptadas, dado que la derivada de una funcién constante es
cero. Debemos aclarar que sélo podremos hallar E(0,0,z) dado que fue el
dominio donde hallamos el potencial.

E=-VV = v,
B B dzZ

23 Recordar que las funciones potencial estan definidas a menos de una constante arbitraria y que es
habitual usar diferencias de potencial.
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Antes de continuar, debemos recordar cémo tratar a la funcion |z|. La derivada
de la misma respecto de z sélo puede tomar los valores +1 (en todo z # 0,
dando asi una funcién partida para los z positivos y negativos).

E(0,0,7) = —i<i(\/R2 + 22 — |z|) + %(1 —V2) - 12v>2

dz \ 2¢,
E(0,0,7) °( z 1>A iz>0
,0,2) = — —1)Z siz
28o VRZ + 72
o yA
E(0,0,z) = — ( +1)2 siz<0
28o VR2 + 72

Vamos a emplear la funcion signo para escribir la funcion partida de forma
compacta:

) Z Z
E(0,0, =—(———)AV * 0
R T R A

El lector puede verificar que este resultado corresponde al hallado previamente
para el campo en el eje de un disco cargado uniformemente, Ecuacion (11).

Caso de estudio 17. Nuevamente el potencial electrostatico de un disco cargado.

Obtener el potencial en el eje de un disco de radio R con carga uniforme g,
mediante la circulacion del campo electrostatico.

Objetivo. Calcular el potencial de la configuracion mediante la circulacion de
linea del campo electrostatico obtenido para comparar con el resultado del
ejemplo anterior.

W E(z)
X

Fig. 34. Calculo de potencial por circulacién de campo para un disco con carga uniforme
en superficie.
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Dado que buscaremos obtener la funcién V(z) por la circulacion de E, debemos
conocer el potencial en algun punto o de lo contrario arrastraremos siempre una
constante arbitraria. Generalmente se usa la referencia del potencial, dado que
es un punto donde se suele tener informacién. Asumamos entonces que la
referencia se encuentra muy lejos sobre el semieje positivo de las z (es decir z -
o) y ademas vale 0 V. Ya usamos una vez esta referencia y notamos que es
conveniente para efectuar calculos. Debemos mencionar que, si buscamos
obtener la funcién genérica, entonces el punto final de la integral de la linea
debera ser siempre un punto genérico. En resumen, lo que estamos haciendo es
calcular la diferencia de potencial entre la referencia y cualquier punto del

espacio.
V(z) z
[“w--[5a
V(Zref) z

ref

La funcion campo ya la conocemos, es aquella obtenida en el capitulo previo,
Ecuacién (11). Debemos tener en cuenta que la configuracién nos divide al eje z
en dos, debemos trabajar en las regiones por separado. Empezaremos por el
semiespacio que contiene los valores de z positivos.

Z

o (Z Z
V(z) -V =—li _<__—>A'dl
@) =Ve) ==l | )

Recordar que el potencial de referencia fue elegido nulo, por ende, en el miembro
izquierdo so6lo queda la funcién V(z). En el miembro derecho la funcién signo
adopta un valor unitario, dado que se opera en el semieje positivo de z.

Z

o v/
V(z) = lim ( — 1) Z - dzZ
Zref>® zrefzso \Y R2 + 72

La primitiva de la integral es sencilla, en efecto, fue encontrada en el caso de
estudio previo, e igualmente el limite, el cual conduce a una indeterminacién
salvable.

o (0}
— i - 2 2 _ - 2 2 _
V) = lim 5 (VR2 +22 - 2) e / RZ + 22 — Zye

El segundo término del segundo miembro es nulo, por lo tanto, la funcién
potencial, valida para el semiplano que contiene al eje de las z positivas resulta:

V(z) = % (\/ R% + 72 — Z)

(0]
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Es momento de hallar la funcién potencial para el semiplano inferior. Para ello
debemos partir del punto de referencia (ya que conocemos el potencial en dicho
punto), hasta z = 0m, empleando la funcién valida para z > 0m. El camino
restante implicaintegrar la funcién campo desde el origen de coordenadas, hasta
un punto genérico del semiespacio con z < Om.

V(z) = V(o) = 7 fom z )“d“+fz(z z )“d“
o et T o, |z| VRzx22) T ) ozl VRer 2/

Zref

En esta instancia es necesario estar muy atentos a los signos, dado que en la
segunda integral los limites van desde el valor nulo a uno genérico, pero este
debe cumplir z < 0m. Ademas, la funcién signo es distinta en cada una de las

integrales.
oR
z+\/R2 +Z2) ——]

2¢€ 2¢g,

V(z)——+[

Simplificando los términos opuestos y escribiendo la funcion de manera concisa,
se encuentra una expresion analoga a aquella obtenida previamente para el otro
semiplano, pero la actual, s6lo es valida paraz < Om.

V(z) = i(\/ RZ + 72 — Z)

2¢,

En resumen, la funcién potencial queda:

V(z) = %(\/RZ + 72 — |Z|)

o

Caso de estudio 18. El potencial de un segmento uniformemente cargado.

Obtener el potencial para un segmento de longitud L cargado con densidad
uniforme A. Particularizar la funcion en caso de optar por potencial nulo en infinito.

Objetivo. Calcular el potencial electrostatico de una configuracion que se empleara
en casos de estudio futuros.
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L

X

Fig. 35. Calculo de potencial por integracion para un segmento con carga uniforme.

Ya hemos tratado con esta distribucion anteriormente, pero en aquel entonces
hallamos su campo, Ecuacién (16). En esta instancia vamos a obtener el
potencial. Para ello iniciamos como de costumbre, definiendo la parametrizacion
mas adecuada del diferencial de carga. En este caso es conveniente emplear
coordenadas cartesianas.

dq’ = Adz’

Los puntos campo y fuente se escriben para todo el espacio el primero, y para
recorrer el segmento en el eje z el segundo.

r=xX-+yy+zz

r =z 1z

Luego se calcula la diferencia del médulo de los vectores y se reemplaza en la
Ecuacion (25).

+ K

1 (L2 Adz’
V(x,y,z) = j

AMEo J_L2/x2 + y2 + (z — 2')?

Es conveniente escribir la funcién primitiva como un logaritmo con un cociente,
ya que de esta manera es sencillo operar para encontrar casos limite, o verificar
el comportamiento de la funcién para algunos puntos del espacio.
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A | z+L/2+x2+y2+ (z+L/2)2
n
ane, \z—L/2+/x2+y2+ (z—L/2)2

V(x,y,2) =

(41)
De esta manera hemos hallado el potencial para todo el espacio y todo valor
posible de referencia, ahora podemos particularizar la expresion para obtener el
valor de la constante K, sabiendo que el potencial vale 0 V en un punto
infinitamente lejos de la configuracién. Si bien podemos alejarnos del origen de
coordenadas por cualquier camino, es conveniente tratar la operacion por el eje
x, haciendo nulas las otras dos coordenadas?*.

_ _ A L/2+ x> +1%2/4
lim V(x,0,0) = lim In
X0 o dme,  \—L/2 +,/x2 +12/4

El argumento del logaritmo tiene a una indeterminacion, un cociente de valores
infinitos, pero es sencillo salvar este limite sacando como factor comun las x?
del numerador y denominador (usar la regla de I'Hopital no es conveniente
porque las derivadas de las funciones se tornan muy complejas). En definitiva, el
logaritmo tiende a cero dado que su argumento tiende a uno. Entonces:

+ K

K=0V

Notar que la constante resulté nula como en el caso anterior. Ello se debe a que
el potencial disminuye con la distancia a la configuracién, entonces
necesariamente la constante debe ser igual cero si buscamos igualar a un valor
de V(x) nulo. En este momento podemos generalizar y concluir que si nuestra
funcién es convergente en infinito entonces podemos poner como referencia
este punto y si ademas V converge a 0 voltios, entonces K sera necesariamente
nula. Si bien es atractivo simplificar asi de rapido el procedimiento, sélo podemos
analizar el valor del potencial en infinito en contados casos, ya que en algunas
configuraciones hallar una singularidad. Muchas veces (y erréneamente) se dice
que para que la funcion potencial converja en infinito basta con que la carga sea
acotada. En realidad, es necesario que E caiga mas rapido que la inversa de la
distancia en infinito. A continuacion, veremos hay otro caso que ayuda a
esclarecer este concepto.

Caso de estudio 19. La funcidon potencial de una recta cargada y su referencia.

A partir del campo generado por una recta cargada con densidad uniforme A,
coincidente con el gje z, E(r) = 7, hallar la funcion potencial electrostatico.

2TEpT

Analizar donde resulta valido fijar el valor del potencial de referencia.

24 Por supuesto que también se puede hacer el camino por el eje y o el z, puede ser cualquier punto en
realidad.
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Objetivo. Emplear la circulacion de E(r) para hallar V(r) para una configuracion
indefinida. Analizar la validez del uso de la referencia en un punto considerando a
una distancia infinitamente lejos de la configuracion. Usar la funcion hallada para
comparar con futuros casos de estudio.

En esta oportunidad conocemos el campo generado por la distribucién de carga,
por lo tanto, debemos hallar V(r) mediante la integral de linea, Ecuacién (29).
Dado que deseamos hallar una funcién, partiremos del potencial de referencia 'y
llegaremos a un punto genérico del espacio. En esta instancia es momento de
hacer dos aclaraciones, una es sobre el camino elegido, y la otra sobre la
referencia.

r

V(r) — V(ref) = —j E-dl

ref

Como la funcion potencial es independiente del camino, podemos elegir
libremente el que mas nos convenga. En este caso se trata de uno radial, debido
a que E tiene esta componente y por ende ocurre E || dl. Por otro lado, aun no
definimos la referencia, por ahora la vamos a dejar genérica hasta observar mejor
la funcion.

V(r)—V(ref)=—fr A f-drt

ref 2TELT

A
V(r) — V(ref) = — e In (rLef)

Podemos notar que no es viable emplear una referencia en un punto
infinitamente lejos, dado que la funcion diverge para ref — oo. Ello se debe a que
la funcion asume que la distribucién de carga es indefinida, y por lo tanto no nos
otorga informacién en un punto tan lejano a la misma. Cabe aclarar que tampoco
podemos elegir ref — 0, ya que al asumir que la carga ocupa una recta sin
dimensiones no contamos con informacién de esos puntos. En resumen,
podemos elegir cualquier punto restante del espacio.

ref

In (T) + V(ref)

A
v = 2Te,

(42)

Calculo de potencial para distribuciones no acotadas en extension

Hasta el momento hemos hallado el potencial electrostatico para unas pocas
configuraciones acotadas, es decir con una extension definida y una cantidad de
carga finita. Sin embargo, en los capitulos previos fue costumbre determinar el
campo para algunas distribuciones indefinidas, las cuales incluian en su analisis
una cantidad de carga infinita. A su vez, sabemos que existe mas de una manera
de calcular la funcion potencial, una de las ellas fue mediante la integral de la
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carga, Ecuacion (25), y otra mediante la circulacion de E, Ecuacién (29). Cuando
se trate de una distribucion indefinida, en general no tendremos la libertad de
calcular el potencial por integracion sobre la carga, sino que dependera en
realidad de como se encuentre distribuida. Ello se debe a que hubo un paso clave
para dar con la Ecuacién (25), que es la asuncién de que es posible quitar el
operador nabla fuera de la integral. El inconveniente surgira cuando haya
problemas de convergencia de la integral al evaluar determinados limites,
imposibilitando hallar V(r) por este medio. Sin embargo, quizas no exista dicho
problema de convergencia para la derivada del integrando, y por lo tanto sea
viable hallar E(r).

Uno en principio podria preguntarse como puede obtener un E(r) y luego por
circulacion la funcioén V(r), si no es posible asegurar la convergencia de la integral
sobre la carga para hallar directamente V(r), porque obviamente ambas
funciones estan relacionadas entre si. De hecho, ambas funciones se pueden
hallar de manera analoga mediante integracion sobre la carga. Por ejemplo, si
tratamos un caso de distribuciones volumétricas se tiene el siguiente caso.

Tabla 1. Campo y potencial electrostaticos y su calculo integral

Funcién Expresion de calculo
E(r) E(r) = 1/4me, ﬂj[p(r’)/lr —r'|?]dvol’ (f—1")
V(r) V(r) = 1/4me, ﬂ [p(r")/Ir —r'| ]dVol’

Si contamos con alguna coordenada primada que se extienda a infinito, (es decir
que la distribucion no sea acotada) entonces tendremos una integral impropia?°.
A modo de resumen se puede decir que las integrales de polinomios de la forma
1/P(x) convergen son convergentes cuando se integra hasta too si la maxima
potencia es superior a la unidad. Notar que el caso mas sencillo seria un
polinomio de la forma 1/x que claramente su primitiva no converge cuando se
evalua en infinito. Observando con detenimiento el Cuadro anterior, se puede
notar el integrando del campo es p(r")(r —r")/|r —r'|?, mientras que el
respectivo integrando de la funcion potencial es p(r")/|r — r’|?, que posee un
denominador de orden inferior. Ello ya nos dice que sera mas sencillo hallar
distribuciones de carga no acotadas que permitan hallar E.

En el Capitulo de Ecuaciones de Maxwell se discutira brevemente otro camino
para arribar a una ecuaciéon mas general de calculo de V(r), la cual incluye a la
Ecuacién (25) como un caso particular. Por lo pronto vamos a analizar varios
casos de estudio donde se pone de manifiesto la convergencia de la integral para
el calculo del potencial electrostatico mediante integracion de la carga.

25 En esta instancia es conveniente buscar informacion sobre el criterio de convergencia para primitivas
del estilo 1/x™ dx con limites de x entre —co e oo.
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Caso de estudio 20. Una distribucion lineal infinita.

Hallar el potencial electrostatico para una distribucion lineal no acotada en
extension, con densidad uniforme A. Analizar la convergencia y discutir el rango de
utilidad de la funcidn hallada.

Objetivo. Calcular el potencial electrostatico de una distribucion de carga lineal
uniforme infinita empelando la Ecuacion (25), con el objetivo de verificar las
limitaciones de la expresion. Repetir el calculo para una distribucion lineal
uniforme pero acotada, en las cercanias de su mediatriz. Comparar ambos
modelos y mantener la informacion en memoria para su contraste con futuros
casos de estudio.

Considerando que buscamos hallar el potencial electrostatico en todo el espacio
para una recta cargada, y ya contamos con el correspondiente para un segmento
de igual densidad, volveremos sobre esta funcién, Ecuacién (42), sabiendo que
debemos tomar el limite para cuando L — o. Por cuestiones de comodidad
haremos una evaluacion en la ecuacion adoptando z = 0m, dado que facilita el
calculo y no cambia en nada el foco del analisis.

[ee]

)+K

m( L/2 +/x2 +y2 + (L/2)? >+K R

lim V(x,y,0) = lim
Lo L/2 +/x2 + y2 + (-L/2)2

In
L-oo 411E, 41e, (—oo + oo

Para salvar la indeterminacién multiplicamos y dividimos por el conjugado del
denominador y luego operamos algebraicamente.

lim

A | L2/4 +x%* +y? + (L/2)?
L-o 411E, n

NER yz ) + K-> o

¢Entonces no nos sirve de nada el resultado de la Ecuacién (42)? La verdad es
que podemos usarlo para calcular la dependencia con r cuando estamos muy
cerca de la configuracion, de manera tal que podamos considerarla como
infinita. Esto es mas bien una vision ingenieril de una configuracion indefinida,
en la cual no hay necesidad de evaluar un limite. Para ello vamos a especializar
nuevamente el resultado con z nulo asi tendremos la misma cantidad de carga
por encima como por debajo de nuestro punto campo, pero ademas
simplifiquemos la notacién empleando coordenadas cilindricas (cambiando x e
y por r). De esta manera, buscaremos entonces la funcién en los casos en los
cuales se cumple r/L « 1 haciendo una aproximacién lineal en el argumento

del logaritmo. Partiendo de:
A | L/2 +\r?2+12/2 LK

n
dme,  \L/2 +./r2 +12/4

Se saca como factor comun al parametro L del numerador y denominador.

V(r,0) =
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V(r,0) =

A I L/2 4+ L/2y/(2r/L)? + 1 LK
4me,  \—L/2+L/2/@2r/L)? +1

Para la raiz dentro del logaritmo, haremos una aproximacion de Taylor de
primer orden del factor 2r/L en el entorno del cero.

Reemplazando la aproximacion en la expresioén original:

V(r,0) =

A l lL/2+L/2[1+1/2(2r/L)2] LK

ame, | |—L/2 + L/2[1 + 1/2 (2r/L)? ]

Simplificando los términos queda:

A L
V(r,0) = yy— In <;> + K
(o]

Esta expresion es el potencial electrostatico correspondiente generado por un
segmento cargado uniformemente, valido para puntos muy cercanos a la carga.
Notar que se parece al resultado hallado para una recta cargada con densidad
uniforme, Ecuacion (43).

Caso de estudio 21. Dos distribuciones discretas de carga no acotadas.

Calcular el potencial para un punto del espacio debido a una distribucion discreta
de cargas colocadas de manera equidistante entre si. Discutir la convergencia de
la funcién potencial para ese caso y repetir el razonamiento si el arreglo de cargas
no es uniforme, donde tal como lo muestra la Figura (36).

Objetivo. Comparar la posibilidad de calcular el potencial electrostatico en dos
arreglos de cargas discretas de extension no acotada, donde uno de ellos es
analogo a una distribucion lineal con A uniforme. Detectar los problemas de
existencia de la funcion potencial calculada mediante la suma de contribuciones
de potencial individuales.

En el caso de estudio previo notamos que no fue posible hallar la funcion
potencial por integracion de la carga, ahora veremos como un arreglo analogo,
pero con cargas discretas, nos conduce a la misma conclusion, y luego veremos
que, si cambiamos un poco la distribucion, entonces si podemos arribar a una
funcién de V(). Comencemos por mostrar los dos arreglos de carga. Uno de
ellos las tiene colocadas a una distancia regular, ver Figura (36 a), mientras la
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otra posee cierta distancia irregular respecto de la que esta centrada, Figura (36
b), luego le daremos un valor a f (k).

Fig. 36. Distribuciones infinitas de carga, en (a) las cargas estan equiespaciadas
(andlogo a una densidad 2 uniforme para un caso continuo) y la funcién no puede ser
calculada mediante la suma de las contribuciones provenientes de cada una de las
cargas; en (b) las cargas se distribuyen de manera mds espaciada a medida que se
alejan del centro en un valor que depende de la posicion de la carga notada por k. En
este caso la funcién potencial converge a un valor cuando se calcula en el punto P.

En la distribucién regular la primera carga contribuye con el mayor valor posible
al potencial en el punto debido a su cercania. La segunda, por estar mas lejos,
genera un aporte menor. Lo mismo con la tercera, cuarta, y demas. Llamemos r
a la minima distancia desde P a la configuracion, es decir desde P hasta qo.
Luego el aporte de la carga k-ésima, dependera de la altura en el eje vertical, es
decir k-veces, y r. De esta manera podemos escribir la suma de las
contribuciones para todas las cargas, pero por simplicidad, realizamos dicha
sumatoria sobre todo el conjunto por encima de P, y como por debajo del punto
en cuestion la contribucion es la misma, duplicamos el resultado.

1 <qo q1 Q-1 qz q—z N >
0

V(p) = ame\r T Vrz + o2 ¥ Je2 + (—a)? ¥ Jrz + 2a)? * V12 + (=20)?

Los términos se pueden agrupar bajo el signo de una suma:

V(P) =

1
4me,

q < 2q
(r " kzlw/r2 + (koc)z)
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La expresion anterior denota una serie, y paso siguiente es saber si es
convergente. Quizas con un poco de atencién se pueda notar guarda cierta
similitud con la serie armonica, jla cual es divergente! Ello nos dice que por mas
lejos que vayamos colocando las cargas, la contribucién sera considerable y al
final de la sumatoria el potencial tendera a infinito. Sin embargo, es necesario
probarlo mediante el criterio de comparacion por limites, el cual establece que
dos series de términos no negativos (X7-; ary Y.r=1 bx) SONn ambas convergentes
o divergentes si el limite L del cociente cumple 0 < L < oo.

. dg
lim——> L
k—oo bk

En este caso compararemos con la serie armoénica, S,,., = Xr=, 1/k notando
que la serie debe iniciar en 1. Entonces queda el término general del cociente
de series queda:

V(P) 2q/yr?+ (ka)?
Sarm B 1/k

Tomando el limite para determinar a convergencia en conjunto:

. 2qk 2q
lim —-> —
k—oo r2 + (kO()Z o

El valor hallado se encuentra entre cero e infinito por lo tanto es ambas series
tienen el mismo comportamiento, y como la serie armodnica es divergente,
entonces la serie de la funcién V(P) también diverge. Esto implica que no es
posible hallar el potencial en el punto P mediante la Ecuacién (26), algo analogo
a lo hallado en el caso de estudio previo para la distribucién con A.

Vamos a armar la otra configuracién pedida en el enunciado para comparar con
la previa. Iniciamos con una carga, y luego colocamos un par de extra a ambos
lados, separadas una distancia a. El siguiente par lo colocamos a una distancia
2a de las dos previas (siempre una por encima y otra por debajo). El tercer par
de cargas estara a una distancia 3a de la carga central, y asi de manera indefinida
a lo largo de toda la recta. En definitiva, podemos decir que el par k-ésimo estara
a una distancia ka de la carga central, entonces f (k) se puede escribir como k.
Por lo tanto, el potencial de este nuevo arreglo de cargas se escribe como:

V(P) =

!<%+ R — Az + d-2 + )
dmg, \r Vr2+ o2 iz 4+ ()2 Jr24+ Qa2 /r2 + (—2a)?

La anterior representa una serie de término general:
1 2q

ji 1
4me, T s [1+ (K2a)2

V(P) =
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Una vez obtenida la serie debemos verificar su convergencia. Para ello podemos
hacer uso del criterio de comparacion, dado que esta nueva serie se parece a una
serie p, Y1 1/n? la cual converge cuando p > 1. En este caso vamos a comparar
con la serie p = 2 pero para ello es necesario modificar un poco nuestra de
interés. Es sencillo probar:

v1+ (k2a/r)2 > k?a/r

Asumiendo que ningun término es nulo, se invierten ambos miembros:

1 r

V1 + (K2a/r)? < ak?

Dada la relacion entre los términos generales de ambas series, podemos asumir
V(P) es siempre menor a la serie p, y ademads esta Ultima es convergente, por lo
tanto, V(P) también lo es.

- 1 r ril )
+Z > > < 1+Z?—>1+—€T[
&=~ \1 + (k*a/r) e o

Finalmente se puede concluir que la serie es menor a una convergente,
consecuentemente, el potencial calculado para esta distribucion de cargas
existe y su valor esta acotado por:

V(P) = 2q1 Z - 1 2q1 2+T[2
 4me, k2 /T/(k%) + 1 1/(k2a)+ 4me, T Q 6

Este resultado demuestra que es posible tener una distribucion de carga que se
extienda indefinidamente y aun asi obtener la funcion el potencial electrostatico a
partir de la suma de las contribuciones de las cargas. Ello sugiere que la
convergencia depende de la forma en que estén distribuidas las cargas, ademas
de su extension.

Caso de estudio 22. Una distribucion lineal no acotada en extension pero con
carga total finita.

Sea una configuracion de carga que se extiende a lo largo del z con una densidad
A(Z) = 2,/(a? + (z')?) donde a es una constante y A,[=]C m. Hallar el potencial
y el campo para una sobre el plano mediatriz.

Objetivo. Demostrar la validez de la Ecuacién (25) para el calculo del potencial

electrostatico para una distribucion no acotada en extension y con carga total
finita. Verificar que la funcién V a partir de la Ecuacion (28).
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dv

-1

X

Fig. 37. Calculo del potencial en el eje x de una distribucién linea con carga acotada y
densidad no uniforme.

En el caso de estudio actual tenemos con intencién probar que es posible
calcular el potencial por integracion de la carga, es decir a partir de la Ecuacion
(25) para una distribucion continua no acotada. De hecho, vamos a calcular no
sélo el potencial, sino tambiény el campo para todo punto del eje x y luego vamos
a verificar los resultados. Dada la extension del andlisis del caso de estudio se
propone dividirlo en dos.

Calculo de la funcion potencial mediante la Ecuacién (25).
Iniciemos por el calculo de la funciéon potencial. Para ello es necesario

parametrizar la distribucién de carga, escribir el punto fuente y campo. Se usaran
coordenadas y componentes cartesianas en este caso.

Ao
dg' = A(z')dz’ = ———=dz’
q =Az") 21,7
r =xX
r=z2

Conocidos ry r, se puede obtener el médulo de la diferencia de vectores:
Ir —r'|3 = (x? + z'?)3/2

Reemplazando en la otrora integral de carga, actual integral de longitud:

V(x) %o f ) dz + K
X) =
4me, o (a2 + 2'2)Vx2 + 22

Debemos notar que la funciéon densidad de carga es par en Z’, por lo tanto, es
posible integrar entre cero e infinito duplicando el resultado. De hecho, al armar
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el integrando es posible anticipar que en este caso la integral convergerd, dado
que cumple con la condicion en

la cual el grado del polinomio del denominador es superior a 1 (tal como lo
mencionamos en el caso de estudio previo con la serie p)?%. Asumiendo que la
integral es convergente, entonces se pueden escribir los limites de la misma con
un parametro que tiende a infinito, realizar la integracion y luego resolver el limite
(este reemplazo de los limites de la integral se conoce como valor principal de
Cauchy).

Ao L dz’
V(x) = li 2
(X) L1—>n;34-1'[£0 _]; (a2+z’2) X2 4+ 7'2

La primitiva puede hallarse en tablas, es importante tener precaucion al copiarla
si ese fuera el caso por la complejidad de la misma.

oA Lvx? + a? 1
V(x) = lim 2| arctan + K

L-oo 4TTg,, avx2 + 12/ aVx? — a2

Resolviendo el limite (tipo cociente entre infinitos), queda una expresion
relativamente amigable para el potencial electrostatico.

V() = A, arctan(y/(x/a)? —1) LK
41e, avVx2 — a2

(43)

A continuacidn, vamos a obtener la constante K para completar la expresién
asumiendo que el potencial es nulo en infinito.

lim V() = lim —2 2 —al ! K
lim x) = lim . arctan a N +

Es conveniente que observemos que la evaluacion del limite no da una
indeterminacidn, la funcién arco tangente tiende a un valor finito, /2, pero la raiz
tiende a infinito, en consecuencia, la funcion completa tiende a cero. Ello implica
necesariamente que la constante debe ser igual al valor del potencial de
referencia, que en particular es 0 volt.

0\,V =0\ V\,+\,K

Es conveniente analizar el valor de V(x) cuando x —» a dado que en principio
parece ser un punto singular, y puede darnos informacién de la funcién potencial

26 Ahora es un mejor momento para indagar sobre convergencia de integrales impropias, dado que cada
vez se complicaran mas la cuentas como para notarlo a simple vista.
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hallada. Se puede notar que el limite da origen a un cociente de dos numeros que
tienden a cero, siendo necesario salvar la indeterminacion.

V(@) = lim Ao arctan(,/(x/a)2 — 1) .
N x—>a21‘[80 azm

En este caso es conveniente usar la regla de I'Hopital.

0
0

1
V(a) = lim Ao (x/a)y (;l(X/él)2 -1
x»al2mg, %
J(x/a)2 -1

Luego del cambio es sencillo evaluar el cociente de funciones, y efectivamente
el resultado es 1/a2.

Encontramos el valor de la funciéon en x = aq, lo cual nos indica que es posible
calcular el campo también ese punto al derivar la funcion potencial.

Cdlculo de la funcién campo electrostatico mediante la Ecuacion (10).

Es momento de calcular E para luego verificar que se pueden el campo y el
potencial a partir de la funcion restante. Recordar que los vectores fuente y
campo, asi como la parametrizacion de la densidad de carga ya ha escrito para
este caso de estudio particular. Por lo tanto, basta con reemplazarlos en la
Ecuacién (10). Podemos anticipar que la componente § sera nula debido a la
eleccion del punto campo.

A L xdz' R L z' dz’ R
E(x00) = Ill—{g 41te, (f_L (a% +z'2)(x2% + z'2)3/2 X+ f_L (a% +z'2)(x2% + z'2)3/2 Z>
Observando el integrando de las componentes, se puede notar que la primitiva
en ambas es convergente cuando z’ tiende a infinito (éstas tienden a un valor
nulo), lo cual es un buen presagio para nuestro calculo de integracién. No
obstante, éste puede ser complicado, por ello buscaremos de simplificarlo
haciendo uso de la paridad de las funciones del integrando. En primer lugar, la
componente Z tiene una funcién impar en el integrando, entonces, su integral
sera nula.

E,(x,0,0) = 0 N/C

Por otro lado, la componente x es una funcion par en la variable de integracion,
Z'. Ello implica que es posible integrar duplicar el valor de la integral entre cero e
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infinito duplicando, en lugar de integrar en el rango completo (la paridad de las
funciones de gran ayuda cuando se resuelven integrales impropias)?’.

Ao

L
E,(x,0,0) = 1i 2
x(x,0,0) Lo 4me, fo (a2 +z

xdz’
2)(x2 + 7/2)3/2

La primitiva de la integral evaluada en cero es nula, entonces sobrevivird
solamente aquella evaluada en L.

x arctan (

Lvx? — a2>
A xL VxZ + 12
Ex(x,0,0) = lim —>2 + avx” + L
L-o 411E, x (a2 — XZ),/XZ +12 aVvx2 — a2

— ON/C

Luego de resolver el limite:

E, (x,0,0) = Ao 1 N X arctan(W))

2me, \ x(a?% — x?) aVxZ — a2

Obtenido el campo debemos verificar que esta expresion y la del potencial estan
relacionadas por la Ecuacion (28). En este momento tenemos dos opciones para
verificarlo, la primera es integrar E a lo largo de un rayo entre dos puntos, es decir
obtener V(x) a través de la circulacion de E, y la segunda es derivar V(x) para
hallar el campo. Como derivar es mas sencillo que integrar tomaremos el
segundo camino.

AV d [ A arctan(y/(x/a)% — 1) AT

dx dx \ 2me, avx2 — 32

AV A 1 a _ xarctan(y/(x/a)2 — 1) .

dx 21 \ avx? — 22 xVxZ — a2 a(x2 — a2)3/2
dV(x) 2, 1 N xarctan(y/(x/a)2 — 1)\ _ E 9
dx  2me, \x(x2 — a2) a(x? — a2)3/2 = BEx

Es importante que notemos que finalmente se verifica la igualdad, por lo tanto,
resulta valida la Ecuacion (25). No obstante, cabe recordar que no pudimos
calcular la funcién V(r) mediante la misma férmula para la distribuciéon no
acotada en extension, cargada con un A uniforme?®. En el proximo caso de

27 Una funcion par cumple f(x) = f(—x) V x mientras que una impar f(x) = —f(—x) V x. A suvezen
el producto o cociente de dos funciones se cumple, "par por par es par, impar por impar es par", y ademas
"par por impar es impar".

28 El actual caso de estudio sirve para desmitificar una creencia habitual sobre la Ecuacion (25), que no
resulta vélida para distribuciones no acotadas.
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estudio se analiza una distribucion no acotada y ademas con una cantidad
infinita de carga.

Caso de estudio 23. Una distribucion lineal no acotada con carga infinita.

Obtener el potencial y el campo sobre el eje x para una distribucion de carga que
se extiende sobre el eje z con densidad to_ Comprobar si para esta distribucion

a+|z'|
es valido calcular el potencial con la Ecuacién (25) mediante el calculo de campo
y su posterior validacién haciendo uso de la Ecuacion (28).

Objetivo. Demostrar la validez de la Ecuacién (25) para el calculo de potencial
electrostatico en una distribucion no acotada con carga infinita. Este caso de
estudio y el previo, demuestran que el calculo del potencial por integracion de la
carga puede ser valido independientemente si la distribucion es no acotada y la
cantidad de carga es infinita.

4 £
dv/

(e+iz) =

X

Fig. 38. Calculo del potencial en el eje x de una distribucion lineal con carga no
acotada y densidad no uniforme.

Calculo de potencial mediante integracion de la carga.
Vamos a operar como lo hicimos con anterioridad, iniciamos por parametrizar la

densidad de carga, y definiremos los puntos fuente y campo, empleando
coordenadas y componentes cartesianas.

Ao
d,=}\_ ! dl= dl
q' = Az dz at |z’
r =xX%
r'=z2'%2

Ir —r'| =/x2+12"2

|l' _ I,/|3/2 — (X2 + Z/2)3/2
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Reemplazando en la Ecuacién (25):

1 A 1
V() = dz' + K
) 4“£ofa+|z'|VX2+z’2 “

Debido a que la densidad de carga depende del |Z'|, resulta conveniente partir la
integral en dos, una donde z' € (-, 0] y otra para todos los z' € [0,»).

R, L dz’ 0 dz’
V(x) = lim f + f + K
Lowdng, [Jo (a+2)0Vx2+22  Jop(a—2)Vx? +27

Luego de hallar la primitiva se aplica la regla de Barrow a esta.

2 0 2 0 L
[ln<1 x% —az ) ln(l x% —az )

-~ +
V() = lim Ao VaZ +x2 Vx2 422/ _ Va? +x2 Vx?2 + 22
Lo 4TE, l 2Va? + x2 2Va? + x2
0
Y R T
N a?+x2 Vx?+2%/ a? +x% Vx% 4 z? i K
2vVa? + x2 2Va? + x?

-L

Para nuestra suerte se puede simplificar un poco el calculo dado que las dos
primitivas adoptan valores opuestos en cero, pero al mismo tiempo las tenemos
restadas (porque evaluamos la primera en cero como limite inferior mientras que
para la segunda es el limite superior). Lo mismo ocurre cuando se reemplaza el
valor de z’ por L y -L en el argumento del logaritmo correspondiente. Para verlo
basta con observar detenidamente el signo que adopta el numerador de cada
logaritmo, en particular el término de az’y x. Una vez que se opera y se resuelve
el limite queda una ecuacién mucho mas sencilla.

1n<1— X —al ) ln(1+ X —al )
V(x) = lim Ao Va? +x% x2 412 3 Va? +x% x2 412
Lo 4TrE, va? +x? va? +x?

In <\/az-l-7x2 x| + X2>
+

VaZ + x% |x| — x?
Va2 + x?

+ K
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Luego de evaluar el limite se simplifica bastante mas la expresion dando:

1 (XVa2 + x2 +x2
Ao ava? +x? +a?
2me, VaZ + x2

Vx) = + K

(45)

Debemos notar que la funcidn obtenida es un cociente entre un logaritmo y un
polinomio de orden 1, esperamos entonces que converja a cero cuando x — o,y
de esta manera estamos en posicién de elegir potencial nulo en el infinito, asi la
constante se hace cero y tenemos una expresion un poco mas sencilla. Cabe
aclarar que este procedimiento no sélo lo hacemos para ahorrar el gran esfuerzo
de escribir una constante aditiva, sino también para mostrar que la convergencia
del potencial en infinito depende del tipo distribucién de carga, y que no
necesariamente el potencial siempre diverge si se trata de una cantidad de carga
infinita.

Calculo de E mediante la Ecuacién (10).

Los vectores r y r' ya han sido definidos cuando se hall6é V(x), también se dio
forma al diferencial de carga en funcidn de las variables primadas, ahora nos
resta usar esta informacioén para hallar E(x). Podemos iniciar por la componente
sencilla, aquella en y, la cual es nula debido a que buscamos el campo para todo
punto del eje x tnicamente (notar que el punto campo anula la componente).

E,(x) =0N/C

Ahora vamos a proceder con las dos restantes siguiendo por la componente en
2. Nuevamente abrimos la funcién |z’| para facilitar la integracion.

I L —z' dz’ 0 —z' dz’ 3
E,(x) = lim + = 0N/C

Lo 41, \ Jy (@ +2") (%2 +2'2)3/2 L(@—z)(x2 +12'2)3/2

Podemos resolver ambas integrales buscando las primitivas, aplicando la regla
de Barrow y luego resolviendo el limite, pero es es conveniente notar que se trata
de la integracién de funciones impares, por lo tanto ambas integrales sumadas
daran un valor nulo.

Finalmente nos queda para analizar la componente en %. Considerando la
complejidad del calculo, nos conviene realizar la integraciéon de ambos términos
por separado, llamando a la integral /; aquella entre O uy L, e |2 a la restante, (entre

-Ly0).

A L dz’ 0 dz’ A
E.(x) = lim oX (f z +f z >= limi(ll +1,)
0

Lo 41TE,, (a+z")(x2 +z'2)3/2 L@—2z)(x? +z'2)3/2 Lo 411g,,
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Analicemos primero la integral llamada /7 cuya primitiva es:

L
In ( a+7z >
I, = lim az’ + X7 n Vx2 + a?Vx? + 272 — az’ + x2
17 50 x2%(a% + XZ)JXZ + 72 (XZ 1+ a2)3/2

Resolviendo el limite queda:

a
L - a In(vVaZ + x2 —a) 1 In (1 /X2 + a2>
17 x2(a2 + x2) (a2 + x2)3/2 (x%2 +a?)|x| (x2+ a?2)3/2

Es el turno de la segunda integral, la lamada /2. Su primitiva es igual a la previa,
pero cambian algunos signos, por ello debemos tener especial cuidado en el
tratamiento matematico.

, 0
a—7Z
, ) ln( >
I, = lim az —Xx . \/X2+a2\/x2+z’2+az’+x2
2 L-o x2(a2 + XZ)W/XZ T 22 (x2 + a2)3/2

Resolviendo el limite queda:

a
L 1 In <—, /;z_l_az) N a In(VaZ +x2 — a)
27 x2+a?)|x|  (x2+a?)32 " x2(a? + x2) (a2 + x2)3/2

Agrupando ambos resultados se puede escribir el campo hallado para todo
punto del eje x, el cual posee una Unica componente:

E.(x) = Ao [ 1 (a X)]+ X | |x|Vx2 + a2 + x?2
XX C2me, Ix2 + a2 \x x| (x? + a2)3/2 . avx? + a%2 — a2
E,(x) =0N/C
E,(x) = 0N/C

Ahora que tenemos ambas funciones, tanto el potencial como el campo,
podriamos verificar que la Unica componente no nula de E se puede se obtenida
mediante la derivacién de V (x). Con el objetivo de simplificar un poco la notacion,
lamaremos C a la constante que involucra a la densidad de carga y
permeabilidad del vacio,C =1,/ 2 m ¢,.
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dV(x) d [ C | <|X|\/a2 +x2 + x2> N Kl

— —_— — — n

dx dx[vaz +x2 \ava?+x2 + a2

Los siguientes pasos son arduos, pero tienen como objetivo guiarnos para

verificar el calculo, ya que esta distribucion de carga posee una expresion un
tanto mdas complicado que las previas.

2 ax(xvx? + a? + x? 21 x2 2

(X_+./—Xz+az+2X_ (xv ) ) (Vx4 P

1dV(x)  \vx*+a? \/X2+az(a\/X2+a2—az) ava? + x% —a?
C dx Vx% + a2(xVx2 + a% + x2) (x2 +a2)3/2

=

1dV(®)  (x® +x2+a%+2xvx2 +a?)(Vx% + a2 —a) — x(xVx2 + a2 + x?)
C dx (VxZ +aZ — a)(x% + a?) (xVxZ + a2 + x2)
<In <\/mx + x2>
ava? + x2 — a2

(x2 + a2)3/2

Va? + x2x + x2
1dV(x) (x*+a®-— 2ax)Vx? + a2 — a3 — 2x%a — x3 + 2xa? + 2x3 xIn (m)
T C dx x(VXZ + a2 — a)(x2 + a2)(VxZ + a2 + x) + (x2 + a2)3/2
Va? + x2x + x2
1dV(x) (x—a)z‘/m+(x—a)(x2—ax+az) +Xln(m>
¢ dx x(x? +a?) ((X —a)Vx? +a?+x%+a? - ax) (x2 + a2)3/2

Reemplazando la constante C por sus parametros originales, y agrupando los
ultimos términos que simplifican la expresion permiten verificar la igualdad entre
el gradiente del potencial y el campo, Ecuacion (28). Ello prueba que el potencial
puede ser hallado mediante la integracion de la carga, Ecuacion (25) para esta
distribucion no acotada en extension y con carga infinita.

<In Va? + x2x + x2
dvix) A, x—a ava® + x? —a?
dx — 2mg, | x(x% +a2) (x2 +a2)3/2

:EX

Resumen de los casos de estudio de distribuciones infinitas

A lo largo de la ultima seccion del presente capitulo, analizamos multiples casos
de estudio involucrando distribuciones lineales. El objetivo fue mostrar la validez
de la Ecuacion (25) que generalmente es incomprendida y escasamente
empleada. Se puede notar que la validez de la ecuacién dependié en definitiva
del integrando, es decir, de la relacion A(r')/ |r —r'|, dado que todas las
distribuciones estudiadas han sido de extension no acotada, y algunas con
cantidades de carga infinita. El lector encontrard mas abajo un cuadro con todos
los casos de estudio analizados a modo de resumen. En el mismo, se muestra
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claramente que la funciéon potencial podra ser obtenida para algunas
distribuciones no acotadas. En caso de que ello ocurra, entonces fue posible
intercambiar los operadores integral y nabla durante el procedimiento para llegar
a la Ecuacion (25). No obstante, quizas sea de mayor utilidad encontrar un
criterio para decidir si es la ecuacion es valida, obviamente sin necesidad de
resolver la integral y salvar el limite. Por suerte existe dicho criterio, y es que el
campo electrostatico debe ser una funcidon que caiga mas rapido que 1/r cuando
r — oo, Es conveniente tener este criterio presente, pero el origen puede
explicarse mediante la aplicacién de las identidades de Green para V(r) y E(r).
En el Capitulo Ecuacion de Maxwell se presenta un breve resumen de este
estudio®.

Resumen

El potencial electrostatico V (r), es una funcidon matematica que se relaciona con
el campo electrostatico debido a que éste ultimo es irrotacional. Es importante
mencionar que resulta ser una magnitud relativa a una referencia, entonces al
reportarla se debera acompafiar del valor de referencia. Por supuesto que suele
ser mas habitual mencionar la diferencia de potencial electrostatico AV como
magnitud de interés, de hecho, hasta se usa en objetos comerciales como pilas
o baterias. No se debe perder de vista que la funcion potencial es igual al trabajo
por unidad de carga. Ello se debe a que la funciéon V(r) es una magnitud
fundamental y no una mera herramienta matematica para hallar campos
electrostaticos. De hecho, hasta es habitual referirnos al concepto de potencial
o diferencia de potencial en otras ramas de la ciencia, muy comun en Quimica,
por ejemplo.

La utilidad de la funcién potencial, o su diferencia, estard determinada por el
objetivo buscado, entre ellos el calculo del campo, determinar la energia de una
configuracion, conocer hacia donde evolucionara una distribucion de carga que
puede moverse, u otros que escapan el objetivo de este texto.

Finalmente, no hay que perder de vista que la definicion V(r) a través de la
integral de la carga, debe ser empelada con cuidado, mientras que su calculo a
partir de la circulacion de E es genera no tiene mayores inconvenientes, pero
debemos conocer previamente la ecuacion de campo electrostatico.

2 Se recomienda revisar el primer capitulo del libro de J. Jackson, titulado Classical Electrodynamics.
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Tabla 2: Resumen de la funcionalidad de V para distintas distribuciones lineales de

carga.
Clase de distribucién lineal de Densidad de | Convergencia de
extensién no acotada carga la Ecuacion (24)
Discreta uniforme e infinita % No
Discreta no uniforme e infinita Ak Si
k2ar
Continua uniforme e infinita A No
Continua no uniformey finita A Si
y @2 +22)
. ) . Ao )
Continua no uniforme e infinita — Si
@+ z'])
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Capitulo 5

Conductores en equilibrio electrostatico

Introduccion

En este capitulo se definen como conductores a aquellos materiales que
permiten el libre desplazamiento de las cargas por si mismos. Tipicamente, los
conductores suelen ser metales, aunque ademas existen otros como las
soluciones de electrolitos y los gases ionizados que comparten la espectacular
movilidad de carga.

Michael Faraday realiz6é un experimento alrededor del 1836 en el que empled6 una
jaula metalica para demostrar que el campo electrostatico era nulo en el interior
de la misma. El mismo ingresé con un electroscopio y no hallé presencia de
campo a pesar de que el exterior se encontraba sometido a continuas descargas
eléctricas. Actualmente podemos explicar este fenédmeno debido a que los
conductores poseen tanta carga positiva como negativa en su composicion, las
cuales se encuentran sometidas a una fuerza eléctrica por accién del campo
externo. Dado que las cargas pueden moverse libremente en el conductor,
entonces se acomodan de manera tal compensar el campo externo, y asi la
fuerza resultante sobre cada una de ellas resulta nula. Este dispositivo se conoce
actualmente como Jaula de Faraday, y se suele emplear para obtener regiones
del espacio libres de campos electrostaticos, por lo tanto, también es conocida
como blindaje electrostatico. El estado final implica necesariamente que el
campo en cada lugar donde se encuentran las cargas debe ser nulo, o de lo
contrario continuaria el movimiento, pero

como las cargas pueden estar ubicadas en cualquier lugar, ello implica que, en
cada punto del conductor se tiene un campo nulo. Como consecuencia las lineas
de campo deben necesariamente ser normales al conductor, ya que una
componente tangencial neta significaria la presencia de E, generando una fuerza
sobre una carga y nuevamente un movimiento, algo que no ocurre en equilibrio®°.
A partir de este analisis podemos concluir que, si todas las lineas de campo son
perpendiculares al cuerpo, entonces la superficie del conductor debe ser una
equipotencial por definicion. De hecho, como no hay campo alguno en esa region
del espacio que llamamos interior del conductor, el potencial debe ser el mismo
que en la superficie, ya que E = —VV. En resumidas cuentas, podemos decir lo
siguiente:

Los materiales conductores no poseen campo en su interior en
condiciones electrostaticas (donde por interior se entiende dentro de la
materia conductora o de una cavidad vacia).

30 Debemos tener en cuenta que estamos desestimando las fuerzas internas de los materiales que permiten
mantener cohesionados sus moléculas, las cuales son de naturaleza eléctrica.
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La carga en exceso de los conductores migra a la superficie alcanzando
el equilibrio eléctrico luego de un tiempo determinado, generalmente muy
breve.

Un conductor es un volumen equipotencial, es decir las lineas de campo
son siempre normales a la superficie del mismo y no hay lineas
tangenciales a la superficie, o de lo contrario las cargas en la superficie
sentirian un campo que las moveria nuevamente.

Analisis del comportamiento de los conductores aislados en
condiciones electrostaticas

Conductor aislado con una cavidad

¢Como se distribuye la carga en un conductor con una cavidad que se encuentra
cargado y aislado? En este caso aislado hace referencia no sélo a que se
encuentre sin conexiones fisicas sino también a que no haya ningun campo
externo presente. Imaginemos un sélido con una unica cavidad. Si se toma una
superficie de Gauss dentro del conductor, que encierre la cavidad, el flujo sera
cero dado que el campo electrostatico es nulo (es el mismo fendmeno que
discutimos previamente analizando la jaula de Faraday). Por lo tanto, la carga
neta encerrada por la superficie de Gauss debe ser nula.

Para satisfacer la conclusién al cual arribamos hay dos posibilidades, o bien hay
tanta carga positiva como negativa, o bien no hay carga alguna como se presenta
en la Figura 39.

E=0 *

—+

Fig. 39. Andlisis de un conductor cargado en superficie con una cavidad.

Se descarta que el conductor no posee carga neta en su cara interna mediante la
aplicacion de ley de Gauss con una superficie cerrada S, bajo la consideracién que la
carga encerrada debe ser nula dado que se cumple E = 0 N/C en el cuerpo.
Posteriormente, empleando una circulacion cerrada C, se deduce que el tramo de la
misma realizada en el vacio es debe ser nulo, indicando necesariamente que el campo
es nulo en la cavidad, o de lo contrario existiria carga neta en contraposicion con la
conclusion previa.

Se toma un camino cerrado que atraviese parte del conductor y luego parte de
la cavidad.

ng-dl=0V
C
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Dentro del conductor el campo es nulo y por lo tanto esta contribucion a la
circulacion sera cero.

f E-dl+.f E-dl=0V
cond cavidad

Entonces el tramo de circulacién dentro de la cavidad también debe ser cero.
Para que ello ocurra debemos analizar dos posibilidades, una donde exista
campo (y por lo tanto carga en la superficie de la superficie de la cavidad) y otra
donde necesariamente E sea nulo.

0V+f E-dl=0V
cavidad

Si existiese campo dentro de la cavidad, éste debe aumentar y luego disminuir a
lo largo del camino adoptado, de manera que se compensasen ambas partes.
Sin embargo, esto solo es posible si la carga a ambos lados de la cavidad tiene
el mismo signo. Por ejemplo, si nos alejamos de una densidad positiva, el
potencial disminuira, y si luego nos acercamos a otra positiva aumentara
nuevamente (nunca podria ocurrir que hubiera cargas de signos opuestos,
porque el cambio de potencial seria mondtono ni tampoco seria posible que
estén en equilibrio electrostatico). Entonces sélo puede ser que existieran carga
de igual signo, pero ello discrepa totalmente de la hipdtesis inicial, que la
superficie de la cavidad estaba descargada. Por lo tanto, E es nulo en todo punto
de la circulacion.

Ecavidaa = ON/C

¢Qué ocurre si sometemos un conductor con una cavidad a un campo externo?
Este es el marco del experimento disefado por Michael Faraday que discutimos
previamente y que estuvimos explicando. En la Figura 40 se presenta de manera
esquematica la forma que adoptan las lineas de campo en las cercanias de un
conductor neutro sometido a un E externo.

= =

e e -
= — +—— =
— - + —

Fig. 40. Un campo electrostatico externo incide sobre un conductor eléctricamente
neutro desplazando carga hacia su superficie. La carga inducida se posiciona de manera
tal que compensa el campo externo dando un E nulo en su interior, incluyendo la
cavidad.
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CAMPO EN LA SUPERFICIE INMEDIATA DE UN CONDUCTOR

Previamente analizamos en detalle el comportamiento de un conductor en
condiciones electrostaticas, ahora vamos a calcular la intensidad del campo en
las inmediaciones de su superficie. Para ello se adopta una superficie de Gauss
suficientemente pequefia como para considerar que la densidad de carga dentro
de la misma sea uniforme. En particular vamos a tomar una superficie con forma
de cilindro, ubicada con una de sus caras paralela al vector normal de la
superficie del conductor, ver Figura 41.

[[6 ass [[ 5 s [[ -as= [[Sas
s1 lat s2 s€o

La superficie Siat no concatena lineas de campo, ni tampoco lo hace la Sz debido
aqueE = ON/C en elinterior del cuerpo. Si hacemos colapsar la superficie sobre
el conductor, entonces la carga encerrada sera igual al producto ¢4, siendo A el
area de la superficie de la cara.

o o
[[e = [[Z o=
s1 s €o €o

Figura 41: Calculo del campo en las inmediaciones de la superficie de un
conductor. Notar que las lineas de E deben ser normales a la misma y que la superficie
de Gauss adoptada es pequena con el objetivo que la densidad de carga en su interior

pueda ser considerada uniforme.

Por otro lado, el flujo de campo resulta igual a E A, entonces el médulo del
campo en las inmediaciones del cuerpo conductor es:

oA
E0

EA

Recordemos que la ley de Gauss s6lo nos permite conocer el modulo, si
qgueremos conocer la funcién vectorial necesitamos darle direccion y sentido de
acuerdo a nuestro conocimiento previo de la configuracion. En este caso
sabemos que el campo electrostatico es normal a la superficie del material
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conductor en las inmediaciones del mismo. Por simplicidad notaremos con 7 a
dicho versor.

(46)
Casos de estudio de arreglos de conductores aislados

Caso de estudio 24. Un arreglo de planos infinitos cargados.

Un plano conductor aislado con dos de sus dimensiones mucho mayores que la
tercera se encuentra inicialmente sin exceso de carga. A una distancia pequenfa,
notada con d, se encuentra otro plano de similares caracteristicas cargado con
una densidad uniforme o.. Calcular la carga inducida en cada cara del plano
conductor.

Objetivo. Distinguir las diferencias entre dos configuraciones de igual geometria
con carga soportada sobre distinto tipo de materia, siendo una de ellas un material
conductor. Notar que para este ultimo tipo de materiales se requieren determinar
previamente las densidades de carga para luego realizar al calculo de campo para
todo el espacio.
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Fig. 42. Un plano conductor infinito posee carga inicial nula y densidades inducidas o, y
0,. Cerca de dicho plano se encuentra otro cargado con una densidad o..

Como en todo problema a analizar lo que se debe considerar en su inicio son las
hipotesis simplificadoras. Por las caracteristicas del plano conductor se esta en
condiciones de emplear el modelo de simetria plana infinita ya que dos de las
dimensiones de cada plano son mucho mayores que la tercera3’. Ademas, los
planos se encuentran a una distancia entre si que se puede asumir pequefia en
comparacién con las aristas de los mismos. Una diferencia sustancial en este
caso de estudio que involucra un material conductor es que contamos con

31 Una regla alternativa es que la raiz cuadrada de la superficie debe ser mucho mayor que el espesor del
plano, pero si tratamos un rectangulo de lados muy distintos seria discutible la aproximacion.
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informacion del campo en su interior y bajo esta consideraciéon no podemos
desestimar el espesor. Por lo tanto, podemos argumentar que nuestro conductor
estara formado por seis caras planas, donde dos de ellas poseen una superficie
mayor a las cuatro restantes (o sea las cuatro laterales).

Cuando se somete un conductor a un campo externo, en este caso generado por
el plano cargado con oo, se espera que aparezca carga inducida sus superficies
de manera tal que se anule E dentro del material conductor. Considerando la
geometria del conductor, el cual tiene dos caras de gran area, se puede
desestimar la cantidad de carga alojada en las cuatro caras laterales. En
resumen, trataremos el problema como si hubiera dos densidades en el plano
conductor, éstas seran llamadas o1 y 02. Dado que son desconocidas en
principio, debemos contar con dos ecuaciones para determinarlas. EL problema
nos indica que inicialmente el conductor estaba descargado, de modo que la
suma de las cargas sera siempre igual a cero coulomb. Notar que ademas se
cumple que las densidades de carga sumadas son cero, dado que la superficie
de ambas caras es la misma. Este concepto es el principio de conservacién de
la carga, el cual establece que la carga no se crea ni se destruye.

Q;+Q,=0,;A + 0,A = 0C/m?

La segunda ecuacién que buscaremos es inherente a los conductores en
equilibrio electrostatico, sabemos que el campo electrostatico es nulo en su
interior pero para ello necesitamos dar con el campo total. Este es buen
momento para recordar que se esta operando con magnitudes vectoriales y por
lo tanto es necesario un sistema de referencia. Se asumira que el plano con o2
se encuentra en el origen del eje z. Para operar de manera mas sencilla, se
reescribe la configuracion original como un arreglo de tres planos con carga,
recordando que conocemos el E correspondiente a esta configuracion, Ecuacion
(23). Aplicaremos el principio de superposiciéon, sumando las contribuciones
parciales de cada plano. Por simplicidad vamos a asumir que todos los planos
tienen carga positiva debido a que resulta mucho mas intuitivo sumar los
campos cuando se aplica el principio de superposicion.

Oy [} Oz
Ei=01/2¢, Ei=0y/25,
Eizﬂiszo E1 1 1.JIII 1 1."III
o TE— —_—
E—=o. 25, E—=g4/ e,
E=042%, Es il of S =0/ :
N £z E.=c,/2¢
Eo: = ' =, o
E.=0./2¢, E, ey el %
E=D

L

Fig. 43. Detalle de las contribuciones parciales al campo electrostatico en las
inmediaciones de los planos cargados (el espesor de los planos fue exagerado para
poder graficar las contribuciones parciales).
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En particular, sumando las contribuciones dentro del plano conductor:

~_ 01 . 02 O .
ON/CZ=—Z+—(-2)+— (-
/2 ZSOZ 280( 2) 2¢g, 2)

A partir de las dos ecuaciones previas se pueden obtener las densidades de
carga.

60
01=_
2
0-0
0, = ——
z 2

En futuros casos de estudio se buscara conocer el campo para todo el espacio,
el lector puede hacerlo para el caso de estudio actual si lo desea.

Caso de estudio 25. Simetria plana infinita otra vez.

Dos planos conductores cargados, de aristas mucho mas grandes que la distancia
entre ellos (e iguales dimensiones), se encuentran enfrentados como se muestra
en la Figura 44. Hallar la distribucion de cargas si poseen originalmente Qa y Qo
respectivamente. Analiza el caso particular en el cual las cargas iniciales son
iguales en modulo pero con signo opuestos, para este caso hallar el campo para
todo el espacio.

Objetivo. Emplear el método del caso de estudio previo a uno mas complejo, en
particular este arreglo es muy frecuente en problemas de electricidad. Analizar la
solucion particular de este caso de estudio para cargas iniciales iguales y
opuestas para relacionarlo con futuros conceptos como el de capacitores.
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Fig. 44. Dos conductores planos paralelos infinitos drea A con carga inicial no nula.

Retomemos el ejemplo anterior pero un poco mas complejo esta vez. La
configuracién actual es una clasica que veremos reiteradas veces en
electrostatica, dos conductores enfrentados. Las cargas de ambos se
distribuiran de manera tal que los campos dentro de los mismos sean nulos. Ello
implica que necesitamos conocer las distribuciones antes de obtener los
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campos para todo punto del espacio. Para tal fin separaremos la configuracién
en cuatro planos con densidad de carga superficial uniforme generando 5
regiones distintas, donde dos de ella imponen la condicién E = ON/C.

También sabemos que la carga de cada conductor se distribuird en sus dos
caras mayores, lo que nos otorga dos ecuaciones de conservacion de carga
adicionales. Nuevamente asumiremos en todos los casos densidades de carga
positivas y superpondremos los campos para todas las regiones tal como lo
ilustra la Figura 45. Notar que volvimos a adoptar un eje de coordenadas para
escribir la superposicion adecuadamente.

(O] o2 O3 O4
[E=0 N/C E=0 N/(]

z

Fig. 45. Esquema de la superposicién de los campos en todo el espacio asumiendo densidades
positivas.

Las ecuaciones de conservacion de carga:
01 A + 02 A = Qa
0_3 A + 04_ A = Qb

Por otro lado, la superposiciéon de campos dentro de los conductores conduce
a:

01 . C> A O3 A O4 A A

— — (- — (- —(-Z) =0N/C

280z+280( Z)+2€0( z)+280( Z) /C 2
Oy 225 B 2t =0N/C 2
Zsoz Zsoz 2¢, 2¢,

La solucién al sistema lineal permite observar que las cargas en las placas
enfrentadas son iguales y opuestas. Esta es una observacién que podriamos
haber hecho sin resolver el sistema de ecuaciones, bastaba con tomar un cilindro
como superficie de Gauss extendiéndose de un plano a otro, situando sus caras
dentro de los conductores. De esta manera, el campo en ambas caras es nulo y
por lo tanto también su flujo a través de las mismas. Dado que ademas no hay
flujo por la cara lateral de la superficie de Gauss, entonces el flujo total resulta
nulo, y por ende también lo es |la carga encerrada, ver Figura 46. Ello sugiere que
las densidades de cargas o2 y 03 de deben ser iguales y opuestas.
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(o] (0)) O3 O4
< [ >
E=0 N/C E=0 N/C &
-~
4

Fig. 46. La superficie de Gauss elegida posee flujo nulo, debido a que sus tapas se
encuentran dentro de conductores y no hay flujo a través de la superficie lateral. De esta
manera se encuentra que la carga total encerrada es nula, indicando que los planos
fueron cargados con valores iguales y opuestos.

p :Qa+Qb
1 2A
_Qa_Qb

2= 7oA
__Qa+Qb

93T 7oA

o :Qa+Qb
4 2A

Ahora veamos qué ocurre cuando Qa = Q = -Qp. Al reemplazar en las ecuaciones
de arriba, vemos que las densidades de carga alojadas en las caras de las dos
placas exteriores se hacen cero, (la totalidad de la carga se encuentra en las
caras enfrentadas).

A
01 =5 (Qa+ Q) = 0C/m?

A Q
GZZE(Qa_Qb) :K
A Q
03 =5 (Qa+ Q) = -7
A
G4=E(Qa+Qb) = 0C/m?

Una configuracion donde se cumple que dos conductores enfrentados poseen la
misma carga igual pero de signo opuesto (y ademdas campo nulo fuera la
configuracién), se llama Capacitor, un concepto que veremos en breve. El campo
entre placas es la suma de los campos de ambos conductores, que en este caso
resultan ser aditivos ya que ambos planos generan lineas de campo con el
mismo sentido.

Q/(Ag,) 2 entre los planos

ON/C 2 enotrocaso

E(2) ={
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Como corolario de este caso de estudio se debe mencionar que existe un error
muy comun el cual es poco conocido. El error proviene de emplear una superficie
de Gauss en un unico plano cargado, donde se sume que basta el mencionar que
dicho plano es un conductor para considerar la redistribucion de cargas, ver
Figura 47.

E1=0,/2¢
—

E 2;0"1“‘2 £
=223

E3=03/2¢
AN €

<113 Ecoie
S e —

E=0 N/C E=oN/d|

-~
z
Fig. 47. La superficie de Gauss elegida posee flujo nulo en la cara
dentro conductor, y en la superficie lateral. El campo produce flujo unicamente a través
de la superficie 2.

La superficie dentro del conductor no aporta flujo debido a que el campo es nulo
dentro. La superficie lateral tampoco aporta al flujo de campo porque E L ds. Por
lo tanto, el flujo sdlo existe a través de la superficie 2.

#;E-ds=f.£2E-ds=ffG;:S

0S

80
o
E=— MAL

Debemos observar que este es el valor genérico al cual arribamos anteriormente
como resultado de nuestro extenso analisis, pero no todo lo que brilla es oro. De
hecho, existen dos grandes inconvenientes con ese resultado, el primero es que
no sabemos cudnto vale o en funcién de los datos iniciales (justamente esto es
aquello que asegura la confusién), y el segundo, es que el valor del campo es
independiente de la presencia del segundo plano, jde hecho nunca nos import6
en este calculo! Esta ultima aseveracion es sencilla de probar, basta con iniciar
desde cero un caso de estudio en el cual exista unicamente un plano cargado.
Como conclusion se puede mencionar que no basta con asumir que el plano es
un conductor y por ende la superficie de Gauss posee flujo nulo en una tapa, es
necesario aplicar el principio de superposicion, dado que el segundo plano
también afecta a la distribucion de carga del conductor.
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Caso de estudio 26. Simetria cilindrica infinita.

Sea un conductor cilindrico macizo de radio R; cargado con Qm. Concéntrico a éste
se encuentra una envolvente cilindrica conductora, de radios Rz y R3 cargada con
Q.. Se puede considerar que la longitud de los cilindros es mucho mayor que los
respectivos radios. Determinar la distribucion de carga de la configuracion, a partir
de ésta obtener el campo para todo punto del espacio, y posteriormente la funcion
potencial electrostatico adoptando una referencia adecuada.

Objetivo. Vincular el calculo de campo y potencial electrostatico en conductores.
Analizar el caso de una simetria cilindrica y la imposibilidad de la eleccion del
potencial de referencia en infinito. Recordemos que un arreglo de conductores
demanda conocer la distribucion de carga previo a cualquier calculo.

Q.
Qn,

Fig. 48. Esquema de dos cilindros
conductores cargados concéntricos.

Considerando que el material de la configuracion es conductor, entonces la
carga se distribuira de manera tal que el campo sea nulo dentro de cada pieza
de material, y como consecuencia el potencial sera unico en su volumen. Sin
embargo, no conocemos la distribucién de cargas, por lo tanto, sera nuestra
prioridad.

1. Determinacién de la distribucién de carga.

Debemos notar que se encuentra implicita la idea de pensar esta distribucion
como una configuracion con simetria cilindrica infinita, ya que la longitud es
mucho mayor que los radios. Ello sugiere que la carga de los conductores no
podra concentrarse en ninguna altura en particular debido a que el cilindro es
infinito. A su vez es se asume que es perfectamente liso, y como posee simetria
de rotacion, no podra haber distinta cantidad de carga para distintos angulos.
Todo ello implica que la geometria y el tipo de material condicionan la
distribucion de carga y esto a su vez por supuesto el campo generado. A
continuacion se detallaran las hipotesis bajo las cuales analizaremos el caso de
estudio.
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El conductor macizo sélo tiene una superficie mayor. Las secciones
extremas no se consideran ya que su area es muy pequefia en
comparacion con la envolvente lateral y por lo tanto la gran mayoria de la
carga se alojara en ella. La envolvente conductora se ha colocado de
manera tal que se respete la simetria cilindrica (podrian estar alabeada o
torcida), por ende, es l6gico asumir que la carga en el cilindro macizo se
mantiene distribuida de manera uniforme en dicha superficie luego de
armar la configuracion. Esta densidad se llamara o1.

La envolvente a diferencia del cilindro macizo tiene dos superficies
mayores (una internay otra externa), en las cuales se estableceran o2 y o3.
Sabemos que la contribucién de ambas debera dar la carga Qe original ya
que dicho conductor se encuentra aislado de cualquier otro cuerpo para
intercambiar carga.

Si se toma una superficie gaussiana dentro de la envolvente cilindrica se
sabe que el flujo a través de ella serd nulo32. Entonces, toda la carga
encerrada sera cero, que es la suma de aquellas ubicadas sobre el
conductor macizo y la cara interior de la envolvente. Ello implica que la
carga alojada en las caras de los conductores que estan enfrentadas
iguales y opuestas.

El primer y segundo items corresponden a aplicar la conservacion de carga en
cada conductor. Por otro lado, el tercer item resulta de aplicar la ley de Gauss
dentro de un conductor, region donde se conoce el campo y es posible hallar
alguna condicién sobre la carga. A continuacion, se resumen las ecuaciones en
funcién de las cargas originales con el objetivo de hallar las nuevas para el
estado que corresponde a la configuracion ya armada.

Ecuacion de conservacion de carga en el conductor macizo:

0121TR1L=Qm

Ecuacion de conservacién de carga en la envolvente conductora:

0221TR2L + 0_321TR3L=Qe

Uso de la ley de Gauss en la envolvente conductora:

Qu +0,2TR,L=0C

Resolviendo el sistema se obtienen las tres densidades de carga buscadas.
Ahora sera posible hallar el campo electrostatico.

Qm

o1 =——"—

21R, L

32 Recordemos que el campo dentro de un conductor en condiciones estaticas siempre es

CETo
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P _Qm
27 2mR, L
5 _Qn+ Qe
7 2mR;L

2. Calculo del campo electrostatico mediante le ley de Gauss.

Se adoptaran distintas superficies de Gauss, todas ellas cilindricas y
concéntricas con la configuracioén, para abarcar la totalidad de las regiones del
espacio. Recordemos que hay cuatro bien diferenciadas, y dos de ellas
corresponden al interior de los conductores, en las cuales el campo es nulo. Por
comodidad se iniciara desde el centro de la configuracién, donde intuitivamente
colocamos el sistema de referencia para medir las distancias. Si r < R se sabe
que el campo es nulo, por lo tanto, esta region no trae aparejado ninguna
dificultad.

E=0N/C

Si R; < r < R,, existe cierta cantidad de carga encerrada por la superficie de
Gauss, entonces existira un flujo no nulo y podremos obtener el campo por

medio de esta ley.
#E - ds = Hol/sods
S S

Debido a que elegimos una superficie cilindrica y el campo posee Unicamente
componente radial, entonces el producto escalar se convierte en producto de
maodulo, y por lo tanto la integral es el producto entre E, y el area de la superficie
lateral®3.

0, 2mR; h
8O

E2ntrh =

Despejando el valor del moédulo del campo queda:

o1Ry

€T
Se repite el analisis para la regién comprendida entre R, < r < R3, pero el
resultado es sencillo, el campo es nulo dado que se trata del interior de un
material conductor.

E=0N/C

33 Se omiten los detalles de la eleccion de la superficie de Gauss debido a la geometria de la configuracion,
y a la distribucién de carga uniforme, para ello se puede consultar el Capitulo Ley de Gauss para el campo
electrostatico.
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Finalmente, para la ultima de las regiones r > R5, el calculo del flujo de E no
presenta cambios respecto de las instancias previas, pero la carga encerrada
se distribuye en tres superficies distintas:

#SE . ds=ﬂ;01/£ods +J:]-O'2/Eods +J:]-03/eods=>

03 2R3 h
E2Znrh=——=
80

ozR
p= 2303

€T

En la ultima ecuacion se encierra la totalidad de la carga de la configuracion, Qm
y Qe. Se prefiridé dejar expresado el resultado en funcién de las densidades de
carga para que sea coherente con los pasos previos®. El resultado entonces:

ON/CT sir <Ry
E(r) = o1R /e, T SiRy <1 <R,
ON/C7T siR, <1r <R,
03R3/e,r T SIR; <71

Observar que el campo en el exterior de la configuracion es igual a aquél
generado por un cilindro dispuesto en el origen con una carga total igual a Qm
+Qe. Lo mismo ocurriria si se tratase de una configuracion esférica, en la que el
campo fuera de la configuracidon es equivalente al generado por una carga
puntual de igual médulo colocada en el centro de la configuracion. Este es un
resultado de importancia que debe ser tenido en consideracion.

3. Calculo del potencial electrostatico por circulacion de E.

Calculemos ahora el potencial electrostatico respecto de una referencia
arbitraria. Aprendimos de la ultima seccion del capitulo previo que, para una
configuracién en la cual que E decae con la inversa de la distancia, era
conveniente realizar el calculo de la funcion potencial electrostatico mediante la
circulacion de campo. También mostramos que la referencia debia ser elegida
en un punto a una distancia finita de la configuracién, ya que no podiamos elegir
un punto en infinito. Tomemos por ejemplo una referencia fuera de la
configuracién, a una distancia 2R3, y que ademas valga 1 V. A partir de nuestras
elecciones debemos hallar la funcién potencial para cada region del espacio,
sabiendo que daremos con una funcion partida tal como resultd ser E.
Recordemos que la funcién potencial es continua por lo tanto debemos verificar
las expresiones obtenidas al final del procedimiento.

34 Dado que se trata de un cilindro infinito, la relacion entre longitud y drea resulta ser una constante, y si
la carga se encuentra uniformemente distribuida, se cumplird que la relacion entre densidades superficial
y lineal también es la misma constante.
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Vamos a circular el campo electrostatico desde la referencia, a todo puno fuera
de la configuracién. Ello implica que estaremos trabajando en una unica region,
entonces solo tendremos una expresion para E. Luego iremos trabajando en
otras regiones hasta halar V() en todo el espacio. Una consideracion previa al
calculo es que al alejarnos de la referencia y atravesar regiones, siempre
tendremos que conocer el campo en la regién previa, por lo tanto V(r) se
construye de forma secuencial. Empecemos por la regién en la cual se
encuentran la referencia, es decir en todo punto que cumple r > R;:

r r R
V(r)—V(ref)z—f E-dl:—f %558 4r =
2

2R3 Ry ol

o3zR 2R
V() = Z 3ln(T3>+ 1V

(0]

Conocida la funcién para esta regidn, calcularemos el potencial para la siguiente,
R, < r < R3, sabiendo de antemano que el potencial sera uniforme por tratarse
de un conductor.

R3 r R3 R r
v(r)—v(ref)z—f E-dl—f E-dl:—f ik 3dr—f 0dr =
2

2R3 R, Ry ol R,
o3R 2R
V(r) = > S 1n (—3) + 1V
€o R3

En la siguiente region, R, < r < R,, se espera que el potencial sea una funcion
del espacio a diferencia de la previa, por lo tanto, obtendremos una funcionalidad
con r para el potencial.

V(r)—V(ref)=—fR3E-dl—fR2E-dl—frE-dl:>

o0-2R 2R o.R R
V() == 31n(—3>+0+ E 1ln(—2)+1V
R, o r

Finalmente, para la region donde se cumple r < R;, se espera un potencial
uniforme dado que corresponde a un conductor.

R3 RZ Rl r
V(r)—V(ref)=—f E-dl—f E-dl—f E-dl—fE-dl

2R3 R3 R, R,

o:z:R 2R o.R R
V(r) = = 3ln(—3)+0+ ! 1ln(—2)+ov+1v
€ R3 €o Rl

Entonces la expresion del potencial finalmente queda:
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(o3R3/e,) In(2) + (01R1/€,) IN(Ry/Ry) + 1V sir < Ry
(o3R3/g,) In(2) + (01R1 /o) IN(R,/T) + 1V siR; <1 <R,
(03R3/e,) In(2) +1VsiR, <r <Rj
(03R3/€,) IN(2R3/r) + 1V siR; <r

V(r) =

Conexion entre conductores

Los materiales conductores en condiciones electrostaticas poseen un unico
valor de potencial en todo su volumen. Si dos conductores se ponen en contacto,
o se unen por medio de un tercero, como resultado se tendra una rapida
migracion de la carga de un material a otro hasta que todo el sistema tenga un
valor nuevo y unico de potencial. Generalmente se considera que el conductor
que produce el contacto fisico con los restantes es un cable muy pequefio que
no perturba la configuracion original ni retiene una cantidad de carga
considerable cuando se llega al estado final. En resumen, una vez que cesa el
movimiento de la carga se cumple:

El campo dentro de cada cuerpo conductor es nulo.
El potencial es el mismo en todos los cuerpos unidos.

En muchas ocasiones se suelen hacer conexiones entre cuerpos para igualar
potenciales y evitar descargas eléctricas a través del aire humedo. Estas
descargas son el movimiento de electrones para igualar potenciales. Cuando
involucran bajas cantidades de energia son conocidas como chispas, como
aquellas que se manifiestan en el encendido eléctrico de una hornalla o
quemador. En el caso de involucrar una cantidad enorme de energia estamos en
presencia de un rayo como el que ocurre desde una nube a un pararrayos u otro
objetos>.

Otro elemento usualmente hallado en la conexion entre conductores ademas de
un cable conductor, son las fuentes de diferencia de potencial o cominmente
pilas (algunas veces se también llamadas fuentes de tensidn eléctrica o voltaje).
En la vida cotidiana estamos acostumbrados a usar pilas o baterias para proveer
de energia a diversos aparatos electrénicos y se grafican como en la Figura 50.

L |
Fig. 50. Ambas figuras representan una pila, bateria o fuente de tension constante. El

extremo o borne mas largo es el borne positivo o de mayor potencial, mientras que el
borne corto y mas grueso es el borne negativo o de menor potencial.

35 Se recomienda revisar el capitulo “Electricidad en la atmdsfera” del libro Lecturas de Feynman Volumen
2.
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Estos elementos en su condicion ideal poseen una diferencia de potencial entre
sus extremos considerada constante (abreviada ddp). Es decir que, si
conectamos una pila o bateria mediante un conductor a otros dos cuerpos, no
tendremos un unico potencial, sino ahora una diferencia determinada por este
dispositivo. Fisicamente lo que ocurre es el desplazamiento de carga de un
sélido a otro hasta que la diferencia de potencial sea la fijada por la pila. En esta
instancia es posible quitarla, y la diferencia de potencial se mantendra en el valor
fijado.

Entones, el estudio de las fuentes de diferencia de potencial ideales (o de
potencia infinita) se puede resumir como sigue:

El campo dentro de una pila o fuente no es de origen puramente
electrostatico, pero se define una ddp entre los extremos del elemento.

El dispositivo se caracteriza por poseer una ddp constante e
independiente de la configuracion a la cual se conecte.

La fuente tiene como proposito el movimiento de cargas entre los
conductores de la configuracién hasta imponer entre ellos su ddp
caracteristica.

Cabe aclarar que las pilas, celdas galvanicas, y baterias de litio sélo se
comportan como ideales cuando se les demanda muy poca potencia, es decir
cuando deben mover muy poca carga. Mas adelante, en los capitulos de
Circuitos de corriente continua, y Respuesta transitoria de circuitos simples,
veremos en detalle lo que ocurre dentro de las fuentes de ddp.

Caso de estudio 27. Dos conductores en equilibrio electrostatico

Dos esferas conductoras de radios R1 y Ry, tienen originalmente dos respectivas
cargas Qi1 y Q2. Se encuentran separadas una distancia L mucho mayor que los
radios de las esferas, y posteriormente se conectan por un pequefio cable
conductor. Hallar la carga final en cada esfera luego de que se alcanza el equilibrio.

Objetivo. Analizar el comportamiento de dos conductores que intercambian carga,
estudiar el efecto del radio de curvatura de un conductor con la cantidad de carga
alojada localmente en su superficie. Este ejemplo se usara como posterior
explicacion para el concepto de intercambio de carga con la tierra (conductor de
radio infinito situado muy lejos de la configuracion de estudio).

Dado que la separacidn entre las esferas mucho mayor a los radios, se considera
que el campo de una no afecta a la otra, y por lo tanto las distribuciones de cargas
sobre las superficies deberian ser independientes a pesar de que ambas esferas
estén unidas. Ello implica que necesariamente las cargas estaran distribuidas de
manera uniforme en cada una.
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Sabemos que las cargas de las esferas pueden moverse libremente, dado que
ambas son conductoras. Si una de ellas tiene una gran cantidad de carga en
comparacioén con la restante, es esperable que la carga migre, dado que
buscaran de acomodarse los mas lejos posible entre si. Tampoco podra pasar
una gran cantidad, o de lo contrario se acomodaran muy justas en la superficie
de la esfera anfitriona. Esto indica que habra un equilibrio, de la misma manera
que dos vasos con liquido comunicados entre si intercambiaran agua. En ese
caso sabemos que, si uno esta mucho mas arriba que el restante, el de abajo
recibira toda el agua, en ese caso la respuesta es trivial. Pero si ambos estan a
alturas similares, entonces el agua se desplazara parcialmente de uno a otro
hasta que sus alturas de las superficies liquidas se equiparen. Por supuesto que
la paridad se logré igualando los potenciales gravitatorios. En el caso
electrostatico, se igualardn los V(r) en cada una de las esferas (algo que ya
adelantamos).

] Olag
Ot
5 Ve
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B
=

Fig. 51. Esquema de dos conductores esféricos separados una gran distancia. Se cierra
la llave e intercambian carga hasta igualar sus potenciales electrostaticos.

Se toma un sistema de referencia con el origen en la esfera izquierda, y el eje x
coincidente con la recta que contiene el centro de ambas esferas. La separacion
corresponde a una distancia L entre sus centros, de acuerdo con la Figura 51.
Para obtener el potencial de la configuracion, se toma la contribucién de ambas
esferas, cada una con una carga Qit y Q2 a determinar, y ademas adoptamos la
referencia de potencial nula en infinito por comodidad. Finalmente, la funcion
potencial en todo punto del eje x pero fuera de las esferas:

(Q1f Qzf

<L+ —==) +o0v
x| IX—LI>

Viotal (X) = d1ie
o

La expresion previa representa el potencial de la configuracién unicamente para
puntos del eje x, pero al tratarse de esferas conductoras, el valor de potencial en
una esfera es unico. Por lo tanto, basta con conocer el potencial para un punto
de la esfera sobre el x para realizar el analisis. Por lo tanto, podemos argumentar
que el potencial en los puntos x = R, representa a la esfera de radio R1, mientras
que el potencial en el punto x = L — R, corresponde al potencial de la esfera de
radio R2. Ambos potenciales deben ser iguales dado que se trata de puntos de
un mismo cuerpo conductor, a partir del momento en el cual se unieron ambas
esferas por un cable.

Vtotal(Rl) = Vtotal(L - Rz)

Reemplazando la expresion potencial por los puntos correspondientes y
agruparemos los términos con la misma carga, de cada lado de la igualdad.
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Q (1 1 )—Q <1 1 )
"\R;  IL—Ry] R, IR — L

Recordemos que se cumple L > R; 6 R,, por lo tanto, los términos con L son
desestimables respecto de los restantes.

Qur  Qar
Ri R,

Esta ultima expresidon nos relaciona la carga final de cada esfera con su
respectivo radio, pero si deseamos conocer la distribucién de cargas, debemos
vincularlas con la carga original, sabiendo que hubo intercambio de carga entre
las esferas Unicamente (sin salidas ni ingresos).

Qir + Q2r = Q1 + Qy
Resolviendo el sistema de ecuaciones queda:

Ry

Qir=(Q; +Q2) R +R,

Q= (Q; +Q2) R +R,

La carga se redistribuye de manera tal que la mayor cantidad se aloja en el
conductor de mayor radio. Sin embargo, como la densidad de carga superficial
depende de la inversa de los radios, la tendencia es opuesta, y 6 es mas grande
en la esfera mas pequefa. A su vez sabemos que el campo en las proximidades
de los conductores depende linealmente de o, Ecuacién (46), entonces es de
esperar que sea mas intenso en las cercanias de ésta ultima. Esto es llamado
comunmente efecto punta3.

oo = Q +Q; i
U™ 41 (R, + R, R,
Q +Q; 1

Of ="———~ —
7 4n (R +Ry) R,
Caso de estudio 28. Dos conductores unidos mediante una fuente de potencial.
Sea una esfera conductora de radio R1 rodeada por un cascardon esférico de

material conductor de radios R2 y R3. Inicialmente ambos conductores se
encuentran descargados. Entre ellos se impone una diferencia de potencial de

36 Usualmente se asociado al efecto punta (y a veces hasta se confunde con el mismo) al efecto corona, que
es el haz de luz producido por aire humedo ionizado por la presencia de un campo electrostatico de gran
intensidad en los bordes de los conductores. Obviamente ambos fenomenos estan vinculados dado que la
densidad de carga se incrementa en los conductores puntiagudos (o con extremos filosos) y ello incrementa
el E que luego provoca la ionizacion del aire.
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valor Vo mediante una fuente de tension. Asumir que el elemento no perturba la
simetria de la configuracion. Hallar el campo para todo el espacio.

Objetivo. Estudiar el efecto de colocar una fuente de potencial entre dos
conductores, hacer uso del principio de conservacion de la carga entre dos
cuerpos cargados, fijar el concepto de la finalidad de una fuente de potencial, y del
movimiento de cargas.

Va

N

Fig. 52. Dos conductores esféricos conectados mediante una diferencia de potencial.

Para colocar el elemento que impone una diferencia de potencial Unica, se deben
unir ambas esferas mediante un cable conductor, el cual permitira el flujo de
carga. Este proceso de movimiento de carga finaliza cuando la diferencia de
potencial o ddp entre los conductores, coincida con la impuesta por la fuente.
Posteriormente se retira la fuente y se puede obtener E(r) para la configuracion
resultante. Por lo tanto, todos los analisis que involucren la circulacién de E se
haran con la configuracion sin conexiones adicionales, de manera tal que no
sean capaces de perturbar la simetria esférica.

Dado que no conocemos las distribuciones de cargas en cada conductor,
debemos hallarlas previamente a determinar E. Se llamaran Q1, Qz, y Qs a las
cargas en cada una de las superficies de radios Ry, R2 y R3 respectivamente.
Sabemos que inicialmente el sistema de conductores se encontraba descargado
y que éste no se ha conectado a ningun otro cuerpo conductor, Unicamente entre
ellos, entonces la carga total debe ser conservada.

Q +Q; +Q3=0C

Ademas, sabemos que al tomar una superficie de Gauss esférica "S" dentro del
cascaron conductor, E = 0 N/C lo cual nos dice que el flujo a través de la misma
también es cero. Con esta superficie se encierran las cargas Q1 y Q2 las cuales
deben ser iguales y opuestas para cumplir la igualdad.

Qi +Q;=0C
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Fig. 53. La superficie de Gauss dentro del cascardn esférico posee un flujo nulo dado
que el campo es cero. Por lo tanto, las cargas encerradas Q; y Q, deben ser iguales y
opuestas. La fuente de tension se ha desconectado una vez que se alcanzé el equilibrio
electrostatico entre los conductores.

Considerando que tenemos tres incégnitas y unicamente contamos con dos
ecuaciones entonces debemos buscar una adicional para determinar el sistema.
Por suerte contamos con informacién sobre la fuente de tension, la cual ha
desplazado carga de un conductor a otro de manera hasta que la propia ddp
entre ambos sea igual a V,. Esta ultima completa el sistema de tres ecuaciones
con tres incognitas. Para ello debemos conocer el campo entre R1y R2. Un detalle
de importancia es el sentido de la circulacién de campo que se adoptara.
Sabemos que la fuente de tension tenia conectado su borne positivo o de mayor
potencial al conductor interno, consecuentemente, si la circulacion se realiza
terminando en ese cuerpo, la diferencia de potencial debe ser positiva, la cual
anotamos como V.

Ry
V(R,) — V(R,) =V, = —f E - dl
Rz
Oz
Rz
o} ’

b
ETDT

Fig. 54. Distribucién de cargas en un corte transversal de la configuracion. Se
esquematiza el camino tomado para calcular la ddp. La fuente de tension se ha
desconectado una vez que se alcanzd el equilibrio electrostatico entre los conductores.

Debemos notar que si la circulacién hubiera sido opuesta, es decir desde el borne
de mayor potencial al de menor, entonces la ddp deberia ser notada con -V,. En
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principio no hay inconveniente en elegir una u otra opcién, en algun caso la carga
Qs valor del cual depende el campo de la integral previa podra ser positiva o
negativa. En caso de que sea negativa entonces el valor es el opuesto, dado que
el conductor interno debe alojar la carga positiva de la configuracion porque el
posee el mayor potencial del par de conductores.

Iniciamos por calcular el campo en el espacio entre los conductores:

#E- ds = E 4m r? =&=»
S 80
_ &
4me, 1

A partir del campo es posible hallar la diferencia de potencial entre ambos

cuerpos:
Ry
Vo = —J- Lz r-dl=
R, 4TET

Q /1 1
- le)
4me, \R; R,

Al reemplazar esta ecuacion y resolver en conjunto con las dos previas (que
provienen del principio de conservacion de la carga y Gauss dentro del
conductor) se tiene:

V, 4 e

lef 10

R; R,

V., 4 e

R; R,
Q;=0C

Conociendo ahora el valor de las cargas ahora se puede calcular el E para todo
el espacio, y posteriormente valor del potencial electrostatico (en caso de que
sea solicitado) en funcion de los datos del enunciado. La regién comprendida
por los puntos r < R; poseen campo nulo.

E=0N/C

La region entre los cuerpos conductores, R; < r < R, posee un campo que ya
calculamos, pero ahora podemos escribirlo en funciéon de los datos de
enunciado:

v, 1

E=——2 _ —
1/R1_1/R2 I‘2
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La siguiente region, R, < r < R; comprende a un material conductor, entonces
el campo es nulo.

E=0N/C

Finalmente queda por analizar el campo fuera de configuracion. En este caso la
cantidad de carga encerrada es la total, es decir la presente en las tres
superficies, la cual es nula. Ello se debe a que la fuente de tension genera una
diferencia de potencial entre los conductores a expensas de mover carga entre
ellos, pero no cambia el valor total, y como los cuerpos estaban inicialmente
descargados, entonces la carga total es nula. Por ello sabemos que el flujo es
nulo, e igual el campo.

E=0N/C

Para un observador situado en algun punto fuera de la configuraciéon no es
posible determinar si se aplicé una diferencia de potencial en la configuracién, la
nueva ubicacion de las cargas ocurre solo entre las placas enfrentadas y el
campo fuera de las mismas resulta nulo, de igual manera que lo era inicialmente
dado que ambos cuerpos estaban descargados. En resumen, el campo
electrostatico para la configuracién queda:

Vodme, 1 ‘R <r<R
E(r)={1/R, — 1/Ryr2 't STS%

0 T en otro caso
Puestas a tierra

Es habitual realizar conexiones entre conductores en las que alguno de ellos se
encuentra muy lejos de la configuracién de interés. En este caso, los conductores
no veran el campo generado por aquél lejano, aunque aun podran intercambiar
carga hasta que se igualen los potenciales. Usualmente el conductor al cual se
conectan los restantes, suele ser conocido como tierra. En el caso de
instalaciones eléctricas, es habitual emplear puesta a tierra de un conductor,
para que el excedente de carga que pudieran adquirir se comparta con la tierra®’.
Cabe destacarse que no necesariamente siempre que veamos una puesta a
tierra sea una conexioén fisica al suelo, podria ser a un conductor que se
considere como tal.

En resumen, las puestas a tierra tienen las siguientes caracteristicas:

37 Aunque sea llamativo la conexi6n se realizada con una jabalina de cobre y ello basta para mover cargas
e igualar potenciales. Cabe aclarar que también se suele usar el concepto de Masa eléctrica, que es un
conductor comun a todas las conexiones de un circuito y por lo tanto el concepto de puesta a tierra resulta
afin, a pesar de que los conceptos sean distintos. De hecho, muchas veces se torna ambigua la relacion y
por lo tanto se adoptan como iguales para este texto y su nivel de discusion.
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El conductor considerado tierra se encuentra muy alejado de la
configuracién a estudiar, de manera que no afecte la distribucion de
cargas esta ultima.

La configuracion puede intercambiar una cantidad ilimitada de carga con
la tierra.

Se suele asignar el valor nulo para su potencial y usarlo como referencia.

L 1]

Fig. 55. Las tres figuras representan una puesta a Tierra, generalmente se emplea la
primera para configuraciones de conductores y las dos restantes en circuitos eléctricos.

Caso de estudio 29. Un conductor adoptado como tierra.

Empleando la configuracion del caso de estudio "Dos conductores en equilibrio
electrostatico’, analizar el estado de equilibrio que se alcanza para esa
configuracion si sélo una esfera se encuentra originalmente cargada, la cual posee
un radio mucho menor a la otra.

Objetivo. Fijar los conceptos relativos a las caracteristicas de las puestas a tierra
partiendo de un caso de estudio conocido.

Asumamos que contamos con una configuracion que se trata de una pequefia
esfera de metal de unos pocos centimetros de radio originalmente cargada,
conectada a un conductor de radio de unos pocos metros, y que se encuentre
una gran distancia, de esta manera se puede asegurar que las lineas de campo
del conductor de mayor radio no afecten la distribucion de cargas del cuerpo mas
pequefio en el caso que adquiera carga. La cantidad de carga a ser
intercambiada dependera claramente del radio de cada conductor en funcion de
lo que encontramos en el caso de estudio "Dos conductores en equilibrio
electrostatico". Recordando el resultado previo tenemos:

Qi = (Q; +Q3) _R1 TR,
Y ademas
Q) +Qp) 2
Qx=(Q1 +Q; R, + R,

De acuerdo con nuestra situacion actual, tenemos:
QZZOCYR2>>R1

Finalmente, la distribucién de cargas luego de conectar los cuerpos
conductores entre si queda como sigue:
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o R R,
U= g5 = U

o R R,
Q=G g = U

Entonces la relacion entre las cargas finales sera:

Q¢ > Qq

Ello implica que la esfera de mayor tamafo tendera a quedarse con la gran
mayoria de la carga y por ende la pequena a perderla. De hecho, si se adoptan
R, =10cm,y R, = 6300 km es claro que la carga que permanecera en la esfera
pequefa sera despreciable. Notar que la solucién no tiene ninguna relacién con
el potencial nulo asignado a la tierra, en ninguin momento necesitamos
mencionarlo, lo cual implica que adoptar un valor de 0V es meramente arbitrario.
Lo importante de este caso de estudio es desterrar la idea que el potencial nulo
de la tierra es el responsable de descargar todo conductor aislado al cual se
conecte, sino mas bien que ocurre un intercambio de carga y por su gran
capacidad de almacenar carga acapara la mayoria.

Caso de estudio 30. Distintas conexiones entre conductores.

Una esfera conductora maciza de radio R; se encentra rodeada por un cascaron
conductor esférico de radios R2 y Rs. Hallar la distribucion de cargas para los
siguientes casos:

1. Ambos conductores inicialmente descargados.

2. El cascaron posee inicialmente una carga Q y la esfera esta descargada y
conectada a tierra.

3. La esfera posee inicialmente una carga Q y el cascaron descargado esta
conectado a tierra.

Objetivo. Hallar las densidades de carga mediante la aplicacion del principio de
conservacion de carga, la circulacion de potencial electrostatico, y el uso de la Ley
de Gauss. Desarraigar el concepto de que la conexidn a tierra de un conductor
implica carga nula en el mismo.
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4]

Fig. 56. Configuracién de conductores esféricos con distintas puestas a tierra, las llaves
2 y 3 hacen referencia a las distintas instancias de analisis del problema.

1. El primer caso a analizar es trivial, si el sistema se encuentra aislado y
descargado, entonces el campo es nulo para todo el espacio. Ello implica que no
hay mucho mas para decir, por ende, vamos a analizar los restantes.

2. En el segundo caso, sabemos que el cascardn tiene una carga inicial Q que
puede repartirse entre dos superficies. Los valores en las superficies de radios
R1,R2 y R3 se llamaran Qi, Q2 y Qs respectivamente. Adoptando una superficie
esférica concéntrica con la configuracion se puede hallar el campo en cada una
de las mismas. Sin embargo, como el objetivo actual es analizar el
comportamiento de los conductores, vamos a omitir el detalle del célculo de E3.

ON/C T sir <R,
Q./4me,r? £ siR; <r <R,
ON/C+ siR, <r <R,
Q1+Q; + Q3 /4me,r* 7 SiRz <7

E(r) =

El cascardn esférico se encuentra aislado, consecuentemente, se puede aplicar
el principio de conservacién de la carga, lo cual implica que la carga final
(repartida entre dos superficies) debe ser igual a la inicial del conductor:

Q; +Q;:=Q

En simultaneo, la esfera maciza se encuentra conectada a tierra por medio de un
cable conductor, ello implica que su potencial coincide con el de tierray para que
se establezca deberd migrar carga, siendo su valor final desconocido por el
momento. Entonces, queremos pronosticar cuanto cambiara la carga de la
esfera maciza (llamada ahora Q1) por estar conectada a tierra y conocer la
distribucion de carga en el cascaron.

Rq
V(R,) — V, =0V = —f E-dl

[oe)

38 Siempre se puede retomar el capitulo en caso de que sea necesario como ayuda memoria.

136



CONCEPTOS DE ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO PARA INGENIERIA

Fig. 57. Esquema de la conexion con la llave 2 cerrada y su correspondiente distribucion
de cargas. Se muestra el camino adoptado para la circulacion desde el conductor
central hasta infinito.

La circulacion del campo electrostatico desde un punto muy alejado hasta Ry,
implica atravesar distintas regiones del espacio como se muestra en la Figura
57. En cada una de esas regiones el campo puede depender de Q+, Q2 y/0 Qs.

Rs R, R,
V(Rl)—sz—j E-dl—f E-dl—f E- dl
o R3 R2

Estas integrales de linea permiten obtener la carga Q1 en funcion de los datos del
problema reemplazando el campo electrostatico en los respectivos integrandos.

R;3 Ry
V(Ry) — V,, = — mdr_J Q

4T g, 12 R, 4MET?

[oe}

+ 1 1 1
ov=Q Ql(_)+ Qi (___)
4me, \Rj3 4me, \R; R,

De esta ecuacién podemos obtener Q1. No obstante, nos falta una ecuacion dado
que so6lo contamos con dos y son tres incognitas. La ultima proviene de emplear
la ley de Gauss dentro del cascardn conductor. Dado que E = 0 N/C entonces
el flujo es nulo y por ende también lo es la carga encerrada.

Qenc =0C=Q; +Q;

Ahora podemos hallar los valores de Q2 y Qs.

Q
Ql__&_&-l_l
R; Ry
Q
Q=R R
=+ 1
R; Ry
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Rs _Rs
R R
Q;=Q #
-+ 1

Ri Ry

Debemos notar que si la carga original del cascarén es cero entonces este
problema se reduce al anterior en el que la solucion resulta trivial, con todas las
cargas nulas.

3. Vamos a finalizar con el tercer caso planteado, donde la esfera maciza tiene
originalmente una carga Q conocida, la cual se mantiene invariante ya que el
conductor se encuentra aislado. Ahora primaremos a todas las cargas para
distinguirlas del caso previo, entonces, aplicando el principio de conservacién de
la carga:

Q1 =0

El cascardn conductor se conecta a tierra, por lo tanto, se sabe que la circulacion
de campo entre infinito y R3 es nula como se muestra en la Figura 58, pero notar
que el sistema no esta aislado entonces no podemos plantear el principio de
conservacion de carga.

R3
V(R;) =V, =0V = —f E-dl

También sabemos que el campo en el interior del cascarén es nulo, lo cual nos
permite obtener una tercera condicion para alcanzar un sistema de ecuaciones
completo. No hay necesidad de volver a escribir el campo ni el potencial dado
que las ecuaciones previas son genéricas:

Qi +Q;=0C

Este sistema de ecuaciones se resuelve facilmente ya que de la primera ecuacién
se halla Q1 y luego de la tercera Q'2, y de la Q’s3, (se trata de un sistema no
acoplado). La respuesta entonces resulta ser:

Q=0
% =-0Q
Q=0C
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Capacitores

En los casos de estudio previos analizamos conexiones entre conductores en
distintos arreglos. Dado que estos cuerpos poseen como caracteristica la
movilidad de la carga, nuestra incognita siempre ha sido el valor que adquieren
luego del arreglo con fuentes de ddp, puestas a tierra, u otros conductores. De
hecho, es importante notar que en todos esos casos terminamos vinculando el
potencial del conductor con la carga almacenada de una u otra manera.
Recordando la expresion que define V() para una configuracién, Ecuacién (25),
se puede observar que el potencial en el conductor depende linealmente de la
carga, y que la constante de proporcionalidad es la geometria del conductor,
debido a que el punto campo es todo punto del cuerpo.

1 1
dv(r) = f —dq' =
] 4me, conductor |l' —-r | a

J dV « j f(r—r') dq’
conductor

Esta ecuacidn dice entonces que la relacién entre la carga de un conductor y su
potencial es una funcion de geometria. Esta funcién es llamada Capacidad y
notada con C. Su unidad es el faradio, C = [F] aunque comunmente se emplean
submultiplos de la misma.

C

qa
\%

(47)
El concepto de capacidad anteriormente presentado puede ser extendido a un

sistema de n conductores, considerando que el potencial de cada uno de ellos se
debe a la contribucion de todas las cargas existentes.

(@=L
(D) = — 17 dq;
o) Ameo fry — ]

de()— if t 4
2 r)= 41'[80 |rz _ r],| q]

j=1,j%2

[anm= > [t
i) = 4me, [ry — 1| b

j=1,j#n

Al reemplazar cada término que involucre la integral de los factores geométricos
1/|r; — r}|, se cuenta entonces con un sistema de ecuaciones lineales entre V; y
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q;3°. Las ecuaciones previas se pueden escribir de forma sintética como un
vector columna de potenciales, igual a una matriz de factores I' multiplicado por
un vector columna de cargas en cada conductor.

Vl Ql
]/:2 =T Q:Z
Vo Qn

Siendo la matriz gama aquella que depende de la geometria de los
conductores:

rll le “es rln
'=("1 T2 - To2n
Twi Thz - Tnn

Sin embargo, resulta conveniente emplear la matriz I'"!, dado que es mas
sencillo hallar el potencial electrostatico de cada conductor, en lugar de la carga.
Entonces se emplean los coeficientes de la matriz inversa, los cuales se
denominan coeficientes de capacidad.

Q1 Vi
2

2)=(1m1 T2 - Tan .

’ Tni Tz = Thn :
Qn Va

(48)
Determinacion de coeficientes de capacidad

En el caso de tener N conductores que interaccionan entre si, tendremos NxN
coeficientes de capacidad, pero en caso de conocerlos sélo debemos medir los
potenciales de los conductores para hallar todas las cargas, lo cual se puede
hacer de manera sencilla con un instrumento de gran uso llamado voltimetro4°.

De la matriz capacidad podemos distinguir aquellos coeficientes de la forma Cj;
se llaman coeficientes de capacidad mientras que los Cj con i # j se llaman
coeficientes de induccion. Con el objetivo de explicar las caracteristicas de cada
uno, vamos a asumir que contamos unicamente con tres conductores para
simplificar el analisis. Asumamos también que un conductor rodea totalmente a
otro, situacion que luego veremos es muy habitual, ver Figura 58.

39 Si bien no sabemos a priori como se distribuird la carga en cada conductor, y por lo tanto debemos
resolver la integral, si podemos afirmar que el conductor tendra un potencial mayor al poseer mayor
carga.

40 Veremos en detalle como se construye y emplea en el capitulo Circuitos con capacitores.
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L%

Y =

Fig. 58. Estudio de la capacidad de un sistema de tres conductores los cuales se
conectaran alternadamente a tierra con el objetivo de fijar los potenciales individuales
para facilitar la determinacién de los coeficientes de capacidad.

Debemos notar que Unicamente con tres cuerpos ya tenemos nueve

coeficientes, y de hecho el conductor dos de la Figura 58 tiene dos superficies
para alojar carga, lo cual debemos considerar.

Ql Cll ClZ Cl3 4

Q2 |=|Ca (2 Gy V,

Q3 C31 C32 C33 V3
Empecemos por escribir las ecuaciones como un sistema en lugar de una
matriz asi podemos el analizar el caso de estudio por partes.

(49)

Q1 = C11 V1 + G5V, + Cy3V3

Q2 = Qzext + Qzint = C21Vy + C32Vy + Cp3V3
Q3 = C3,V; + C3,V;, + C33V;5

Vamos a hacer uso de la propiedad principal de estos coeficientes, los mismos
no dependen de la de las cargas ni de los potenciales de los conductores, por lo
tanto, podemos imponerles distintos potenciales a eleccidén, en particular
asignarles un valor nulo por comodidad (como por ejemplo conectandolos a
tierra). Si conectamos los conductores 2 y 3 a tierra simultdneamente, entonces
la carga del 1 dependera solo de V.

Y =

Fig. 59. Se colocan dos de los tres conductores tierra con el objetivo de fijar los
potenciales individuales. A raiz de esta imposicion es posible realizar una circulacion de
campo para obtener informacidn sobre los coeficientes de capacidad.
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Entonces el sistema de ecuaciones queda:
Q; =CiVy
Qzext + Qzint = €21 V3
Qs = C31 V4

Si empleamos la ley de Gauss dentro del conductor 2, ver Figura 60, la carga
encerrada debe ser nula, entonces:

Qs + Qzine =0C

No obstante, el potencial de los conductores 2 y 3 es el mismo porque ambos
estan unidos a tierra, lo cual indica que no cuesta trabajo alguno mover una carga
desde la tierra al conductor 2 o hasta el 3. Ello implica que armamos una
circulacion cerrada de la forma tierra-conductor 2, conductor 2-conductor 3, y
finalmente tierra-conductor 3, sabemos que el camino entre ambos conductores
esunvalorde 0 V.

2 3 tierra
ng-dlz—f E-dl—fE-dl—f E-dl=0V=
C tierra 2 3

3
jE-dl=OV
2

Dado que los caminos son arbitrarios, entonces el campo entre ambos
conductores debe ser nulo, y por ende también la carga Qs. Ello implica que €5, =
0 F. Considerando que dos de los tres conductores poseen potencial nulo,
entonces es sencillo ver que el conductor 1 tendra un potencial positivo o
negativo respecto de los otros dos. Ello implica que sila carga de Q; sera positiva
entonces también lo sera el V1 y viceversa. Consecuentemente, se cumple que
C,1 > 0 F. De hecho, si repetimos el planteo pero haciendo nulos los potenciales
del conductor 1y 2, podemos arribar a la misma conclusion con Css, 0 incluso
con Cz2 si conectamos a tierra los conductores 1y 3. Por extensién, se puede
asumir que todos los coeficientes de capacidad son positivos, de la forma Cii son
positivos. Volvamos un momento a la conexion a tierra para los conductores 1y
2.
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Fig. 60. Se impone el potencial de los conductores 1y 2 con la finalidad de obtener
informacion sobre los coeficientes de capacidad.

vV, =V, =0V
El sistema de ecuaciones queda:
Q; = Cy13V3
Qzext + Qzint = C23V3

Q3 = C335V;5

Nuevamente podemos hacer uso del argumento de la circulacion cerrada de E.
Podemos ir desde tierra al conductor 1 por un camino sin trabajo alguno, pasar
de un conductor a otro por el espacio vacio, y finalmente desde el conductor 3 a
tierra nuevamente con trabajo nulo.

1 2 tierra
ng-dlz—f E-dl—fE-dl—f E-dl=0V=
C tierra 1 2

1
fE-dl=OV
2

Ello implica que en el tramo entre ambos conductores necesariamente no debe
haber campo alguno, dado que ambos conductores pertenecen al mismo
volumen equipotencial, y por ende no puede haber lineas de campo entre ambos
cuerpos. Ello ocurre Unicamente si se cumple en simultaneo:

Q1 = Qzext = 0C

Entonces, a partir de las ecuaciones previas se debe cumplir C;; = 0 F. Ahora, si
adoptamos nuevamente una superficie de Gauss dentro del conductor 2,
obtenemos nuevamente Q,;,; = —Q5, lo cual nos indica que C,3 = —Cs3.
Recordando entonces que los coeficientes de capacidad de igual indice son
siempre positivos, entonces el coeficiente que relaciona a los conductores 2y 3
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es negativo. Vamos a escribir la ecuacién general para la carga del conductor 3,
en la cual ahora dejamos de asumir que existen las conexiones a tierra per
reemplazaremos todo aquello que encontramos previamente:

Q3 = C33(V3 - Vz)

La carga del conductor 3, aquel que se encuentra rodeado por el 2, depende de
la diferencia de potencial entre ambos en el caso mas general. Este conjunto de
conductores 2-3 se define como capacitor y su capacidad es la obtenida como
relacion entre la carga del conductor interno y diferencia de potencial entre los
conductores. Generalizando queda:

Qint

C -
Vint - Vext

(50)

Se denomina capacitor a un arreglo de conductores cuando uno de ellos rodea
totalmente al otro, y el externo se encuentra con carga nula en superficie. De esta
manera las caras enfrentadas tendran cargas iguales y opuestas. Ello implica
gue el campo estara confinado unicamente entre ambos cuerpos.

Caso de estudio 31. Capacidad de una configuracion plana paralela e indefinida.
Calcular la capacidad de un conjunto de conductores planos muy cercanos entre
si, dispuestos de forma tal que las dimensiones de ambos son mucho mas

grandes que la distancia de separacion, tal como se indicé en la Figura 61.

Objetivo. Calcular la capacidad y ademas mostrar en un ejemplo que dicha
magnitud no depende la carga ni del potencial de la configuracidn.

2z
e '___..-:_,n-"
d-J.u-"'_—.ni'. ‘J'J.r"‘
T A A
[
e} g
X
= ‘
= Z
Q. . Q.
- -
_— _—
L=ee” P

Fig. 61. Calculo de capacidad de dos conductores planos paralelos infinitos drea A
separados una distancia d

Cuando dos placas planas paralelas se colocan a una distancia muy pequefa en
comparacioén con el tamano de sus aristas, se puede asumir que se trata de dos
planos conductores con simetria plana indefinida, por lo tanto, podemos hallar el
campo mediante la ley de Gauss. Notar que esta configuracion se parece al
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conjunto de conductores 2 y 3 de la Figura 59, donde un conductor rodeaba
totalmente al otro dejando claramente una region del espacio entre placas y otra
fuera, s6lo que en este caso hay dos regiones exteriores. Ello implica que
estamos en presencia de un capacitor y por lo tanto podemos hallar su
capacidad mediante la Ecuacion (50). Para tal fin asumiremos una carga en un
plano y una opuesta en el restante, al finalizar el calculo nuestro coeficiente no
debe depender de la carga®’.

Recordemos que ya tratamos con una configuracion analoga, Figura 44, donde
el campo entre placas era:

Con dicho campo hallaremos la diferencia de potencial entre las placas de los
conductores mediante una circulacién. Si nos atenemos a la definicion de la
Ecuacién (50) debemos circular desde el potencial del conductor interno hacia el
externo, pero en este caso es arbitrario elegirlo, en su lugar iremos desde la placa
negativa hasta la positiva (notar que no es necesario considerar si es la izquierda
o derecha, debido a que C no depende de la carga).

o
AV=Ed=S—d

o

Si volvemos a escribir la densidad superficial de carga como Q/A y usamos la
carga de la placa positiva, es decir usamos +Q en la Ecuacién (50) nos queda lo
buscado.

(51)

Notar que la capacidad hallada terminé dependiendo de parametros
geométricos unicamente, Asi como el tamano de las caras enfrentadas de las
placas y la distancia de separacion. Luego veremos otras configuraciones y
mostraremos similitudes con esta ultima ecuacion.

Caso de estudio 32. Capacitor cilindrico.

Se tiene un cilindro conductor de radio R;, rodeado por un cascaron cilindrico de
radios interno y externo Rz y Rz respectivamente. La longitud de ambos
conductores, L, es mucho mayor que el mas grande de los radios. Calcular la
capacidad de la configuracion sin considerar efectos de borde.

41 Sj las cargas no son iguales y opuestas entonces habra campo en las dos regiones exteriores, y por lo
tanto la configuracion no podra ser representada por el coeficiente de capacidad que deseamos hallar.
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Objetivo. Calcular la capacidad de una configuracion cilindrica con la finalidad de
comparar con la plana ya estudiada, mostrando generalidades en la dependencia
de la capacidad de las variables espaciales.

Laa

o |

Fig. 62. Calculo de capacidad de un par de conductores cilindricos concéntricos.

Para calcular la capacidad se asume que el conductor interno posee una carga
Qy la envolvente otra carga de igual médulo pero de signo opuesto, de la misma
manera que se procedio en el caso de estudio previo, ello implica que la carga se
alojara en la cara interna de la envolvente y en el cilindro macizo. Iniciaremos
calculando la densidad de carga del conductor interno.

Q

2nR4L

A partir de la carga podemos obtener el campo entre las placas para luego
determinar la ddp y finalmente la capacidad. Cabe aclarar que, si bien la
configuracién tiene una longitud finita, asumiremos como una buena
aproximacion el calculo de E tal como si la configuracion fuese infinita, es decir,
realizamos el procedimiento despreciando efectos de borde.

oR; 1

E() = € T

La circulacion la realizaremos desde el conductor cargado positivamente al
cargado negativamente y usaremos la carga del conductor de potencial positivo,
con el objetivo de mostrar mas de una manera de realizar el calculo de
capacidad:

RigR; 1
;f-d1=>

vma—vma=—j

R, %o
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o R,
V(R —V(Ry) =

In(R,/R;)

(0]

Ahora sélo nos resta calcular la capacidad mediante la Ecuacién (50). Para ello
relacionamos la densidad o que aparece en la circulacién de campo, con la carga
Q asumida.
_ Q _ 2mg,L

V(Ry) —V(Rz) In(Rz/Ry)

C
(52)

La expresidn anterior corresponde a la capacidad de un capacitor de geometria
cilindrica, en la cual se nota que la misma depende de la longitud de los
conductores. Este resultado por supuesto es valido si se deprecian todos los
efectos de borde, y su grado de certeza sera mejor cuanto mas esbeltos sean los
cilindros.

Con el objetivo de comparar este resultado con el previo, vamos a analizar qué
ocurre cuando los cilindros se aproximan mucho entre si, de manera tal que la
distancia de separacion sea pequefia en comparacion con el radio de curvatura,
llamada § = R, — R;. Ello implica que las caras enfrentadas de los cilindros se
veran casi como planos, en resumen, queremos decir que se cumple R; = R,.
Para tal fin vamos a acomodar el argumento del logaritmo y luego desarrollar un
polinomio de Taylor de primer orden alrededor de § = 0.

5
In(R,/R,) = In (—+ 1) ~ 0+—
Ry

Reemplazando este resultado en la Ecuacion (52):

2me, L g A

Al arreglar la ultima de las expresiones se observa una formula muy similar a la
de un capacitor de placas planas paralelas e indefinidas. Este resultado muestra
que es posible estimar la cota de la capacidad de una configuracion mediante
una expresion sencilla (51), siendo Gtil para estimar valores de capacidad de
configuraciones complejas. Por supuesto que el grado de aproximacién sera
muy dependiente de la geometria, pero en una primera instancia sera una buena
estimacion. Cabe destacar que lo hallado es una cota inferior, lo cual se puede
probar de manera sencilla dado que la estimacion usa el area de la cara interna.
También se puede notar matematicamente si se grafican las funciones de las
capacidades (51) y (52) versus la distancia entre placas.
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Energia de un capacitor

Al cargar un capacitor con una fuente, la carga de una placa migra hacia la otra.
Ello implica que la diferencia de potencial entre placas necesariamente
aumentara a medida que ocurra el proceso, dado que trasladamos una carga y
moviéndola hacia la restante (dejando una carga de signo opuesto en la primera
placa si ésta es eléctricamente neutra). No obstante, cada nueva carga que se
desplaza tiene una interaccion con las previas, por lo tanto, las fuerzas
involucradas cambian, obligdndonos a pensar en nuevas fuerzas sobre cada
carga, lo cual implica ademas que debemos conocer perfectamente cémo se
encuentran distribuidas. Una manera de comprender este proceso desde un
punto de energético, en lugar de emplear dinamica de particulas, es como sigue.
La primera carga que llega a la placa no encuentra oposicién alguna, dado que
no hay campo ni fuerza contraria (si la placa obviamente es eléctricamente
neutra). Luego, la segunda carga que llega siente la repulsion de la previa, no
obstante, si la ddp de la fuente es superior a la generada por la carga que acaba
de llegar, entonces la segunda terminara también en la placa. Posteriormente, se
movera una tercera que sufre la oposicion de las dos anteriores. El proceso
finaliza cuando la ddp entre placas es igual a aquella de la fuente.

Se puede resumir el proceso como un cambio en el potencial de las placas con
cada nueva carga que se traslada, y ademas como la diferencia de potencial de
los conductores (placas) se incrementa, también lo hara la energia del capacitor,
mostrando un vinculo fundamental entre ambas magnitudes, ddp y energia. Esta
ultima la podemos calcular a partir de la Ecuacién (35) pero ademas sabemos
que la energia necesaria para colocar una carga en la placa seraigual al producto
de dicha carga por la ddp entre ambas.

.de = fAVplacas dQ

Haciendo uso del concepto de capacidad podemos reescribir la ddp entre placas,
dejando la expresién en funcion de Q y C.

[a=[Qaq

Finalmente, al integrar sobre toda la carga nos queda:

L&

Ucapacitor = E C
(53)

Haciendo uso de la definicidon de capacidad de un capacitor se pueden escribir

otras expresiones alternativas de la energia, cuya utilidad dependera de los datos
conocidos.
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1 2
Ucapacitor = EAV C

1
Ucapacitor = E AVQ
(54)

Veremos mas adelante que los capacitores suelen poseer materiales en su
interior, no necesariamente vacio como se asumio actualmente. Esto se hace
con el objetivo de mejorar su capacidad modificando la intensidad de campo.
Por lo tanto, nos veremos forzados a calcular la energia de campo con una
expresion distinta a la Ecuacion (35), pero suerte para nosotros la Ecuacién (53)
o sus alternativas (54) contindan siendo validas.

Cabe destacar que la fuente también invierte energia en cargar el capacitor, y es
posible cuantificarla. Basta con realizar el mismo calculo, multiplicar la cantidad
de carga que mueve la fuente multiplicada por la ddp de la misma. Como en este
caso la ddp es constante por definicion de fuente entonces la solucion es mas
sencilla.

Utyente = ]Avfuente dQ =

U=QAV

Este valor es el doble del almacenado en energia dentro del capacitor. La
diferencia claramente fue invertida en otros fendmenos. Mas adelante, cuando
se analicen circuitos eléctricos se vera que gran parte de esta energia se disipara
como calor.

Caso de estudio 33. Un capacitor con una placa conductora extra.

Un capacitor de placas planas paralelas de drea A separadas una distancia d se
carga con una diferencia de potencial conocida, otorgandole una carga |Q| a cada
una de las placas. Se desconecta la bateria y se coloca una placa conductora
descargada de espesor e en medio de la configuracion. Hallar la distribucion de
cargas y la nueva capacidad de todo el sistema.

Objetivo. Aplicar un criterio practico para determinar las densidades de carga de
todos los conductores involucrados, evitando resolver un sistema de ecuaciones
lineales. Analizar el cambio en la expresion de capacidad como consecuencia del
agregado de la placa. Este ejemplo es de interés dado que resulta ser una primera
aproximacion a la conexion entre dos capacitores en serie.

En este caso de estudio asumimos que los planos son suficientemente grandes
en comparacion con la distancia entre ellos como para considerarlos indefinidos.
Desestimamos la carga alojada en las cuatro superficies laterales y
calcularemos el campo total con las contribuciones generadas por las 6 placas
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de la Figura 63. En la misma se muestra la configuracion con sus respectivas
densidades de carga superficial, las cuales debemos obtener en funcion de |Q|.

<>
(1 O3 Og O O3 O
HEEs - - |
& s, jds
1 3
o R e e .;;:5:‘ ““““““““ Frds
{'-l 32 :_}'
1 b
dS:' """""""" e e T R e T ".CfS
g 53 —
P e A e e e e e TS s T S K50,
E=D E=D E=0] -
d_."l) s

Fig. 63. Un capacitor de placas planas con una placa extra neutra, su distribucion de
carga superficial oj y las superficies de Gauss empleadas para el analisis.

Si adoptamos una superficie cilindrica horizontal con sus tapas paralelas a los
planos y las tapas se encuentran dentro de los planos conductores, por ejemplo,
la llamada S+, entonces el flujo sera nulo. Ello implica que las cargas encerradas
son iguales y opuestas. Repitiendo el procedimiento para Sz y Sz se puede
determinar que las densidades de carga 2, 3, 5, y 6 tienen igual médulo, pero no
podemos obtener informacién sobre las cargas de las placas externas, o1y 0.
Pensemos un momento para ver si podemos adivinar que ocurre con ellas sin
realizar tantos calculos. Si superponemos los campos dentro de los conductores
sabemos que los campos deben ser cero, por lo tanto, si lo hacemos con el
conductor izquierdo notamos que el E generado por o1 debe ser igual y opuesto
al de o4, dado que las otras contribuciones se anulan de a pares. Sin embargo,
ello no cumple con el principio de conservaciéon de carga dado que los planos
izquierdo y derecho intercambiaron carga entre si. Ello implica que la unica
solucién posible (sabemos que es la Unica porque el sistema es lineal) es que
tanto o1 como o4 sean cero.

Sabiendo que las cargas en las caras exteriores a la configuracién son nulas,
entonces resulta sencillo hallar las restantes, aunque también se puede resolver
el sistema de ecuaciones completo para arribar a este resultado.

o,=0 =0 O5=-0 =0 G3=-0 ga=0
éf_z E)=0/2¢, L2\ E:=0/2¢, Ez_}
E—a} Ey=o/2c, EL:, Ex=c/2e, ‘E.:a_
E.S_} E-=o/2:, {_E: Ez=c/2%. :
E E;=o/2¢=, & Eg=0/2=, Eg
ﬁa = ﬂ:ﬂ L bR

A

Fig. 64. Contribuciones de parciales al campo electrostatico total de la configuracion de
dos placas conductoras con cargas iguales y opuestas y una tercera placa neutra.
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0, =0 = —0¢g
0, =0 = —03
_0-3:0-:06
— 2
0, =0C/m
— 2
0, =0C/m

El campo en ambos lados de la placa inicialmente descargada es el mismo,
indicando que la presencia de dicha placa no cambia la intensidad de E, ni
tampoco cambi¢ la distribucion de cargas, dado que la solucién es la misma que
hallamos previamente para dos placas conductoras en el caso de estudio (25).
Conocido el campo es posible a calcular la diferencia de potencial y luego la
capacidad. Iniciamos la capacidad correspondiente al de conductores de la
izquierda.

d/2—e/2 .
V(d/2 — e/2) — V(0) = —f 2 dz(-2) = —(d/2-e/) =

0 o

Q _ €A
V(d/2 —e/2) =V(0) d/2—e/2

Cizquier‘da -

Es importante que notemos que la capacidad es similar a aquella hallada para
un capacitor de placas planas paralelas. A continuacién, vamos a proceder a
calcular la capacidad del par de conductores restantes, sabiendo que su
resultado sera analogo al previo.

d
V(d) — V(d/2 + e/2) = —j 25 dz(-2) = ;(d/z —e/2)

d/2+e/2 €o

Q _ €A
V(d) —V(d/2 +e/2) d/2—e/2

Cderecha -

¢Qué relacion hay entre ambas capacidades y la capacidad del conjunto que es
la buscada? Sabemos que la circulacion entre las placas externas es la suma de
las dos circulaciones realizadas anteriormente, y que a su vez las cargas en los
conductores externos son iguales en modulo:

.
izquierda A Vizquierda
Cderecha = L

A Vderecha

De este par de ecuaciones es posible despejar la diferencia de potencial
particular de cada unay sumarla para dar el valor que representa la diferencia de
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potencial entre los conductores extremos de la configuracion. Ello ocurre por la
funcion potencial no depende del camino adoptado, sélo interesan los puntos
inicial y final, y la suma representa la combinacion de los caminos para ir desde
el conductor izquierdo al derecho.

1 1
A Vizquierda + A Vgerecha = Q (C + >

izquierda Cderecha

Dado que la suma de ambas diferencias de potencial es igual a la ddp entre los
conductores y el valor de Q representa la carga del conjunto, entonces este
arreglo podria tratarse entonces como un sistema, y por ende con una unica
capacidad que lo represente.

1
C 1 =
rora 1/Cizquierda + 1/Cderecha

La combinacion de las capacidades individuales da como resultado:

€A
Ctotal - E
El resultado es muy similar al valor obtenido para el capacitor de placas planas
paralelas, Ecuacién (51), pero esta expresion depende del espesor de la placa
descargada que se colocé en medio, la cual, dicho sea de paso, incrementa la
capacidad al disminuir el denominador. Este fendmeno ocurre porque al
adicionar el nuevo conductor al par original, las cargas de este sistema se ven
mas cercanas. Por ejemplo, la densidad o2 “ve” una carga opuesta (la llamada
os) en lugar de o3 como era el caso original. Ello es andlogo a acercar las placas
entre siy por lo tanto se debe esperar un incremento de la capacidad.

Podemos preguntarnos si introducir el conductor neutro nos cuesta energia,
dado que en principio nos mejora la capacidad, y la respuesta es que si. En el
enunciado se menciona que se coloca el conductor usando la carga se
encontraba ya alojada en las placas originales (se realizé el proceso con la fuente
de ddp desconectada). Ello implica que el proceso fue llevado a cabo a carga
constante. Este detalle es de importancia dado que nos permite identificar cuales
magnitudes cambian y cual ecuacién nos conviene usar, (53), o (54). Si la carga
permanece constante, y la capacidad se incrementa, entonces la energia debe
disminuir:

1Q?

Este razonamiento implica que le quitamos energia al capacitor, lo cual es
esperable dado que agregamos un volumen equipotencial en medio de las placas
cargadas. Es decir, si deseamos mover una carga de una a otra placa, ahora lo
haremos por un camino donde hay una zona en la cual no es necesario hacer
trabajo, la placa conductora del medio.
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Caso de estudio 34. Calculo de energia de una configuracion esférica.

Un conductor esférico macizo de radio R1 con carga Q. se encuentra rodeado por
un cascardn esférico de radios interno y externo Rz y Rs respectivamente. Este
ultimo posee una carga Qp. Calcular la energia de la configuracion y comprobar si
la misma corresponde a un capacitor esférico.

Objetivo. Mostrar que un conjunto de conductores posee una capacidad asociada
pero la distribucion de cargas determina si se trata formalmente de un capacitor.
Calcular la energia de la configuracion mediante las Ecuaciones (35) y (53) con la
finalidad de justificar la conclusion previa.

(h r

R, 2
&R
A ;

Fig. 65. Estudio de un arreglo de dos conductores esféricos cargados, calculo de
distribucion de cargas y energia.

Al colocar los conductores tan cerca uno de otro (en particular uno en el interior
del restante), las cargas se distribuirdn de manera tal que se mantenga nulo en
el campo en el interior del material conductor del cascaron y la esfera maciza.
Llamaremos Qi, Q2, y Qs a las cargas en los respectivos radios. Debido a que
previamente hemos analizado un caso de estudio muy similar, aquel titulado
"Distintas conexiones entre conductores" y ademas como nuestro objetivo es
calcular la energia de la configuracién, vamos a darnos el lujo de escribir la
distribucion de cargas omitiendo el planteo en detalle. Sabemos que el conductor
macizo no esta conectado por lo tanto su carga debe permanecer constante. Lo
mismo ocurre con el cascardn, pero éste distribuye su carga en dos caras
diferentes. A su vez, sabemos que el campo dentro del cascarén es nulo y toda
superficie de Gauss dentro del material va a encerrar las cargas Qi y Q2. En
definitiva:

Q1:Qa
Q; =—Q,
Qs =Q,+Qyp

Conociendo la distribucién de cargas es posible escribir la funcion campo
electrostatico para todo el espacio generado por esta configuracion.
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ON/C+ sir <R
E(r) = Qg/Ame,r? 7 siR, <1 <R,
ON/CT siR, <r <Ry
Qu+Q,/4me,r? # SiRy; <71

Vamos a detenernos un momento en este resultado. Contamos con un cuerpo
conductor que rodea totalmente al otro, las cargas entre las caras enfrentadas
son iguales y opuestas, pero existe carga en el radio Rz dando claramente un
campo en la regién exterior al arreglo. Esta ultima condicién nos indica que dicho
arreglo no se puede considerar formalmente como un capacitor. ; Qué significa?
Basicamente que todo aquello que hayamos aprendido que se cumple para un
capacitor, no necesariamente se cumplira para este arreglo de conductores. Por
ejemplo, la energia no puede ser calculada a partir de la Ecuacién (53) como lo
probaremos ahora.

Vamos a aplicar la Ecuacion (36) para todo punto del espacio, lo cual implica que
debemos integrar en las cuatro regiones arriba mencionadas. Para ello se
expresara el diferencial de volumen en coordenadas esféricas por comodidad,
notando con R al parametro que se extiende a infinito.

U= p{%?(jznj ij (ime 02 77 rsen(0)de rdodr
J-znf fR((?;T: Q;))zz rsen(0)de rdé dr)

Resolviendo el limite queda una expresion en funcion de los radios y la carga de
la configuracion.

QG 1(Qu+ Q)
€o 4‘1TR2 Rl 2 804‘1TR3
R, =Ry

U_1
2

Veamos con atencién el resultado hallado dado que existen ciertas
coincidencias con la Ecuacién (53). Para empezar, tenemos dos términos que
dependen de la carga de los conductores al cuadrado con el factor 1/2 delante.

Pero no es todo, notar que el denominador del primer término @tiene todo
el aspecto de una capacidad, recordar las Ecuaciones (51), y (52). La constante
permitividad del vacio multiplica a un término que representa una suerte de area
dividida la distancia entre conductores. Este valor es efectivamente la capacidad
de un capacitor esférico valor que podemos verificar rapidamente aplicando la
definicion Ecuacion (47)%. Por lo tanto, la expresion hallada se podria pensar
como la contribucién de dos términos, uno que corresponde a la energia de un

42 En caso de que sea tan sencillo comprobar dicha aseveracion se pueden saltear algunas paginas, € ir a
ver la Ecuacion (71).
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capacitor esférico cargado con Qa, y otro que representa el adicional de energia
de campo debido a que existe un E fuera de la configuracion que depende de

Qa + Qb.

2

U= Ucapacitor(Qa) + %M
€04TR;

Cabe aclarar que es posible determinar la capacidad de la configuracion, dado
que esta magnitud, es independiente del estado de carga de los conductores. No
obstante, la expresion de energia prueba que la configuracién no corresponde a
un capacitor cargado, dado que existe un término adicional que representa la
energia de campo en el exterior del arreglo.

Fuerza entre placas de un capacitor

Hasta el momento no nos hemos detenido a analizar qué ocurre entre las cargas
de las placas de un capacitor. Sabemos hay dos conductores enfrentados con
carga opuesta, lo cual nos hace pensar en que existe una fuerza de atraccién
entre ellos, naturalmente eso existe. Para hallar la fuerza entre placas podemos
hacerlo por definicién, sabemos que la carga de una placa genera un campo que
atrae las cargas de la placa restante, sélo debemos calcular la contribucion de
cada infinitesimal de carga a la fuerza total. Asumamos que tratamos con un
caso sencillo, por ejemplo, un capacitor de placas planas paralelas. y luego
veremos que ocurre en un esférico.

Iniciemos por el caso de placas planas. Este es bastante sencillo dado que el
campo entre es uniforme y por lo tanto la funcién E sélo adoptara un valor en la
placa contraria. Ademas, tendra una unica direccion, y por ende podemos saber
de antemano la direccion y sentido de la fuerza sin necesidad de realizar los
célculos*. Haremos la integracion del campo eléctrico producido por la carga
positiva sobre la placa con carga negativa, una configuracion tal como se mostré
en la Figura 44. Para resolver la integral vamos a recurrir a la expresién de la
densidad de carga asi nos acostumbramos a integrar en una variable espacial.
Debemos tener en memoria que el calculo de E se realizé desestimando
efectos de borde, por lo tanto, la fuerza calculada sera en el mejor de los casos,
una aproximacion. El campo entre las placas del capacitor fue obtenido
previamente:

Ahora se reemplaza el mismo en la definicién de E, Ecuacion (4) para hallar la
fuerza aplicada sobre la placa, sabiendo que la misma debera contemplar la
contribucién de la totalidad de la carga, lo cual implica que es necesario realizar
una integracion.

43 Es importante recordar que al buscar la fuerza de una placa sobre la otra s6lo tomamos el campo de una
placa, no el total que tenemos en medio (donde el total es el doble de la contribucion parcial de una placa).
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F = j E dq
cargaplaca~

Debemos recordar que buscamos conocer la fuerza sobre la placa cargada
negativamente, por lo tanto, debemos ser cuidadosos con los signos. Para ello
es conveniente aplicar modulos a las densidades de carga ¢ y dejar explicito el
signo fuera.

F= ffA%z (—lo])dA

La integral es sencilla de obtener debido a expresién de E, la cual podemos
dejar en funcidn de la carga total mediante la relacién Q = o A.

1 2
ool
2 Ag,

(=2)

Obtuvimos una fuerza en la direccion Z y en el sentido negativo de acuerdo al
sistema de referencia elegido, es decir que la fuerza resulté atractiva. Podemos
hallar la fuerza sobre la otra placa sabiendo que debe ser igual y opuesta por la
ley de accion y reaccion, sin necesidad de hacer ningun calculo adicional.

Este caso es sencillo de analizar pero, ;qué ocurre si contamos con una
configuracién mucho mas rebuscada, donde el campo sea una funcién del
espacio? En ese caso ya no sera tan sencillo calcular la fuerza de una placa sobre
la otra, pero podemos hacer uso de la capacidad que es una magnitud facilmente
mensurable.

Teorema de los desplazamientos virtuales

Como alternativa al calculo estricto de la fuerza podemos hacer uso del teorema
de los trabajos virtuales, el cual relaciona la diferencia energia potencial de una
configuracién entre dos estados, con la fuerza necesaria para efectuar un
pequefio desplazamiento virtual al sistema. En el caso particular de la
electrostatica, se asume que se genera un pequefio desplazamiento
cuasiestatico a una carga conocida par luego obtener a partir del cambio de
energia potencial, el valor de la fuerza interna de la configuracion. Para mostrar
este uso particular empezaremos por multiplicar a ambos lados de la igualad de
la Ecuacién

(28) por el valor de la carga q desplazada.

qE = —-V(qV)

Haciendo uso de la definicién de campo eléctrico, Ecuacion (4), el miembro
izquierdo se convierte en la fuerza eléctrica, mientras que el derecho resulta ser
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el gradiente de la energia electrostatica que le corresponde a la configuracion
(la configuracién incluye a la carga q).

F=-VU
(55)

Este método implica que necesitamos conocer la energia potencial del sistema
en funcion de las coordenadas espaciales. Si aplicamos nuestro reciente
teorema a un capacitor, podemos escribir la energia en funcion de la capacidad,

Ecuacién (53).
B 2C

Para hallar la magnitud de la fuerza, practicaremos un desplazamiento virtual en
una placa, por ejemplo, separandola de la otra. El calculo resulta sencillo si
conocemos la expresion de la capacidad y su dependencia funcional con las
coordenadas. Vamos a particularizar el analisis para el caso de un capacitor de
placas planas paralelas, cuya area llamaremos A, y separacion & para no
confundir con el diferencial. La separacion se hara a lo largo del eje x, el cual
asumimos es perpendicular a las placas.

Q’ Q?

T 2C 0 2g,A/8(x)
Si el proceso ocurre con el capacitor aislado, entonces la carga es constante.

_ @ d
P = e axo®

(56)

También es posible efectuar analizar el procedimiento si el desplazamiento
virtual se realiza con el capacitor conectado a una fuente de ddp. En este caso el
voltaje entre placas se mantiene constante debido a un dispositivo ajeno al
sistema, por ende, nuestro agente externo realiza trabajo tanto sobre el capacitor
como sobre la fuente. Vamos a razonar brevemente la situacién. Si alejamos las
placas el campo tendera a debilitarse disminuyendo la ddp como consecuencia,
pero como la fuente busca mantenerla constante, entonces la propia fuente
invierte energia moviendo carga nuevamente. Ello sugiere que ante un
desplazamiento, el capacitor aumenta su energia, mientras que la fuente la
disminuye. Separando las placas:

A su vez, la energia provista por la fuente se puede calcular como el producto de
la carga que desplazé para cargar al capacitor, multiplicado por la diferencia de
potencial correspondiente, Ecuaciéon (33). El cual se considera negativo para el
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sistema fuente-capacitor debido a que la fuente necesariamente pierde energia
(es bien sabido que las pilas o baterias pierden su energia al mover carga).

Ufyente = —QAV

La fuente carga al capacitor con una diferencia de potencial constante y ademas
la energia involucrada es el doble de la almacenada en forma de campo
electrostatico entre sus placas. Sumando ambas contribuciones se tiene la
energia total.

QAV

Utotal = 2

Reemplazando la expresién anterior en la Ecuacion (55):

F=7(7)

Podemos hacer uso de la definicion de capacidad, Ecuacién (47), para eliminar
el valor de la carga que claramente cambiara durante la evolucién, dejandola en
funcion de C que sera variable, y el AV que es constante porque lo impone la
fuente.

F—AVZVC
2

Por conveniencia volvemos a escribir la expresion en funcion de la carga,
mediante el uso de la Ecuacion (47):

_(¥
F = (ﬁ>vc

Finalmente pudimos obtener la expresién para el trabajo virtual sobre un
capacitor en una evolucion a potencial constante. Notar que volvimos a obtener
la misma expresion que la correspondiente al proceso a carga constante,
Ecuacién (56), dado que en definitiva se trata del mismo proceso.

A modo de ejemplo veremos la aplicacion del teorema, a un capacitor de placas
planas paralelas desestimando efectos de borde, aprovechando que la
capacidad de configuracion es sencilla. Asumamos que practicamos un
desplazamiento a lo largo del eje x, el cual se adopta como perpendicular a las
placas. Entonces reemplazamos la Ecuacién (51) en la Ecuacion (56) y
calculamos la derivada:

2
Fy = Q
2g,A
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Este resultado nos indica que ante un desplazamiento positivo, es decir
incrementando la distancia entre placas, obtendremos una fuerza en el sentido
contrario al desplazamiento virtual, lo cual nos indica una clara fuerza atractiva.

RESUMEN

Un conductor en equilibrio electrostatico es un volumen equipotencial, el cual
tiene lineas de campo perpendiculares a su superficie. Ello se debe a la gran
movilidad que tienen las cargas en este material, buscando alcanzar un equilibrio
al separarse la maxima distancia posible ante la presencia de un campo externo.

Una configuracién de conductores cargados que se conectan entre si por medio
de otro cuerpo conductor (un cable), se puede decir que alcanzan conjuntamente
el equilibrio electrostatico cuando los potenciales de todos cuerpos se igualan.
Un caso particular de esa conexion es la puesta a tierra, donde uno de los
cuerpos es virtualmente mas grande que los restantes, pudiendo alojar mayor
cantidad de carga.

Para hallar la fuerza, el campo, o el potencial para todo punto del espacio debido
a un conjunto de conductores cargados que interaccionan entre si, siempre es
necesario analizar la distribucién de cargas previamente. Para ello es posible
buscar condiciones sobre el potencial, tales como el concepto de equilibrio
electrostatico entre varios cuerpos conectados entre si, la puesta a tierra, o la
conexion con fuentes de diferencia de potencial. También se aplica el principio
de conservacion de la carga, dado que ésta podria distribuirse entre distintas
superficies de un cuerpo conductor, o entre dos o mas cuerpos conectados entre
si, pero la carga total permanece invariante. Finalmente, no se debe perder de
vista que la principal caracteristica de los conductores es que el E en su interior,
lo cual lleva a acomodar las cargas de la superficie de forma tal que se cumpla.

Un conjunto de cuerpos de material conductor puede ser caracterizado mediante
una coleccién de coeficientes capacidad, los cuales relacionan sus cargas con
los potenciales electrostaticos de cada uno respecto de una unica referencia.
Existe una configuracioén particular de este tipo llamada capacitor, en la cual un
cuerpo rodea totalmente al otro y se obtiene un campo nulo el exterior de la
configuracién. La capacidad de un capacitor se calcula a partir de la relacion
entre la carga del conductor interno y la diferencia de potencial entre ambos. Esta
configuracidén tiene una expresion para el calculo de energia muy sencillo que
relaciona carga, ddp entre placas, y capacidad.
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Capitulo 6

Dieléctricos

Medios dieléctricos

En una manera muy simplista es posible separar los materiales en dos grandes
grupos en cuanto a lo que la electrostatica le concierne, aquellos que permiten
la facil y libre circulacién de carga y aquellos que no. Los primeros son
conductores y los segundos llamados dieléctricos. Un dieléctrico a diferencia de
uno conductor no permite el libre movimiento de cargas, por lo tanto, al
someterlo a un E ocurrird un desplazamiento de la nube electréonica de cada
molécula cargada, de manera tal que se forme un pequeno dipolo a los ojos del
observador.

E=0

Fig. 66. Esquema de una molécula que se polariza en presencia de E.

El sélido en su conjunto seguira siendo eléctricamente neutro, pero tendra
densidades de carga positivas y negativas en distintas zonas del mismo
dependiendo de la cantidad de dipolos. Esta cantidad dependera en primera
instancia de la intensidad del E aplicado. Cabe aclarar que es posible arrancarle
electrones a una molécula si el campo resulta suficientemente intenso, dandole
entonces una carga neta al dieléctrico. A grandes rasgos sera posible encontrar
dos especies de densidades de carga, aquella asociada a dipolos (moléculas con
nubes electrénicas polarizadas) y aquellas a cargas con libertad de movimiento.
El primer tipo se suele denominar carga de polarizacion y el segundo, al cual
estamos habituados, carga libre. A diferencia de un material conductor, ahora
tenemos un nuevo tipo de carga, lo cual sugiere que el tratamiento en este estos
materiales sera un poco mas complicado.

Las interacciones moleculares con campos externos pueden ser muy complejas
de analizar pero es posible modelizar dichas interacciones de manera mas
sencilla a través del concepto de dipolo puntual. De acuerdo a las expresiones
de célculo de fuerza o energia Ecuaciones (39) o (38) cuando un dipolo puntual
es sometido con un campo externo, éste sufrira una fuerza y tendera a orientarse
en el sentido del campo minimizando su energia. Si pudiésemos medir el valor
del E resultante en un punto cercano a la carga dipolar veriamos que ha
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disminuido, ya que el dipolo se orienté generando un campo opuesto. Entonces,
seria deseable obtener una expresion que nos permita obtener campo total, o al
menos poder relacionar la intensidad de campo externo con la cantidad de
dipolos.

E=0 E

Ep —

Fig. 67. Comportamiento esquematizado de un dipolo puntual en un campo externo.

Los materiales dieléctricos representan un tema gran interés para los ingenieros,
dado que forman parte crucial de los capacitores empleados en circuito
eléctricos y electronicos. Otra aplicacion consiste en emplearlos como como
aislaciones para proteger de descargas eléctricas, tanto en materiales de
seguridad de operarios como en dispositivos o0 maquinas.

Interaccion del campo electrostatico con la materia

Ahora que conocemos las consecuencias de someter un material dieléctrico a
un campo externo, nos interesa saber cémo tratamos una configuracién de
materia polarizada. Asumamos que tenemos pleno conocimiento de la cantidad
de dipolos y ademas como estan distribuidos. Si separamos el material
dieléctrico en pequenos pedacitos, pero suficientemente grandes como para
poder considerar la existencia de una densidad de dipolos, podemos calcular
mediante integracion, la contribucion de cada pedacito de materia dipolar
cargada al campo total. Para ello definiremos una densidad dipolar volumétrica
P en funcién del momento dipolar eléctrico, Ecuacion (7).

dp

P
dVol

(57)

Ahora haremos uso del potencial electrostatico para nuestro analisis,
aprovechando que se trata de una magnitud escalar, en lugar de atacar el analisis
directamente con el campo. Empezamos por escribir el potencial para un dipolo
considerado puntual en un punto r' del espacio*.

Para un unico dipolo:

1 ~ (@=r)
V(r)p - 41-[80 p(r) : |r_r,|3

“ En el caso que se encuentre sobre el eje x, con ambas cargas equidistantes del origen, entonces la
expresion se reduce a la tratada anteriormente, Ecuacion (27).
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Para el total de dipolos:

g

V(r)— r') - — T dVol

Ahora se reescribe el integrando en funcioén de V', que opera sobre las variables
en las cuales se resolvera la integral.

V(r) =

P(r) - v' )dVol

r'|

Luego se aplica la regla de derivacion a los términos del integrando.

P(r,) 1 ’ ’
( <|r—r’l> Ir—r'|V'P(r))dv01

Finalmente se opera en los términos hallados, aplicando el Teorema de la
divergencia al primero de los dos.

1 P(r') 1 ) .
Vi) = 41‘[£0< r —1r’| (fds - fff r —r’| VP dVOl>

V() = op(r ’) d + — pp(r)dvol
41‘[80 Ir — Ir—r|

Finalmente obtuvimos una expresion donde el potencial depende de
contribuciones de carga dipolares, una contenida dentro de un volumen de
integracion, y otra relacionada con la frontera de dicho volumen. A raiz de este
analisis estamos en condiciones de definir dos densidades de carga de
polarizacion las cuales usaremos para caracterizar a los materiales dieléctricos.

V(r) = 2

Densidades de carga de polarizacion

En el razonamiento previo se llegé a la conclusion que el potencial de un material
dieléctrico depende de dos densidades de cargas de polarizacion, una que se
encuentra en el limite fisico del material, y otra en todo punto de su interior. Notar
que el producto escalar implica evaluar el vector en un punto de la superficie, la
cual debera tener normal orientada siempre saliente. A partir de esto definimos
dos densidades:

Q
©

M

s/
=

(58)
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pp=—-V-P
(59)

La carga total de polarizacidén resulta siempre nula, ya que proviene de la
contribucién de muchos dipolos cuya carga total es igual a cero coulomb;
recordemos que la polarizacion genera densidades de cargas locales, no cargas
en si misma. Es sencillo demostrarlo sumando ambas contribuciones:

ZQD = ﬁ;cpds + fff pp dVol
Aplicando las definiciones de las densidades de carga, Ecuaciones (58), y (59):

ZQp=#P-ﬁdS — jﬂv-PdVol

El segundo término es laintegral de volumen de la divergencia de P, lo cual indica
que aplicando el teorema de Gauss se puede convertir en la integral de flujo a
través de la superficie. Ello implica que ambos términos del miembro derecho
son nulos, y por lo tanto queda demostrado que Qp es nula.

ZQp =0C
(60)

La figura siguiente ilustra la aparicién de las densidades de carga superficiales y
volumétrica de polarizacion. Es relativamente sencillo demostrar que la carga
total de polarizacion es nula, haciendo uso de la expresion del potencial a la cual
arribamos mas arriba.

ol | R | .

S s ¥ S —"t R éfg e @
- SIS s S j
I »>C > E i P p

¢=0Cm’: p=0C/m* o% 0 C/m% p=0C/m? 5¢ 0 c_.m~; p = 0C/m?

Fig. 68. Un mismo trozo de material dieléctrico es sometido a distintos campos, nulo en
el primer caso, uniforme en el segundo y no uniforme en el tercero, generando distintas
densidades de polarizacion.

Como puede verse en la Figura 68, la polarizacion de las superficies del material
dependera de la direccién del campo eléctrico, su intensidad en cada punto del
material y la forma de la frontera del material. La incidencia de un E paralelo a
una cara del material induce la apariciéon de dos densidades superficiales (sélo
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dos caras estan polarizadas). En este caso no hay una densidad volumétrica de
dipolos, ya que se encuentran ordenados en el interior del material. Si ahora en
cambio el campo tuviese cierta inclinacion, éste dejaria de ser tangente y ademas
no fuese uniforme, es sencillo arribar a la conclusidon que necesariamente los
dipolos en el interior deben estar desordenados, induciendo una densidad
volumétrica.

Ley de Gauss generalizada

Si intentamos emplear la ley de Gauss, Ecuacion (20) para hallar el campo
electrostatico, debemos tener en cuenta que éste dependera de todas las cargas
presentes. Por ejemplo, si se trata de la expresidn integral, la extension de la
superficie de Gauss nos dara la cantidad de carga encerrada total (dieléctrica y
libre), si dicha superficie encierra parcialmente a un material diléctrico. Entonces
necesariamente el calculo de flujo dependera de la carga de polarizacién. Si en
cambio usamos la ley en forma diferencial, la divergencia adoptara un valor no
nulo s6lo si se analiza un punto rodeado de carga, bien sea libre o de polarizacion,
en definitiva, dependera de la eleccidon del punto en cuestion la informacién
necesaria para hallar E. Vamos a escribir la ley de Gauss considerando la
existencia de carga libre y de polarizacion, denotadas con subindices |y p

respectivamente.
1
#E -ds = S—Jﬂ-(pl+pp)dVol
(o]

Aplicando la definicién de la densidad de carga en volumen, Ecuacion (59) se
reemplaza la densidad p,, por una relacion con P.

#E-ds=éfff(pl—v - P)dVol

Aplicando el teorema de Gauss al término de la divergencia de P, es posible
convertirla en una integral de flujo y agruparla junto con E.

#(EOE - P)-ds=ﬂfpldVol

En el miembro izquierdo tenemos una nueva magnitud vectorial que sdélo
depende de la densidad de carga libre encerrada, la cual llamaremos vector
desplazamiento y se notara con D. Se define entonces la relacion constitutiva de
campos, que involucra a E, D y P siendo general para todo material dieléctrico.
Notar que D[=]C/m?y P[=]C/m?.

D=¢,E—P

(61)
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Los campos auxiliares D y P, tienen como fuentes a la carga libre y la de
polarizacion respectivamente, lo cual facilita el procedimiento de calculo en
presencia de materiales dieléctricos, ya que usando cada uno es posible separar
las contribuciones de carga al campo electrostatico, E. Se define entonces la ley
de Gauss generalizada en funcién de D.

#D-ds=ﬂ-f p; dVol
(62)

Aplicando el teorema de Gauss se puede arribar a su forma diferencial, tal como
lo hemos hecho con la expresién de la ley original, Ecuacién (22).

63

Previo al uso de la ley de la ley de Gauss generalizada, es importante destacar
algunas cuestiones.

Si la superficie encierra totalmente al dieléctrico entonces no habra
contribucién neta de cargas de polarizacién. Esto parece trivial pero basta
con dibujar una superficie que se cierre en el vacio y por lo tanto E sera
como de costumbre.

Dado que el momento dipolar ha sido definido como un vector que se
dirige desde la carga negativa a la positiva, entonces el vector polarizacion
conserva dicha propiedad, implicando E y P sean colineales cuando la
permeabilidad relativa sea positiva. Recordemos que los dipolos se
orientan disminuyendo el campo externo, por lo tanto, las densidades de
cargas de polarizacién tendran signo opuesto a las cargas libres.

Cabe aclarar que la carga de polarizacion no podra superar nunca en
modulo a la carga que genera el campo externo, de ser asi, dicha carga
podria compensar al campo electrostatico y por lo tanto no habria causa
para mantener la polarizacion.

Relacion constitutiva de campos

Existen materiales dieléctricos que poseen la propiedad de ser polarizados
proporcionalmente al campo externo aplicado, lo cual conduce a una relacion
entre E y P lineal, es decir que, si se duplica la intensidad del campo externo,
entonces se duplica la densidad de dipolos del cuerpo®. La constante de
proporcionalidad se denomina permitividad dieléctrica, y se nota con ¥, que
también se puede encontrar mencionada como susceptibilidad dieléctrica. El
andlisis se simplifica bastante si ademas de tener presente un material lineal,
éste se distribuye en un cuerpo homogéneo e isétropo. De esta manera la
constante sera unica.

45 Existen otros materiales que guardan relaciones muy distintas como los electretes, ferroeléctricos, o
piezoeléctricos los cuales poseen propiedades muy distintas a los lineales.
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P =¢,xE

Combinando la expresién previa con la Ecuacion (61) se puede escribir una
relacion entre D y E eliminando el vector polarizacion, dado que este ultimo no es
sencillo de medir, como si lo son E, y la carga libre (fuente de D).

D=¢,(1+xE

El paréntesis se suele llamar permitividad dieléctrica relativa, dado que se trata
de un factor adimensional, y se nota con ¢,..

D =¢,¢.E
(64)

La constante de proporcionalidad que proviene del producto de las
permitividades del vacio y relativa, se conoce como permitividad del medio, y se
nota con «.

D=c¢E
(65)

Esta relacion entre D y E, junto con la previa, suelen ser las mas empleadas para
analizar los efectos sobre materiales sometidos a campos externos. De hecho,
la permitividad del agua es bien conocida en la quimica fisica, en particular en
electroquimica y analisis de soluciones de iones.

Metodologia de calculo de densidades de cargay campos

Cada trozo de material sometido a un E adoptara una densidad de polarizacién
en cada una de sus superficies, y a su vez si el campo no es uniforme podra
existir una densidad en volumen como se mostré en la Figura 68. Si conoces el
vector polarizacién sera posible hallar las densidades, pero para ello debemos
conocer los otros campos, Dy E.

El calculo de campos se podra realizar una vez que conozcamos las
distribuciones de carga libre y la permeabilidad relativa del material. El
procedimiento recomendado es el que sigue:

1. Conocer la distribucién de cargas libres.

2. Operar usando la ley de Gauss generalizada para hallar D.

3. Obtener E a partir de la relacion entre el vector desplazamiento y la
permeabilidad relativa.

Mediante la relacién constitutiva calcular P.

Obtener las cargas de polarizacion.

oa k&
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Caso de estudio 35. Una esfera dieléctrica cargada.

Una esfera de radio R de material dieléctrico con permitividad relativa e, se
encuentra cargada con una cantidad conocida Q. Hallar las densidades de carga y
los campos E, D y P para todo el espacio.

Objetivo. Aplicar la ley de Gauss generalizada para el calculo de campos mediante
el procedimiento recomendado, obtener las densidades de carga.

Pp
Er

Fig. 69. Esfera dieléctrica con carga libre uniforme p,, la cual induce una de polarizacion
pp Proporcional a la permitividad relativa e,.

El calculo de campos requiere tener informacion sobre la distribucion de carga
de la configuracion. En este caso conocemos la carga libre, la cual se asume
distribuida de manera uniforme en todo el volumen dieléctrico. Siendo una
configuracién de geometria esférica que respeta esta simetria, entonces los
campos no dependerdn de las dos variables angulares®. Ello implica que
podremos hallar el vector desplazamiento mediante la ley de Gauss generalizada
(62) empleando una superficie esférica.

ﬁD-ds=Q1 = .prldVOI

Fig. 70. De izquierda a derecha, superficie de Gauss dentro de una esfera dieléctrica
(notar que encierra una carga proporcional al radio de dicha superficie), superficie de
Gauss fuera de la configuracién encerrando la totalidad de la carga.

4 En este caso omitimos por simplicidad el desarrollo usual donde buscamos detalladamente las
componentes y coordenadas de dependencia del campo, pero ello no implica que no sea necesario realizarlo
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Tendremos dos regiones ben definidas, el interior y el exterior de la esfera, las
cuales debemos tratar por separado (pero con el mismo razonamiento). Si r <
R la cantidad de carga encerrada depende del tamano de la superficie de Gauss.

41rr3
3

D4nr? = p

Entonces el vector desplazamiento se puede armar a partir del médulo obtenido
arriba, y el versor radial:

_pir,

D
3 r

Analizando la segunda region, r > R, la cantidad de carga encerrada es la total,
y es independiente del tamafo de la superficie de Gauss.

4mR3
D4nr? = p
3
El vector desplazamiento queda entonces:
LS
~ 3r2

La determinacion de E es directa mediante la aplicacién de la Ecuacién (64). En
la regidn correspondiente al vacio, el €, = 1, por lo tanto, podemos omitirlo del
calculo:

Siendo conocido Dy ¢, puede obtenerse el vector polarizacion para la regidén con
dieléctrico mediante la Ecuacion (61). Recordemos que no existe P fuera de la

zona cargada®’.
p1T 1>A
P="—(1-—
3 ( e r

47 No existe P fuera de una region en la cual no haya dipolos susceptibles de ser orientados. No obstante,
es sencillo mostrar desde la matematica que P = 0C/m?, basta con aplicar la Ecuacion (61).
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Fig. 71. Calculo de densidades de carga de polarizacion en la esfera cargada. En este
caso sélo existen dos contribuciones, una en volumen (de signo negativo) y una Unica en
superficie (de signo positivo), ambas proporcionales a la carga libre.

A partir de P es posible hallar las densidades de carga de polarizacion. Siendo
una esfera maciza soélo tenemos una superficie en la cual se puede acumular
carga superficial, la cual se distribuird de manera uniforme debido a la geometria
de la configuracion. Ello puede notarse en la funcionalidad del vector
polarizacion, el cual adopta un Unico valor en todo el radio de la esfera.

0_pzle'ﬁ

Por definicién, la normal a la superficie con dieléctrico debe ser saliente, en este
caso se trata un versor radial.

pIR 1\, .
o =g (1-g)r e

Notemos que el resultado es una densidad proporcional a p;:

(-3
= 2(1-=
=73 £,

También debemos calcular la densidad volumétrica de polarizacion, y verificar
que las cargas distribuidas en superficie y volumen seran iguales y opuestas®.
Empecemos por aplicar la definicion de p,, Ecuacion (59), teniendo en cuenta
que el vector polarizacion esta expresado en coordenadas y componentes
esféricas, por lo tanto, la divergencia adopta una forma particular (ésta puede
hallarse completa en cualquier libro de matematica).

_ 1(a@?P)
-

Derivando la expresion previa se halla la densidad buscada, la cual resulta
opuesta a la densidad de carga libre, y ademas menor en moédulo debido a que
el paréntesis es menor a uno.

48 Esto se debe a que so6lo hay dos contribuciones de carga de polarizacion en este caso de estudio.
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--n(1-3)
pp_ P1 £

La suma de las cargas de polarizacion se realiza sobre la superficie de la esfera
debido a g, y sobre su volumen p,,. Dado que ambas densidades son uniformes,
entonces la carga se puede hallar multiplicando las respectivas densidades por
el area y volumen.

2 4 3
Qp = 0'p|R4-T[R + ppthR

Reemplazando las densidades por los valores obtenidos previamente se puede
notar que la carga total de polarizacion es nula tal como era de esperarse.

_p1R< 1) ) < 1)4 s
Qp—3 1 r4‘l‘ER pri1 Sr311R—0C

En resumen, obtuvimos una carga total de polarizacién nula, tal como era de
esperar, lo cual indica que posiblemente hicimos bien las cuentas. Debemos
notar que la carga volumétrica de polarizacién posee signo opuesto a la
densidad de carga libre y ademas es menor en moédulo. Esta diferencia de
magnitudes estara dada por el valor de la permeabilidad relativa, donde un
incremento en &, inducira una mayor densidad de dipolos orientados, tanto en el
volumen como en la superficie. Antes de continuar con el analisis vamos a
escribir los tres campos para todo el espacio:

D _{plr/Bf sir<R
(r) = pR3/3r% #sir >R
r/3e,6, T sir <R
E(r):{plé OTZA l.
pR>/3e,r* T sir >R

P(r)={pl/3 1-1/g.)r # sir<R
0C/m?# sir >R

Notemos que el E es una funcién discontinua, en contraste con aquella hallada
para el cilindro infinito cargado con p, Ecuacién (24). En este caso la
configuracién es de materia dieléctrico, de hecho, esta carga de polarizacion en
la superficie de la esfera es la responsable del salto en la funcién campo que
provoca su discontinuidad. Vamos a detenernos un momento en esto para
analizar en detalle. Imaginemos que estamos intentando hallar E mediante la ley
de Gauss y que sabemos perfectamente cuanta carga hay dentro de cada
superficie de Gauss, incluyendo la de polarizacion. A medida que nos acercamos
al borde de la esfera el campo crece ya que tenemos mayor cantidad de carga
encerrada®. Ahora al cruzar el borde la carga libre encerrada ya es maxima, pero

4 Esto ocurre a pesar de que la carga de polarizacion sea opuesta a la libre, recordar que la carga de
polarizacion es siempre menor a la libre, ya que es una consecuencia de la existencia del campo, por ende
nunca podra anularlo.

170



CONCEPTOS DE ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO PARA INGENIERIA

se encierra una cantidad adicional de carga de polarizacion, aquella distribuida
como p,. Ello provoca entonces un salto en la funcion campo, ya que en una
distancia infinitesimal adicionamos una cantidad de finita de carga (la cual
calculamos mas arriba). Por otro lado, como la superficie esta exenta de carga
libre en un valor finito (ya que este tipo carga se distribuye en un volumen) el
vector desplazamiento no tendra una discontinuidad en su funcionalidad con r.
De hecho, esta es una condicidon necesaria para que se cumpla tal consecuencia,
la cual veremos en la seccién Condiciones de borde.

Energia de campo en presencia de un dieléctrico

Retomemos la expresidon que empleamos para calcular la energia de una
configuracién cargada, Ecuacién (36), pero ahora considerando la presencia de
un material dieléctrico, situacidon que nos a conocer la distribucion de cargas de
polarizacién o emplear el emplear el vector desplazamiento (un desarrollo en
funcién de E trae aparejado el inconveniente de acarrear las cargas de

polarizacién).
1
U =—fﬂ p; VdVol
2 vol

Para nuestra suerte contamos con el vector desplazamiento y conocemos su
vinculo con otras magnitudes. La primera relacién a usar es la Ecuacion (63) que

busca reemplazar p;.
1
U= —fff (V- D) Vdvol
2 vol

Recordemos la siguiente relacion:
V-(VD)=D - VV+(V-D)V

El siguiente paso en nuestro razonamiento es emplear la expresion previa para
reescribir el integrando.

1
U= Eﬂm(v . (VD) — D - ¥V) dVol

Notemos que en el segundo término del segundo miembro aparece el gradiente
del potencial, el cual podemos escribirlo en funcion del campo electrostatico
haciendo uso de su definiciéon Ecuacion (28). Ademas, haremos uso del teorema
de Gauss para convertir la integral de volumen de término V - (VD) en un integral
de superficie.
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1
U=—#VD-ds+fff D - EdVol
2 S vol

(66)

Esta expresion es muy familiar, de hecho, dimos con una semejante en el
Capitulo Potencial electrostatico. Si bien tal como esta escrita es general, su uso
mas habitual resulta de aplicarla cuando el volumen de estudio es indefinido
(extendido a infinito). Sabemos la aplicacion a una regién no acotada implica que
se anule el término de la integral de flujo quedando la expresion siguiente:

1
U = —.Hf D - EdVol
2 vol

Se define también la densidad de energia por unidad de volumen para campos
gue se encuentren en regiones con materiales dieléctricos. Cabe destacar que la
expresion es totalmente general, incluyendo el vacio como un caso particular con
&

(67)

o

1]
N =

)

rm

(68)
Condiciones de borde

El modelo abordado para comprender coémo interacciona un campo
electrostatico con la materia dieléctrica, explica que se inducen de dipolos en el
cuerpo a estudiar, dependiendo del tipo de material y la intensidad de E presente.
Si ahora se tienen dos medios dieléctricos, es deseable conocer lo que ocurre en
la frontera entre ambos. Para ello Imaginemos que tenemos dos medios
materiales caracterizados cada uno por sus &,, Y &,,, Separados por una interfaz
cualquiera, la cual sera estudiada en el entorno de un punto, y por ende sera vista
como plana, tal como lo ilustra la Figura 72.

/\dsz 12
81‘2 D2
h
& .
- D, dSiat e
ds: 7

Fig. 72. Analisis de las condiciones de borde para el vector desplazamiento en el entorno
de un punto entre dos medios materiales. Se adopta una superficie de Gauss con una
altura mucho menor al radio de sus tapas para que al converger su volumen a cero, toda
la superficie colapse a un punto de la interfaz.
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Vamos a aplicar la ley de Gauss generalizada y luego una superficie gaussiana
cilindrica (también podria ser prismatica), cuyas caras, s; y s, , S€ encuentren en
lados opuestos y equidistantes de la interfaz la cual podria estar cargada con g;.
Se separaran las integrales de area en las dos tapas y la superficie lateral.

ff Dl' d81 + j-f DZ . dSZ + ff D - dslat=ff61ds
s1 s2 lat s

La superficie de Gauss debe cumplir con la condicion de que el area de las caras
sea mucho mayor que aquella de la superficie lateral, por ejemplo, que se trate
de un cilindro achatado, cuyo radio r sea mayor a la altura h. De esa manera, la
superficie lateral generara un flujo bastante menor en comparacion a las dos
tapas del cilindro. El paso siguiente en el procedimiento es reducir el tamafio de
la superficie de Gauss, ello implica hacer tender el limite de ry h a cero. Dada la
relacion de aspecto de nuestro cilindro particular, las tapas colapsaran
rapidamente en la interfaz (h « 7). Ello implica que el flujo a través de las tapas
estara dado unicamente por la componente normal de D a la interfaz.

ll_r)r(l)llll_r}(l)ﬂ;leds + ﬂ;anzds + fflatD . dslatzll_r)r(l)%ll_r)r})f[sclds

Luego de resolver el limite tendremos dos consecuencias de importancia, la
primera es que el flujo a través de la superficie lateral es desestimable respecto
de los flujos en las tapas por la relacion de aspecto. La segunda consecuencia
es que el vector desplazamiento podra ser considerado uniforme en las dos
integrales restantes (notemos que el flujo sobre la cara 1 es negativo mientras
que el flujo sobre la cara 2 resulta positivo). Por lo tanto, llegaremos a una
relacion entre los vectores desplazamiento a ambos lados de la interfaz y la
carga alojada en la misma.

DT]l - DT]Z S Gl
(69)

La Ecuacion (69) es la primera de las dos condiciones de borde. A continuacion,
vamos a analizar ahora una condicién para el campo electrostatico, partiendo de
la Ecuacion (29), sabiendo que la circulacion cerrada sera nula. Si bien ello se
cumple por definicion para un campo electrostatico, el resultado que hallaremos
luego del siguiente andlisis también sera valido para un campo dindmico.
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Fig. 73. Analisis de las condiciones de borde para el campo electrostatico. Se emplea
una circulacion cerrada sobre una curva con dos tramos perpendiculares la interfaz y
otros dos paralelos, mucho mas largos que los anteriores. Luego se reducen
simultaneamente a cero las longitudes, convergiendo en el entorno de un punto.

¢E-dl=0V
c

Nuevamente volveremos a trabajar sobre la misma interfaz que antes, pero
adoptando una circulaciéon cerrada en esta ocasion. La circulaciéon de forma
rectangular se tomara de manera tal que aquellos tramos perpendiculares a la
interfaz, de altura h, sean mucho mas pequefios que los paralelos de longitud /,
Figura 73. El préximo paso sera tomar el limite tendiendo a cero de / y h.

1

limlim | E; - dl; + j
1-0 h—0 0 0

1 h 0

E-dh+] E-dh=0V

Ez'dlz‘l’j
h

0

El calculo del limite traera aparejado algunas consecuencias de importancia. Una
de ellas es que circulacion de los tramos perpendiculares a la interfaz sera
despreciable en comparacion a la correspondiente de las dos integrales
restantes (dado que h « ). A su vez, el campo electrostatico podra ser
considerado uniforme en un tramo infinitesimalmente corto, saliendo de las dos
integrales de longitud /. No obstante, debemos notar que la componente
tangencial de E sera la unica que aporte a la circulacion en estos dos tramos,
porque el producto escalar anulara cualquier otra. Por ultimo, se desprende de la
Figura 73 que E2t y dl2 coinciden en sentido, y que Et1 y dli son opuestos.

Ey = Eg ( )
70

En definitiva, se arriba a una relacion entre las componentes tangenciales de los
campos a ambos lados de la interfaz. Se concluye entonces que las
componentes normales de D se relacionan entre si por la carga en situada en la
interfaz, que la componente tangencial de E es continua.
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Refraccion dieléctrica

Asumamos que contamos con dos medios dieléctricos, cada uno representado
por su permeabilidad relativa. Tenemos un E incidente en todo punto de la
interfaz entre ambos medios el cual cuyas componentes se asumen conocidas,
pero no sabemos lo que ocurre con dicho campo en el otro dieléctrico.
Recordemos que, si bien las figuras mostraron una interfaz plana, las relaciones
(69) y (70) se aplican a cada punto de la interfaz.

&2

€r1 oy

Fig. 74. Estudio del cambio de direccion del campo a atravesar dos medios materiales
de distinta permeabilidad.

Si tratamos en dos dimensiones, entonces es posible descomponer el campo
incidente en dos componentes, una tangencial y una perpendicular a la interfaz.
Si se tratase de un problema en el espacio, entonces habra una tercera
componente que bien podra ser tangencial o perpendicular adicional. Cabe
destacarse que el campo no necesariamente debe ser uniforme y podra variar
punto a punto y en ese caso el analisis sera puntual. No obstante, mas alla de la
complejidad del campo el procedimiento sera el mismo, podremos usar un
angulo para escribir las componentes mencionadas. En este caso adoptaremos
un angulo medido respecto de una perpendicular a la interfaz, nombrado a.
Sabemos que las componentes de E estan relacionadas por la tangente del
angulo de incidencia y podemos escribir la relacién entre ambos angulos:

Et1/En;  tanoy

E2/En2 " tana,

Claramente las componentes tangenciales se cancelan, Ecuacién (70),
quedando unicamente las normales. Para estas, podemos hacer uso de la
relacion constitutiva de campos para dejar E, en funcion de D, y las
permitividades, Ecuacién (64) asi sera viable aplicar la condicién de borde
restante, Ecuacion (69).

tanoy Dy1/8r2

tana, Dpa/erq
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Si lainterfaz no se encuentra cargada con carga libre, entonces las componentes
normales de D se cancelan, lo cual nos permite arribar a una relacion entre los
angulos de incidencia y las permitividades relativas.

€1 tanoy

€, tana,

De acuerdo con la expresién hallada, el angulo del campo saliente no podra ser
nunca negativo, ya que el cociente de permeabilidades es siempre positivo para
los materiales lineales. Por supuesto que el valor de dicho angulo dependera de
la relacion entre las permeabilidades siendo igual unicamente cuando sean las
permeabilidades sean idénticas. Este fendmeno de quiebre de campo E por un
cambio de material se denomina refraccion dieléctrica, la cual obviamente es
una interpretacion de la refraccion de la luz al cambiar de material®C.

Capacitores con dieléctricos

En el capitulo previo se present6 el concepto de capacidad de conductores. Esta
propiedad depende de la geometria de la configuracion pero también del material
en el cual que se encuentren inmersos. De hecho, una forma de incrementar la
capacidad de una configuracion es mediante el uso de un dieléctrico situado
entre las placas. ;Por qué es asi, si en principio sabemos que al colocar un
dieléctrico el campo externo se ve disminuido por la presencia de cargas de
polarizacion? Para comprobarlo vamos a hacer un ejercicio mental conectando
a una misma fuente de ddp dos capacitores de igual geometria, pero uno de ellos
con un dieléctrico adentro. Este ultimo tendria en principio tendria un campo
electrostatico menor por la presencia de cargas de polarizacién, pero como la
fuente de ddp impone el voltaje entre placas, impone también el E. Ello implica
que sera necesaria desplazar mayor cantidad de carga libre para evitar la
disminucion del campo. De esa manera se logra tener una mayor cantidad de
carga y por ende también de energia almacenada entre placas. En el siguiente
caso de estudio se vera con mayor detalle este fendmeno.

Caso de estudio 36. Capacitor esférico con dieléctrico.

Un conductor esférico de radio a se encuentra rodeado por un dieléctrico de
permitividad relativa conocida ¢,, y a continuacion por un cascaron conductor
esférico de radios b y c, interior y exterior respectivamente. El material dieléctrico
llena totalmente el espacio entre conductores. Determinar la capacidad de la
configuracion y comparar con una tedrica que tenga vacio entre placas.

Objetivo. Calcular la capacidad de una configuracion esférica y comparar con las
previas (plana y cilindrica infinitas) buscando semejanzas. Determinar la influencia
de la permeabilidad relativa en el valor de la capacidad.

30 Cabe destacar que la luz es una onda producida por campos variables en el tiempo, y si bien las ecuaciones
que se emplearon se usaron para campos estaticos, son validas también para campos dinamicos.
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Fig. 75. Calculo de capacidad de un capacitor esférico con dieléctrico entre placas.

En esta configuracion se tiene un conductor rodeando a otro y en el medio un
material dieléctrico, diferencia fundamental con los casos de estudio previos. La
capacidad serd obtenida por definicién calculada como la relacion entre la carga
y la ddp, y para ello es necesario disponer de una carga en el conductor. Por lo
tanto, se asume la presencia de una carga en el sistema y se nota con Qq a la
carga libre del conductor interno.

El préximo paso es hallar el campo electrostatico entre los conductores (que
representan las placas del capacitor), pero la presencia del dieléctrico nos indica
que habra carga de polarizacion, por lo tanto, no podemos hallar E directamente
porque depende de la misma y es desconocida. El protocolo para seguir indica
que usaremos la ley de Gauss generalizada, sabiendo que la superficie elegida
(una esfera concéntrica con la configuracién) encierra Unicamente a la carga
libre del conductor interno.
ffp - ds=al,

Omitiremos los pasos intermedios dado que el objetivo actual es hallar la
capacidad. Ello implica que el vector desplazamiento para todo r < R queda:

D= QlJa

412

A partir de la Ecuacion (64) se puede determinar el E.

QlJa

= 2
4meyeL T

Conocido el campo electrostatico, es posible calcular la circulaciéon del mismo
entre placas para hallar la diferencia de potencial. Para evitar problemas de
signos, seguiremos con nuestra convencion usual. Asumiremos que la carga
ficticia es positiva, y por ende nuestra circulacion ira desde la placa que aloja la
carga negativa, a la restante.

V(a)—V(b):—faE . dl:Ql_Ja<l_1)
b

4mee. \a b
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Conocido el potencial, aplicamos la definicion de capacidad, Ecuacion (47).

€,&r 4mab

b—a
(71)

Es interesante notar que esta expresion guarda cierta relacion con las halladas
para capacitores de placas planas indefinidas y cilindros infinitos, la capacidad
es proporcional al area de las placas e inversamente proporcional a la distancia
de separacion entre las mismas. Una cuestion interesante para notar es que esta
configuracién posee un ¢, # 1, ello implica que al colocar un dieléctrico la
capacidad se incrementa ¢,-veces respecto de un capacitor con vacio entre
placas. Efectivamente, esta dependencia lineal se cumple siempre que el
dieléctrico ocupe la totalidad del espacio entre placas independientemente de la
geometria de los conductores. Ello se puede comprobar de manera sencilla, dado
que el campo electrostatico, (y la ddp de potencial) dependen inversamente de
&,, €s decir que la capacidad tendra una dependencia siempre lineal.

Caso de estudio 37. Capacitor cilindrico con dos dieléctricos.

Un conductor cilindrico macizo de radio a y longitud L mucho mayor al radio, se
rodea por una envolvente cilindrica de igual longitud con radios interior y exterior
b y c respectivamente. En medio de ambos se coloca un material dieléctrico de
manera longitudinal, llenando la mitad del espacio comprendido hasta los
extremos de los conductores, tal como lo muestra la Figura 76. Determinar la
capacidad de la configuracion.

Objetivo. Determinar la dependencia funcional del campo electrostatico y sus
componentes para la configuracion, donde no es evidente a priori, de la
aplicabilidad de la ley de Gauss para determinar E. Posteriormente hallar la
capacidad y comparar con el resultado hallado para un capacitor cilindrico con
espacio vacio entre placas. Este ejemplo guarda gran analogia con un sistema de
capacitores dispuestos en arreglo paralelo, es importante tenerlo presente.

La intencion es obtener la capacidad de la configuracién desestimando efectos
de borde, ello implica que el resultado sera valido cerca del plano mediatriz, y
relativamente cerca del cilindro. Bajo estas hipdtesis podremos asumir que la

configuracién encuadra dentro de una geometria cilindrica infinita. Por este
motivo vamos a escribir los campos en coordenadas y componentes cilindricas.

D = D,(r, ¢, 2)f + Dy (r, ,2) + D, (r, §,2)2
E=E (¢ 27F+Ep d,2)¢ + E,(r, d,2)2

P =P.(r,$,2)F + Py (r, §,2)$ + P,(r, d,2)2
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A

Fig. 76. Calculo de la capacidad de un capacitor cilindrico con un dieléctrico colocado en
forma longitudinal que no llena la totalidad del espacio entre placas.

Dado que debemos conocer tres campos nos conviene operar sobre el cual
contemos con mayor informacion y luego obtener los restantes mediante la
relacion constitutiva. En el caso actual nos conviene usar E dado que contamos
con conductores en la configuracion y sabemos que vale E = 0N/C en su
interior, informacién que ademads condiciona las interfaces metal dieléctrico. El
primer paso es identificar las coordenadas con las cuales no haya dependencia.
En este caso seria la variable z dado que consideramos nuestro cilindro como
infinito®'. A su vez, dada la igual cantidad de carga por encima como por debajo
del plano mediatriz (o la imposibilidad de distinguir el arriba del abajo si rotamos
el cilindro), entonces E no tendra componente en 2.

E=E.(r,$) T+ E4(r, ) $

Para analizar las dos componentes restantes se puede sacar provecho de que el
campo electrostatico es conservativo, y que los conductores son volumenes
equipotenciales. Para ello se toman caminos radiales a posiciones angulares
distintas que cierren dentro de los conductores como se muestra en la Figura 77.
Notemos que por comodidad la configuracion se presenta ahora con vista en
planta.

31 Una aclaracion antes de continuar por si no ha quedado claro en esta instancia. El cilindro es finito, pero
se puede modelizar como infinito si nos limitamos a la region del plano mediatriz, simplificando
enormemente la funcionalidad del campo electrostatico con las variables espaciales.
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Fig. 77. Se analiza un camino cerrado en el cual se circulara E involucrando dos tramos
dentro de conductores, con la finalidad de determinar la dependencia del campo con las
coordenadasry ¢.

Se divide la circulacién de E en cuatro tramos, donde dos de ellos se encuentran
dentro de conductores realizando un aporte de 0V. Cada uno de los tramos
restantes se adoptan a dos angulos distintos con igual r (entre los conductores)
y ambos en la misma region, en este caso aquella con vacio pero es indistinto.
Ello implica que en las integrales el valor que adoptaria E seria con dos ¢
distintos.

OV=[ E(r,¢;) - drt +0V +f E(r,d,) - drt + OV
c1 c2

Notemos que el producto escalar con el tramo de circulacion radial anula la
componente azimutal. A su vez, la expresion anterior indica que las dos
integrales deben ser iguales y opuestas.

b a
ov =f E.(r,d,)dr + J E.(r,d,)dr
a b

Es interesante remarcar lo siguiente, dado que la longitud de integracién es la
misma (la separaciéon entre conductores) y ademds las posiciones fueron
arbitrarias (¢,y ¢,), entonces la Gnica manera en que se cumpla la igualdad es
que ambas integrales sean nulas. Se concluye entonces que la componente
radial del campo electrostatico no depende de la variable angular. Obviamente
en este razonamiento no hubo restriccion alguna para su aplicacion a la region
vacia, por lo tanto, el resultado es valido para aquella con dieléctrico.

E=E(F+Ep(r,d) &

Ahora veamos si podemos hallar informacién sobre la componente azimutal
usando el mismo razonamiento. Si inventamos una circulacion cerrada que
contenga un tramo que pase dentro del conductor macizo y otro tramo que sea
un arco de circunferencia, pero a un radio intermedio entre ay b, digamos a* =
(a + b)/2y los cerramos con dos segmentos radiales.
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a*
|r_|j i‘_._-" ol h“ipl

.

Fig. 78. Vista de la seccion del capacitor cilindrico con el nuevo camino.

Nuevamente la circulacion total sera nula.
ax a b2 R R
f E.(DT - drf”+f E. (N7 - drf+f Eo(r,d)d - a*ddd + f E-dl=0V
a ax $q cond

Sabemos que E dentro del conductor es nulo. A su vez podemos argumentar que
los tramos sobre los caminos radiales se anulan entre si, dado que E, = E,.(r) y
los limites de integracién son iguales pero se recorren en sentido opuesto. Ello
implica que necesariamente el tramo restante es nulo, indicando que no existe
componente azimutal del campo.

s
0V + 0v+f Ep(a*,d)a*dp + 0V =0V

$1

Como el calculo se hizo para un angulo genérico debe cumplirse para cualquiera
comprendido entre 0 y 2m, indicando que el campo electrostatico no tiene
componente angular en ninguna region, bien sea en el vacio o en el dieléctrico.
En resumen, E sélo tiene componente radial y depende unicamente de la
coordenada radial.

Ello implica que E debe ser el mismo al cambiar de un medio a otro indicando
que la distribucién de carga total (libre mas polarizacién) debe ser la misma
alrededor del conductor interno®2. Esta diferencia en la distribucion de carga libre
necesariamente genera una discontinuidad en el moddulo del vector
desplazamiento. De esta manera, D resulta ser una funcion partida que adopta
dos valores distintos si se analiza en la zona donde hay dieléctrico (con ¢ entre
0 y m), o vacio (con ¢ entre m y 2m). Con la finalidad de simplificar el
procedimiento, se notara con una prima a la densidad de carga libre alojada en
el conductor en contacto con el dieléctrico y la misma nomenclatura se empleara
para D.
D(r) = {DD,r(r) 7? .si 0<op<m

Fr)Psin<r<m/2

52 Quizas nos hubiéramos ahorrado parte del esfuerzo recordando que la componente tangencial de E
(componente radial en este caso) se conserva ante cambios en el &,.
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Para hallar el vector desplazamiento vamos a emplear una superficie de Gauss
un tanto particular, un semicinlindro concéntrico con el conductor interno, de
altura h (mucho menor a la longitud del conductor) y radio r (de forma a < r <
b). Comencemos por determinar el campo del lado del espacio vacio, sabiendo
que la superficie cerrada posee cuatro caras, las cuales se han numerado por

simplicidad.
4
#D-ds= ffD-ds]-

Notar que sélo la cara 3 presenta un flujo no nulo, dado que en las restantes el
campo es perpendicular a la normal de la superficie (las caras 2 y 4 poseen un
ds Z),y la cara 1 es un plano que corta al cilindro en la mediatriz longitudinal (la
cual no concatena flujo). Por lo tanto, el flujo es igual al producto entre la
componente radial de D y el area lateral de un semicilindro. En el segundo
miembro se cuenta con la carga encerrada por la superficie.

D.,mtrh = o¢dha

Fig. 79. Superficie de Gauss semicilindrica empleada para la determinacion de D. Notar
que unicamente la superficie s; genera un flujo no nulo.

Despejando la componente del vector desplazamiento queda (recordemos que
Unicamente es vdlida para la regién con vacio):

Repitiendo el procedimiento para el espacio con dieléctrico, el resultado es
analogo, con la diferencia que la densidad de carga libre sera distinta.
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Conociendo ambas partes del vector desplazamiento se puede aplicar la relacién
constitutiva de campos para determinar el E en funcion de la densidad de carga
libre, la cual desconocemos porque fue adoptado un valor arbitrario para realizar
el calculo de capacidad.

!

cla _ |
E = Fsi0<¢p<m
€ & T
oca _ |
E=—T7Tssin< ¢ <2m
80

Dado que el campo electrostatico no depende de la variable angular en su
argumento tal como lo habiamos demostrado previamente, entonces ambas
expresiones son validas para todo el espacio entre placas (mas alld que las
hemos distinguido para ordenar el procedimiento). Ello implica que existe una
relacion entre las cargas libres y la permeabilidad relativa:

o =oer

Siendo conocidos el campo y las cargas (o al menos teniendo una relacién entre
ellas), podemos obtener la diferencia de potencial necesaria para el célculo de
capacidad. Para ello podemos elegir cualquier camino que nos lleve de un
conductor al otro. Por simplicidad usaremos un camino radial que atraviese la
region vacia yendo desde la placa negativa a la positiva. Recordemos que se
pueden asumir libremente la polaridad, asi como el médulo de dicha carga. En
este caso se adopta el conductor interno con carga positiva, ¢ > 0 C/m?. En
resumen, nuestro camino ira desde el radio b al radio a.

a

oa oa b
o= - [ 22 (Y)
b €T € a

Luego de un arduo procedimiento dimos con la diferencia de potencial buscada,
por ende, estamos en condiciones de hallar la capacidad por definicién, Ecuacion
(46). Recordemos que la carga del conductor interno se separé en dos
contribuciones por la presencia del dieléctrico.

_o2mal + o' 2mal
AVplacas

Aprovechando la relacién hallada entre las densidades de carga podemos dejar
la diferencia de potencial en funcion de o. Finalmente podemos encontrar una
expresion de la capacidad en funcion de parametros geométricos y del tipo de
material.
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2me, L

C=0+¢.) —ln(b/a)

(72)

Al comparar con la expresion obtenida para un capacitor cilindrico, Ecuacién
(51), se puede notar que la actual es similar a la suma de dos capacidades, uno
correspondiente a un capacitor con dieléctrico y otro con vacio entre placas.

Caso de estudio 38. Capacitor de placas paralelas con dos dieléctricos.

Dos placas planas paralelas conductoras se disponen de manera tal que la
distancia de separacion entre ellas es muy pequena. El espacio en medio de las
placas se colocan dos dieléctricos llenando la totalidad de la altura, es decir, uno
a continuacion del otro. Determinar la capacidad de la configuracion siendo
conocidas las dimensiones de la configuracion, y las permitividades relativas de
ambos dieléctricos.

Objetivo. Determinar la capacidad de una configuracion de un par de conductores
con dos dieléctricos en su interior. Comparar el resultado con el del caso de
estudio previo.

\

e
>

d/2 d/2 z

Fig. 80. Vista lateral de un capacitor de placas planas paralelas con dos dieléctricos.

Se debe determinar la capacidad por definicion como en los casos anteriores.
Con la finalidad de realizar el calculo de capacidad debemos asumir la existencia
de cargas libres en las placas que luego deberan desaparecer en el resultado
final. Se colocan entonces una carga Q en una placa, y otra -Q en la placa
enfrentada. Ello define la densidad de carga sigma de la forma ¢ = Q/A donde A
es el area de la placa. Cargados los conductores sabemos que se produce un
campo en la regién del espacio entre ambos. Siendo que esta region incluye
material dieléctrico, entonces sabemos que habra una cierta cantidad de dipolos
orientados dentro de cada porcién de material, por lo tanto, calcularemos los
campos segun el método sugerido: primero D, y luego E, (en este caso no es
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necesario calcular P). Debemos aclarar que el caso de estudio se enfoca en
hallar la capacidad de la configuracion, por ello omitiremos el analisis de la
distribucion de cargas que conduce a escribir el campo por superposicion
(analizada en el Caso de estudio 25). Se resume el resultado en la Figura 81.

E=

o
>

d/2 d/2 z

Fig. 81. Superposicion de los vectores desplazamiento para la configuracion conociendo
la distribucidn de cargas en las cuatro caras. Dos de ellas concentran la carga, con igual
maodulo y signo opuesto, y las dos restantes poseen carga nula. La distribucion de
cargas es equivalente a la hallada para una configuracién previa consistente en dos
planos cargados con vacio que se mostro en la Figura 44.

Comenzamos sumando las contribuciones de ambas placas en el dieléctrico 1
con &4, (0m < z < d/2), adoptando al eje zcomo normal a las mismas.

Mediante la Ecuacion (60) se determina E.

o1 .
E1 = Z
€o0€r1

El siguiente paso implica obtener el vector desplazamiento en el dieléctrico 2 con
& (d/2 < z < d), pero es exactamente el mismo D debido a que no existe carga
libre en la interfaz, Ecuacion (68). Ademas, el vector desplazamiento es uniforme
para esta configuracion, por lo tanto, se trata del mismo D en ambas regiones.

Aplicando nuevamente la relacién constitutiva, Ecuacién (60) se halla el campo
electrostatico en la region del dieléctrico 2, es decir Ez.
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o1 .
EZ = Z
€o&r2

Conociendo el E entre placas se procede a hallar la diferencia de potencial. La
circulacion sera desde la placa negativa a la positiva por conveniencia, yendo
desde la placa situada en z = d hacia aquellaenz =0 m.

0om d/2
Ede/Z\'f‘f El'd22

d

V(0m) — V(d) = f

d/2

Reemplazando las expresiones de campo e integrando se arriba a la siguiente
ecuacion:

01d/2 /1 1
V(0 m) — V(d) = ( )
o €r1 €r2
A partir de la diferencia de potencial y la carga de una de las placas se

determina la capacidad a partir de la Ecuacién (46).

€ A

C =
1/2e4 + 1/2¢,, d

(73)
Caso de estudio 39. Detalle del calculo de densidad de carga de polarizacion.

En funcién de la configuracién del caso de estudio previo (un capacitor de placas
planas paralelas con dos dieléctricos) obtener las cargas de polarizacion si el
sistema de conductores se carga con valores Q y -Q respectivamente.

Objetivo: calcular las densidades de carga de polarizacion en presencia de
interfaces dieléctrico-dieléctrico.

Conociendo el valor del desplazamiento en el espacio entre placas, obtendremos
entonces los vectores E, P, y finalmente las densidades de carga deseadas,
Ecuaciones (57) y (58). En primer lugar, notemos que al contar con una geometria
prismatica en principio habria 6 caras que alojarian carga por cada porcién
dieléctrica, pero 4 de ellas son muy pequefias debido a que el espesor es una
dimension mucho menor que cualesquiera de las restantes. Por lo tanto, sélo
tendremos dos densidades apreciables en las superficies mayores por cada
trozo de material dieléctrico, dos densidades en total (una en z = Om,dosen z =
d/2, y finalmente una en z =d). El calculo de las densidades superficiales
requiere evaluar el vector P en la superficie y conocer ademas la normal saliente
al material.
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B ] .
e = —>

1 fila, T2 |2 M2 la

d/2 d/2 z

Fig. 82. Calculo de las densidades de carga de polarizacion para las superficies mayores
de ambos dieléctricos.

1
GEJd/Z = Pljd/z ' n1Jd/2 = 0] (1 - —)z VA

1y
Gll)Jd/z =01(1—a)
p —~ 1y, A
Gsz/Z =Palaj2 - M2lajz = 01 (1 —$>Z - (-2) =
ngd/z = —0) (1 — é)

1
GIZ)Jd =Pylaz - N2la = 01(1 —;)z 7=

1
Gng = 0] (1 _a)

Ademas de las densidades superficiales se deben calcular las densidades en
volumen, las cuales podrian o no existir. Estas responden al ordenamiento de
dipolos dentro del cuerpo dieléctrico de manera heterogénea, sin embargo, como
el campo electrostatico es perfectamente perpendicular a los cuerpos
dieléctricos y ademas es uniforme, entonces no cabe la posibilidad de que los
dipolos se acomoden de una forma heterogénea. Por lo tanto, se espera que las
densidades en volumen sean nulas para ambos materiales dieléctricos.
Igualmente vamos a realizar el célculo aplicando la Ecuacién (58) en cada uno
de los dieléctricos.

p1 = _%[Gl(l —i)] = 0C/m?

€r1

d 1
p [ — - — 3
P2 52 [01 (1 Erz)] 0C/m
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Sabiendo que las densidades en volumen son nulas, entonces las contribuciones
de las densidades en superficie deben anularse entre si para cada dieléctrico,
para verificarlo basta con realizar la integracién de cada densidad en la superficie
de los cuerpos.

Qp1 = jfleo ‘ ﬂ]o ds + ff Pilasz - T/Ejd/z ds =

Qp1=ff—01 1—— ds+ffcl 1—— ds=OC/m2

Qp2 = ffPZJd/z *M2lajz ds + ﬂ Pylq - N2lgds =

Qp2=ﬂ_01 1—— d5+H01 1——2> ds = 0C /m?

Resumen

La interaccién del campo electrostatico con la materia no conductora conduce a
un movimiento microscopico de carga que polariza el material. Como
consecuencia aparece una densidad de dipolos que surge tiene como
consecuencia de la disminucion del campo electrostatico original. Por este
motivo se define un nuevo tipo de carga llamada de polarizacion. La cantidad
total de la misma en el material polarizado es siempre nula. A raiz de ello se
define un nuevo campo, llamado polarizacion P, el cual se origina en la carga
negativa de polarizacién arribando a la positiva en concordancia con la definicion
del momento dipolar p. Se define ademas el vector desplazamiento D por
conveniencia el cual estd originado por la carga libre.

La relacién constitutiva de campos relaciona a E, D y P, para todo tipo de
materiales, pero se simplifica para los que tienen un comportamiento lineal
isotropo y homogéneo mediante el uso de una uUnica permitividad dieléctrica
relativa.

En la interfaz entre dos materiales dieléctricos se verifica localmente que la
componente tangencial de E'y la normal de D (si no existe carga libre) son iguales
en ambos dieléctricos. Ambos escenarios se conocen como condiciones de
borde o frontera.

La adicion de un material dieléctrico a un capacitor, siempre que llene totalmente
el espacio entre placas, incrementa la capacidad en una cantidad proporcional a
la permeabilidad relativa del dieléctrico. Ello ocurre porque la carga de
polarizacion tiende a disminuir la intensidad del campo electrostatico entre
placas, entonces, al conectar una fuente de tension se debe desplazar una mayor
cantidad de carga libre para alcanzar la ddp de dicha fuente.
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Capitulo 7
Analisis de circuitos con Capacitores

Introduccion

Hasta el momento se ha tratado el concepto de capacitor desde un punto de
vista constructivo y en forma aislada. En este capitulo trataremos casos de
estudio en los cuales los capacitores formaran parte un arreglo entre ellos y con
fuentes de diferencia de potencial. Los capacitores son dispositivos que
almacenan carga en sus placas y por lo tanto permiten guardar y transportar
energia en forma de campo electrostatico, aunque la mayor utilidad reside en el
uso como parte de circuitos con corriente variable. De hecho, la gran mayoria de
los aparatos electronicos actuales emplea estos dispositivos. Los capacitores
comerciales suelen tener dieléctricos distintos dependiendo del uso y valor de
capacidad, ademas de tener formas variadas. Los mas usuales para aplicaciones
de electrénica son pequefios cilindros de pocos milimetros de longitud, aunque
también existen algunos con la forma y tamano de una lenteja. Los primeros
poseen un dieléctrico en forma de pasta, mientras que los segundos emplean un
ceramico. Cabe destacar que se pueden hallar capacitores de mucho mayor
tamanio (de varios centimetros) que se emplean en aplicaciones que compete a
la ingenieria eléctrica, es decir sometidos a grandes valores de voltaje. Tal es el
caso de los capacitores usados en los motores de electrodomésticos (como
heladeras o bombas de agua), instalaciones eléctricas de industrias o edificios.
El tamafio en estos casos no se debe necesariamente a un aumento de la
capacidad, sino mas bien a la robustez del capacitor al estar sometido a un
mayor voltaje. Por otro lado, existen capacitores muy pequefios que se emplean
en circuitos electrénicos de tamafio reducido, los cuales hasta son dificiles de
distinguir a simple vista de algun otro elemento. Los capacitores comerciales se
venden en un amplio rango de capacidad, pero su valor es usualmente bastante
inferior a la unidad. Entonces son comunes los submultiplos del Faradio, tales
como micro o picofaradios 10® o 10™° F respectivamente. De hecho, es
conveniente sospechar de un valor numérico de capacidad si éste es similar a la
unidad ya que son poco usuales.

Cabe destacarse que los futuros analisis se realizaran siempre para estados en
los cuales las cargas estén inmoviles, ello se denomina analizar el circuito o
arreglo de capacitores en estado permanente. Por ese motivo podemos asumir
que las cargas en las placas generan campos electrostaticos y volveremos a
emplear la definicién de capacidad mostrada previamente, Ecuacion (47).
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Asociacion de capacitores

Los capacitores poseen conexiones conductoras que permiten unirlos entre si
para intercambiar carga. Ello implica que es posible obtener un arreglo de
capacitores que en definitiva posea una capacidad colectiva mayor o menor a la
individual de cada dispositivo. Los dos arreglos mas comunes son las
conexiones en serie y paralelo.

Se debe mencionar que para simbolizar a un capacitor se emplea como
ilustraciéon dos barras paralelas de igual longitud sin importar geometria de las
placas ni el material en su interior, lo veremos a continuacion.

Conexion en serie

Dos 0 mas capacitores se pueden conectar uno a continuacioén del otro uniendo
unicamente dos de sus extremos entre si dejando los otros dos libres, con la
situacién particular que la carga de las placas que se encuentran conectadas sea
nula. Este arreglo que parece tan especial en realidad es muy comun y se
denomina arreglo serie, o capacitores en serie. Cabe destacarse que ambas
condiciones deben cumplirse en simultdaneo (la unién de sus extremos y la
nulidad de las cargas), y en caso de que no ocurra, estaremos frente a un arreglo
distinto al que se analizara a continuacion y no se podran aplicar las propiedades
gue veremos.

C, G
N S
Cy 2

C1 C:
: 3 - + -
A " M " B
Fig. 83. Dos capacitores en serie: arreglo esquematico (arriba), isla demarcada (centro),
distribucién de cargas (abajo).

Es importante empezar por notar que las placas que se encuentran conectadas
entre si se estan aisladas del resto del circuito, ya que la carga no pudo haber
llegado ni salido a las mismas porque hay dos dieléctricos que lo impiden. Este
conjunto de conductores formados por una placa de cada capacitor y los
conductores de conexion se denominan isla. Se puede mencionar entonces que
un conjunto de conductores se encuentra aislado cuando no es posible que entre
o salga carga, por lo tanto, la suma de las cargas de cada isla siempre sera la
misma sin importar lo que ocurra con el circuito en el cual estan inmersas.
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Volviendo al conjunto de la Figura 83, ello implica que, si originalmente los dos
capacitores estaban descargados, la suma de las cargas debe seguir siendo nula
luego de conectarlos entre si, que en realidad es la condicion mas habitual. Por
lo tanto, al arribar una carga a la placa izquierda del capacitor C1 se induce una
carga opuesta en la placa opuesta que a su vez migré de la placa izquierda del
capacitor C2 por que la suma de las cargas de la isla debe ser nula. Como
resultado final se induce una carga en la placa derecha del capacitor Co, y ello
nos permite concluir que la carga de ambos capacitores C1 y C2 sera la misma.

Identificado un arreglo serie de dos capacitores, es posible reemplazar el par por
un nuevo capacitor equivalente tal que entre los extremos libres (o bornes) se
mantengan las caracteristicas de ambas configuraciones entre el par original y
su nuevo equivalente (existencia meramente tedrica). Ello implica que deben
coincidir la carga y la diferencia de potencial entre los bornes de conexidn.
Llamando A y B a los bornes externos, y M al punto medio entre ambos
dispositivos, se pueden definir las siguientes diferencias de potencial dado que
la conexidn se realiza con cables conductores.

Vg —Va= (Vg —Vym) — (Vo —Vp)
Adoptando la definicion de capacidad para cada capacitor, Ecuacion (50):

Q  Q
VB—VA:C_1+C_2

Dado que la carga es la misma para ambos capacitores porque por definicion de
arreglo serie debe haber carga nula en la isla, entonces es sencillo agrupar las
capacidades:

Vg — Vs = (1 + 1)
s Va=g te Q
Notar que la capacidad entre paréntesis es aquella que deberia tener un nuevo

capacitor que comparta carga y diferencia de potencial con el arreglo serie de C+
y C». Si el resultado se generaliza para dos o mas capacitores en serie:

N

1 _ Z 1

Cserie =1 Cj
(74)

Conexion en paralelo

En la conexion en paralelo los capacitores se conectan entre si usando ambos
extremos tal como lo muestra la Figura 84. Dado que la conexion se realiza por
medios conductores, las placas conectadas entre si se encontraran al mismo
potencial, es decir, en este tipo de configuracion los capacitores comparten la
diferencia de potencial.
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=l
R

Fig. 84. Dos capacitores en paralelo

Si esta configuracion se conecta a una fuente de diferencia de potencial,
entonces el desplazamiento de cargas ocurre desde un extremo de los
capacitores hasta el opuesto, al igual como ocurriria en uno Unico, pero este caso
las cargas se pueden alojar tanto en la placa de C1 como en la del C». Ello implica
que esta configuracion permite movilizar mayor cantidad de carga en
comparacién con un capacitor individual a igual diferencia de potencial aplicada
porque habra mas lugar para alojar la carga.

Nuevamente buscaremos determinar la capacidad de un nuevo capacitor que
pueda sustituir a este arreglo en paralelo compartiendo la diferencia de potencial
y la cantidad de carga. Para ello vamos a hacer uso de la propiedad de este
arreglo, que Cq y C2 comparten la diferencia de potencial.

Vg —Va =Q:/Cy
Vg —Va = Q,/C;

Si agrupamos las diferencias de potencial con las capacidades, luego se pueden
sumar las cargas y reemplazar por el valor Qiotal @ modo de resumen.

(Vg =Va)(C; + C) = Q1 + Q2 = Qotal

La expresion previa vincula a la diferencia de potencial del arreglo con la carga
total, notada con Quetal. ES conveniente aclarar que dicha cantidad se refiere a la
suma de la carga alojada en las placas que se encuentran conectadas entre si,
(no representa la carga total de cada capacitor, la cual claramente es nula). Por
lo tanto, se puede reescribir la expresion para arribar a una capacidad equivalente
como sigue:

1

m) Qtotal

VB_VA =<

El valor entre paréntesis es aquel que vincula la carga de un capacitor con la
diferencia de potencial, por ende, se trata de la capacidad equivalente de un
arreglo paralelo. Podemos generalizar la capacidad equivalente de un arreglo de

N capacitores en paralelo.
N
paralelo Z C]

j=1

(75)
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Método de resolucion mediante islas y mallas

Dado un arreglo de capacitores con fuentes de diferencia de potencial (también
conocidas coloquialmente como pilas) es posible determinar las cargas, las
diferencias de potencial, o inclusive la capacidad de algunos componentes. Para
ello existen varias metodologias, una implica reducir el circuito en complejidad
mediante el uso del concepto de capacitor equivalente. Esta alternativa no es de
aplicacion general porque los dispositivos podrian presentarse en formas que no
correspondan a arreglos en serie o paralelo. No obstante, es muy sencilla de
aplicar. También contamos con una metodologia que emplea dos conceptos que
resultan de gran importancia, islas y mallas, (aunque en realidad ambos se
encuentran asociados a conceptos que ya hemos tratado previamente en el
arreglo de conductores y dieléctricos).

Concepto de islas

Al conectar capacitores entre si algunas placas conductoras quedan confinadas
entre dos medios dieléctricos, por lo tanto, estos conductores quedan aislados
del resto del circuito. Estas islas se encuentran compuestas de cables de
conexion y placas de capacitores. Asumiremos siempre que la carga se alojara
en las placas, desestimando la cantidad en los cables.

Fig. 85. Una isla es una region del espacio en la cual la carga no puede ingresar ni salir,
por lo tanto, se conserva la cantidad entre dos estados, —Q; + Q, = —Q'; + Q'.

El concepto de islas entonces propone que en la misma la carga debe ser
siempre necesariamente la misma para dos estados independientemente de la
diferencia de tiempo, ver Figura 85. Cabe destacarse que en este capitulo no
analizaremos la variacion temporal de la carga de las placas de los capacitores.
Entonces el balance de carga en la isla de este arreglo de capacitores da:

—Q0:+Q,= —-Q'1+Q';

La expresidn anterior representa una isla formada por dos placas, siendo este el
caso mas habitual, pero podria existir un arreglo mas complejo. Por ello se puede
generalizar el concepto de isla entre dos estados (notados como original y
primado):
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N N

= !
ZQi |isla - ZQ] |isla
j=1 j=1

(76)

La ecuacidn previa nos dice que la suma de las cargas es constante, pero cada
una por separado puede cambiar. Al cambiar la diferencia de potencial a la cual
esta sometida la configuracion se puede desplazar carga de las placas exteriores
modificando el campo electrostatico atrayendo carga de signo opuesto en la
placa contraria tal como lo explicamos brevemente durante el analisis del arreglo
serie.

Concepto de mallas

Una malla se define como un camino cerrado que incluye distintos elementos de
un circuito de mayor extension. Por lo tanto, toda circulacion de campo
electrostatico en una malla debe ser nula. En esta instancia, se contara con
capacitores, cables de conexién (conductores) y fuentes de diferencia de
potencial. Cada elemento tendra un aporte a la circulacion cerrada de campo, y
dado que podra definir una ddp a cada uno de ellos, la integral de linea cerrada
se reemplazara por una sumatoria. En el caso de capacitores la diferencia de
potencial serd igual a la relacién entre la carga y la capacidad, Ecuacion (47), para
las fuentes se reemplazara directamente su valor (o el contrario si la circulacién
recorre el elemento del mayor al menor potencial), y para los cables igual
sabemos que sera de 0V dado que se trata de conductores en condiciones
estaticas. Entonces, en un camino cerrado, la circulacion de campo
electrostatico se podra escribir en forma resumida como sigue:

N
ZiAvj | =0V
camino cerrado

j=1
(77)

Debido es posible desconocer la polaridad en los capacitores al inicio del calculo,
se recomienda asumir la misma y posteriormente verificarla. Ello es sencillo
porque el signo depende del valor de la carga. En el caso de hallar una carga
negativa significa que la polaridad es la opuesta.

A continuacion, se trataran algunos casos de estudio en los cuales se analizaran

los circuitos mediante la asociacion de capacitores en serie o paralelo, y también
en funcioén del método de islas y mallas.

194



CONCEPTOS DE ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO PARA INGENIERIA

Casos de Estudio
Caso de estudio 40. Un circuito sencillo.

Un capacitor de 45 nF se conecta a una fuente 24 V como en la seccion previa.
Hallar la carga, la energia almacenada en el capacitor y la entregada por la fuente.

Objetivo. Emplear el concepto de mallas e islas para resolver un circuito sencillo
en detalle.

Vo Ci

v T 45nF T

Fig. 86. Un circuito formado por una fuente de diferencia de potencial de 24 V' y un
capacitor de 45 uF.

A modo de ejemplo se resolvera el circuito mas simple que involucre un
capacitor, aquel con una unica malla constituido por una fuente, un capacitor y
las respectivas conexiones, por supuesto que en estado permanente. Ello implica
que la carga alojada en cada una de placas del capacitor debe generar una ddp
exactamente igual a aquella de la fuente, o de lo contrario habria movimiento de
cargas. Notemos que a partir de este razonamiento nos bata aplicar la definicién
de capacidad, Ecuacién (47) para hallar la carga, pero nuestra intencion es
aplicar la metodologia de islas y mallas completa. Ademas, este atajo no nos
permite determinar la polaridad del capacitor.

Iniciamos por elegir la polaridad del capacitor, la cual se asume positiva en la
placa superior tal como lo muestra la Figura 87. Luego vamos a circular desde
un vértice del circuito pasando por cada tramo de cable, fuente y capacitor.

B 0
=
24V "| 45 nF
A D

Fig. 87. La eleccion de la polaridad del capacitor determina el sigo de su ddp, la cual
luego se obtiene de la ecuacion de malla.

AVAB + AVBC + AVCD + AVDA =0V
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Reemplazando las diferencias de potencial por sus valores correspondientes, Vo
en el caso de la fuente de tensién, 0V para los cables, y la Ecuacién (47) para los
capacitores se tiene:

V0+0V+—%+0V=OV

Resolviendo esta sencilla ecuacién se halla el valor de la carga del capacitor
debido a la fuente de tension:

Q = 24V 45uF = 1080 nC

Debemos destacar que este calculo ya lo habiamos hecho para un arreglo de
conductores planos indefinidos o cilindricos infinitos, pero en esta oportunidad
omitimos los detalles de la geometria y analizamos el caso desde un punto de
vista de un circuito. Conocida la carga podemos calcular la energia almacenada
en el capacitor haciendo uso de la Ecuacion (53).

Uc =5 = 12,961]

Podemos comparar ademas la energia calculada con aquella la entregada por la
fuente durante el proceso de carga del capacitor, la cual es sencillamente la
cantidad de carga que desplazé multiplicada por la diferencia de potencial de la
fuente, Ecuacién (33):

Uy =QV = 2592n]

Como resultado encontramos que la fuente invierte el doble de energia del valor
almacenado en el capacitor. ;Dénde se encuentra la mitad restante? Bueno,
resulta que nuestro modelo esta incompleto, aunque este concepto se explicara
en detalle en el siguiente capitulo, se puede decir que la mitad restante de energia
se invierte en mover las cargas a través de conductores que no son perfectos, es
decir, que tienen una resistencia al movimiento de carga requiriendo una energia
adicional para lograr el movimiento hacia las placas, motivo por el cual la fuente
de ddp debe gastar mas energia.

Caso de estudio 41. Comparando métodos.

Un capacitor C1 = 33 uF se conecta en serie con un arreglo en paralelo de dos
capacitores Co = 22 uF y C3 = 47 uF. Las terminales restantes se conectan a una
fuente de 10 V. Hallar las cargas asumiendo que inicialmente los todos los
capacitores se encuentran descargados.

Objetivo. Comparar las ventajas y desventajas de dos métodos de anadlisis de

circuitos, aquel general que incluye el uso de conceptos de mallas e islas, y aquel
que busca la asociacion de capacitores para reducir el tamafo del circuito.
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Vo | 23,F cz | C3 J_
1007 -l- ) ._.-'_?'!JF [Fem—1 4;!”: T

Fig. 88. Anadlisis de un circuito con capacitores en serie y paralelo.

Este caso de estudio tiene como objetivo mostrar las fortalezas e inconvenientes
de dos métodos de analisis de circuitos. Por ejemplo, la asociacién de
capacitores puede conducir a un resultado mas rapidamente pero no es un
método general, efectivamente, sélo podra aplicarse en el caso que todas las
islas sean inicialmente neutras. Por otro lado, si se aplica el concepto de mallas
es islas se puede resolver cualquier caso con el objetivo de hallar las cargas, pero
demandara mayores calculos.

Aplicacién del método de asociacién de capacitores

El método de asociacién de capacitores implica hallar una capacidad equivalente
al arreglo original del sistema. C2 y C3 se pueden reemplazar uno equivalente
donde su capacidad se calcula mediante la Ecuacién (75), dado que se
encuentran en paralelo.

\ Q s —
10V -1_ - —
fu=

Fig. 89. El circuito se ha reducido en complejidad asociando los capacitores en paralelo
C, y C3 por uno equivalente, Cy;s.

Luego, el nuevo capacitor se puede agrupar con el C; debido a que estan
dispuestos en serie. La capacidad de este componente se calcula con la
Ecuacion (74).

Fig. 90. El circuito se ha reducido a una configuracion de una fuente de tension y un
capacitor equivalente.
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1
C123 = muF =~ ZZ,SHF
De esta manera el circuito se reduce a un unico capacitor conectado a una
fuente. Aplicando la definiciéon de capacidad, Ecuacion (47), se determina la
carga. Recordemos que aun desconocemos la polaridad de la carga, pero
sabemos por experiencia que la placa positiva sera aquella conectada al borne
de mayor potencial, es decir la placa izquierda del capacitor ficticio C12s.

Q123 = 223 nC

Obtenida la carga del capacitor equivalente, debemos volver sobre nuestros
pasos para arribar al circuito original. Por definicién de capacitor equivalente de
un arreglo serie, éste comparte la carga y la diferencia de potencial con los
capacitores C1y Co3 originales. Por lo tanto, ya conocemos la carga del capacitor
Ci:

Q, = 223 uC

Ahora buscaremos la carga en los dos capacitores restantes. Para ello debemos
recordar que el capacitor Cz3 es el equivalente de un arreglo en paralelo,
entonces, C23 comparte la ddp con Cs y C2, magnitud que es sencilla de hallar
siendo conocida la carga de Cas.

_223uC
27 69 uF

=32V

A partir de la diferencia de potencial se determina la carga de cada uno de los
capacitores del arreglo paralelo.

Q, = 70,4pC
Q; = 150,4pC
Con las cargas de los tres capacitores podemos dar por concluido el analisis y
también verificar nuestro calculo empleando alguna otra ecuacién que no
usamos para la resolucion del problema. Por ejemplo, sabemos que la suma de
las cargas Q2 y Qs debe ser igual a Q23 y en este caso la diferencia hallada es
inferior al 1 %. Por lo tanto, podemos darnos por satisfechos.
Q, + Q3 = 220,8muF = 223 muC
Aplicacién del método de islas y mallas
En esta etapa se procede a analizar el caso de estudio por el método mas
habitual, el de islas y mallas. Para iniciar se deben elegir arbitrariamente la

polaridad de cada capacitor y el sentido de circulacion de las mallas que nos
interesen, todo ello se ilustra en la Figura 91. Notar que hay tres circulaciones

198



CONCEPTOS DE ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO PARA INGENIERIA

posibles, pero unicamente solo dos ellas conducen a ecuaciones linealmente
independientes dado que la tercera sera una combinacion de las dos previas. A
modo de ejemplo se plantearan las circulaciones de las tres mallas para mostrar
este punto, aunque no es necesario proceder de igual manera en todos los casos,
bastara con aplicar la experiencia adquirida y escribir algunas ecuaciones.

//'_> ______________________ )

:r _|+ |—- ® ,"’"“I ‘Y
Vol T, e
o +4 vl i Y| %3
= Circ.1 *'== e
[ | | - =111
A, :\ ,: iCirc.3: E
' i e SISk Ry

s *___'/

Fig. 91. Se muestran las tres circulaciones cerradas posibles en el circuito, pero sélo dos
de estas tres conducen a un sistema de ecuaciones linealmente independientes. Notar
que se han asumido las polaridades de los distintos elementos, las cuales se emplearan
al momento de escribir las ecuaciones de cada circulacion.

Circulacion 1:
Q. Q
10V — = - ==0V
€, G
Circulacion 2:
Q. Q3
10V — = - ==0V
C, GCs
Circulacion 3:
Q_QB_ .
C, G

La tercera ecuacion se puede obtener de la diferencia entre las dos primeras, por
lo tanto, es necesario obtener una expresion adicional proveniente de la ecuacién
de islas porque sélo tenemos dos ecuaciones independientes. Vamos a hacer
una digresion para luego continuar con la linea de razonamiento principal. Las
circulaciones 1y 3 corresponden a mallas pequenas, a veces mencionadas como
mallas menores ya que no toman la totalidad del perimetro del circuito o
atraviesan conexiones de cables como lo son los bornes del capacitor 2 (dichas
conexiones se conocen como nodos pero no es necesario su analisis por el
momento). Si el circuito es muy complejo es conveniente tomar mallas pequefias
asi no se producen confusiones y se asegura entonces tener ecuaciones
linealmente independientes.

Siendo necesaria una ecuacion adicional, procederemos a escribir las

ecuaciones de islas buscando los pares de placas que se encuentran unidas
entre si y separadas del resto del circuito por los materiales dieléctricos. En la
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Figura 92 se puede ver que existen unicamente dos islas para este circuito, una
de ellas almacena la carga de signo opuesto de la otra dando hay una ecuacién
posible.

Isla 1:
—Q; +Q; +Q3=0C

Isla 2:
+Q; — Q; — Q3 =0C

Un posible sistema que resolver, pero no el unico, es aquel contiene dos
ecuaciones de mallas correspondientes a las circulaciones 1y 3 y una de isla
correspondiente a la isla. De esta forma el sistema se encuentra determinado y
por supuesto que la solucién es la hallada anteriormente (la cual se puede
verificar reemplazandola en el sistema de ecuaciones).

Q4 Q
33uF 22 uF
Q@ _ 9 _,,
22uF 47 uF

—Q: +Q; + Q3 =0C

10V ov

Si bien la aplicacion de este ultimo método resulta en un proceso mas largo, en
el préximo caso de estudio se vera una situacién en el cual no es posible hallar
la carga de los capacitores mediante la reduccion del circuito asociando
capacitores, por lo que no quedara otro camino que usar ecuaciones de mallas
es islas probando su utilidad. Otra consecuencia es la obtencién de las
polaridades junto con los médulos.

Caso de estudio 42. Redistribucion de carga entre capacitores.

Un capacitor de valor 100 nF se conecta a una fuente de 25 V hasta que se carga
completamente. Luego se desconecta de la fuente y se une a otros dos llamados
de capacidades C2 y Cs, con 50 y 30 nF respectivamente. Hallar la carga final de la
configuracion (cuando el primer capacitor se encuentra conectado a los dos
restantes) y analizar el cambio de energia del sistema debido al cambio de
posicion de la llave.

Objetivo. Analizar los dos aspectos claves en los circuitos con capacitores, carga
y redistribucion de la carga entre elementos del circuito, fijar el concepto de islas.
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i
x T -

L=y
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Fig. 93. El circuito posee una llave que permite analizar dos estados por separado. Con
la llave a la izquierda solamente el capacitor C; resultara cargado.

En el primer estado la llave esta posicionada a la izquierda, dando una conexion
con una unica malla. En este caso sencillo comprobar que la carga de C+ resulta
igual a 2,5 uC alcanzado el estado permanente, segun se puede ver en la Figura
93.

Q9 = V,C; = 2,54C

Luego, el capacitor cargado se une a un circuito con los dos restantes por el
movimiento de la llave hacia la posicion derecha, por lo que es de esperar que la
carga se redistribuya hasta alcanzar un nuevo estado de equilibrio electrostatico,
distinguido por el flujo de las cargas de las placas de C+ hacia las placas de C2 y
Cs. Para hallar las cargas del estado final se deben plantear ecuaciones de islas
y mallas. Asumiremos arbitrariamente que la polaridad de C1 no cambia durante
la redistribucién de cargas y también la polaridad de los dos capacitores
restantes como se ilustra en la Figura 94. Quizas la eleccién no sea tan arbitraria
dado que es un tanto intuitivo que las placas de la parte superior del circuito
mantengan la carga positiva inicial Q5.

_I_ —
e =

Fig. 94. Circuito con la llave en la posicion derecha, en el instante inicial el capacitor 1
posee la carga conocida, pero luego de alcanzar el equilibrio electrostatico cada
elemento adquiere una carga nueva.

Una vez elegidas las polaridades debemos recorrer la unica malla existente, la

cual elegimos hacerlo en sentido horario. Anotaremos con el superindice f las
cargas en el estado final para distinguirlas de aquellas del estado inicial.
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Dado que tenemos tres incégnitas y solamente una ecuacion (sin posibilidad de
obtener otra de mallas), debemos buscar informacioén en las ecuaciones de islas.
Se puede ver en la Figura 94 que es posible plantear hasta tres ecuaciones de
islas, donde obviamente sélo habra dos independientes ya que s6lo contamos
con tres incognitas. Vamos a emplear las islas 1y 2.

— Nf f
Q1 +Q2=Q1 +Q;
— _of f
-Q2 +Q3=-Q; + Q3
Las ecuaciones de islas incluyen también las cargas iniciales en los capacitores

2 y 3, las cuales son nulas por la informacién que nos indica el enunciado.
Resolviendo el sistema de ecuaciones se tiene:

f =2105nC
QL = 395nC
Qf =395nC

Notar que los capacitores 2 y 3 comparten el valor de la carga y ademas estan
conectados uno a continuacion del otro, ello implica que ambos estan en serie.
No ocurre lo mismo con el capacitor 1y los dos restantes a pesar de que estan
conectado en la misma malla (dado que el 1 no comporte la carga el 2 ni el 3).
Ello se debe a que laisla 1 no posee carga nula entonces no tendran igual carga
ni siquiera en el estado final®.

¢Qué ocurre con la energia? Vamos a calcular aquella almacenada en cada
elemento con los valores de carga antes y después de la redistribucién de carga.
En el estado inicial unicamente hay energia almacenada en las placas del
capacitor 1 pero por conveniencia escribiremos la ecuacion en forma completa:

1 0\2
U2 + Ug + U3 _ 1@ 31,3]
2 C
En simultaneo podemos plantear la misma ecuacién para el estado final, ahora

si con tres términos que hacen su aporte a la energia total del sistema:

Uf + UL + UL =222 + 1,50 + 2,6 = 26,31

En primer lugar, debemos aclarar que la diferencia hallada es muy grande como
para que se trate de un error de redondeo, lo cual necesariamente implica que la
energia del sistema disminuyé en este proceso de movimiento de carga.
Recordemos que originalmente una gran cantidad de ella se encontraba en un
unico capacitor, y posteriormente esa misma carga se distribuy6 en las placas

53 Cabe destacar que muchas veces esta suposicion de asociar capacitores se adopta erréneamente
conduciendo a un resultado equivocado. Por el contrario, el capacitor 1 comparte la ddp con un arreglo
serie 2-3, indicando que estan conectados en paralelo.
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de otros dos disminuyendo la energia potencial electrostatica del sistema,
analicemos en detalle este fendmeno. Si tenemos mucha carga de un mismo
signo espontaneamente intentaran alejarse unas de otras, por ende, es necesario
hacer trabajo para reunirlas o, dicho de otra manera, perderan energia al cuando
las separemos tal como ha ocurrido. Por lo tanto, si les damos nuevos
conductores a las cargas del Cq para que se distribuyan mas alejadas entre si,
estas se separaran disminuyendo la energia del sistema.

Caso de estudio 43. Analisis de un circuito con capacitores con carga inicial.

Repetir el calculo del problema anterior, pero considerando que la carga inicial de
C2 es 500 nC.

Objetivo. Evaluar el efecto de la carga inicial en el calculo de cargas finales en un
circuito, este ejemplo se complementa con el previo fijando el concepto de
conservacion de la carga (andlisis de islas).

Como en el enunciado no se especifica la polaridad que tenia la carga en el
capacitor 2, se puede adoptar arbitrariamente, haciendo que coincidan las placas
del 1y 2 coincidan en polaridad (ambas placas positivas conectadas entre si). El
planteo para seguir es igual al correspondiente del caso de estudio previo, sélo
que ahora la ecuacion de la isla nimero 2 contiene carga inicial de C2, 500 nC.
Las ecuaciones de islas quedan:

3000 uC = Qf + Qf

— f f

500 nC —_ _QZ + Q3
Para armar el sistema de ecuaciones (completandolo con una ecuacion de
malla), se asume que la polaridad del capacitor 2 se mantiene cuando se conecta
al sistema con los dos restantes, sabiendo que, si la carga final hallada fuese

negativa, entonces el capacitor tendra la polaridad opuesta. Elegida la polaridad
se completa el sistema con la unica ecuacion de malla:

Resolviendo el sistema de ecuaciones:

Q! =2260nC
QL = 740nC
Q% = 240nC

Las cargas de los capacitores 2 y 3 no coinciden y por lo tanto estos dos no se
pueden considerar como un posible arreglo en serie. Ademas, la nueva carga del
capacitor 1 es mayor porque no ha tenido que migrar una gran cantidad para
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igualar los potenciales en este caso (representado por la ecuacién de malla). La
resolucién da como resultado todos valores positivos indicando que las
polaridades elegidas son correctas.

Resumen

El estudio de circuitos que involucran capacitores y fuentes de tensidn requiere
conocer conceptos ya mencionados en capitulos previos, pero ahora aplicados
a casos concretos. Uno de ellos es la ecuacion de conservacion de la carga entre
conductores conectados entre si, que actualmente fue llamada ecuacién de
islas. Una isla es aquel conjunto de conductores en el cual se permite que la
carga pueda migrar de uno a otro delimitada por materiales dieléctricos que
impiden su paso al resto del circuito. El otro concepto esta relacionado con una
caracteristica propia del campo electrostatico, que es irrotacional. De esta
manera una circulacién de E a lo largo de un circuito formado por cables
conductores fuente de diferencia de potencial, y capacitores, debe resultar nula;
consecuencia que se muestra a partir de que la suma de las ddp en cada
elemento del circuito es igual a 0 V. Este concepto fue denominado ecuacion de
mallas. Para conocer las cargas en un conjunto de capacitores conectados se
deben analizar ecuaciones de islas y mallas en simultdaneo adoptando una
siempre inferior al total que pueda ser planteado (de otra forma se conduce a un
sistema linealmente dependiente). Un método alternativo es aquel que reduce el
circuito a una minima expresion mediante la asociacion de capacitores en
combinaciones en serie 0 en paralelo. Notar que este ultimo método puede
asegurar una resolucion mas rapida pero se encuentra limitado a aquellos casos
en los cuales los arreglos de capacitores pueden ser reemplazados por su
equivalente serie o paralelo, donde una situacion de excepcionalidad habitual es
aquella donde las islas no son eléctricamente neutras.
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Capitulo 8

Analisis de circuitos excitados con corriente
continua

Introduccion

Hasta el momento se estudié unicamente el fendmeno que ocurre entre cargas
que se encuentran en reposo. En capitulos previos ya se han conectado fuentes
a conductores aislados o a un conjunto de ellos como los capacitores, pero
nunca se ha analizado el movimiento de carga. En este capitulo se comienza a
tratar brevemente el movimiento y los efectos que se producen como
consecuencia. Originalmente los estudios sobre cargas en movimiento se
realizaron empleando fuentes de diferencial de potencial constante de
naturaleza quimica, generando entonces corrientes de carga permanentes y
continuas, notadas actualmente como CC. Dichas fuentes son las llamadas
celdas Galvanicas, como por ejemplo la Pila de Volta (alrededor del afio 1800), o
también la Pila de Daniell (1836)>*.

Corriente eléctrica

Imaginemos el circuito mas sencillo posible, una fuente conectada a un trozo de
material mediante cables conductores. En primera instancia se sabe que la
fuente impone una ddp entre sus extremos y un campo eléctrico impulsa el
movimiento de carga a fin de satisfacer dicha ddp. Ahora bien, como el circuito
aqui mencionado es cerrado, la carga que sale de un extremo de la fuente puede
retornar al dispositivo, lo que implica un flujo o movimiento de carga, llamada
intensidad de corriente eléctrica o simplemente corriente eléctrica. Se define
entonces la corriente eléctrica como la cantidad de carga por unidad de tiempo
que atraviesa una seccion del circuito y en el Sistema Internacional la unidad es
el Ampere [A] equivalente a [C/s].

—

I
Q.
|5

(78)

Historicamente se creia que las cargas en movimiento poseian polaridad positiva
y se definié entonces la corriente en el sentido en que se mueven dichos
portadores de carga®. Con el actual modelo atémico se sabe que son los
electrones los responsables de la corriente eléctrica, pero se continua
estableciendo el sentido de la corriente convencionalmente al revés de como

4 Ambas celdas emplean zinc y cobre sumergidos en 4cido y la diferencia es netamente constructiva. La
pila de Volta consistia en discos de ambos metales intercalados, mientras que la pila de Daniel tiene los
dos metales en sendas cubas electroliticas separadas por una pared porosa.

33 Se debe tener en cuenta que los electrones se descubrieron en 1897 y el modelo atdmico no estaba del
todo resuelto al momento en que se analizaban circuitos eléctricos.
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realmente se desplazan las cargas. En este texto Unicamente se consideraran
sélidos como parte de circuitos eléctricos. Ello implica que el movimiento los
electrones no es libre, éstos se desplazan de forma cadtica a lo largo la red
cristalina del sélido, interaccionando contra los nucleos atdmicos que vibran
alrededor de sitios fijos en el espacio debido a la temperatura del material. Por
lo tanto, la corriente resulta como consecuencia de la cantidad de portadores de
carga que atraviesan la seccion transversal del conductor sélido tratado y la
velocidad promedio. Vamos a intentar determinar dicha velocidad v para la
seccion de un conductor determinado. Podemos asumir que cada atomo
contribuye con un electrén o portador de carga Np, calculado como el producto
entre la densidad molar 6, y la constante de Avogadro (NA = 6,023 102
atomos/mol)®6. Cada portador tendra una carga unitaria igual a la del electrén,
denotada por e-, que es aproximadamente igual a 1,6 10'° C, entonces:

I = 8motar NaNp € — VS

En funcion de esta ultima ecuacién se puede calcular entonces la velocidad
promedio de los electrones para algun caso comun. Por ejemplo, existen tablas
de ingenieria eléctrica en las cuales se sugiere que un cable de cobre de seccién
0,5 mm? (valor pequefio pero usual en instalaciones domésticas de luminarias)
puede portar una corriente maxima de 5 A para ser eficiente en su uso.
Reemplazando en la ecuacién de arriba hallaremos que la velocidad promedio es
de 0,7 mm/s (=2,5 km/h). Como puede verse es muy baja, jen una carrera uno
podria ganarle al electrén promedio caminando!

Densidad de corriente

A partir de la ecuacion anterior se puede escribir la densidad volumétrica de
corriente denotada por J, que resulta ser una magnitud vectorial dado que define
en un punto del espacio en la direccion y sentido del movimiento de la carga. Su
uso tiene gran importancia en el analisis a pequefia escala como por ejemplo
dentro de los conductores o en las interfaces de dos o mas materiales. La
densidad J puede interpretarse como un campo de velocidades de materia
cargada. De acuerdo con este concepto, la corriente se halla a partir del calculo
de flujo de la magnitud J de la siguiente forma:

I=ﬂsl-ds

(79)

Es importante recordar dicha definicion debido a que sera muy empleada en el
andlisis de casos de estudio de magnetostaticay en las ecuaciones diferenciales
de Maxwell.

56 En rara ocasion los conductores pueden aportar una mayor cantidad de portadores. En el libro de Halliday-
Resnick-Krane volumen 2 se pueden hallar valores para diversos materiales en la seccion Efecto Hall del
capitulo Campo Magnético.
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Ecuacion de continuidad

Previo a continuar con el estudio circuitos y comenzar a resolver aplicaciones
practicas, es conveniente enunciar la ecuacion de continuidad de materia
cargada, la cual representa un balance de carga en un volumen fijo en el espacio.
Por tal motivo, definimos nuestro sistema de estudio como un volumen en
espacio, notado con Vol, rodeado por una frontera S, que encierra cierta cantidad
de carga que cambia en el tiempo debido al ingreso y egreso de N y M corrientes
respectivamente:

N M
dp
Vol i=1 j=1

(80)
La frontera es una superficie cerrada con normal saliente como de costumbre.
Haciendo uso de la Ecuacién (79) se pueden escribir las contribuciones de
corrientes como las integrales sobre la frontera de las correspondientes

densidades de corriente.
dp
I 2 avor =~ s
Vol dt S
(81)

Es importante mencionar que el signo negativo delante de la integral doble
cerrada se emplea para denotar que las corrientes entrantes se consideran
positivas, ya que el producto escalar de una J entrante con el vector normal
saliente resulta igual al producto de médulos por cos(180°).

Continuando con el analisis, se puede rescribir la expresion previa si se le aplica
el teorema de la divergencia al segundo miembro (también llamado teorema de
Gauss-Ostrogradsky). De esta manera, se convierte la integral de flujo en una
integral en el volumen de control cuyo integrando es de la divergencia de J.

Il avor = v rava
Vol dt Vol

Dado que las integrales se encuentran igualadas y ademas se extienden en el
mismo volumen, entonces los integrandos deben ser iguales.
Consecuentemente, la ecuacién queda integral se convierte en una diferencial:

dp
— = -V
dt J
(82)
Esta forma de la ecuacion de continuidad se aplica de manera puntual a
diferencia de la anterior, que necesariamente requiere conocer propiedades en
toda una region de volumen del espacio. Una situacion particular ocurre cuando
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no existe cambio en la densidad de carga dentro del volumen de control. Si
empleamos la expresion integral ello implica que la suma de las corrientes (o la
integral de densidades de corriente) que entran y salen del volumen de control
debe ser nula. En cambio, si analizamos la expresién diferencial, ello implica que
divergencia de J debe ser nula. Debemos aclarar que esta situacion es lo que
conocimos como estado permanente y no ocurre durante el periodo de carga o
descarga de un capacitor debido a la acumulaciéon o desacumulacién de carga
en sus placas. En este capitulo analizaremos los casos de estudio en estado
permanente, es decir, con una derivada temporal nula en las Ecuaciones (81) y
(82).

Ley de Ohm

Es momento de analizar con mayor detalle lo que ocurre dentro de un material
cuando se aplica una diferencia de potencial en sus extremos. Dicha ddp genera
un campo eléctrico, (ya no de origen electrostatico) que perturba a los portadores
de carga de los 4tomos obligandolos a moverse. La ley de Ohm (1827) establece
una proporcionalidad entre el campo eléctrico en un punto E y la densidad de
corriente J, consecuentemente, se trata de una ley local de aplicacion local
porque se aplica en el interior de un material. La constante de proporcionalidad
entre ambas magnitudes vectoriales es conocida como resistividad eléctrica,
notada en este texto con n, y sus dimensiones son [V m/A] o mas comunmente
[Qm], es decir Ohm metro (donde Ohm es notado con letra Omega mayuscula del
alfabeto griego)®’.

E=n]

(83)
También se suele definir la magnitud inversa a la resistividad, llamada
conductividad eléctrica, y notada con o, cuyas dimensiones son inversas a la
anterior [Sm™7], siendo S Siemmens?®&.

1
E=—]
(0

Definicion de resistencia

A partir de la Ecuacién (83) se puede determinar una expresién que relacione
variables mas faciles de medir a diferencia del campo puntual o la densidad de
corriente local. Por ejemplo, si se realiza una circulacién de campo eléctrico a lo
largo de todo un trozo de material en el cual sabemos que se cumple la ley de
Ohm, entonces entre sus extremos A-B valdra la siguiente igualdad:

57 Una aclaracion de gran importancia es que la ley de Ohm es microscopica, es decir de aplicacion puntual,
no es aquella conocida relacion entre la diferencia de potencial y la corriente. Luego ahondaremos en este
concepto.

38 Bvitar confundir la magnitud conductividad con la densidad de carga por unidad de superficie. En el
presente capitulo ¢ sera usada exclusivamente para notar la primera.
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B B
f E-dlzf nJ - dl
A A

Si ahora suponemos que el material es homogéneo (n uniforme), y ademas
posee forma prismatica o cilindrica (es decir posee seccién constante) y longitud
I, la densidad de corriente es uniforme e igual al cociente entre la corriente y la

seccion.
B B I
f E-dl =f n=dl
A A S

Si no existe acumulacién de carga, entonces la velocidad promedio de los
electrones de conduccion sera constante y bajo estas condiciones se puede
argumentar que el campo eléctrico es irrotacional. Esta ultima, es una hipétesis
de gran impacto que se justificara luego de analizadas las ecuaciones de
Maxwell®°. Aplicando entonces la Ecuacion (29) se puede escribir el miembro
izquierdo como una diferencia de potencial:

|
VA—VB:T]§I

Agrupando las magnitudes nl/S se arriba a una relacién entre la diferencia de
potencial y la corriente.

Vi — Vg 1
s
Al conjunto del miembro derecho se lo suele conocer como resistencia:

R=T]§

A su vez, se puede definir R como la magnitud de proporcionalidad entre la
diferencia de potencial y la corriente:

I

R -
Va — Vg

(84)

La resistencia es una magnitud que determina la dificultad para desplazar cargas
en un material cuando se impone una ddp en el mismo. La ecuacién anterior es
comunmente llamada ley de Ohm en muchos textos, mientras que la Ecuacién
(83) es llamada ley de Ohm microscépica. Sin embargo, la ley de Ohm estable la

39 No obstante, se podrian saltear etapas y revisar dicho capitulo en cualquier texto de la bibliografia o en
este manuscrito.
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linealidad entre E y J, por ende lo hallado arriba puede ser interpretado como la
definicion de la resistencia.

Calculo de resistencia

Es posible generalizar la ecuacidén que nos permite calcular R para el caso de un
material ni cilindrico ni homogéneo sabiendo que la resistividad y la seccidn
dependeran de la longitud del material:

_ (10
R_]LS(Ddl

(85)
Otra magnitud empelada es la inversa de la resistencia, conductancia notada
con la letra aqui con G, la cual tiene dimensiones inversas. En el Sistema
Internacional se emplea el Siemens, [S].

Todos los materiales poseen cierta resistencia eléctrica, y de acuerdo con su
valor se clasifican entonces en conductores o aislantes (excluyendo a los
superconductores y semiconductores de la lista que no seran tratados en el
presente texto). Los primeros ya son conocidos mientras que en el segundo
grupo se encuentran aquellos materiales con gran resistencia eléctrica, como los
plasticos, madera seca, ceramica, o vidrio. Estos materiales no deben
confundirse con los dieléctricos, dado que los aislantes conducen muy
dificilmente la corriente (pero no de forma apreciable), mientras que los
dieléctricos directamente no lo hacen. A modo de ejemplo, la resistividad de un
conductor se encuentra en el orden de los 10® Qm, mientras que un aislante
posee valores entre 103y 10> Qm.

En los siguientes casos de estudio se analizardn conexiones entre resistores
formados por materiales aislantes o conductores muy pobres, los cuales poseen
como principal propiedad una elevada resistencia eléctrica.

METODOS DE ANALISIS DE CIRCUITOS

El analisis de un circuito eléctrico implica determinar sus corrientes, diferencias
de potencial, o eventualmente las propiedades de los elementos que lo
componen. Para tal fin se emplearan usualmente tres ecuaciones: la definicién
de resistencia para escribir la ddp en los resistores en cada rama del circuito, la
ecuacion de continuidad para determinar las corrientes en la combinacion de dos
o mas ramas de conductores, y la circulacién cerrada de campo eléctrico para
vincular las diferencias de potencial de los distintos elementos entre si (al igual
que la usamos en circuitos con capacitores). No obstante, la forma de aplicar
eficazmente dichas ecuaciones puede variar de un caso a otro siendo
dependiente del circuito. Recordemos que previamente se menciond como
asociar capacitores para reducir el tamafo de un circuito y finalmente aplicar la
circulacion de E. En el caso de resistores vale el mismo método pero las férmulas
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que se derivan de las asociaciones en serie y paralelo son diferentes. En
definitiva, hay diversos métodos viables que se pueden resumir como sigue:

Asociacion de resistores. Este método es util cuando se tiene una unica
una fuente de diferencia de potencial y es valido cuando los resistores
estan dispuestos en serie o paralelo.

Aplicacién de las dos ecuaciones de Kirchoff analizando las corrientes en
las ramas. La aplicacién de este par de ecuaciones representa un método
general para todo tipo de circuitos, pero como desventaja debemos
mencionar que en algunos casos pueden quedar sistemas de ecuaciones
lineales muy extensos.

Principio de superposicion. Dada linealidad entre fuentes de diferencia de
potencial y corrientes, causas y efectos, se puede analizar el circuito para
cada fuente pasivando las restantes, repitiendo el procedimiento para
cada fuente.

Asociacion de resistores

Dependiendo del tipo de conexion que se encuentre entre los resistores es
posible reemplazar un arreglo de estos elementos por uno equivalente mucho
mas sencillo. Las dos formas mas habituales de conexién son serie y paralelo,
aunque es posible hallar otro tipo de conexién que no corresponda a ninguna de
estas anteriores. La utilidad de asociar resistencias, al igual que con los
capacitores, reside en simplificar el circuito hasta llevarlo a una unica malla y
usar la Ecuacion (84). Luego se debera desandar el camino para poder volver al
circuito original y determinar todas las corrientes.

Analisis de resistores en serie

Se dice que dos resistores se encuentran en serie cuando por ellos circula la
misma corriente y estan conectados uno a continuacion del otro. Llamaremos a
los extremos del par de resistores, A y B, y el punto medio, M. Buscamos
entonces un resistor equivalente tal que al conectarlo entre A y B coincidan la
corriente y la ddp con el arreglo original.

R4

* — N N—

M
R>
2

B

Fig. 95. Un arreglo de dos resistores colocados en serie.
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Va—Vg = RequivI

Si sumamos y restamos el potencial del punto medio llamado Vwu:
Va=Vm) — (Vg = V) = RequivI

Ahora, se puede hacer uso de la definicién de resistencia, Ecuacién (84),
podemos reemplazar las ddp por el producto de la corriente y la resistencia
correspondiente.

Ry I + Ry = Requiv]
Cancelando la corriente que aparece en ambos miembros se tiene:
Ry + R, = Requiv

A partir de la expresion previa, se puede concluir que la resistencia equivalente
debe ser la suma de las resistencias originales. Generalizando el razonamiento,
podemos argumentar que una coleccion de resistores en serie podra ser
reemplazado por uno de valor igual a la suma de las resistencias individuales.

Rserie = ZR]'

N
=1

(86)
Resistores en paralelo

Al conectar resistores entre sus extremos, de manera tal que compartan la
diferencia de potencial, se tiene un arreglo en paralelo. Para este caso también
se puede definir un resistor equivalente al conjunto original que comparta la
diferencia de potencial, pero ademas debera circular a través del par la suma de
las dos corrientes individuales.

Fig. 96. Un arreglo de resistores dispuestos en paralelo.

Va—Vg = Requiv(ll +1;)

Si despejamos la resistencia equivalente dejando separadas las corrientes |1 e |2
en el miembro derecho, se puede hacer uso de la definicién de corriente,
Ecuacién (84) para vincular las corrientes con las ddp:
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Va—Ve  Va—Vp +VA_VB

Requiv Rl RZ

Cancelando la diferencia de potencial en cada término de la expresion previa se
tiene:

1 1 1

Requiv Rl Rz

Generalizando la expresion previa para una coleccion de N resistores en paralelo:

N
1 _ Z 1
Rparalelo =1 R]’

(87)
Ecuaciones de Kirchoff

La aplicacion de las ecuaciones de Kirchoff (1846), consiste en un método
general para la resolucion de circuitos no sélo aplicables a casos de corriente
continua, sino también a corrientes variables en el tiempo. Las dos ecuaciones
se derivan de las leyes de Maxwell, la lamada ecuacién de nodos de la ecuacion
de continuidad y la conocida como ecuacién de mallas de la circulacion del
campo eléctrico. No obstante, es probable que originalmente hayan sido de
caracter empirico.

Vamos a definir algunos conceptos nuevos y recordar otros ya vistos antes de
continuar con la descripcion del método. En un circuito eléctrico puede haber
mas de una corriente dependiendo su extension, su complejidad, es decir, de sus
ramificaciones. De aqui se desprende el primer concepto, rama. Se define como
rama aquella extension del circuito por la cual circula una unica corriente.
Ademas, el punto de uniéon de dos o0 mas ramas se denomina nodo. Finalmente
se recuerda que una malla es una extension cerrada del circuito, la cual puede
tener varias ramas y por lo tanto varias corrientes asociadas. La primera
ecuacion de Kirchoff se denomina ecuacion de nodos, y es la aplicacion de la
ecuacioén de continuidad (81) en estado permanente a un nodo. Esto se resume
de forma tal que la suma de las corrientes entrantes es igual a la suma de las
corrientes salientes.

N P

entrantes __ salientes
I = ) I§

j=1 k=1
(88)

La segunda ecuacion de Kirchoff es la ecuacion de mallas, la cual establece que
la suma de las diferencias de potencial a lo largo de un camino cerrado es nula
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(por supuesto que esta ecuacion se desprende de la circulacion cerrada de un
campo irrotacional, al igual que la ecuacién de mallas en un circuito con
capacitores). Entonces, la segunda ecuacién de Kirchoff se escribe formalmente:

M
ZA VjMalla =0V
j=1

(89)

Para emplear esta ecuacion se deben asumir arbitrariamente todos los sentidos
de las corrientes del circuito, luego el sentido correcto sera verificado. Luego se
debe elegir también el sentido de circulacion de la malla, donde solo hay dos
opciones, horario o antihorario. La diferencia entre las dos posibles ecuaciones
seran los signos de cada término. Una vez elegidos los sentidos de las corriente
y circulacién, se debe tener en cuenta que al atravesar un resistor en el sentido
de la corriente la ddp se coloca como negativa en la Ecuacion (89), debido a que
la corriente siempre circula en el sentido de los potenciales decrecientes.

Finalmente, se deben saber elegir la cantidad adecuada de ecuaciones para
formar el sistema, dado que muchas pueden ser linealmente dependientes.
Como regla se puede mencionar que es conveniente usar siempre las mallas
mas pequefias, recordando que sélo se podran usar M-1 ecuaciones de mallas 'y
se debera completar con ecuaciones de nodos.

Una variante de esta misma metodologia es el uso de corrientes de mallas en
lugar de corrientes de ramas. En este caso se asume que por cada malla circula
una unica corriente inclusive si hubiera nodos presentes, pero al escribir la
segunda ecuacion de Kirchoff, se deben observar las ramas compartidas entre
mallas, incluyendo las corrientes de cada una respetando sus correspondientes
sentidos. De esta manera, se evitan incluir las ecuaciones de nodos en el sistema
lineal. Por supuesto que adiciona la dificultad de ser coherente al incluir las
distintas corrientes en las ramas compartidas pero permite operar con un
sistema de ecuaciones reducido.

Caso de estudio 44. Un primer caso de estudio

El circuito de la Figura 97 tiene una fuente en serie con un resistor de magnitud, y
con un arreglo en paralelo de otros dos resistores. La fuente posee 12 V y los
resistores 10 Q de resistencia. Determinar las corrientes en cada rama. Analizar el
circuito mediante la asociacion de resistores y repetir el analisis aplicando las
ecuaciones de Kirchoff con corrientes en ramas.

Objetivo. Este caso de estudio y el proximo tienen como objetivo comparar
distintos métodos de resolucion para mostrar las ventajas y utilidades de cada
uno, con la finalidad de formar el criterio para la eleccién de uno por sobre otro.
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R,
5 L ]
12V 10 €2 IR | R
T } *
Im Qo

Fig. 97. Circuito analizado con el método de asociacion de resistores.

Este circuito sencillo se resolvera en primera instancia asociando resistores y en
el préoximo caso de estudio mediante la aplicacion de las ecuaciones de Kirchoff,
a fin de comparar las ventajas de cada uno.

Aplicacion del método de asociacion de resistores.

Primero debemos reducir el circuito a uno mas simple con un unico resistor
presente. Para ello combinamos los dos resistores de resistencias R2 y Rz en
paralelo, que dan un valor equivalente de 5 Q de acuerdo con la Ecuacién (87). El
circuito que nos queda es uno con dos resistores en serie, cuyo valor equivalente
es de 15 Q calculado usando la Ecuacién (86). Ahora podemos determinar la
corriente que circula por la rama de la fuente y el resistor equivalente. Los pasos
se pueden ver en la Figura 98.

Ry

—AN

_"\-"\u"_ ] S . —
100 100 15 Q
e . s [ o
== 2® 25 T 3 = ==
110 0 110 Q ]5 o!

Fig. 98. Circuito resuelto con el método de asociacion de resistores.

Ahora podemos determinar la corriente que circula por la rama de la fuente y el
resistor equivalente, lamando |1 a dicha corriente.

I 12v = 0,8A
1= 150

Volvamos al circuito formado por R1 y Ry, sabiendo que |1 es comun a ambos
resistores. De esta manera, podemos calcular la ddp buscada, llamada V), por
diferencia entre las magnitudes de la fuente y V:

AV, = 12V — 0,8A10Q = 4V

Ahora que terminamos de desarmar nuestro circuito equivalente y podemos
volvemos al original conociendo la diferencia de potencial en cada resistor que
formé el arreglo paralelo. De esta manera podemos determinar las corrientes
individuales en cada uno (que ademds seran iguales dado que ambos resistores
tienen el mismo valor de resistencia). Volvemos a emplear la misma
nomenclatura que antes, donde la corriente que circula por el resistor lleva el
mismo numero.
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4V

= —— = 04A
37100

IZZI

Podemos verificar el valor de la corriente 1 sabiendo que ésta es la suma de las
corrientes 2 y 3 dado que no usamos esta ecuacion en la resolucion:

11 =12+I3 =O,8A

El valor hallado coincide, por ende, podemos asegurar que la resolucion fue
correcta.

Aplicacion de las ecuaciones de Kirchoff.
Aplicaremos las ecuaciones de Kirchoff manteniendo la nomenclatura para
simplificar la comparacion. Primero se deben identificar las ramas en el circuito,
las cuales son tres en este caso; la identificacién de ramas se suele ganar con la
practica®®. Luego se les asigna un sentido a las corrientes de cada rama, en este
caso supondremos que todas terminaran circulando en sentido horario. Los
detalles se ilustran en la Figura 99.

_t_;
12Vl !

Fig. 99. El andlisis del circuito mediante las ecuaciones de Kirchoff requiere identificar
las corrientes de cada rama, y elegir su sentido de circulacion.

Como consecuencia de la eleccién del sentido de las corrientes se definen las
polaridades en los resistores; por definicion la corriente atraviesa un resistor
siempre del mayor al menor potencial. El préximo paso es hallar las tres
ecuaciones necesarias para resolver el sistema que incluye a las tres corrientes.
Una primera ecuacién puede corresponder a un nodo, que podra ser el superior
o inferior de R2, ambos puntos del circuito en los cuales se bifurca la corriente |-
en |, e I3 (o también dénde se vuelven a reunir). Por supuesto que la ecuacion de
nodo restante es linealmente dependiente con la anterior, y por ello sélo se podra
usar una. Es sencillo ver que ambas ecuaciones son iguales pero con los signos
contrarios.
L =1 +15

Las dos ecuaciones que faltan se obtienen con la circulacién de mallas. Ambas
mallas se recorren en sentido horario tal como muestra la Figura 99. Cabe
destacarse que la eleccién es arbitraria y se podrian circular ambas mallas en
sentido opuesto.

+12V — [;10Q — [, 102 =0V

60 Una opciodn es elegir una corriente por resistor, y aquellas duplicadas denotan la presencia de dos o mas
resistores en serie
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+12V — [;10Q — [310Q2 =0V

Los valores de corriente se obtienen luego de resolver el sistema de tres
ecuaciones lineales. Si los valores son positivos, entonces los sentidos elegidos
son los correctos, y en el caso que algun valor haya sido negativo, entonces el
sentido correcto de la corriente resulta ser opuesto al elegido originalmente.

I, =084
12 :I3 = 0,4'14

De igual manera que la comparacion de los Casos de estudio 41 y 42 con
circuitos con capacitores, fue mas rapido hallar la solucién aplicando el método
de asociacion de resistores (o0 asociacion de capacitores en aquel entonces). Sin
embargo, ello dependera de la complejidad del circuito a tratar.

PRINCIPIO DE SUPERPOSICION

Un método de resolucién de circuitos alternativo se basa en el principio de
superposicion. Aprovechando la linealidad existente entre la ddp y la corriente,
Ecuacién (84), se puede asumir que un circuito con N fuentes se tienen N
soluciones, dado que cada una posee una contribucién parcial a la corriente total.
Por lo tanto, se puede analizar el circuito N veces en los cuales sélo existe una
fuente (y las restantes se encuentran pasivas, se reemplazan por conductores),
para finalmente sumar todos los resultados con los signos que correspondan.
Este método se debe aplicar N veces analizando el circuito con algun otro
método la aplicacién de las ecuaciones de Kirchoff o la asociacion de resistores.

Caso de estudio 45. Un circuito con dos fuentes.

En el circuito de la Figura 100 hay dos fuentes de diferencia de potencial de 15V
y 3V. Hallar las corrientes en cada rama empleado el método de superposicion
junto con las ecuaciones de Kirchoff. Luego verificar los resultados aplicando
directamente las ecuaciones de mallas y nodos para el circuito completo.

Objetivo. Aplicar el principio de superposicion de fuentes de potencial a un circuito,
notar que su aplicacién solo provee el inicio de la resolucion, luego para hallar las
corrientes se debe recurrir a alguno de los dos métodos mostrados en el ejemplo
anterior, asociacion de resistores o ecuaciones de Kirchoff.

Ry
—NN—
100 [
- -
15V 50 3y

*
Fig. 100. Circuito de corriente continua con dos fuentes de diferencia de potencial.
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Resolucion mediante superposicion.

La aplicacion del método equivale a resolver dos circuitos, cada uno con una
unica fuente de diferencia de potencial, estados en los cuales se pasiva la fuente
restante permitiendo la circulacion de corriente (o de lo contrario estariamos
modificando el circuito original). Imaginemos que sustituimos la fuente por un
cable de conexién. De esta manera tendremos los dos circuitos de la figura.

Rl Rl
—NN—¢ — " N—@
10Q |, 100 |x
v - Al
15V 5Q 50 v

Fig. 101. Aplicacion del principio de superposicion del circuito con sus dos estados parciales.
Notar que las fuentes se reemplazan por cables para no perder la continuidad.

Uno de los dos estados implica quitar la fuente de 3 V resolviendo un circuito con
aquella de 15 V. Esta situacion debe ser tratada con cierto cuidado ya que se
tiene un paralelo entre el resistor Rz y un cable de resistencia despreciable. Por
este motivo se sabe que la corriente circulara unicamente por el conductor,
eliminando asi la posibilidad de que haya un nodo. Llamando estado 1 al circuito
en esta condicidn, se tiene una corriente |11 circulando en el resistor R1. Nuestra
intuicion nos indica que la corriente tendera a circular en sentido horario, por lo
tanto, podemos elegir dicho sentido para la misma, pero debemos ser
consistentes y adoptar el mismo sentido para el andlisis del estado 2 (aquel con
la fuente de 3 V).

R
IS o ?EIZDA
== s
10V ' jR?I

Fig. 102. Analisis del estado 1 del circuito mediante el principio de superposicion.
Para simplificar el estudio circularemos la malla en el mismo sentido que la
corriente, y se notara de manera explicita la diferencia de potencial de 0 V en el
cable para mayor claridad.
Resolviendo la sencilla ecuacion se halla un valor positivo para la corriente,
indicandonos que estabamos en lo cierto para este estado, pero aun debemos

sumar la contribucién del estado 2 para dar con el resultado final.

111 s 1,5 A
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Debemos notar que el analisis previo nos indica que la corriente que circula por
el resistor Rz es nula, valor que debemos considerar al momento de superponer
las corrientes. Lamentablemente este valor de 0 A no nos permite imponer el
sentido de la corriente, por lo tanto, lo terminaremos de fijar cuando analicemos
el estado 2.

121 = OA

Si se analiza el circuito con la fuente de 3 V y pasivada la fuente de 15V, llamado
estado 2, se tienen dos resistencias en paralelo, aquellas de valor R y Ro.
Podemos intuir que circularan corrientes en sentido antihorario. Considerando
que ambos estados deben sumarse algebraicamente es conveniente recordar
que debemos elegir el mismo sentido de circulacion para las corrientes, aunque
nos den valores negativos. Empecemos por escribir la circulacién de la malla que
involucra al resistor Ry para aclarar esta situacién. Adoptaremos una circulacion
antihoraria (esta eleccion si es arbitraria).

L: e Er e N—

—AAS—t— ! ~

RS 4 PInEh AR

| Izi! HE
] - o

i c'fi : i

\ i '
1

Fig. 103. Analisis del estado 2 del circuito mediante el principio de superposicion.
[,,10Q + 3V =0V

Resolviendo la ecuacién hallaremos un valor negativo para la corriente, pero es
esperable, dado que elegimos una circulacién horaria (cuando la polaridad de la
fuente impondria una corriente en sentido horario).

112 = _0,3 A

Se repite el mismo procedimiento con la malla menor restante, aquella que se
cierra sobre el resistor R2. En este caso no tenemos definido el sentido de
circulacion porque el estado 1 nos entregé valor nulo para la corriente,
consecuentemente, no hay restriccion alguna. Elegiremos un sentido antihorario
para la corriente y una circulacién coincidente con éste. Cabe destacarse que se
podria haber tomado una tercera opcion, la malla que se cierra por ambos
resistores, pero se hubiera obtenido un sistema acoplado.

Entonces la corriente es:

122 = +0,6A
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Siendo conocidas todas las corrientes vamos a sumar algebraicamente los
resultados de ambos estados, respetando los signos ya que la eleccion del
sentido de las corrientes fue el mismo (ello es muy importante, o de lo contrario
el resultado deja de tener validez).

Il :I].l + 112 = 1,5A_0,3A = 1,2A

IZ =112 + 122 = 0A+0,6A = 0,6A

Resolucién mediante las ecuaciones de Kirchoff.

Vamos a verificar el procedimiento previo aplicando un segundo método, el cual
esperamos nos entregue el mismo resultado. Para ello se resolvera el circuito
original empleando las ecuaciones de Kirchoff. Respetaremos los sentidos
elegidos para las corrientes, manteniendo la nomenclatura anterior para
simplificar la comparacién. Debemos agregar al calculo a la corriente I3 siendo
aquella que circula por la fuente de 3 V dado que ahora contamos con un nodo,
Figura 104. Las circulaciones 1y 2, junto con la ecuacién de nodo nos dan como

resultado el siguiente sistema:

|:{1 I1 Ig
— A
{ " + )

- -

Fig.104. Analisis del circuito mediante las ecuaciones de Kirchoff. Se adoptan dos circulaciones
por las mallas pequefas y escribe una ecuacién de nodos.

+15V — ,10Q — ,5Q =0V
1,50 +3V=0V
11=IZ+I3

Dado que el sistema de ecuaciones se encuentra desacoplado, es posible
obtener de la segunda ecuacion se obtiene el valor de la corriente 12 y luego con
éste se obtiene el valor de 1.

L, =12A

12 = I3 = 0,6A

Las corrientes resultaron positivas lo cual nos indica que los sentidos elegidos
fueron correctos. Ademas, debemos tener en consideracion que la corriente I3
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solo pudo obtenida mediante la aplicacion de una ecuacion de nodos porque no
habia ningun resistor en dicha rama.

Capacitores y puestas a tierra

Los elementos tratados hasta ahora en los circuitos han sido las fuentes y los
resistores, pero también se pueden hallar capacitores y puestas a Tierra (o pista
de Masa). Comencemos por analizar qué ocurre si tenemos la suerte de contar
con un capacitor y luego analizaremos el caso de las puestas a Tierra.

En este capitulo, resolveremos siempre los circuitos eléctricos de CC régimen de
estado permanente, es decir, cuando la corriente no depende del tiempo y la
carga de los capacitores es la definitiva. En este caso, estos elementos tendran
necesariamente la carga total en sus placas, y por lo tanto no habra circulacion
de corriente en larama que lo contenga. Ello implica que dicha rama puede quitar
del analisis que realizamos para determinar corrientes permanentes en los
resistores. No obstante, si deseamos conocer la carga de cada capacitor,
entonces debemos reconsiderarlo como parte del circuito, y para ello se debe
elegir de forma arbitraria la polaridad y luego circular una malla que contenga al
elemento. En caso de que la carga resulte negativa, entonces la polaridad es
opuesta a la elegida.

Otro concepto muy distinto lo comprenden las puestas a tierra o pista de masas,
dado que son puntos de referencia de potencial nulo en el circuito, aunque en el
caso que haya mas de una, éstas resultan ser conexiones comunes desde
algunos elementos a los restantes, dando lugar a una nueva malla. Vamos a
explicarlo en detalle. La puesta a Tierra representa una conexion fisica al planeta
por medio de un conductor, usualmente una jabalina de cobre clavada en un
terreno blando y humedo. Luego, dicha jabalina tiene varios cables conductores
que hacen las conexiones al resto del circuito. Debemos aclarar, que si bien
puede las puestas a Tierra son empleadas en circuitos de CC, es mucho mas
habitual en circuitos de Corriente Alterna, CA, como en instalaciones eléctricas
de domicilios o industria. De hecho, la mayor utilidad es emplear la puesta a
Tierra como método de seguridad, no para dar un valor de 0 V de referencia. Por
ese motivo es que se suelen mencionar también las pistas de masa, las cuales
permiten ordenar las conexiones dentro del circuito empleando un conductor
comun. Este puede ser, o bien un conductor que rodee al circuito como en el caso
de placas de circuitos electronicos, o bien una zona de gran extension fisica
accesible a todos los elementos, como por ejemplo el chasis de un automovil.
En definitiva, las conexiones a tierra o masa representan un valor de 0V de
referencia y también la posibilidad de ser una conexidon de resistencia
despreciable por donde se cierre el circuito. Por ende, si existe mas de una
conexion se debe considerar una malla adicional.

Procedimiento recomendado para la resolucion de circuitos

En los casos de estudio siguientes vamos a detallar los pasos para analizar
circuitos en forma general aplicando el siguiente razonamiento:
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Resolver el problema en estado permanente, es decir, quitar las ramas
donde haya un capacitor el cual se considera totalmente cargado.

Unir las puestas a Tierra (o pistas de masa) armando explicitamente todas
las mallas que se formen por las uniones de las mismas, colocando una
Unica puesta a tierra para conservar la referenciade 0 V.

Elegir el sentido de todas las corrientes y respetar la eleccidn hasta el final
de la resolucion matematica.

Observar el circuito obtenido y evaluar la posibilidad de emplear un
método por sobre otro. Finalmente, escribir las ecuaciones necesarias
respetando los signos de las corrientes elegidas y resolver el sistema
lineal. Con las ecuaciones de nodos o mallas que no se usen
(independientemente del método elegido) se pueden emplear para
verificar los resultados hallados.

Potencia

En todos los circuitos el movimiento de carga proviene de un agente que entrega
energia para que esto suceda, las fuentes. Al mover una carga entre las
terminales de una fuente ésta adquiere energia, igual al producto de laddp y el
valor de la carga, Ecuacién (33). Si son varias las cargas que atraviesan la fuente,
como en el caso de una corriente, entonces se define la Potencia como la energia
por unidad de tiempo entregada por la fuente para establecer la corriente
necesaria. El mismo razonamiento se puede aplicar a un resistor, en el cual se
disipa potencia ya que la carga tiene dificultad para atravesar el elemento,
convirtiendo energia eléctrica en térmica. La potencia disipada se define de igual
manera, como el producto entre la corriente que circula y la ddp entre los bornes
del resistor.

P =TAVyornes ( )
a0

En un resistor, la potencia disipada se puede reescribir recordando la definicion
de resistencia Ecuacién (84), dejando la expresion en funcion de la corriente y la
resistencia, o también en funcién de la ddp. Una forma u otra facilitara el calculo
segun los datos disponibles.

(91)
Balance de potencia

El principio de conservacion de la energia se aplica también a circuitos de CC,
pero considerando que la potencia es constante en estado permanente, suele ser
mas sencillo realizar un balance de potencias que uno de energia para un
intervalo de tiempo determinado.
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Mencionamos anteriormente que hay dos tipos de elementos, las fuentes que
aportan potencia y aquellos que la consumen. Entre los segundos estan los
resistores, que siempre disipan potencia en forma de calor, de hecho, muchos
equipos de calefaccion emplean este principio. También tenemos algunas
fuentes, que si bien suelen entregar potencia al sistema también pueden
consumirla. ;Puede recibir potencia una fuente? Si, de hecho, unas muy
habituales son las llamadas baterias recargables. Para identificarlas en el
esquema de un circuito son aquellas cuya corriente ingresa por el borne de
mayor potencial. En conclusién, podemos separar las aguas en dos tipos de
elementos para realizar nuestro balance de potencia, las fuentes que entregan
potencia al circuito, y por otro lado, las fuentes que reciben potencia y los

resistores.
ZAVIAporte — ZAVIC0nsumo + z IR

Caso de estudio 46. Un circuito con varios elementos.

(92)

Resolver el circuito de la Figura 105, hallar las corrientes en cada rama, las cargas
en los capacitores y realizar un balance de potencias.

Objetivos. Aplicar las dos leyes de Kirchoff para determinar las corrientes en cada
rama de un circuito que contiene todos los elementos conocidos hasta el
momento, aplicar el concepto de estado permanente en los capacitores, y el de
puesta a tierra.

Ry Rs Cagq 22 UF
e TA &—" N\ | |
120 Q Vs "

5600

-l
Vi Ry ! ] 12 vT
: Rs

e

24V 100 qf 47 ”F] 2
[ 1700
Rsg

1 ' “2600 |

L

¥

Fig. 105. Andlisis de un circuito complejo que incluye resistores, fuentes de tensién, puestas a
tierra y capacitores.

Determinacioén de las corrientes.

Este circuito cuenta con todos los elementos detallados, fuentes, resistores,
capacitores, y puestas a tierra. Para resolver adecuadamente el problema se
sigue el procedimiento descrito mas arriba. Primero se quitan las ramas que
contengan capacitores ya que la resolucion se hace en estado permanente.
Luego se unen las puestas a tierra restantes para dejar explicitas todas las
mallas (en este caso se perdié una puesta a tierra). Se incorpora la nueva malla
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que se formo por la unioén de las puestas a tierra, la cual determina que no podra
circular corriente por Rs dado que a ambos extremos del resistor tienen 0V, como
podemos ver en la Figura 106. Por lo tanto, no hay ningun nodo entre Rsy R4 y se
reemplaza el resistor por un cable (que proviene de la conexién de tierras).
Finalmente se identifican las corrientes en cada rama y se eligen los sentidos de
las mismas, como lo muestra la Figura 106. Se sabe que hay 3 corrientes, por lo
tanto, se necesitardn 3 ecuaciones, una de nodos (dado que hay dos nodos y sélo
una sola ecuacion puede ser independiente), y dos de mallas.

L4 5(50'Q~¢I 1200 als

- ’ ~

$ 1 12V

P |

Fig. 106. El actual es el circuito de la Figura 105 reducido luego de unir las puestas a tierra 'y
eliminar los capacitores debido a que se resuelve en estado permanente.

11212 + 13
+24V - 1;560Q0 — 1,100Q =0V
+1,100Q — 12V — ,(170 + 120)Q = 0V

La solucién del sistema lineal da dos corrientes positivas y una negativa, lo cual
indica que para esta ultima el sentido sera opuesto al elegido.

I, = 31,9mA
I, = 53,8mA
I; = —21,9mA

Determinacion de la carga de los capacitores.

Para calcular las cargas de los capacitores se deben elegir arbitrariamente la
polaridad de cada uno, y luego se circulan mallas que contengan las ramas en
las cuales estan dichos elementos. En caso de contener a una corriente negativa
se puede respetar su signo, pero es conveniente cambiarlo por el
correspondiente y luego escribir la ecuacion de malla. En la Figura 107 se puede
notar que la corriente I3 fue invertida y las ecuaciones de malla fueron escritas
en funcion de la polaridad correcta de la misma.

Q:

+
47 uF

— 12V - 219mA170Q =0V
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Q.

+
22 uF

— 12V - 219mA170Q =0V

Notemos que ambas ecuaciones de mallas fueron analogas, ello se debe a que
ambos capacitores se encuentran en paralelo, aunque resulte extrafio a la vista.
Los valores de las cargas de los capacitores resultan ser positivos, lo cual indica
que las elecciones de polaridad fueron acertadas.

& 22pF|
— |
e

Vs

)

Cn|+ 12V
Rs
47 pF| - g

Rs

r 170 Q)

—" AN

2600 _|

Fig. 107: En caso de querer determinar las cargas de los capacitores se deben elegir mallas que
contengan sus ramas, donde previamente se deben elegir las polaridades de las placas.

Q, = 738 uC

Q, = 345 uC

Balance de potencias

A continuacion, se realiza el balance de potencias, sabiendo que ambas fuentes
aportan potencia al circuito dados los sentidos de las corrientes. No hay
discusion alguna con los resistores, pero ;qué ocurre con los capacitores?
Durante el proceso de carga estos consumieron una energia adicional que
termind almacenada entre sus placas. No obstante, como el balance de potencia
se realiza en estado permanente dichos valores no entran en juego.

Pruentes = 24V31,9mA + 12V21,9mA = 1,02W

Presistores = (0,03192560 + 0,05382100 + 0,02192120 + 0,02192 170)W
= 0,99 W

Notemos que los valores son muy similares, por lo tanto, la diferencia se debera
al redondeo realizado durante las cuentas intermedias. Es importante mencionar
que esta ecuacién ademas es util para verificar los calculos.

Caso de estudio 47. Una porcion de circuito.

El circuito de la Figura 108 es una porcion de otro de mayor tamano. Hallar las
corrientes en cada rama y realizar un balance de potencias.
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Objetivos. Analizar una parte de un circuito para introducir el concepto de sistema
abierto que intercambia energia con el entorno (el concepto es visto a través del
balance de potencias, donde existe una potencia neta entrante al circuito).

I Vi Rj_
—e 4 A
2A 1A
10V y 2000
2

T
500

Fig. 108. En caso de querer determinar las cargas de los capacitores se deben elegir mallas que
contengan sus ramas, donde previamente se deben elegir las polaridades de las placas.

En este tramo de circuito, ingresa una corriente por el lado izquierdo de 2 A. Por
el lado derecho sale 1A, y por lo tanto debe salir 1 A por la puesta a Tierra, o de
lo contrario no se podria conservar la carga en el circuito. Se definen dos
corrientes, |1 e I como aquellas que atraviesan a los resistores homoénimos.

Dado que tenemos dos incdgnitas, necesitaremos dos ecuaciones, una de
nodos, y una de mallas.

Ii -
—— —i Vi —— o ——
2A S =~ 1A
10V 200Q ;

__________

Fig. 109. Analisis del circuito mediante las ecuaciones de Kirchoff. Notar que la elecciéon de las
corrientes define las polaridades de los resistores.

Il + IZ = ZA
10V — 200Q1; + 50Q1, =0V

La solucidn del sistema es:
I, =044A

I, =156A
Lamentablemente este circuito no posee ninguna ecuacién adicional que nos

permita usarla para verificar los resultados (descartando el segundo nodo que

no sirve de mucho). A continuacién, emplearemos los valores de la corriente para
realizar el balance de potencias:

Pryente = 10V0,44A = 44W

226



CONCEPTOS DE ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO PARA INGENIERIA

Presistores = (1’562 200 + 0;442 200) = 525W

Como podemos notarlo, la potencia entregada por la fuente de 10 V es muy
inferior a la potencia disipada en los resistores. Ello se debe a que esta fuente no
es unicamente quien entrega potencia al sistema, seguramente hay una o varias
fuentes adicionales que aportan la corriente de 2 A que ingresa al circuito.
Comunmente se dice que el balance de potencias no se aplica a este tipo de
circuitos por ser abierto, es decir, recibir corrientes desde el exterior.

Resumen

El estudio de circuitos eléctricos con fuentes de diferencia de potencial
constante se ha enfocado en el estado permanente, que es aquel cuando la
corriente no cambia con el tiempo. Se han discutido varios métodos para el
analisis de circuitos siendo el mas general aquel que emplea las dos ecuaciones
de Kirchoff. La primera de ellas se fundamenta en el principio de la conservacion
de la carga, ecuacion de nodos, y la segunda en la propiedad de un campo
irrotacional, ecuacion de mallas, (este mismo concepto fue explotado en los
circuitos con capacitores). A su vez, se ha recomendado un protocolo para la
simplificacién de los circuitos de CC que cuenten con capacitores, puestas a
Tierra, fuentes, y resistores.
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Capitulo 9

Fuerza magnetostatica

Introduccion

Es probable que todos estemos familiarizados con los fendmenos magnéticos
mas que con los electrostaticos. En un principio se observaron fuerzas entre
rocas imantadas y luego entre imanes con la Tierra (este fendmeno aun es usado
como método de orientacion). A pesar de experiencias tan cercanas a la vida
diaria y antiguas, (los griegos en la Edad Antigua observaron una fuerza entre
rocas encontradas en una region llamada Magnesia®'), la complejidad del
fendbmeno magnético no permitié desarrollar un modelado de la fuerza
rapidamente en la historia, siendo posterior al aquel de la fuerza eléctrica
proveniente de cargas estaticas.

Hans Oersted notdé en el aino 1820 que un alambre por el cual circulaba una
corriente eléctrica desviaba la aguja de una brujula, un hecho muy interesante y
extraino para la época. Otro experimento posterior contribuy6 al desarrollo de la
teoria magnética fue aquel en el cual dos cables con corriente sentian una fuerza
de atraccion o repulsion dependiendo del sentido de las corrientes. Estos
experimentos mostraron que el magnetismo, hasta ese momento asociado
unicamente a los imanes, ahora permitiria pensar que guardaba una relacién con
la electricidad. A partir de estos experimentos se probd que una corriente genera
un campo magnético que es el responsable de la interaccién observada. Hoy
sabemos que la materia se compone de atomos con un nucleo de carga positiva
rodeado de electrones, modelo desconocido en aquel entonces. Por lo tanto, un
material por el que circula una corriente no tiene necesariamente un campo
electrostatico asociado (dado que no hay carga neta), y por ello la fuerza entre
los cables o entre el cable y la brujula deberia ser consecuencia de las cargas en
movimiento. Por supuesto que esto no era para nada evidente en aquel momento
y el desarrollo fue mayormente empirico, que sera la forma tratada en el presente
capitulo. Mas adelante analizaremos el origen del campo magnético y su
modelado, en particular el magnetismo en la materia.

La fuerza magnética observada se puede escribir en funcién de un campo
magnético, de manera analoga que ocurre con el fendmeno electrostatico.
Llamaremos B al campo magnetostatica que es magnitud vectorial medida en
Teslas en el sistema internacional y notada con [T]. Ademas, 1T = 1 N/Am,
aunque también es posible hallar valores en Gauss notado con [G], donde 10.000
G=1T°

61 ;Un caso de estudio para la etimologia verdad? De hecho, las piedras que mostraron fenémenos
magnéticos campo se encuentran formadas por magnetita, un 6xido mixto de hierro de estequiometria Fe;O4
o FeO.Fe;0;

62 Cabe destacarse que el analisis de las proximas secciones también sera valido para condiciones dindmicas
en el tiempo, siempre que las corrientes involucradas varien lentamente con el tiempo o las velocidades de
las cargas sean bajas en comparacion con la velocidad de la luz.
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Formulacion de la fuerza magnetostatica

Una forma usualmente empleada para calcular la fuerza magnética consiste en
colocar un pequeno cable con corriente dentro de una zona de campo generado
por un iman que se encuentra apoyado en una balanza. La tercera ley de Newton
indica que ante una fuerza establecida se presenta una reaccion equivalente, es
decir otra fuerza igual pero opuesta. Por lo tanto, el cable y el iman sufriran la
misma fuerza en médulo pero en sentido opuesto. Colocando el iman en la
balanza, la fuerza magnética se manifiesta como un incremento (o quizas
disminucioén) de la masa del iman. Este dispositivo es conocido como balanza
magnética y permitid llevar a cabo experimentos para determinar las variables
de interés involucradas en la fuerza.

dF=1dl x B
(93)

El caracter vectorial de la fuerza se encuentra en el producto vectorial
comprendido entre el diferencial de longitud orientado y el campo
magnetostatica. Este diferencial dl se adopta en el sentido y direccién de la
corriente para cuerpos filiformes, es decir cables. Debemos aclarar que este
modelo de portador de corriente no nos brinda informacion del interior de los
cuerpos, a pesar de que un cable posea cierto volumen. Por lo tanto, debemos
adoptar un modelo mas complejo y ademas conocer la distribucion de corriente
en todo el volumen de un cuerpo de interés. Ello implica conocer la densidad de
corriente J, Ecuacion (79). Podemos rescribir la Ecuacién (93) en funcién de esta
densidad:
dF = Jdvol x B
(94)

Circuito cerrado con campo uniforme
Al integrar la Ecuacién (93) se obtiene la fuerza resultante que actia en el tramo
de conductor que porta la corriente. Si dicho conductor es cerrado, entonces la

integral se extiende sobre un circuito que se cierra sobre si mismo y la fuerza se
escribe de la siguiente forma:

F=§Idle

Si el campo magnetostatica es uniforme entonces puede salir de la integral. Para
mostrarlo podemos invertir el producto vectorial dejando explicitamente el B
afuera, pero ello implica que se integrara un segmento de longitud orientado en
una curva cerrada:

—ijgldl = ONT
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La integral previa es nula por definicion, lo cual implica que la fuerza resultante
sera nula para en un circuito cerrado inmerso un campo uniforme.

F=ff>1dl x B = ONfT
(95)

Fuerza magnetostatica en cargas puntuales

La expresion de la fuerza magnética se puede reescribir en funcion de las cargas
involucradas y su velocidad dentro del conductor, lo cual permite tener una
mirada microscopica de lo que ocurre en los portadores de carga. Recurriendo a
la definicién de corriente, Ecuacion (78) se puede escribir:

dq
Idl = —dl
dt

Agrupando el diferencial de longitud orientado y el diferencial de tiempo se
obtiene la velocidad de la carga dentro del conductor:

Idl = vdq

Reemplazando esta igualdad en la Ecuacién (93) se halla una expresién para
calcular la fuerza magnética sobre una carga puntual (particula cargada) que
esté en movimiento en una regiéon de campo magnetostatica.

dF =dqv x B

(96)
Trabajo de la fuerza magnetostatica

Considerando que la fuerza magnetostatica es perpendicular la velocidad de la
particula (debido al producto vectorial de v x B), entonces la fuerza no puede
hacer trabajo, unicamente modificar la trayectoria sin cambio de la energia
cinética. Para probarlo empecemos por calcular el trabajo aplicando la segunda
ley de Newton a una particula cargada y luego multiplicaremos escalarmente por
un segmento de longitud orientado ambos miembros:

2 2 dV
F - dl =.f m— - dl
J; mag . dt

El miembro izquierdo se puede rescribir en funcién de la fuerza magnética
empleando la Ecuacién (96), y el diferencial de segmento orientado se puede
rescribir haciendo uso de la definicion de velocidad: dl = v dt:
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2 2 dV
f(qva)-vdtzfm—-vdt
1 1 dt

En el miembro izquierdo contamos con un producto vectorial con la velocidad, y
luego un producto escalar con la misma magnitud, por lo tanto, todo este término
se anula. Por otro lado, el miembro derecho es por definicion la diferencia de
energia cinética entre dos estados, lo cual nos permite concluir que no habra
cambio en la energia cinética de la particula cuando actue una fuerza magnética.

0] = AEg,

Debemos aclarar el hecho de que la fuerza no haga trabajo no significa que el B
sea un campo conservativo, simplemente la fuerza no hace trabajo.

Fuerza de Lorentz

Si un cuerpo cargado se desplaza dentro de una regién con campo
magnetostatica sufrira una fuerza magnética, pero si en simultaneo existe un
campo electrostatico, entonces existira una fuerza adicional. Las dos
contribuciones se pueden escribir como sigue:

dF =dqE+dqv x B
(97)

Esta expresion es conocida como Fuerza de Lorentz, la cual fue enunciada como
si los campos fuesen estaticos pero también resulta valida para campos
dindmicos. Es importante que notemos que la fuerza magnética resulta siempre
perpendicular a la direccion de la velocidad de la particula, mientras que la
eléctrica es colineal con el campo E. Ello implica que la contribucién a la fuerza
debido a B puede cambiar la trayectoria de la particula, pero no es capaz
imprimirle una aceleracion, si en cambio es posible que lo haga la contribucion
eléctrica®.

Fuerza sobre cargas puntuales y casos de estudio

Movimiento helicoidal

Con el objeto de analizar el efecto de la fuerza magnetostatica sobre particulas
podemos estudiar la trayectoria descripta por una carga que ingresa a una region
de B uniforme y constante con una velocidad v de ingreso conocida. Para ello
vamos a adoptar un sistema de referencia de manera que el campo magnético

6 Debemos aclarar que es posible que aparezcan otros campos eléctricos o magnéticos distintos a los
originales si la velocidad de la particula sea comparable con la velocidad de la luz o cuando las cargas estén
aceleradas, pero estos casos escapan el alcance del presente texto.
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tenga unicamente componente en el eje z vy la velocidad inicial tenga
componentes en los ejes y y z. Para conocer entonces cual es la trayectoria
seguida por la particula dentro de la region con campo se plantea la segunda ley
de Newton reemplazando la fuerza por expresién de Lorentz, Ecuacion (97).

y" [ |
v(0)

- W

X

Fig. 110. Una particula puntual ingresa a una regién con un campo magnético uniforme con
velocidad inicial en el plano yz.

F = X B = v
= qV =m

Para hallar las ecuaciones horarias, se explicita el producto vectorial y separa en
componentes. De esta manera se tiene un sistema de ecuaciones diferenciales

acopladas.

d?x dy
_— — = o =

m oo qB it conx(0m) =x° v,(0m)=0m
d?y dx

mw=—qBa cony(0m) =0m, vy,(0m) = vy
d?z

mW=Om conz(0m) =0m, v,(0m) =v?

Para resolver el sistema vamos a derivar respecto del tiempo la primera ecuacion
para incrementar el orden de la derivada primera de la variable y(t).

m d3x  d?y

qBdt® — dt?

Ahora podemos reemplazar el resultado en la segunda ecuacién eliminando asi
el término con la derivada de y. La contrapartida es incrementar el orden de la

ecuacion®,

% Una opcidn para resolver este sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden acopladas es
escribirlas como un nuevo sistema ecuaciones de primer orden mediante un cambio de variables, empleando
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m d3x B de
M Bae) = P

Agrupando las derivadas podemos arribar a una ecuacion mas sencilla de

resolver:
d (d?x N <qB)2 — om2 /s
dt \ dt2 m) X)) /s

Dado que incrementamos el orden de la ecuacion diferencial debemos tener una
condicion inicial extra, pero podemos adoptarla libremente, nula por mera
comodidad por ejemplo. Ahora, el mismo planteo puede ser realizado para la
componente y del movimiento, dando una expresion analoga con la salvedad de
que las condiciones iniciales originales del caso de estudio son diferentes.

d’x  /qB\*
N —_— = 2 = o =
dt2+(m) x=0m/s* conx(0m) =x° v,(0m) =0m/s
d?y  /qB\?
() y = omss conyOm) =5, vy Om) = v m/s
d?z 5
mam = Om/s conz(0m) =y° v,(0m) =v2m/s

El factor entre paréntesis tiene dimensiones de inversa de tiempo el cual
[lamaremos pulsacion angular w = gB/m por comodidad. La solucion de la
ecuacion diferencial es una funcién trigonométrica, bien puede ser la
combinacién lineal de una funciéon seno y coseno o solo una de ambas
dependiendo de las condiciones iniciales (con constantes pertenecientes al
campo de los reales).

f(t) = Acos(wt) + Bsen(wt)

Reemplazando la solucion en las ecuaciones y ajustando con las condiciones
iniciales queda:

x(t) = x° cos(wt)

(o]

Vy
y(t) = o sen(wt)

z(t) = vy, t

notacién matricial. Luego se obtienen los autovalores A de la matriz que a su vez seran los argumentos de

las funciones solucion e?t.
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La solucién nos indica que la particula describira un movimiento helicoidal, que
al ser proyectado sobre sobre en el plano xy, tiene radios de giro igual ax, y vy /.

. B
ﬁft}

vioy Y

Fig. 111. La particula describe un movimiento helicoidal debido a su velocidad inicial al ingresar
a la regién con campo.

Cabe que aclaremos que si cambiamos el sistema de referencia la particula
podria ingresar con posicion distinta en el eje x, y si la misma fuese nula se
deberian volver a reemplazas las constantes reales de la solucién
trigonométrica.

Espectrometro de masas

Es poco comun hallar dispositivos en los cuales la fuerza magnética ocurra sobre
una carga considerada puntual, pero aquellos pocos son de gran interés practico.
Un ejemplo es el espectrometro de masas, un instrumento que permite el analisis
de muestras en simultaneo con identificacién y cuantificacion de compuestos
quimicos, elementos e incluso isotopos con un muy alto grado de precision.

De manera resumida se puede describir este dispositivo como una camara de
vacio en la cual la muestra es atomizada y posteriormente ionizada debido a una
ddp cercana a los 1000 V. El campo eléctrico generado por la diferencia de
potencial a su vez acelera la molécula recién cargada hacia la region donde actua
s6lo un campo magnético (existen otros en los cuales coexisten un E y B). Las
moléculas cargadas sufren una fuerza magnética que las lleva a impactar sobre
una placa colectora. La posicién del impacto permite identificar la moléculay la
cantidad que lleguen a ese mismo punto (medida como una corriente) ayuda a
cuantificar la abundancia de la misma en la muestra. Debemos aclarar que el
equipo descripto es muy rudimentario y actualmente existen otros superiores
con varias zonas con campos eléctricos y magnéticos incrementando la
deteccion y resolucion. No obstante, este equipo aqui descrito nos permite
comprender perfectamente el concepto de espectrometria de masas y aplicar la
fuerza de Lorentz. Para ello vamos a analizar lo que le ocurre a la molécula
cargada de masa my carga q cuando ingresa al equipo.
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Fig. 112. Esquema de un espectrémetro de masas

En la zona con E se acelera la particula con una ddp conocida dando una
velocidad final determinada por la masa y la ddp aplicada. Esta se puede hallar
igualando la energia potencial electrostatica, Ecuacion (33), a la energia cinética,
asumiendo que la velocidad con la cual la carga inicia su recorrido es
practicamente desestimable.

2qAV
V= [——

m

Por simplicidad se puede asumir que la velocidad sélo tiene una unica
componente, y lo mismo ocurre con B. De esta manera se tiene un movimiento
circular puro, en el cual la fuerza centripeta se puede escribir en funcion de los
datos conocidos.

Bv = v
qBv =m—_

Despejando el radio de la trayectoria en funcién de los parametros de la

configuracion:
R = 2AV |[m
= 57 |5

Debemos notar que el radio depende de la relacion masa a carga lo cual es casi
una huella digital del compuesto quimico y ademas de las condiciones
constructivas del equipo como la ddp y el campo magnetostatica. De hecho, no
es dificil que pensemos como se puede separar mejor dos compuestos de
similar relacion m/q sin tener un mayor conocimiento del tema ni del equipo.
Bastara con incrementar la primera raiz del segundo miembro para que los R se
incrementen, por ejemplo, con una mayor ddp o menor B, aunque es mas sencillo
modificar la ddp en estos equipos porque el campo magnético ademas deberia
permanecer uniforme y constante.

(98)
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Fuerza sobre circuitos filiformes

En la seccidn previa se analizaron casos de estudio donde la fuerza magnética
ocurre sobre cargas consideradas puntuales. En esta seccion se analiza la fuerza
sobre tramos de conductores cuya seccidn es muy pequeiia (o también se puede
considerar que dos de sus dimensiones son mucho menores que la restante).

Caso de estudio 48. Fuerza sobre un tramo de conductor con corriente.

Considerar un tramo de conductor con corriente | que puede ser pensado como la
suma de tres partes, una parte recta de longitud L situada sobre el eje y, a
continuacion, una semicircunferencia de radio R centrada sobre el origen, y
finalmente otro tramo de igual longitud L también recta. La totalidad del conductor
se encuentra inmerso en un campo magnético uniforme de forma B = BZ. Hallar
la fuerza en cada tramo y la resultante sobre todo el conductor. Luego determinar
la posicion de la fuerza resultante.

Objetivo. Calcular la fuerza magnética generada sobre conductores que portan una
corriente, obtener provecho de las propiedades de la fuerza magnética en
presencia de un campo uniforme reemplazando los tramos de formas complejas
por otros que resulten de parametrizaciones mas sencillas.

B
A A A T A i
T € <
3 e, e : | >,
-L-R +R Y
X
Fig. 113. Calculo de la fuerza sobre un conductor con corriente inmerso en un B uniforme y

constante.

La fuerza magnética sobre un conductor se puede calcular aplicando la Ecuacion
(93). El primer paso es parametrizar el conductor que porta la corriente de
acuerdo con el sistema de referencia adoptado en la Figura 113; podemos
cambiar el sistema a nuestro antojo, pero en este caso nos resulta conveniente.
Al momento de parametrizar los segmentos debemos considerar el sentido de
la corriente. Una forma de hacerlo implica que el parametro sea integrado del
menor al mayor valor, por lo tanto, la direccidon y sentido de la parametrizacion
coincidan con aquellos de la corriente. Una alternativa es elegir una
parametrizacion cuya direccion coincida con la corriente, pero el sentido se lo
otorgue la integral de linea. En este caso el versor del segmento orientado dl se
adopta siempre positivo, independientemente del sentido de la corriente debido
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a que la integral sera la encargada de recorrer el segmento en el sentido
correcto®.

Con el objetivo de simplificar los calculos, separaremos el problema en tres
partes, de manera tal que existan tres conductores con corriente. Se llamaran 1,
2,y 3 alos tramos recto sobre el semieje y positivo, a la media circunferencia, y
al recto sobre el semiegje y negativo, respectivamente, tal como se muestra en la
Figura 113. Entonces:

Fiota = F1 + F2 + F3
De esta manera vamos a determinar cada una de las fuerzas individualmente y

luego sumarlas para hallar la resultante sobre la configuracién. Iniciemos por el
tramo recto sobre el semieje y positivo.

Flzlexdl1
1

Adoptaremos el diferencial de segmento orientado con el versor puro y el sentido
se lo daremos con la integral, de igual manera que lo hicimos con las
circulaciones de E para hallar los potenciales electrostaticos. Por lo tanto:

dl; =dyy
Ahora resolvemos el producto vectorial entre dly B mediante el uso del

determinante, pero también existe la posibilidad de realizarlo mediante la regla
ciclica o laregla de la mano derecha.

£ 9 2
dlyxB=|0 dy O0|=Bdyz
0 0 B

Entonces calculamos la fuerza:

R
F, =f IBdy& = IBL(—%)
L+R

Continuamos con el cdlculo de la fuerza para el segundo tramo de conductor, la
semicircunferencia. En este caso resulta de mucha utilidad que el origen del
sistema de coordenadas coincida con el centro de la semicircunferencia para
que la parametrizacién sea mas sencilla. Si llamamos 6 al angulo que se recorre
desde el eje y al z, entonces todo punto de la curva podra ser escrito como sigue
(se pueden encontrar mas detalles sobre esta parametrizacion en el Caso de
estudio 52):

%5 Quizas al lector le llame la atencidn esta aclaraciéon y mas atn la segunda opcidn, sin embargo, ha sido
la eleccion en todas las circulaciones de campo electrostatico hasta el momento. Notar que el dl se ha
reemplazado siempre por dr7 o dx X, y la integra ha notado los puntos inicial y final.
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Fig. 114. Anadlisis del tramo curvo de la configuracién. Se emplea el dngulo 8 medido desde el
eje y al eje z con la finalidad de parametrizar el segmento orientado dl, .

l, = Rcos(B)y + Rsen(0)Z

Ya contamos con nuestra semicircunferencia parametrizada, ahora vamos a
diferenciar esta expresion para obtener el diferencial de longitud orientado que
necesitamos. Debemos notar que al diferenciar el segmento podemos obtener
un vector tangente a todo punto de la semicircunferencia. Ademas, por la
eleccion que hicimos coinciden los sentidos del dl y la corriente,
consecuentemente, no es necesario pensar como realizar la integracion,
directamente lo haremos desde6=0a6 =1

dl, = —Rsen(0)dO§ + R cos(0) d6Z

Antes de pasar analizar la integral vamos a resolver el producto vectorial:

% % 2
dl; X B=|0 —Rsen(8) Rcos(0)dd|=Bsen(0)Rdo (—X)
0 0 B

Luego la fuerza sobre el tramo de conductor 2 resulta:
i
F, = f IBsen(0) RdO(—X) = IB2R(—R)
0

Nos resta calcular la fuerza sobre el tramo recto numero 3, no obstante, sabemos
que la cuenta es andloga a la realizada para el tramo 1, dado que ambos
comparten la longitud y la orientacién en el campo magnético. Por lo tanto, dl; y
dl, son analogos, la diferencia es la posicion respecto del origen, pero al ser B
un campo uniforme no hay diferencias en la integracion de la fuerza. En base a
este razonamiento esperamos que la fuerza sobre dicho tramo valga:

F; = IBL(-%)

Finalmente, podemos argumentar que la fuerza resultante sobre la totalidad de
la configuracion es de la forma (aunque aln desconozcamos su ubicacion):
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Fiota1 = 21BL(=%) + IB2R (=%)

Es conveniente aclarar que el segundo término del segundo miembro, fuerza que
corresponde al tramo 2, podria haberse reemplazado por la fuerza sobre un
tramo recto que exista entre -R y R en lugar de realizar una integracion mas
complicada sobre la circunferencia, sustentados en la propiedad de la fuerza
magnética experimentada en circuitos cerrados dentro de campos uniformes,
Ecuacién (95); vamos a comprobarlo. Llamaremos dl," a este tramo ficticio cuya
corriente circula de R a -R:

dly =dyy
dl, x B2 = Bdy%

Reemplazando en la Ecuacién (93) e integrando:

-R
Fy = f IBdy® = IB2R(—%)
R

Dado que ambas expresiones de fuerza, F2 y F>' coinciden, podemos argumentar
qgue hemos resuelto adecuadamente el problema sin errores y de esta segunda
manera claramente es mas rapido.

Es evidente que la fuerza en realidad estara distribuida a lo largo de todo el
conductor con corriente, dado que cada diferencial I dl contribuira con un
infinitésimo a la fuerza resultante. Una forma de determinar el punto de
aplicacion de la fuerza hallada para cada tramo es emplear el Teorema de
Varignon, el cual indica que el momento resultante es la suma de los momentos
de las fuerzas aplicadas. Por lo tanto, el punto de aplicacion se puede obtener
considerando la contribucion al momento de todos los infinitesimales de fuerza
dividiendo por el médulo de la fuerza resultante.

Empecemos calculando el punto de aplicacion para el tramo 1. Para ello se
calcula la fuerza para un punto genérico sobre el conductor en lugar de integrar
la Ecuacién (93) sobre todo el conductor. Es importante mencionar que el dy se
adopta en el sentido de la corriente.

dF; = IBdy®

Tomando momentos respecto del origen:

R
MlzerdFlzf yyXIBdYSZ
L+R

Resolviendo la integral se halla el momento de la fuerza:

IB A
M; = —- (I* +2RL)2

239



CONCEPTOS DE ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO PARA INGENIERIA

Ese es el momento de todas las contribuciones de fuerza, ahora calculemos el
momento de la fuerza resultante respecto del origen (adoptando unr; = x; £ +
y19 + z, Z genérico):

ry X F; =1BLz,(—9) + IBLy,2

Ahora igualemos ambos momentos para despejar las componentes de la
posicion ry.

1B
— (? +2RL)2 = IBLz (~9) +IBLy,2

Entonces r; =0mx + (§+ R)y + O0m 2. Debemos notar que se hallé el

resultado esperado con la posicién de la fuerza resultante ubicada en medio del
tramo conductor, resultado que no es de sorprender dado que la fuerza se
encuentra uniformemente distribuida porque B es uniforme. Para el tramo 3 esta
claro que el procedimiento es analogo debido a que se trata de la misma
geometria, por lo tanto, el resultado nuevamente dara justo en medio del
conductor. Veamos el tramo 2.

MzzerszzerIBXdlz

Conviene escribir el vector que apunta desde del origen a todo punto de la
semicircunferencia en coordenadas polares y componentes cartesianas, r =
Rcos(60)y + Rsen(6)Z. Antes de continuar vamos a simplificar un poco el
calculo haciendo uso de una propiedad de los productos vectoriales.

El segundo término del segundo miembro es nulo debido a que r L dl,, y el
primero queda:

Idl,(r - B) = I(—Rsen(0)y + Rcos(0) Z) (Rsen(6) B)

Por lo tanto, el momento se calcula como sigue:
T
M, = j | BR2[sen2(0)(—9) + sen(8) cos(0) 7] d6 =
0

M, = 1BR?(® — sen(0) cos(0)|F(—9) =
M, = IBRZ i(—¥)
Por otro lado, el momento de la fuerza resultante es:

ro X F;, = IB2Rz, (=) + IB2Ry, 2

240



CONCEPTOS DE ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO PARA INGENIERIA

Igualando los momentos se puede encontrar la posicion en la cual se encuentra
la fuerza resultante:

IBR?t(—9) = IB2Rz, (—§) + IB2Ry, 2

De la expresion previa se obtiene r, =0mzx + 0m¥p +%R 2. Este punto se

encuentra fuera de la semicircunferencia, a aproximadamente a tres cuartos de
altura de la misma. Dejamos como tarea el hallar de manera explicita la posicion
de la fuerza del tramo 3, la cual obviamente se ubicara en el centro del segmento
debido a que dicha fuerza es uniforme en analogia con la ubicacion del tramo 1.

Fig. 115. Posiciones de las fuerzas resultantes para cada tramo del conductor. Aquellas sobre
los tramos 1y 3 se encuentran en medio de los cables como era de esperar dado que la fuerza
es uniforme. Debemos notar que la fuerza resultante para la semicircunferencia se encuentra
en punto fuera de la misma.

MOMENTO DIPOLAR MAGNETICO

Previamente calculamos la fuerza y el momento en un circuito con corriente
permanente inmerso en un campo magnético. Vamos ahora a analizar qué
ocurre con el momento si el circuito es cerrado.

z

X

Fig. 116. Analisis del momento total de fuerzas sobre un circuito con corriente, inmerso en un
campo magnético. El diferencial de superficie se adopta en funcién del sentido de circulacién
del dl.

Empezamos por escribir el momento de la fuerza magnética:

szrxldle
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En la expresion previa r es el vector que sale del origen a todo punto del circuito,
dl es el segmento de longitud orientado en el sentido de la corriente, y B el campo
externo al circuito conductor con corriente |. Se reescribe el doble producto
vectorial haciendo uso de la propiedad u xv xw=v (u-w) —w (u-v):

M=j€ldl(r-3) - j)IB(r-dl)

Si asumimos que el campo magnético es uniforme y la corriente no depende de
la posicién entonces queda:

M:Ifdz(r-s) 1B jg(r-dl)
Vamos a aplicar el teorema de Stokes en el segundo miembro.

M=Iﬂds><V(r-B) —IBf (VX7)-ds

El segundo término de segundo miembro es nulo dado que V x r = 0. Ademas,
debemos recordar que B es uniforme, por lo tanto, el términor - B = xB + yB +
zB. Es sencillo comprobar que el el gradiente de dicha funcién escalar es
directamente B.

M=If ds X B

El producto de la corriente por el area orientada se denomina momento dipolar
magnético y se nota con la letra y, donde la normal se adopta segun el criterio de
la mano derecha, recorriendo la espira en el sentido de la corriente.
Frecuentemente a estos circuitos se los denomina espiras siendo una clara
alusion a las vueltas de alambre con corriente de los bobinados de motores
eléctricos (cuyo momento explica el movimiento de los ejes). No obstante, este
concepto de momento sobre circuitos se aplica ademas a otros dispositivos
eléctricos e inclusive al analisis de la materia a escala atomica describiendo
inclusive el momento magnético de un atomo o electrén.

uw=1ISH
(99)

El momento dipolar magnético u se puede calcular en coordenadas cartesianas
para espiras de forma arbitraria como la proyeccién de las respectivas
superficies sobre los planos x-y, y-z, y x-z.

S =SeyZ+Sy_sR+S .9

Finalmente podemos escribir una formula que vincula el momento de un circuito
cerrado con un campo magnético externo uniforme.
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M =pu X B & Buniforme
(100)

Debemos notar que el momento ocurre cuando la espira se encuentra inclinada
respecto del campo, y cesa cuando ds || B, indicando que el eje de rotacion
dependera de las posiciones relativas entre ambos vectores. Si tomamos la
Ecuacién (100) y consideramos un desplazamiento angular diferencial, podemos
escribir un infinitésimo de energia necesaria como resultado del movimiento.
Luego, la energia total se obtiene al integrar en el desplazamiento angular.

JdU=JMd6=]ISBsin(9)d6

A raiz de la expresion previa podemos notar que la minima energia se halla para
una situacion en la cual el angulo entre los vectores sea nulo, y la maxima ocurre
cuando son antiparalelos, (la minima cuando son paralelos). Ello implica que el
campo externo tendera a hacer girar la espira hasta quedar de forma paralela el
momento dipolar y el B, siendo un equilibro estable cuando 8 = 0 e inestable
cuando @ = m. Lo analogo ocurria en el caso de los dipolos eléctricos, Ecuacién
(38).

Udipolo = —I'S B cos(8)
(101)

Caso de estudio 49. Momento en una espira.

Una espira que porta una corriente | se encuentra formada por dos
semicircunferencias de radio R dispuestas sobre los planos xz y x-y, de manera tal
que el centro de curvatura coincide con el origen de coordenadas. Obtener el
momento sobre la espira si la misma se encuentra inmersa en un campo uniforme
con direccion y sentido correspondiente al eje z positivo.

Objetivo. Aplicar el concepto de momento sobre una espira que porta una
corriente, parametrizar la superficie de la espira distribuida en dos planos.
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Fig. 117. Una espira con corriente ubicada con cada una de sus mitades en los planos x-y y x-z.

Siendo uniforme el campo B entonces podemos calcular el momento mediante
la Ecuacién (100), lo cual es mucho mas sencillo que obtenerlo a partir de la
integracién de una fuerza distribuida. No obstante, es necesario que obtengamos
el momento dipolar magnético previo a todo calculo. Para este tipo de espira no
es necesario conocer las proyecciones sobre los tres planos coordenados, se
tienen claramente identificadas cada una de las contribuciones, dos
semicircunferencias sobre los planos x-y y x-z y una contribucién nula
proveniente del plano y-z.

1t R? 1t R?

= = 7 % 2%
u=1S I(Z Z+ > y+0m y>

Aplicando la Ecuacién (100) podemos calcular el momento:

2

T
M=pxB=1 B

Es importante que notemos que el valor dio con direccion y sentido en X.
Intuitivamente podemos pensar que la espira tiende a girar en sentido antihorario
sobre el plano y-z a fin de alinearse con el campo exterior debido a como fue
dispuesta respecto de B.

Caso de estudio 50. 