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RESUMEN

En la dltima década, la recoleccion de energia o enerqy harvesting, por su
nombre en inglés, ha ganado gran popularidad en el entorno de las energias
renovables adoptadas a escala micro. Dentro de este contexto, la generaciéon
de energia eléctrica a partir de pequefias variaciones energéticas como: pre-
sién, vibraciones mecdnicas, gradientes térmicos o radiofrecuencias, es posible
mediante diferentes mecanismos de transduccién tales como el piezoeléctrico,
el electromagnético, el termoeléctrico, entre otros. En particular, el efecto pie-
zoeléctrico ha sido uno de los que recientemente més atenciéon ha atraido a la
comunidad cientifica debido a sus beneficios asociados a una mayor densidad
de potencia y su capacidad de generar energia de manera espontanea.

Entre las distintas posibles fuentes de aplicacién, las carreteras y calles
fabricadas con mezclas asfalticas u hormigén se encuentran continuamente
expuestas a cargas térmicas causadas por la radiacion solar y friccién, asi
como cargas dindmicas, producto de las fuerzas verticales desarrolladas por
los vehiculos circulantes. Esta enorme cantidad de energia, disipada sin ser
aprovechada, puede ser convertida en electricidad para la iluminacién o el
monitoreo estructural de la infraestructura de transporte.

Con el propésito de alcanzar una circulacién de vehiculos mas segura, la
Organizacion Mundial de la Salud (OMS) propone al control de la velocidad
como el factor mas contribuyente para evitar o disminuir los accidentes de
transito. Entre la gran cantidad de formas de lograr esto, la implementacién de
reductores de velocidad es probablemente una de la més utilizadas debido a su
probada efectividad. Los reductores consisten en elementos que sobresalen del
pavimento y producen un malestar cuando son atravesados a una velocidad
mayor a la de disefio, obligando al conductor a reducir su velocidad. De esta
forma, los reductores desarrollan importante fuerzas verticales debido a su
perfil geométrico, haciéndolos especialmente atractivos para aplicaciones de
recoleccién de energia.

En este contexto, en esta tesis se estudia la posibilidad de recolectar energia
empleando la transduccién piezoeléctrica a partir de las vibraciones indu-
cidas en reductores de velocidad al ser atravesadas por un vehiculo. Para
ello, se desarrolla un modelo matemético no lineal de una viga piezoeléctrica
bi-empotrada sometida a una carga axial tanto en sus estados de pre-pandeo
como de pos-pandeo. Ademds, se modela y simula la interaccién vehiculo-
pavimento con el propésito de caracterizar la excitacion sobre el dispositivo
recolector de energia. Se analiza la influencia de una gran cantidad de pardme-
tros que intervienen tanto en el modelo matematico como en la dindmica de
interaccion vehiculo-reductor-recolector de energia. En funcién de los estudios
realizados, la viga en el estado de pre-pandeo presenta algunas ventajas en
comparacion con el resto de los sistemas analizados.






ABSTRACT

In the last decade, energy harvesting has gained great popularity in the field
of renewable energies adopted at a micro scale. In this context, the generation
of electrical power from small energy variations such as: pressure, mechanical
vibrations, thermal gradients or radio frequencies, is possible through different
transduction mechanisms as piezoelectric, electromagnetic, and thermoelectric,
among others. In particular, the piezoelectric effect has recently attracted the
most attention in the scientific community due to its benefits associated with
higher power density levels and its ability to spontaneously generate energy.

Among the different possible application, roads and streets built with
asphalt mixtures or concrete are continuously exposed to thermal loads caused
by solar radiation and friction, as well as to dynamic loads, as a result of the
vertical forces developed by passing vehicles. This enormous amount of energy,
dissipated without being used, can be converted into electricity for lighting or
structural health monitoring of transportation infrastructure.

In order to achieve safer vehicle traffic, the World Health Organization
(WHO) proposes speed control as the most contributing factor to avoid or
reduce traffic accidents. Among the large number of ways to achieve this,
the implementation of speed bumps is probably one of the most used due
to its proven effectiveness. Reducers consist of elements that protrude from
the pavement and cause discomfort when they are crossed at a speed greater
than the designed one, forcing the driver to decelerate. Due to their geometric
profile, they develop significant vertical forces, which make them especially
attractive for energy harvesting applications.

In this context, this thesis studies the possibility of harvesting energy using
piezoelectric transduction from the vibrations induced in speed reducers when
they are crossed by a vehicle. In order to attain this, a nonlinear mathematical
model of a clamped-clamped piezoelectric beam subjected to an axial load, in
both its pre-buckling and post-buckling states, is developed. In addition, the
vehicle-pavement interaction is modeled and simulated in order to characterize
the excitation on the energy harvester device. The influence of a large number
of parameters that intervene, both in the mathematical model and in the
dynamics of the vehicle-reducer-harvester interaction, is analyzed. Based on
the studies carried out, the beam in the pre-buckling state presents some
advantages compared to the other systems analyzed.
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INTRODUCCION

La cosecha o Recoleccién de Energia (RE), o también conocida por su nom-
bres en ingles como energy harvesting o energy scavenging, es el proceso por el
cual diversos dispositivos o sistemas son capaces de capturar y transformar la
energia presente en el medio ambiente en una forma aprovechable, general-
mente eléctrica [1, 2]. Este proceso, es usualmente clasificado en dos grandes
grupos conocidos como macro-recoleccion de energia, donde principalmente se
identifican la recuperacién de energia solar y e6lica [3]; y por su contra partida,
la micro-recoleccién de energia, generalmente asociada a aquella que involucra
fuentes como las vibraciones mecénicas [4]. La principal diferencia entre estas
dos radica en la cantidad de energia a ser capturada: mientras que la primera
usualmente es del orden de los k] o incluso mads, la energia capturada en la
micro-recoleccién de energia puede tomar valores incluso menores al Joule
[5]. Pese a que los niveles energéticos en esta tltima clasificacién resultan
minimos, la motivacién del estudio de este tipo de dispositivos radica en la
posibilidad de alimentar pequefios dispositivos electrénicos en vistas de su
autonomia energética.

En las dltimas décadas, el avance en la electrénica ha permitido reducir
considerablemente los niveles de consumo de sensores tipo nodo para la
medicién de variables fundamentales como temperatura o deformaciones,
comunmente utilizados en monitoreo estructural [6]. Si bien estos dispositivos
poseen un nivel de consumo y costo relativamente bajo, los mismos deben
ser continuamente alimentados para su funcionamiento, es decir, que deben
ser utilizados cables o baterias. Estas dos alternativas presentan problemas en
términos de costos asociados al cableado y/o mantenimiento si se prevé el
remplazo de baterfas. En este contexto, la micro-recoleccion de energin emerge
como una gran alternativa para dar solucién al problema de la implementa-
cion de dispositivos capaces de recolectar pequefias cantidades de energia y
funcionar de forma auténoma.
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Figura 1.1: Procesos involucrados en la recoleccién de energfa.
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La energia mecdnica
se manifiesta en
forma de vibraciones
o tensiones.

Por lo general, Ia
transduccion
hidrdulica y
neumdtica se acopla
en conjunto con la
electromagnética
para la generacion de
energia eléctrica.

INTRODUCCION

Un dispositivo auténomo de RE esta compuesto en su integridad por di-
versos bloques [7], cada uno cumpliendo un rol bien diferenciado tal como
es representando en la Figura 1.1. De acuerdo a las caracteristicas de cada
bloque, diversas sub-clasificaciones pueden ser realizadas. Comenzando con la
fuente de energia a aprovechar, las mds comtinmente exploradas son la solar [8],
edlica [9], térmica [10] y mecénica [11]. Dependiendo de la fuente se emplean
distintos tipos de mecanismos de transduccion , entre los cuales se destacan la:
fotovoltaica [12], termoeléctrica [13], piezoeléctrica [14], electromagnética [15],
hidrdulica [16], neumética y electrostética [17]. El siguiente bloque, referido
como el acondicionamiento del voltaje, es opcional y depende de la selecciéon
anterior; aplica en los casos donde la salida de los mecanismos de transduccién
no proveen naturalmente una generaciéon de corriente continua y/o generen
picos de generacién por encima de los operacionales y por lo tanto, deben ser
acoplados a rectificadores y/o reguladores de voltaje. El siguiente bloque, y
también opcional dependiendo de la aplicacién, consiste en el almacenamiento
de la energia recuperada, donde las baterias de litio o supercapacitores son
generalmente las opciones preferidas dependiendo de las necesidades de ali-
mentacién. El dltimo bloque de la cadena, lo conforma la carga eléctrica, la cual
esta relacionado con el dispositivo electrénico de baja potencia a alimentar.
Comtnmente, el modo de operacién de estos dispositivos es solo activo du-
rante un limitado periodo de tiempo, permitiendo de esta forma disminuir su
consumo total de energia.

Dentro de diferentes técnicas de transduccién utilizados para la RE, la pie-
zoelectricidad es una de las técnicas mds prometedoras para proveer pequeias
cantidad de energfa a fines de suplir de potencia a sensores y dispositivos
electrénicos en busca de sistemas auténomos reales [18]. Entre sus principales
ventajas, destacan su alta densidad de energia, estructura relativamente simple
y conversion directa a energia eléctrica [19].

Posibilidad de recolectar energia de pavimentos

Dentro de las obras civiles construidas por la humanidad a lo largo de
su historia, las carreteras son sin duda unas de las de mayor envergadura,
cumpliendo el rol fundamental de conectar comunidades para el movimiento
de personas e intercambio de bienes de consumo. Solamente en Argentina,
la totalidad de las redes de carreteras poseen aproximadamente 430.000 km
lineales pavimentadas o asfaltadas, de los cuales: 27.000 km pertenecen a la red
troncal primaria con jurisdiccién nacional, 175.000 km provinciales y se estima
que mads 220.000 km municipales [20]. A su vez, acorde a la AFAC (Asociacién
de Fabricas Argentinas de Componentes), la flota circulante de vehiculos
en Argentina estaba conformada hasta el afio 2020 con 14.564.842 vehiculos
[21], cantidad que viene aumentando afio tras afio. El balance energético
de hidrocarburos del afio 2020, elaborado por el Ministerio de Economia
de nuestro pais, mostré que més de 13 mil TEP (Toneladas Equivalentes de
Petroleo), de las cuales 70 mil totales consumidas en el pais, fueron por el
sector transporte [22].

La gran cantidad de vehiculos de transporte circulando por las carreteras,
sumado a la exposicion solar de la mayoria de ellas, implican cargas dindmicas
y térmicas que el asfalto o pavimento debe soportar donde grandes cantidades
de energia (en forma de energia cinética y calor) estan involucradas. Esto



1.1 OBJETIVO

implica que existe un enorme potencial de energia lista para ser recolectada a
través de diversas formas de transduccién. En la actualidad, existen grandes
avances en la tecnolégica de vehiculos eléctricos que se conducen solos o
asisten al conductor para estacionar sin necesidad de tocar el volante; sin
embargo, las carreteras parecen no seguir el mismo ritmo evolutivo.

1.1 OBJETIVO

Dentro del contexto aqui presentado, como objetivo general de esta tesis se
pretende disefiar, modelar matematicamente y validar en forma experimental
dispositivos capaces de recolectar energia mediante la transduccién piezoeléc-
trica a partir de la deformacién y vibracion sufrida por el pavimento al pasar
un vehiculo.

1.2 CONTENIDO

La presente tesis se estructura de la siguiente forma: después del presente
Capitulo 1 introductorio, el Capitulo 2 presenta los conceptos y definiciones
bésicas referidas a la piezoelectricidad, incluyendo los distintos tipos de
materiales, ecuaciones constitutivas y modos de generacion.

El Capitulo 3 describe el estado del arte actual de la Recoleccién de Energia
en Pavimentos (REPa) con un especial énfasis en la transduccién piezoeléc-
trica, mostrando las ventajas, desafios y nivel de desarrollo actual de cada
mecanismo.

En el Capitulo 4 se desarrolla la formulacion matematica de un dispositivo
electromecénico conformado por una viga biempotrada sometida a una car-
ga axial. Diversas fuentes de no linealidad son incluidas en la formulacién
provenientes de la inercia, rigidez geométrica, relaciones constitutivas piezo-
eléctricas y disipaciéon. Adicionalmente, las ecuaciones validas tanto para los
los regimenes de pre- como pos-pandeo son obtenidas y una solucién analitica
reducida es formulada mediante el Método de Escalas Multiples (MEM).

Seguido a esto, la validacion numérica y experimental del dispositivo bajo
estudio son llevadas a cabo en el Capitulo 5. La validacién numérica, consiste
en la comparacion de la soluciéon reducida obtenida en forma analitica frente
a la integracién numérica de las ecuaciones sin reducir. Por otro lado, la vali-
dacién experimental se lleva a cabo en base a distintos ensayos de laboratorio
estdticos y dindmicos, que luego son comparados con los predichos por la
presente formulacién evaluando su correspondencia.

Un modelo sencillo capaz de modelar la dindmica de la interaccién de un
vehiculo atravesando un obstaculo o reductor de velocidad es presentado en
el Capitulo 6. En este caso, distintos modelos de vehiculos son considerados
basados en la consideracién de distintas cantidades de grados de libertad asi
como de perfiles de velocidad. Adicionalmente, la influencia de los parametros
mads importante es estudiada y su rol en las fuerzas verticales maximas es
determinada.

Luego, el Capitulo 7 acopla los modelos desarrollados en los Capitulos 4
y 6. con el objetivo de estudiar la posibilidad de recolectar energia a partir
de la vibracién inducida a un reductor de velocidad cuando un vehiculo lo
atraviesa.
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Finalmente, el Capitulo 8 esboza las conclusiones y contribuciones mas
relevantes de la presente tesis, en conjunto con las publicaciones realizadas
durante su desarrollo.



PIEZOELECTRICIDAD

El efecto piezoeléctrico (del griego piezein, «apretar») es la capacidad que
presentan ciertos materiales de producir carga eléctrica o polarizacién como
respuesta a una tensién mecénica. El fendmeno, descripto de esta forma, es
conocido como el efecto piezoeléctrico directo, sin embargo, una de las carac-
teristicas mas importantes del mismo es su reversibilidad. Esto quiere decir,
que si éstos son sometidos a una carga eléctrica, presentan una deformacion
mecénica, proceso que se conoce como efecto piezoeléctrico inverso.

La piezoelectricidad fue descubierta por los hermanos Jacques y Pierre Curie
en el afio 1880, quienes observaron que bajo tensién mecanica, cristales de
cuarzo se cargaban eléctricamente por debajo de ciertos valores de temperatura.
Dicha temperatura critica es denominada temperatura de Curie, y es una
propiedad intensiva a partir de la cual el material pierde sus propiedades
piezoeléctricas. Existen varios materiales presentes en la naturaleza donde este
fenémeno es observable (p. €]. la turmalina, la sal de La Rochelle y la cafia de
azucar), sin embargo, su efecto piezoeléctrico es generalmente muy pequerio.
Por ello, diversos materiales sintéticos han sido desarrollados para mejorar las
propiedades piezoeléctricas de estos materiales.

Actualmente los materiales piezoeléctricos pueden ser encontrados en gran
cantidad de aplicaciones de sensado y actuacién, destacdndose:

» Aislamiento de vibraciones.

Deteccién de impactos.

Acelerémetros.

Encendedores.

Zumbadores.

Nano-posicionadores.

Recoleccién de energia.

2.1 MATERIALES PIEZOELECTRICOS

Los materiales piezoeléctricos pueden ser divididos en tres grandes catego-
rias: monocristalinos, cerdmicos y polimeros [23]. La seleccién de un material
frente a otro para una aplicacién determinada depende de una gran cantidad
de caracteristicas, que van desde las caracteristicas materiales, como es el gra-
do de acoplamiento electromecanico, hasta otros como pueden ser los costos,
impacto ambiental o riesgos de manipulacién y fabricacion.

2.1.1 Monocristalinos

Un monocristal es un material que presenta un red cristalina continua, es
decir, sin ninguna interrupcién producto de bordes de grano. En materiales
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Figura 2.1: Representacién grafica de la estructura perovskita ctbica ABO;3 [24].

que presentan propiedades piezoeléctricas, este comportamiento es debido a
la presencia de iones positivos y negativos ordenados regularmente en toda la
estructura que conduce a una alineacién adecuada de los dipolos. Este tipo de
configuracién monocristalina, presenta excelentes propiedades piezoeléctricas
y su campo de aplicacion incluye gran cantidad de mecanismos de actuacion
y sensado. Algunos ejemplos de estos materiales son:

= Niobato de litio (LiNbO3), con y sin afiadido de dopantes.

Borato de litio (Li;BasOy).

Niobato de plomo y magnesio / titanato de plomo (PMT — PT).

Niobato de zirconato de plomo / titanato de plomoPZN — PT

Cuarzo.

2.1.2  Cerdmicas ferroeléctricas

Una ceramica es un material sélido inorganico no metalico formado por
compuestos metalicos o no metdlicos que han sido moldeados y luego en-
durecidos por calentamiento a altas temperaturas. Por lo general, son duros
y resistentes a la corrosién pero quebradizos. En este grupo de cerdmicas
ferroeléctricas, éstas adoptan sus capacidades piezoeléctricas debido a la for-
ma de su red cristalina conocida como perovskita [24] la cual se encuentra
esquemdticamente representada en 2.1. En el caso del grupo de las cerdmicas,
dos grandes subgrupos de materiales pueden ser identificados entre aquellos
que poseen o no poseen plomo (Pb) en su estructura.

Basados en circonato-titanato de plomo (PZT)

Las cerdmicas basadas en circonato-titanato de plomo (PZT) fueron desarro-
lladas por primera vez en el afio 1952 en el Instituto de Tecnologia de Tokio.
Estos materiales son probablemente los méds comtnmente utilizados para cual-
quier tipo de aplicacién piezoeléctrica debido a sus propiedades superiores
frente a los demds en lo referido a su resistencia fisica, son quimicamente
inertes y su costo es relativamente bajo.

La clasificacion mas comtinmente difundida de estos cerdmicos estd basada
en el estaindar militar MIL-STD-1376B. Acorde a esto, los materiales no se
diferencian de acuerdo a una composicién quimica exacta, sino més bien por
sus propiedades mecdnicas y eléctricas:
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» Navy Type I («<Hard») o comercialmente PZT-4: De aplicacion ideal para
uso continuo y repetitivo en aplicaciones de mediana y alta potencia.

» Navy Type II («Soft») o comercialmente PZT-5A: Recomendado para
transmision y recepcién de los dispositivos de baja potencia debido a su
alta sensibilidad.

= Navy Type 1II («Hard») o comercialmente PZT-8: De caracteristicas si-
milares pero mejoradas (menores pérdidas mecanicas y dieléctricas) al
Navy-Type 1.

» Navy Type V («Soft») o comercialmente PZT-5]: Preferido para aplicacio-
nes con requerimientos de alta cantidad de energia y/o diferencia de
potencial.

» Navy Type VI («Soft») o comercialmente PZT-5H: Preferido para aplica-
ciones que involucran grandes deformaciones mecénicas.

Libres de plomo (Lead-free)

Si bien las ceramicas piezoeléctricas PZT son reconocidas por presentar
propiedades superiores para su aplicacion en sensado y actuacién, resulta
necesario notar que el mayor compuesto que conforma estos materiales es el
6xido de plomo, el cual es un material peligroso de manipular debido a su rela-
tivamente alta presién de vapor a temperaturas de calcinacién. Recientemente,
la Unién Europea ha legislado en el afio 2003 restricciones en su uso, lo que
ha incrementado los esfuerzos relacionados al desarrollo de alternativas libre
de plomo [25]. Entre los materiales mas comunes utilizados para suplantar al
PZT en este sentido, se encuentran:

= Navy Type IV («Soft») o Titanato de bario (BaTiO3)
= Niobato de potasio (KNbO3).

Actualmente, el Instituto de Investigaciones en Ciencia y Tecnologia de Ma-
teriales (INTEMA) ubicado en la ciudad de Mar del Plata, Buenos Aires,
Argentina desarrolla y estudia diversas alternativas libre de plomo entre las
que se podrian mencionar:

» KNL-NTS: (Kg44Nags52Lio,04) (NbggeTag,10Sbo,04) O3 [26, 27].
= KNN: (Kos5Nags) NbO;3 [28, 29].

» BNKT: Bigs (Na0,8K0,2)0,5 TiO3 [30-33].

= BNT: Bips5Nag5TiO3 [34-36].

Durante el desarrollo de esta tesis, la evaluacion de estos tipos de materiales
para la recoleccién de energia es estudiada y la contribucién al respecto puede
encontrarse en el Apéndice A.

29



30

PIEZOELECTRICIDAD

2.1.3 Polimeros

La palabra pléstico procede del término griego plastikos, que significa «capaz
de ser moldeado». El término expresa la principal propiedad de este mate-
rial: su capacidad para deformarse y, por tanto, su facilidad para adoptar
practicamente cualquier forma. Esta propiedades son alcanzadas debido a su
estructura a base de carbono con largas cadenas de polimeros. Ejemplos de
estos compuestos son:

= Fluoruro de polivinilideno (PVDF).
» Fluoruro de polivinilideno-trifluoroetileno (PVDF-TrFE).

= Poliamida.

2.2 ECUACIONES CONSTITUTIVAS
2.2.1  Modelo constitutivo lineal

Las ecuaciones constitutivas para un material piezoeléctrico continuo pue-
den ser deducidas a partir de considerar el principio de conservacién de
energia, o primera ley de la termodindmica como [37]

U= TZ-]-Si]- + EiDi. (2.1)

Donde U es la densidad de energfa almacenada por el piezoeléctrico, T;; es
el tensor simétrico de tensiones, Sij es el tensor de deformaciones, mientras
que E; y D; son, la intensidad del campo y el desplazamiento eléctrico, respec-
tivamente. El punto sobre las variables se refiere a derivada respecto al tiempo.
La densidad de entalpia H puede ser definida como

H=U- El‘Dl‘. (2.2)

Que reemplazando la Ec. (2.1) en la Ec. (2.2), y derivando respecto al tiempo
se obtiene

H = Tl]Sz] — DiEz" (23)
Lo que implica que H = H (S, Ex), siendo posible observar que

TZ] :aH/GS,], (2'4)

Di = — aH/BEi, (25)

Donde la siguiente expresion es deducida

Para materiales piezoeléctricos constitutivamente lineales, la expresién de

H resulta ser
_lE s

H = Ecijk,SijSkl — eki]'EkS,‘]' — EeijEl'E]" (27)

Donde cf}kl, eij y eisj son constantes eldsticas, piezoeléctricas y dieléctricas,

respectivamente. Para estos pardmetros, los superindices E y S son usados

para indicar que son medidos a campo eléctrico o deformacién constante,

respectivamente. Respecto a la cantidad de pardmetros, en el caso mds general
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Figura 2.2: Direcciones que afectan a los elementos piezoeléctricos tomando eje z
coincidente con la direccién de polarizacién.

se tendran 21 constantes eldsticas independientes, 18 constantes piezoeléctricas
independientes y 6 constantes dieléctricas independientes [37]. Sin embargo,
estos nimeros se reducen si consideramos la naturaleza ortétropa de los
mismos tal como se verd més adelante. Reemplazando la Ec. (2.7) en las Ecs.
(2.4) y (2.5), las siguientes ecuaciones constitutivas, validas para materiales
piezoeléctricos lineales son obtenidas
E
Tij = CijaSk — exijEx, 28)
2.
_ S
Di = €jx] * Skl + eijEk'
Las cuales resultan tener la forma de tensién-carga (stress-charge from) de
estos materiales. Modificando la notacién indicial por la negrita, esta misma
expresion puede ser expresada de una forma mads clara y compacta como

T=cg-S—el - E

2.
D=e-S+e€s5-E. ( 9)

Donde S es el tensor de deformacién, T el tensor de tensién, D el vector
desplazamiento eléctrico y E el vector campo eléctrico, mientras que las
matrices constitutivas eldsticas, piezoeléctricas y dieléctricas son notadas como:
CE, e y €g respectivamente.

Forma tridimensional de las ecuaciones constitutivas

Los materiales piezoeléctricos son por naturaleza materiales ortotrépicos
0, mds especificamente, transversalmente isotrépicos, siendo estos un caso
particular de los anteriores. En estos materiales existe un plano denominado
isotrépico, donde tanto sus propiedades eléctricas como mecanicas son iguales
en cualquier direccién, mientras que, a lo largo del eje perpendicular a dicho
plano, las propiedades son distintas. Usualmente, la direccién de polarizacién
de los piezoeléctricos es tomado de forma coincidente la direccién del eje
z del sistema de coordenadas cartesianos (véase Figura 2.2). En este caso,
las direcciones x, y o z son representadas utilizando los subindices 1, 2, y 3,
respectivamente; mientras que el corte alrededor de cada uno de estos ejes
con los subindices 4, 5, y 6.

Existen diversas alternativas para expresar las ecuaciones constitutivas
lineales ademads de la forma tensién-carga deducidas en la Ec. (2.9). Una de
ellas, y probablemente de las més utilizadas junto a la anterior, es la forma
deformacién-carga (strain-charge from), la cual adopta la forma

S=sg-T+d - E

(2.10)
D=d-T+er-E
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Donde nuevos tensores constitutivos son definidos como: s = cEl conocido
como tensor de flexibilidad, d = e - s el tensor de acoplamiento electromeca-
nico y &7 el tensor dieléctrico medido a tensién mecénica constante. Debido
a la naturaleza ortétropa de estos materiales, las matrices constitutivas no
son matrices completas, por ello, considerando las relaciones geométricas
asociadas, estas adoptan en su forma mds general la siguiente forma
sy s sy 000
sy Sp sy 000
i sh sk 00

0 0 0 si o
0 0 0 0 sk
0 0 0 o0 O

(2.11)

2]
%\mOOOOO

0 0 0 0 dis O
d= 0 0 0 dy 0 0], (2.12)
dzy1 d diz 0 0 O

el} /e 0 0
€ = 0 el/ep O , (2.13)
0 0 el /e

donde la notacién de Voigt-Kelvin ha sido utilizada. A su vez, cabe mencionar
que existen otras formas no tan utilizadas para denotar las relaciones consti-
tutivas, entre las que destacamos la forma deformacién-voltaje (strain-voltage

form)
S=sp-T+g -E

2.1
E:d.T_}_e]fl.D’ (2.14)
o la forma tensién-voltaje (stress-voltage form)
T:cD-S—qt-D,
(2.15)

E=-q-S+e; D,

Un resumen de la notacién de los pardmetros asociados a las distintas formas
de expresar las ecuaciones constitutivas, asi como las formas de conversion,
puede ser encontrado en el Apéndice B.

Simplificaciones basadas en la teoria de vigas esbeltas

En la mecédnica de materiales, para elementos estructurales lo suficiente-
mente esbeltos, diversas teorias basadas en simplificaciones del campo del
desplazamiento han sido desarrolladas. Para la teoria de vigas esbeltas como
son las de Bernoulli-Euler o Rayleigh, las siguientes simplificaciones pueden ser
asumidas respecto al campo tensional de forma que [38]

T2 = T3 = T4 = T5 = T(, =0. (2.16)

Por lo que las ecuaciones constitutivas en su forma deformacién-carga
eléctrica (strain-charge from), presentadas en la Ec. (2.10) toman la forma

n)=(m @) (&)
= . 2.1
<D3 dyn el Es (217)
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O, en forma escalar
Sy = sh Ty + d3 B3, (2.18)
D3 = d Ty + el Es, .

mientras que la expresiones que representan la forma tensidon-carga (stress-

charge from) dadas por la Ec. (2.9) pasan a ser
Ty = 11 S1 — 31 Es,

. =S (2.19)

D3 = e3151 + é33E;3.

Donde las barras superiores son usadas para indicar que las constantes
fueron obtenidas de la reduccién de la teoria tridimensional acorde a las
siguientes expresiones:

1 d d?

E 5 =081 as T 31

th=p, 1=, &3=€3— ¢ - (2:20)
511 511 511

Por dltimo, la funcién de entalpia reducida dada por la Ec. (2.7) es

1 1
H = Ec‘flS% —e31E351 — §é§3E§ (2.21)

2.2.2  Modelos constitutivos no lineales en vigas

Durante los dltimos afios, diversos autores han trabajado con ecuaciones
constitutivas lineales a la hora de modelar materiales piezoeléctricos; sin
embargo, las relaciones asociadas a las variables electromecénicas en estos
tipos de materiales presentan un comportamiento no lineal si son sometidos
a valores elevados de excitacion [39]. Entre las multiples formulaciones que
pueden ser encontradas, una de las primeras verificada experimentalmente
para vigas bimorfas fue la presentada por Von Wagner y Hagedorn [40],
quienes modificaron la funcién entalpia lineal a partir del caso lineal dado por

1 1
H = 55115% — a1 EaSy — 5 (égs - d31c_fl> E3. (2.22)

mediante la hipétesis de una dependencia no lineal entre cf; y d3; respecto a
S1 como

o = Cn( )+C11< )5 +C11( )52, (2.23)
dyy = d0+d0)s, +d) 52,

mientras que las relaciones asociadas a D3 y E3 se mantuvieron lineales.
Reemplazando la Ec. 2.23 en 2.22, la funcién de entalpia modificada de la Ec.
(2.21) resulta ser:

1 E©

H_211

) ) 1 1 3
s%+3 cEgs 4 i L E)gs 1O EsS1— 57 VEsSt - 517 EsS]
1 S

233

donde y(®) = e1” ), o) = ey ey y 1@ = ey + e P +

cfl(l)d;). Reemplazando la Ec. (2.24) en las Ecs. (2.4) y (2.5), manteniendo

(2.24)
E3,
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términos de orden cuibico, las siguientes ecuaciones constitutivas no lineales
alternativas a las lineales (2.9) pueden ser obtenidas

Ty = cE08 + cE V2 4 FPS3 — 4O, g Ey — 4(2)S2E;,

Oc L. me2. 1 2., s (2.25)
D3 =1 SH—EW S]+§7 57 4 ex3Es.

Otros autores siguieron enfoques similares empleando expresiones poli-
ndémicas en las ecuaciones constitutivas. Por ejemplo, Stanton y col. [41]
desarrollaron un modelo no lineal siguiendo una formulacién con una funcién
de entalpia alternativa a la Ec. (2.21) de 6érdenes superiores desarrollada por
Maugin [42]. En este caso, siguiendo un proceso similar al anterior, ecuaciones
constitutivas no lineales alternativas a la Ec. (2.9) resultaron ser

E E 2, E 3 2
Ty = c1151+¢c11151 + ¢111151 — e31E3—e31151E3 — €311151E3,

(2.26)
D3 = 63151+€31151E3 + €31115%E3 + €g3E3.

Donde ahora los parametros no lineales cfn, cfm, e311 y e3111 fueron inclui-
dos. Por ultimo, Leadenham y Erturk [43] desarrollaron un modelo constitutivo
no lineal a partir de introducir funciones «signo» en la ecuacién de entalpia.
Su propésito, fue el de replicar matematicamente el efecto no lineal de ablan-
damiento, observado experimentalmente la forma lineal de la «curva columna
vertebral» de la Funcién de Respuesta en Frecuencia (FRF), la cual se tra-
za uniendo los picos de amplitud de generacién para distintos niveles de
excitacion. En este caso, la funcién de entalpia adopta la forma

L

1 1 1
H = Eclls%—i—gcfllsi sgn (S]) — 631E351—§€31]E3S] sgn (S]) — §€§3E§ (2.27)

Reemplazando la Ec. (2.24) en las Ecs. (2.4) y (2.5), manteniendo términos
de orden ctibico, la siguientes ecuaciones constitutivas no lineales alternativas
a (2.9) fueron obtenidas

Ty = c11S1+¢11157 sgn (S1) — es1E3—e311S1E3 sgn (S1),
1 5 s (2.28)
D; = 63151+§€3]] Sl sgn (S]) + 633E3.

Una de las ventajas de este ultimo modelo, es que logra replicar el com-
portamiento no lineal de los materiales piezoeléctricos introduciendo solo
dos pardametros no lineales, los cuales son: cq1; representando la rigidez no
lineal y e311 representando el acoplamiento electromecanico no lineal. Una
revision minuciosa de los distintos modelos constitutivos encontrados en la
literatura puede ser encontrada en la Seccién 4.1 de la tesis de Gatti [44]. A su
vez, y para el modelo constitutivo propuesto por Leadenham y Erturk [43], la
identificacion de pardmetros no lineales puede ser encontrada en el Capitulo
5 para actuadores tipo MFC y MIDE Quickpad.

2.2.3 Modo de generacion dsz y dz;

Si bien existen diferentes modos de generaciéon, es comtn encontrar dos
modos de generacién para la recoleccién de energia denominados ds3 y d31.
En el primero, la deformacién mecédnica es producida debido a una carga
aplicada en la misma direccién que la polarizacién del material (véase Figura
2.3a). Por otro lado, el modo de generacién d3; es aquel en el que la carga
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Figura 2.3: Modos de generacién de energia (a) dz3 y (b) d31.
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Figura 2.4: Configuraciones (a) unimorfa y (b) bimorfa con conexién en paralelo y (c)
bimorfa con conexién en serie.

aplicada y la deformacién se producen en una direccién perpendicular a la
polarizacién del material (véase Figura 2.3b). Este tiltimo modo de generacién,
es el comiinmente empleado en vigas sometidas a flexion.

2.2.4 Estructuras unimorfas y bimorfas

Ademas del modo de generacién elegido, existe otra clasificacion de re-
colectores de energia basada en la cantidad de elementos piezoeléctricos
independientes empleados. Para una estructura tipo viga cantilever, nos referi-
mos a este recolector como «uniformo» (o unimorph) cuando un solo elemento
es utilizado como puede observarse en la Figura 2.4a. Por otro lado, para un
mismo recolector, pero empleados dos laminas piezoeléctricas, una en cada
lado de la portante, nos referimos a esta como la configuracién «bimorfa» (o
bimorph). En este tltimo caso, dos alternativas de conexién eléctrica surgen
debido a la posibilidad de conectar ambos piezoeléctricos en serio o parale-
lo, siendo estas esquemaéticamente representadas en las Figuras 2.4b y 2.4c
respectivamente.
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Figura 2.5: Piezocerdmicas tipo bulk fabricados por Beijing Ultrasonic [45].

2.3 ACTUADORES PIEZOELECTRICOS

Durante los dltimos afios, distintos tipos de actuadores piezoeléctricos han
sido desarrollados para responder a diferentes requisitos dependientes de la
aplicacion [1]. Actualmente, la mayoria de ellos también poseen potencial para
su aplicacién como recolectores de energia. En esta seccién, presentaremos y
describiremos brevemente los més relevantes, incluyendo sus caracteristicas
mas importantes, ventajas, desventajas y origen de los mismos.

2.3.1 Cerdmicas piezoeléctricas tipo «bulk»

Llamamos cerdmicas piezoeléctricas tipo «bulk» al producto formado por
una Unica capa de cerdmica piezoeléctrica con electrodos metalicos eléctri-
camente conductores aplicados en dos lados opuestos [46]. Comercialmente,
estos tipos de ceramicos son los que se ofrecen en una mayor diversidad de
formas y patrones de electrodos incluyendo: discos y cilindro, medios discos,
anillos y medio anillos, placas, tubos huecos, duelas, medias esferas, barras de
seccién cuadrada, etc., con una gran cantidad de patrones de polarizacién tal
como se puede observar en la Figura 2.5.

Dentro de los materiales elegidos para conformar piezoceramicos en forma
de bulk, para aplicaciones de sensado y actuacién, destaca tanto el circonato-
titanato de plomo (PZT) como el titanato de bario (BaTiO3). Recientemente,
estos materiales también han ganado popularidad para su uso en disposi-
tivos de recolecciéon de energia debido a sus propiedades de acoplamiento
electromecénico inherentemente altas, donde excitaciones eléctricas relativa-
mente pequefas son suficientes para activar las cerdmicas piezoeléctricas.
Sin embargo, la naturaleza fragil de estas limita sus aplicaciones a pequefias
tensiones y deformaciones. Comercialmente, son los mds féciles de encontrar
en el mercado debido a su geometria relativamente simple.

2.3.2  Transductores Cymbal y Moonie

Con el fin de fabricar un actuador piezoeléctrico capaz de generar mayo-
res desplazamientos y soportar mayores fuerzas que las cerdmicas tipo bulk,
Newnham y col. [47] propusieron el actuador flexional tipo moonie compuesto
por una cerdmica piezoeléctrica (bulk o de multicapas) entre dos tapas me-
talicas tal como se representa en la Figura 2.6a. Este actuador, presenta la
ventaja de aprovechar ambos acoplamientos d3; (= d32) y d33 en la generacién
el desplazamiento axial gracias a la geometria de la cavidad, donde el despla-
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Figura 2.6: Transductores (a) moonie, (b) cymbal y (c) bridge.

zamiento lateral de la cerdmica es mecanicamente amplificado. Por otro lado
y afios mds tarde, un actuador alternativo pero de similares caracteristicas
denominado cimbalo o cymbal fue introducido por Dogan y col. [48], siendo
éste una versién mejorada del primer transductor moonie, aportando una dis-
minucién de la concentracion de tensién asociadas al primer actuador en la
cerdmica piezoeléctrica, asi como una mejoria en el nivel de desplazamiento
producido. Al igual que el actuador moonie, este actuador estd conformado por
dos tapas metélicas con un disco cerdmico piezoeléctrico entre ellas, tal como
se representa de forma esquematica en la Figura 2.6b. En su funcién como
generador, una carga vertical debe ser aplicada en la tapa metdlica que, debido
a la transferencia de energfa mecanica, el disco piezoeléctrico es sometido a un
estado tensional tanto radial como normal. Esto, da como resultado la genera-
cién de campo eléctrico debido al efecto piezoeléctrico, que combina asi los
modos de generacion dz3 y d31. A fines de cuantificar la contribucion de cada
acoplamiento, Ochoa y col. [49] determinaron y verificaron experimentalmente
una expresion para el dz3 efectivo (dependiente tanto de los pardmetros ds3 y
la asi como del d31) para un transductor tipo cimbalo simétrico siguiendo un
enfoque puramente mecédnico

21’]" (VT — 7’1)
Al = —gy STVT TV 4 g
3 ty (e + tm)
Donde 77, y r1 son los radios asociados a la parte superior e inferior de la
cavidad respectivamente, t, la altura de la cavidad; mientras que t.y t, los
espesores asociados al piezoeléctrico y a la tapa metélica respectivamente.

(229)

2.3.3 Transductor Bridge

El transductor tipo bridge tiene una geometria similar al transductor tipo
cymbal, excepto que la forma es cuadrada en lugar de circular. Por esto,
muchas veces también es referido en la literatura como «cfmbalo rectangular»
(rectangular cymbal). Este transductor ofrece las mismas propiedades y es
recomendado para las mismas aplicaciones que el tipo cymbal, es decir, donde
se requiera una amplificacion de desplazamientos. Actualmente, ninguno de
los actuadores moonie, cymbal ni bridge son distribuidos de forma comercial,
siendo estos en su mayor parte fabricados ad-hoc por investigadores utilizando
generalmente cerdmicas tipo PZT, acero y resina epoxi como pegamento.

2.3.4 Electrodos interdigitados

Una alternativa que ha ganado gran popularidad para la recoleccién de
energia en los tltimos afios son las ldminas piezoeléctricas de fibras compues-
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Figura 2.7: Actuador de electrodos interdigitados fabricado por Smart Materials: Macro
Fiber Composite (MFC) [50].

Polarizaciéon Polarizaciéon

Fibra PZT Fibra PZT
(a) (b)

Figura 2.8: Modos de generacion (a) ds3 y (b) da; para diferentes actuadores fabricados
por Smart Materials: Micro Fiber Composite (MFC).

tas Macro Fiber Composites (MFC), desarrolladas por la NASA en el afio 1999,
y comercializadas desde el 2002 en una gran variedad de dimensiones por
Smart Materials [50]. Estas laminas, a diferencia de las cerdmicas tipo bulk
en las cuales la polarizacién se produce entre caras opuestas con electrodos
que las cubren completamente, constan de una serie de fibras rectangulares
piezoeléctricas de PZT-5H y PZT-5A intercaladas entre una serie de capas de
adhesivo, electrodos y una pelicula de poliamida. Los electrodos se encuentran
conectados siguiendo un patrén interdigitado que transfiere el voltaje de las
fibras piezoeléctricas en ambas direcciones segtn la aplicacion. Esta estruc-
tura, da solucién a los problemas asociados a la fragilidad intrinseca de las
cerdmicas piezoeléctricas, logrando asi un compuesto extremadamente flexible
(véase Figura 2.7). Entre sus principales beneficios se destacan su durabilidad,
confiabilidad y rendimiento. A su vez, dos versiones diferentes de estos actua-
dores se encuentran disponibles dependiendo del modo de generacion ds3 y
d31 (comercialmente identificados como P1 y P2 respectivamente) tal como se
representan el Figura 2.8.

2.3.5 Transductor Multilayer o Piezostacks

Los actuadores multilayer o piezostacks son actuadores de estado sélido con
muy poca friccién y desgaste. Estructuralmente, estin conformados por un
arreglo de discos o anillos piezocerdmicos y laminas de electrodo, ambas de
muy pequeiio espesor, intercaladas consecutivamente. Entre sus principales
beneficios se encuentra su alta velocidad de actuacién y posicionamiento
de alta resolucién, lo que lo hace especialmente atractivo para aplicaciones
que incluyen nano-posicionamiento, microscopia, mecanizado de precision,
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(© (d)

Figura 2.9: Piezostacks fabricados por (a) PiezoTechnics [51], (b) PiezoDrive [52], (c) PI
Ceramics [53] y (d) Pant [54].

A‘.r;. ;r%r%r%r%'ii
T

(a)

Figura 2.10: Piezocomposites fabricados por Advanced Cerametric Inc. (a) Esquema
constructivo, (b) Imagenes obtenidas con microscopio electrénico de
barrido (SEM) .

y control de vibraciones. Algunos de los fabricantes mds conocidos a nivel
mundial de este tipo de actuadores pueden encontrarse en la Figura 2.9.

2.3.6  Transductor Piezocomposite

Los piezoeléctricos Piezocomposites (PMC 1-3) se utilizan normalmente para
diversas aplicaciones de transductores incluyendo monitorizacién de presion,
ultrasonido y sonar. Este transductor, esta formado por una serie de fibras
piezoeléctricas incorporadas al azar en una matriz de polimero en forma de
un material compuesto 1-3. Una representacién esquemadtica constructiva, asi
como imdgenes reales obtenidas por Microscopio Electrénico de Barrido (MEB
o SEM por sus siglas en inglés) bridandas por el fabricante de estos actuadores
fabricados por Advanced Cerametric Inc. es mostrado en la Figura 2.10. Las
propiedades de este material compuesto, pueden ser adaptadas mediante la
variacion de la distancia entre las fibras, que es controlada por la fraccién de
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Figura 2.11: Piezocomposites fabricados por (a) APC - American Piezo [55] y (b) Ceram-
Tec [56].

volumen de fibra, medido en forma porcentual (%). El didmetro de fibra y la
fraccion de volumen en el PMC pueden ser variados a medida. Como bondad
a la naturaleza de este proceso de fabricacién, destaca la posibilidad de fabricar
materiales compuestos piezoeléctricos de gran tamafio y con formas complejas.
Respecto a este fabricante, actualmente ha cedido su produccién de materiales
piezoeléctricos, sin embargo, otras alternativas similares son ofrecidas por
proveedores como APC, CeramTec y Smart Materials (que redistribuye los
fabricados por CeramTec).



ESTADO DEL ARTE DE LA RECOLECCION DE ENERGIA
EN PAVIMENTOS

En lo que respecta a la Recoleccién de Energia en Pavimentos (REPa), di-
versas revisiones bibliograficas han sido publicadas en: articulos cientificos [5,
57-64], capitulos de libros [65, 66], e incluso trabajos de tesis [67, 68], analizan-
do las distintas técnicas de recoleccién de energia. En este Capitulo, daremos
lugar a un andlisis general de las tecnologias mas importantes para la recupe-
racién de energfa en pavimentos con un especial énfasis en la transducciéon
piezoeléctrica, de principal interés en esta tesis.

3.1 ENERGIA SOLAR
3.1.1 Fotovoltaicas

Principio de funcionamiento

La mayoria de las celdas solares operan segtn el efecto fotovoltaico, proceso
en el cual la radiaciéon de la energia solar es convertida directamente en
energia eléctrica. Esta tecnologia, es una de las alternativas mds maduras para
la generacion eléctrica amigable con el medio ambiente ademads de ser la de
mayor densidad de potencia registrada [69]. El principio de funcionamiento
estd basado en el efecto fotoeléctrico, descubierto por Heinrich Hertz en el afio
1887 y explicado teéricamente por Albert Einstein en el afio 1905. Estas celdas,
consisten en un par de semiconductores tipo P y N, que cuando la luz solar
incide sobre este material semiconductor, electrones son liberados y forzadas a
moverse en una cierta direccién, creando un flujo de corriente eléctrica cuando
es conectado a una carga eléctrica [12, 70].

Trabajos de investigacion

La primera implementacién de celdas solares en carreteras data del afio
2008, cuando el Departamento de Transporte de Oregon (ODOT por sus siglas

(b)

Figura 3.1: Vista aérea de los paneles solares colocados en la ciudad de Oregon [71]:
(a) prueba de valor de 594 celdas (b) estacién solar Baldock.
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Figura 3.2: Recolectores solares para pavimentos desarrollados por (a) Solar Roadways
[72] y (b) Solaroad [73] y (c) Wattway [74].

en inglés), instal6 594 paneles solares a un costado de las rutas interestatal 5
y 205 cercanas a la ciudad de Portland [71] tal como puede observarse en la
Figura 3.1a. En esta primera prueba de valor, una generacién de 104kW fue
alcanzada durante la exposicion solar, logrando recolectar energia suficiente
para alimentar la luminaria en los cruces dichas rutas en la noche. Consi-
derando el grado satisfactorio de este proyecto, una segunda etapa de una
estacion solar denominada Baldock y compuesta por 6994 paneles solares fue
implementada en el sur de la ciudad de Wilsonville (véase Figura 3.1b). En
este caso, una potencia de 1,75MW fue reportada, significativamente mayor a
la primera.

Si bien las pruebas realizadas por la ODOT fueron satisfactorias, la posi-
bilidad de incluir celdas solares embebidas en el pavimento fue estudiada
por primera vez por Kang-Won y Correia [75], quienes concluyeron que las
delgadas peliculas que componen las celdas podian rapidamente sufrir corro-
siéon o deterioro mecdnico producto de las cargas repetitivas y condiciones
climaticas. La primera prueba piloto documentada de celdas embebidas en
el pavimento data del afio 2011, cuando la Administracién Federal de Ca-
rreteras (FHWA por sus siglas en inglés) coloc6é un prototipo en un parque
de estacionamiento en Sagle, Idaho [76]. La compaiiia Solar Roadway™ [72]
desarroll6 una tecnologia basada en una estructura de paneles tricapas: una
primera transparente, a prueba de agua y de alta resistencia capaz de so-
portar cargas mecdanicas; una segunda capa electrénica contenedora de las
celdas solares e indicadores LED para sefializar la carretera; y una tercera
que servia de base. Esta compafifa fabricé paneles en forma hexagonal (véase
Figura 3.2a) y declararon que su dltimo modelo denominado SR-4 fue capaz
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de entregar 48W de potencia cubriendo un é4rea de 4,39ft*>. Un proyecto de
similares caracteristicas fue desarrollado en el afio 2014 por la Organizacién
Holandesa de Investigacién Cientifica Aplicada (TNO por sus siglas en en
holandés) denominado SolaRoad [73]. En este caso, construyeron un carril para
bicicletas de 70 metros de longitud, conformado por médulos de hormigén
con células fotovoltaicas integradas (véase Figura 3.2b).

Pese a los notables esfuerzos desarrollados por Solar Roadway y Solaroad, ac-
tualmente sus soluciones presentan serios inconvenientes y desafios a resolver.
Entre los puntos mds cuestionados se encuentran, la incapacidad de soportar
grandes cargas, y su bajo rendimiento en comparacioén con paneles solares tra-
dicionales [77], debido a multiples causas como: a) pérdidas inherentes en la
primera capa protectora, imposibilidad de ajustar el &ngulo de incidencia solar
y disminucién del rendimiento por la suciedad; b) los costos, relacionados tanto
en la etapa de fabricaciéon como de mantenimiento (debido a la limpieza peri6-
dica requerida); y c) el serio riesgo de seguridad durante la conduccién, debido
a la menor rugosidad de la superficie respecto al pavimento convencional.

Por dltimo y mads recientemente, el grupo francés Colas comenz6 en 2016
el proyecto de un panel solar extraordinariamente fino denominado Wattway,
capaz de ser colocado en carreteras, sendas peatonales y ciclovias[74]. Al
igual que los previamente comentados, se traté de una tecnologia multicapas
y una prueba piloto de 1km de longitud fue llevada a cabo en Normandia
(véase Figura 3.2¢). Sin embargo, dicha prueba no logré dar solucién a los
mismos problemas enfrentados por Solar Roadway y Solaroad, y fue duramente
catalogado como un fracaso, ni enérgicamente eficiente, ni econémicamente
rentable, por parte del prestigioso peridédico Le Monde en el 2019.

3.2 ENERGIA TERMICA
3.2.1 Termoeléctricos

Principio de funcionamiento

Los materiales termoeléctricos han sido utilizados para la Recoleccién de
Energia (RE) proveniente de gradientes térmicos en una gran cantidad de
aplicaciones [78]. Se denomina material termoeléctrico a todo aquel que al ser
sometido a una diferencia de temperatura produce un potencial eléctrico; o
viceversa. Usualmente, el fenémeno directo en el cual se genera un voltaje
eléctrico es conocido como efecto Seebeck [79]. En este punto, resulta importante
aclarar que la termoelectricidad no debe ser confundida con la piroelectricidad:
si bien en ambos efectos la temperatura es convertida en energia eléctrica y
han sido utilizados para la recoleccién de energia eléctrica [10], en el efecto
termoeléctrico la polarizacién sucede cuando la temperatura varia con la
posicién, mientras que en el piroeléctrico, a medida que la temperatura varia
con el tiempo.

Trabajos de investigacion hasta la fecha

Mediante la implementacién de un sistema de Colectores Solares Asfalti-
cos (CSA), sumado a la utilizaciéon de Generadores Termoeléctricos (GTE),
Hasebe y col. [80] propusieron un sistema de enfriamiento del pavimento
esquemadticamente representado en la Figura 3.3. El sistema consistia en dos
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Figura 3.3: Esquema del sistema de enfriamiento del pavimento combinando CSA y
GTE presentado Hasebe y col. [80].
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Figura 3.4: GTE para la REPa propuesto por Tahami y col. [83].

circuitos de agua: uno cerrado a través de cafios embebidos en el suelo y
de circulacién forzada por una bomba; y uno abierto proveniente de un rio.
La energia eléctrica era generada en el intercambiador de calor entre ambos
circuitos, cumpliendo la doble funcion de enfriar el agua del circuito cerrado
y generar energia eléctrica. Mediante ensayos experimentales de laboratorio a
escala y simulaciones por el Método de Elementos Finitos (MEF o FEM por
sus siglas en inglés) utilizando ANSYS, determinaron un valor maximo de
generacion de aproximadamente 5W para una resistencia eléctrica de 300}, y
una capacidad de enfriar el pavimento de 60 a 30°C .

Wu y Yu [81] presentaron un disefio de un GTE ubicado en la superficie del
pavimento, capaz de aprovechar el gradiente de temperatura con respecto a
las capas de suelo inferiores. Mediante ensayos experimentales de laboratorio,
emulando las condiciones de pavimento, un rendimiento total de apenas un
1,6 % fue alcanzado. Realizando ensayos similares, Liang y Li [82] encontraron
que la profundidad 6ptima para un dispositivo GTE se situaba entre los 2 y
3cm a fines de garantizar su seguridad estructural. Recientemente, Tahami
y col. [83] propusieron un GTE novedoso en forma de «L» para el extremo ca-
liente, sumado a un disipador de calor relleno de material micro-encapsulado
de cambio de fase para el extremo frio con el fines de maximizar el gradiente
térmico (véase Figura 3.4). En base a un prototipo experimental de laboratorio,
ellos fueron capaces de entregar un promedio de 29mW constantes por dia.

En lo que respecta a la aplicacién in situ de la implementacién de GTEs
en pavimentos, no existe informacién disponible en la literatura de pruebas
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tehacientes realizadas, ni siquiera a nivel de prototipo. Probablemente, se debe
al bajo rendimiento de estos transductores y la falta de interés de entes guber-
namentales. No obstante, existen estudios como el de Guo y Lu [84] quienes
analizaron la red de carretera de Florida, Estados Unidos, determinando que
la tecnologia termoeléctrica podria llegar a ser mejor candidato en términos de
costo-efectividad que la utilizacion de materiales piezoeléctricos embebidos,
excepto para secciones con alto volumen de tréfico.

3.3 ENERGIA MECANICA
3.3.1 Electromagnética

Principio de funcionamiento

Los Generadores Electromagnéticos (GEM) operan en base a la ley de induc-
cién electromagnética, o mds conocida como Ley de Faraday en honor a Michael
Faraday quien, en 1821, vislumbré mediante una serie de experimentos que el
movimiento relativo de un material conductor en un campo magnético inducia
una diferencia de potencial o fuerza electromotriz [85]. Acorde a esta ley, si
consideramos un imdn cilindrico permanente, moviéndose de forma lineal y
concéntrica en una bobina, una fuerza electromotriz £ serd inducida acorde a
esta Ley cuyo valor serd

d do
8—¢E-dl——dt (B-n)dA——ﬁ. (3.1)
C S

Donde, E es el campo eléctrico, B la densidad de flujo magnético, C y S
las curvas y superficies descriptas por una bobina, y ® el flujo magnético a
través de la superficie S. Debido a la naturaleza del principio de induccién
electromagnética, ciertas consideraciones deben ser tenidas en cuenta a la
hora de desarrollar dispositivos RE que operen bajo esta transduccién: (i) A
diferencia de otros tipos de transductores como los GTE, donde el efecto de
generacion eléctrica se da de forma directa y espontdnea, los GEM requieren
de una interfaz capaz de trasladar la energia mecanica al recolector, las cuales
mayormente se basan en sistemas mecédnicos, hidrdulicos o neumadticos [5].
(ii) Por otro lado, la generacion de energia esta intimamente relacionada con
los desplazamiento como ilustra la Ec. (3.1). Por lo tanto, los esfuerzos en
desarrollar dispositivos basados en este tipo de transduccién fueron principal-
mente orientados para fuentes basadas en vibracion, como p. ej. puentes [60],
reductores de velocidad [86] o incluso a bordo de vehiculos [87].

Trabajos de investigacion hasta la fecha

En los dltimos afios, gran cantidad de investigadores y empresas han sido
atraidos por la cantidad de energia disponible para recuperar en frenos y
suspensiones de vehiculos de transporte. Por ejemplo, la reconocida empresa
Tesla ha desarrollado en sus automoviles eléctricos un sistema de frenado
regenerativo mediante un complejo algoritmo capaz de regular la induccién, y
por lo tanto el torque de sus motores [88]. Por otro lado, los distintos tipos de
suspensiones de vehiculo capaces de recuperar energia han sido clasificados
por Pan y col. [64] acorde tres grandes grupos: (i) de actuadores lineales
[89, 90], (ii) amortiguadores de tipo hidrdulico [16], y (iii) amortiguadores
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Figura 3.5: GEM desarrollados para la RE del caminar humano: (a) prototipo propues-
to por Liu y col. [94], (b) Pavegen [95].

mecanicos (i.e, engranajes helicoidales [91], pifion y cremallera [92], husillo
de bolas [93], etc). Existen numerosos estudios en la literatura de estos tipos
de tecnologias implementadas a nivel numérico y experimental los cuales no
serdn abordados debido a que exceden los objetivos planteados en esta tesis.

Una de las fuentes de energia preferidas para la RE mediante la utilizacién
GEM es la disipada en los pasos del caminar humano. En este sentido, Liu
y col. [94] disefiaron y experimentaron un pavimento capaz de convertir el
desplazamiento vertical en un movimiento de rotacién unidireccional acoplado
a un motor magnético permanente (véase Figura 3.5a). Otra variante, fue
desarrollada por la compafia Pavegen [95], basada en baldosas triangulares
descansando sobre tres generadores lineales como se presenta en Figura 3.5b.

En lo referido a obras de ingenieria civil, Jung y col. [96] llevaron a cabo un
estudio preliminar in situ para evaluar la factibilidad de la RE de la vibracién
de cables suspendidos de un puente mediante la utilizacién de GEM. En este
caso, ellos propusieron un dispositivo basado en una combinacién de una
masa mévil con una barra rigida y un motor conectado con un engranaje,
generando suficiente energfa como para alimentar un nodo sensor. Shen y col.
[97] estudiaron en laboratorio la posibilidad de extraer energia de esta misma
fuente empleando un generador lineal, demostrando no solo la posibilidad
de recolectar energfa, sino también de controlar de forma semi-activa las
vibraciones del puente.

La implementacién de GEM para la REPa ha sido en gran medida orientada
a la utilizacién en reductores de velocidad. El primer recolector de este tipo
fue presentado por Pirisi y col. [98] quienes emplearon GEM lineales basados
de imanes tubulares permanentes como se muestra en la Figura 3.6a. En
sus estudios de prototipo, concluyeron que su dispositivo tenia el potencial
de producir 137MWh por afio si se considera una eficiencia de 60% y un
largo del modulo recolector de 10m. Zhang y col. [103] también propusieron
y construyeron un lomo recolector de energia basado en un GEM lineales,
logrando producir 194V y 55,2V de voltajes pico y promedio, respectivamente,
con el paso de un vehiculo a una velocidad de 40kn/h. Con el fin de aprovechar
tanto el movimiento de descenso como el de ascenso del reductor cuando un
auto pasaba por encima, Todaria y col. [104] modelaron y construyeron otro
GEM acoplado a un mecanismo de rectificacion de movimiento que convertia
el movimiento unidireccional en uno de rotacional acoplado a un generador
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(b)

(d)

Figura 3.6: GEM desarrollados para la REPa en reductores de velocidad (a) Generador
lineal propuesto por Pirisi y col. [98], (b) Modelo de medio vehiculo
utilizado por Wang y col. [99], (c) prueba piloto llevada a cabo por Duarte
y col. [100] en conjunto con la compania Waydip [101] y (d) ensayo de
laboratorio del recolector propuesto por Gholikhani y col. [102].

electromagnético. En sus pruebas experimentales, ellos afirmaron obtener
valores de energia de entre 4-5 veces mayores a los reportados previamente, con
picos de 200W con el paso de un vehiculo tipo sedan viajando entre 5 a 10kn/h.
Mis adelante, los mismos autores presentaron un modelo analitico adoptando
el modelo de medio vehiculo (véase Figura 3.6b) del mismo disefio del recolector
para su optimizacién [99]. En este caso, una potencia maxima instantdnea de
647W fue documentada para un sedan pasando entre aproximadamente 3 a
11km/H.

Duarte y col. [105] demostraron tedricamente que el mecanismo manivela-
deslizador era entre 2 y 4 veces mds eficientes a los usualmente utilizados
pifién-cremallera y palanca comparando en términos de la cantidad de energia
transmitida y eficiencia, considerando diferentes perfiles para el reductor de
velocidad, el mismo vehiculo e idéntica carga eléctrica del generador en todos
los casos. Mas adelante Duarte y col. [100] en conjunto con la compafnia Waydip
[101] y la Universidad de Coimbra, implementaron una prueba piloto formada
por 10 médulos de recoleccién de energia embebidos en la superficie de una
carretera de Covilha, Portugal mostrados en la Figura 3.6¢. Este sistema, fue
capaz de recolectar un maximo de 150Wh por dia y aproximadamente 145]
por cada vehiculo. No obstante, la implementacién present6 serios proble-
mas asociados al rdpido deterioro en las zonas de contactos entre las cajas
contenedora de los médulos y el pavimento flexible.
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Transductor  k Amax  Up (m])  Rigidez

Multilayer 0.75 0.281 0.03 Alta
THUNDER o0.74 0.237 43.38 Baja

Bridge 0.29 0.057 1.13 Media

Cymbal 0.25 0.043 0.49 Media

MEC 0.24 0.029 0.0001 Muy baja

Moonie 0.23 0.012  0.012 Media

Cuadro 3.1: Comparativa distintos transductores piezoeléctricos [110, 111]

Por ultimo y més recientemente, Gholikhani y col. [102] propusieron un
disefio basado en el mecanismo pifién-cremallera acoplado a un embrague
unidireccional y un GEM (véase Figura 3.6d). De esta manera, un prototipo
experimental fue construido y ensayado en condiciones de laboratorio consi-
derando cargas de 2, 3 y 4kN; sin embargo, apenas una potencia media de
3,21mW para cada eje fue reportada en esta ocasion, representando valores
bajos pero aceptables para una primera etapa de implementacién.

3.3.2 DPiezoeléctrica

En lo que respecta a la Recoleccién de Energia Piezoeléctrica en Pavimentos
(REPP), una gran variedad de transductores han sido propuestos en los tulti-
mos afios. Comtinmente, estos pueden ser agrupados acorde a su forma de
operacién en dos grupos: basados en tension mecdnica, recomendados principal-
mente para ser directamente embebidos en calles y carreteras [106]; y basados
en vibraciones, recomendados para ser aplicados en puentes y reductores de
velocidad [60].

Para este mecanismo de transduccién existen documentadas algunas pro-
puestas llevadas a cabo por compaiiias privadas. Por ejemplo, en el afio 2009
una empresa israeli llamada Innowatech, en colaboracién con el Instituto Tec-
nolégico de Israel (Technion), realiz6é una prueba piloto colocando médulos
piezoeléctricos embebidos en el pavimento en una profundidad de 5cm, lo-
grando asf alimentar eléctricamente la iluminacién de la carretera, sefiales de
paro y sensores de velocidad [107]. A su vez, declararon que su solucién po-
sefa el potencial de producir 200kWh por kilémetro y carril. Otro proyecto de
caracteristicas similares fue llevado a cabo por Genziko quienes patentaron una
solucién que, seglin sus afirmaciones, poseia el potencial de generar 13600kW
gracias a un sistema persistente de vibracién que seguia recuperando energia
luego del impacto de la rueda [108]. No obstante, pese a lo prometedor de los
resultados reportados por Innowatech y Genziko, un informe técnico llevado a
cabo por la Comisién de Energia de California [109] (CEC) concluyeron que
estos resultados eran demasiado «optimistas», y que mayores validaciones en
ambientes reales deberian ser realizadas para validar sus resultados, debido
a la falta de informacién técnica disponible. Actualmente, ningtin desarrollo
posterior fue documentado por alguna de estas empresas.
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Transductores basados en tensién mecdnica

Zhao y col. [110] compararon mediante el MEF utilizando ABAQUS el ren-
dimiento de diferentes actuadores piezoeléctricos embebidos en el pavimento
considerando: multilayer, MFC [50], moonie [47], cymbal [48], bridge [112], THUN-
DER [113, 114] y rainbow [115]. La comparativa, fue realizada considerando
el factor de acoplamiento k y el coeficiente de transmisién de energia Ay
definidos como

» _ Energia eléctrica acumulada

~ Entrada de energfa mecanica’ (3.2)
. . 2
Salida de energia eléctrica 3
Amax = p P, .
Entrada de energia eléctrica /

En sus simulaciones, los transductores tipo multilayer y THUNDER fueron
los que presentaron mejores valores de k y Ay (véase Cuadro 3.1); no obs-
tante, estos fueron desestimados en una primera instancia debido a su mayor
rigidez comparada con la del pavimento, lo cual sugiere el rapido deterioro
del pavimento. Por otro lado, los transductores tipo cymbal y bridge fueron
los sugeridos para la recoleccién en pavimentos. Un estudio mds reciente
analizando los distintos transductores fue conducido por Najini y Muthu-
kumaraswamy [116], donde en este caso el transductor tipo pile (PZT) fue
sugerido en conjunto con el material PZT-5H debido a sus mejores propiedades
piezoeléctricas.

A esta altura, resulta importante remarcar que los nombres que reciben
distintos actuadores en la literatura para la REPP puede ser un tanto confusa
y/o inconsistente para los tipo: multilayer, piezostacks, layered y piles. A
fines de estandarizacién, usaremos los términos multilayer y piezostacks como
sinénimos, y nos referiremos a ellos como los actuadores que se componen de
capas piezoeléctricas extremadamente finas intercalas por electrodos interco-
nectados en paralelo y producidas por la técnica de fabricaciéon de co-coccién.
Por otro lado, nos referiremos al actuador piles o layered como al arreglo de
ceramicas tipo bulk conectadas eléctricamente en serio y/o paralelo adoptando
distintos arreglos espaciales (ntimero de pilas y cantidad de piezos por pila).

EL TRANSDUCTOR TIPO CYMBAL El primer estudio de la capacidad del
transductor tipo cymbal para la recoleccion de energia fue liderado por Kim
y col. [117] (véase Fig. 3.7a), quienes mediante ensayos de laboratorio con
muestras de 29mm de didmetro y Imm de espesor determinaron que el tipo de
material a utilizar tenia una gran influencia en la rendimiento del dispositivo.
Posteriormente, los mismos autores Kim y col. [123] desarrollaron un modelo
analitico, asumiendo un estado tensional basado en la teoria de resortes tipo
Belleville [124] en conjunto con la validacién numérica de dichas expresiones
mediante simulaciones basadas en el MEF utilizando el software ATILA. El
MEF (ABAQUS) también fue empleado por Zhao y col. [112] para estudiar
cymbals embebidos en el pavimento y con el fin de encontrar una geometria
6ptima considerando tanto el rendimiento para la RE y los desplazamientos
superficiales del pavimento. Acorde a sus simulaciones, una energia de 0,06]
podia ser recuperada con las dimensiones optimizadas.

En otro sentido, diversas modificaciones geométricas han sido propuestas
para el cymbal «comtn» en orden de mejorar el rendimiento de este actuador.
Por ejemplo, Yuan y col. [118] propusieron una variante que consistia en una

49

MEFC: Macro Fiber
Composite

THUNDER: thin
layer unimorph
ferroelectric driver
and sensor



50

ESTADO DEL ARTE DE LA RECOLECCION DE ENERGIA EN PAVIMENTOS

Metal End-Cap

Slot R
he Y Yo — li tcap
o

(© (d

VVHV_kl/L'ppermelai cymbal

e
iy

8

Wire hole 1 - /.

e

Metal disk 1

e e
G0 31 = — Drilled metal ring 3
PZT ring 1 "IE'. e

il P ring 2
',_~Bottom metal cymbal
<

—Sorew nut

Wire hole 2 — .

(e)

Figura 3.7: Transductores cymbals propuestos para la REPP: (a) comtn [117], (b) ra-
nurado radialmente [118], (c¢) ranurado circunferencialmente [119], (d)
unimorph [120, 121] ,y (e) con capas radiales [122].

serie ranuras radiales en los tapas metalicas del mismo que buscaba reducir las
tensiones circunferenciales y asi aumentar el grado de conversién en energia
eléctrica (Fig. 3.7b). Dichas hipotesis, fueron confirmadas mediante simulacién
numérica utilizando ANSYS donde una mejoria significativa del 60 % respecto
a un transductor cymbal «comtn» fue alcanzada para el mismo tamafio y
condiciones de excitaciéon. Por otro lado y extendiendo este trabajo, Yuan
y col. [119] también estudiaron la influencia de una ranura circunferencial
buscando los mismos beneficios que en el disefio anterior (Fig. 3.7¢). En este
caso, desarrollaron un modelo analitico capaz de predecir correctamente sus
resultados experimentales obteniendo asi una mejoria de un 80 % del rendi-
miento. Arnold y col. [120] presentaron otra alternativa del transductor tipo
cymbal denominada unimorph (Fig. 3.7d). En esta variante, una portante de
acero fue adosada a la cerdmica piezoeléctrica en btisqueda de lograr aumen-
tar la tensiéon maxima soportada por el transductor. No obstante, diversos
problemas en los ensayos de laboratorio de su dispositivo fueron encontrados,
donde el empleo de resina epoxi no dio buenos resultados para transmitir la
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(@) (b)

(c) (d)

Figura 3.8: Transductores bridge propuestos para la REPP: (a) trapezoidal [127], (b) arc
[128], (c) arch [129], (d) electrodos segmentados [125, 130].

carga mecdnica. Posteriormente, los mismos autores, desarrollaron un modelo
analitico basado en el calculo estatico de tensiones en el plano de este mismo
actuador [121]. Estas expresiones, fueron afios mds tarde verificadas por Jasim
y col. [125] mediante el MEF utilizando COMSOL, quienes advirtieron que
si bien la predicciéon de la generacién eléctrica era buena, la concentraciéon
de tensiones presente en la unién de los materiales podia ser importante y
no observable en el modelo analitico. En el trabajo conducido por [121] ellos
también construyeron un prototipo experimental el cual fue capaz de producir
una potencia méxima de 121,3uW para cargas de hasta hasta 1940N a 1Hz.
La dltima y mds reciente alternativa, fue propuesta por Liu y Wang [122],
quienes presentaron un cymbal con un patrén de electrodos radiales capaz de
soportar grandes cargas, especialmente pensado para la REPa (Fig. 3.7e). De
esta forma, ellos disefiaron y validaron un dispositivo logrando obtener un
valor maximo de potencia de apenas 1mW, los cuales, considerando las cargas
que involucradas, el rendimiento obtenido fue inferior a los obtenidos por los
previamente mencionados.

Pese a que diversos investigadores exploraron la posibilidad de utilizar
cymbals para la REPa, la primera y tnica prueba fehaciente en condiciones de
campo controladas fue llevada a cabo por Moure y col. [126], quienes en 2016
embebieron transductores de este tipo a una profundidad de 2cm y fueron
capaces de recuperar 16yW por el pasaje de una rueda de vehiculo pesado.

EL TRANSDUCTOR TIPO BRIDGE Yaoy col. [127] y Li [128] mediante una
maquina universal de ensayos compararon el rendimiento de dos variantes de
transductores tipo bridge, embebidos en resina epoxi y arena, denominados
trapezoidal (o «comtin») y arc (Fig. 3.8a y 3.8b respectivamente). De esta forma,
ellos encontraron que en ambos casos la eficiencia de conversion de energia
era mayor en el transductor tipo arc; no obstante, era el mas propenso a
sufrir destruccién o rotura. Los valores méaximos alcanzados para el voltaje a
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circuito abierto fueron de 160V para el trapezoidal, con una presién de 0,7MPa,
y de 220V para el arc, con una presién de 0,45MPa, valor maximo alcanzado
antes de romperse. Hongduo y col. [129] compararon el rendimiento de estos
dos mismos transductores afadiendo una nueva variante denominada arch
mediante el MEF y ensayos de laboratorio(Fig. 3.8c). En base al analisis del
estado tensional proporcionado por el MEF encontraron que el arch presentaba
una menor concentraciones de tensiones comparadas con el transductor arc. A
su vez, la nueva variante arch fue la que generé experimentalmente un mayor
voltaje, siendo asi la alternativa méds prometedora.

Yesner y col. [125, 130] propusieron un novedoso transductor tipo bridge
formado por electrodos segmentados (véase Fig. 3.8d) capaz de generar hasta
cuatro veces mds energia que el bridge tradicional gracias al cambio de la
direccién de la polarizacién, el cual era coincidente con la direccién princi-
pal de las tensiones. Mediante simulaciones en COMSOL, ellos encontraron
dimensiones que maximizaban la generacién de energfa. De esta manera, un
total de 64 transductores con la geometria optimizada fueron construidos y
embalados en una caja de aluminio en un arreglo de 4x4x4. Este dispositivo,
fue testeado experimentalmente utilizando un pistén neumatico, alcanzando
una potencia maxima de 2,1mW para una resistencia eléctrica de 400k(). Se-
guido a este trabajo, los mismos autores estudiaron la falla por fatiga de este
modulo (debido a las carga repetitivas) basado en la observacién numérica
de las concentraciones de tensiones en el bridge en los bordes de contacto del
tapa metdlica y el piezoeléctrico [131, 132]. De esta manera, encontraron que
existia una condicién de falla por fatiga en el actuador tipo bridge, afectando
la vida 1til en gran medida.

OTROS TRANSDUCTORES BASADOS EN TENSION PARA LA REPP  Ademds
de los transductores tipo cymbal y bridge otros transductores basadas en tension
han sido propuestos para la REPP, incluyendo desde los tipo bulk directamente
embebidos en el pavimento hasta actuadores tipo pile o layered en diferentes
arreglos eléctricos y mecénicos.

Entre los estudios teéricos desarrollados para estudiar la REPP empleando
transductores tipo bulk, Xiang y col. [133] modelaron al pavimento como
una viga Bernoulli-Euler de infinita longitud, descansando en una fundacién
elastica de Winkler y sometida a cargas distribuidas méviles. Ellos encontraron
que la velocidad del auto, la constante eléstica del suelo y el amortiguamiento
del sistema tenian una gran influencia en los valores de generacién. Un modelo
mas sofisticado fue desarrollado por Zhang y col. [134] quienes emplearon
la teoria de placas de Kirchhoff para modelar el pavimento y cargas méviles
uniformemente distribuidas para cada rueda del vehiculo circulante, logrando
identificar las mismas dependencias en los valores de voltaje, sumado a
la capacidad de estudiar la influencia de la posicién del recolector en la
posicién lateral del pavimento. Por tltimo Zhao y col. [135] contemplaron la
interaccién vehiculo-pavimento asumiendo una viga simplemente apoyada
de gran longitud para el pavimentoy el modelo de un cuarto de vehiculo.
Mediante una serie de estudios paramétricos, determinaron que cada velocidad
de vehiculo estaba asociada a una resistencia 6ptima, que la energia maxima
recolectada no dependia del tipo de conexién entre piezoeléctricos (serie o
paralelo) pero si de la distancia entre transductores, y que el estado de la
carretera afectaba fuertemente a la generacion.
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Por otro lado, una gran cantidad de investigadores evaluaron en campo y
laboratorio la viabilidad de emplear diferentes arreglos de discos bulk PZT
(o también denominados piles). Por ejemplo, Xiong y Wang [136], instalaron
6 médulos constituido por 9 discos piezoeléctricos cada uno en pavimento
real en una carretera cercana a la ciudad Roanoke, Estados Unidos. Su sis-
tema mostr6 la factibilidad de la REPP produciendo una potencia media de
3,106mW pese a que solo un 14.43 % de la carga aplicada fue transmitida a
los materiales piezoeléctricos. Jiang y col. [137] propusieron un dispositivo
compuesto por 36 discos piezoeléctricos, divididos en 3 pilas, sumados a una
placa rigida para garantizar la transmisién de fuerzas al transductor. Respecto
a la generacion, ellos reportaron mediante estudios de laboratorio que existia
una carga eléctrica resistiva 6ptima, la cual era inversamente proporcional a
la frecuencia de excitacién e independiente de su amplitud. Papagiannakis
y col. [138], emplearon el MEF pero esta vez mediante ABAQUS, sumado a
ensayos de prototipos en condiciones de laboratorio bajo estados tensionales
controlados. De esta manera, mostraron la factibilidad de este tipo de aplica-
ciones para la REPP y la alimentacién de tanto luces LED como de sensores
inaldmbricos. Més recientemente, una nueva variante de transduccién fue
llevada a cabo de manera experimental por los mismos investigadores [139],
donde concluyeron que la generacién debido al pasaje de vehiculos de gran
envergadura (camiones) estd asociada con mayores niveles de generacion.
Yang y col. [140] desarrollaron un modulo piezoeléctrico formado por 9 pilas
de 3 cerdmicas PZT cada una, apiladas y conectadas en paralelo para estudiar
la resistencia contra la fatiga, el agua y la influencia de la temperatura en
transductores piezoeléctricos. A través de un ensayo de 100 mil ciclos de carga,
pruebas de inmersiéon y de calentamiento, descubrieron que las propiedades
piezoeléctricas no eran afectadas en ninguno de los casos salvo para tempera-
turas cercanas a la necesaria para conformar la mezcla asféltica, por lo que una
empaquetadura debia ser desarrollada. A su vez, cada modulo contaba con sus
respectivos puente rectificadores y conmutares para el acondicionamiento de
la sefial eléctrica. Luego Yang y col. [141] integraron 20 médulos compuestos
por 12 unidades piezoeléctricas cada uno al pavimento como prueba piloto
en una carretera cercana a la ciudad de Zhaotong, China, recolectando su-
ficiente energia para iluminar un cartel LED. Ademas, identificaron que el
voltaje generado por los materiales piezoeléctricos era altamente sensible a la
velocidad del movimiento del vehiculo circulante, donde mayores valores de
voltaje fueron asociados a una mayor rapidez.

Transductores basados en vibraciones

Los primeros estudios para cuantificar la energia mecénica disponible en
forma de vibraciones en ttuneles de carretera y vias de ferrocarriles fueron
llevados a cabo por Wischke y col. [142], quienes mediante la medicién con
acelerdmetros demostraron que las vibraciones en las carreteras eran pequefias,
producto de la suspensioén de los vehiculos y la flexibilidad de los neumaéticos.
Otros investigadores, también analizaron mediciones reales para el disefio
de REPP; como por ejemplo Elvin y col. [143], quienes estudiaron la energia
disponible en forma de vibracién causada por terremotos, viento y cargas
dindmicas del trafico en puentes y edificios . De esta manera, establecieron que
un dispositivo para la REPP real debe variar entre 20 y 200cm?® para alimentar
un nodo sensor. Ye y col. [144] utilizaron algoritmos genéticos para encon-
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trar las dimensiones ideales de un REPP tipo viga cantilever considerando
excitaciones reales medidas en la boca de una alcantarilla, demostrando que
la técnica implementada era ttil para la correcta seleccién de la frecuencia
natural del dispositivo. Peigney y Siegert [145] identificaron la frecuencia
natural de un puente del norte de Francia mediante mediciones de vibraciones.
Luego, disefiaron y construyeron un REPP tipo viga cantilever el cual fue
colocado en los soportes de los cafios de agua de la estructura generando una
potencia promedio de 30°W, suficiente energia para alimentar un sensor de
monitoreo estructural.

En contraste con los estudios previamente mencionados, otros investigado-
res optaron por simular las vibraciones productos de las cargas dindmicas de
los vehiculos. Por ejemplo, Erturk [146] formulé analiticamente el problema
de vibraciones en puentes para la REPP, empleando la teoria de vigas de
Bernoulli-Euler y proponiendo dos enfoques bien diferenciados: (i) una viga
cantilever piezoeléctrica bimorfa suspendida en un punto arbitrario de un
puente simplemente apoyado, y (ii) considerando un parche piezoeléctrico cu-
briendo una regioén especifica del mismo puente. De esta forma, se determiné
que ambos enfoques son vélidos para la REPP, ademas de la posibilidad de
extender su modelo a otros mecanismos de transduccion (i.e. electromagnética
y electrostatica). Zhang y col. [147] modelaron analiticamente un REPP tipo
viga cantilever adosado a diferentes puentes tipicos de hormigén de Estados
Unidos. Para estudiar la dindmica de los puentes, un complejo modelo utili-
zando ANSYS fue desarrollado considerando las cargas dindmicas por el pasar
de los vehiculos, demostrando que la generacién aumentaba con las peores
condiciones del camino y con longitudes de tramos de puente mds pequefios.
Karimi y col. [148] investigaron la cantidad de energia cinética disponible en la
vibracién de puentes, modelando a este como una viga simplemente apoyada
y asumiendo dos tipos de excitaciones: una carga puntual o una carga distri-
buida mévil. Como resultado, encontraron que los resultados pueden diferir
debido a la diferentes excitaciones cuando la longitud de la carga distribuida
era grande comparada con la longitud del puente. Ademads, encontraron que
el voltaje méximo de generacién producida para un REP tipo viga cantilever
aumentaba a medida que lo hacia la velocidad de los vehiculos.

Por otro lado, los estudios maés recientes de la REPP basados en vibraciones
fueron orientados a la implementacién en reductores de velocidad. Por ejemplo,
Ekawati y col. [149] propusieron un sistema compuesto por tres médulos: el
primero formado principalmente por resortes capaces de capturar la energia
del vehiculo y topes para limitar el desplazamiento méximo; el segundo
formado por 10 vigas piezoeléctricas cantilever con imanes en la punta; y
un tercer modulo rectificador y conversor para cargar un capacitor. De esta
forma, un total de 68,82m] de energia fue capturada por el pasar de un
vehiculo. Chen y col. [150] también propusieron un dispositivo REPP para
aplicar en reductores de velocidad conformado por vigas cantilever. Como
aspecto novedoso, ellos disefiaron un circuito de bajo consumo eléctrico capaz
de quedar inactivo (sleep mode) cuando ningtn vehiculo estaba excitando al
sistema [151]. En este caso, la energia generada por el pasaje de un solo
auto es de aproximadamente 1,26m]. Por tltimo, Song y col. [152] evaluaron
el rendimiento de un modulo conformado por 40 parches piezoeléctricos
disefiado para la REPP en reductores de velocidad. Cada parche, fue fijado de
sus extremos y deformado al pasar el vehiculo con un desplazamiento maximo
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Eficiencia TRL LCOE
Tecnologia

[65] [62] [5] [6o] [62] [63]  [60] [62] [63]

Fotovoltaica Med-Alt Med-Alt 4-7 9 3 4-9 0.5 0.45 19.8

Termoeléctrica N/A Med-Alt 3 3 3 3 95.74 0.89 0.89-2.31

Electromagnética N/A Med-Alt  3-4 4 2 4 278.95 N/A 37.36

Piezoeléctrica Med Med 4 4 4 3-5 106.387 27.9  19.5-240

Cuadro 3.2: Comparativas de los diferentes mecanismos de transduccion para la REPa
en términos de Eficiencia, TRL y LCOE.

permitido de 2mm. El médulo fue construido y ensayado en condiciones
controladas, cargando hasta los 6V un capacitor de 10,000uF, suficiente para
operar un celular durante 200s, luego del pasaje de nueve vehiculos.

3.4 DISCUSION FINAL

Hasta aqui fueron presentados los aportes mas destacados de la REPa hasta
la fecha. Esta seccién pretende discutir y analizar el estado actual de desarrollo
de cada una de las tecnologias documentadas.

En los dltimos afios, se ha observado cémo la implementacién de soluciones
tecnoldgicas para aprovechar la energia disipada en el pavimento (en forma
de vibraciones y calor), ha atraido la atencion tanto de la comunidad cientifica,
como del sector privado y entes gubernamentales. A la hora de comparar
los distintos resultados y/o conclusiones reportados en la literatura, existen
algunos desafios o inconvenientes. Por lo general, los estudios conducidos
por investigadores y universidades presentan un mayor grado de desarrollo y
andlisis; no obstante, en la mayoria de los casos, las pruebas se vieron limitadas
a la simulacién computacional o pruebas en laboratorio de prototipos. Por otro
lado, las industrias han sido pioneras en implementaciones en pavimento real,
pero existe escasa informacién técnica fehaciente documentada [109]. Ademés,
aun cuando la informacién técnica estd disponible, diferentes variables fueron
elegidas para evaluar el rendimiento, como por ejemplo: voltaje a circuito
abierto o para una resistencia especifica, potencia, potencia por unidad de
volumen, energia y eficiencia. Otra razén que dificulta la comparativa entre
dispositivos, sobretodo las tecnologias que intentan recolectar la energia me-
canica, es que no todos fueron excitados de la misma forma: mientras que
algunos autores estudiaron el rendimiento de sus transductores considerando
fuerzas o tensiones armonicas, con distintos valores de frecuencia y amplitud
[122], otros lo hicieron de forma impulsiva [152] o incluso considerando ruido
blanco [38]. Por ultimo, a la hora de extrapolar la generacién de un solo
transductor, rara vez se utilizan las mismas consideraciones sobre kilémetros
de carretera, volumen de trafico, velocidad y/o tipo de vehiculos, cantidad de
carriles, estado del asfalto, etc.

Con el fin de dar una comparativa més fehaciente del estado actual y viabi-
lidad de las distintas tecnologias, diversos autores recurrieron generalmente a
los siguientes indicadores presentados en el Cuadro 3.2:

» Eficiencia: Entendiendo a esta como una descripcién de la relacion costo-
beneficio de su implementacién.
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» Nivel de madurez tecnolégica (TRL): Método desarrollado por la NASA en la
década del 70 y adoptado por la Comisién Europea en el 2014, que asigna
un valor numérico en una escala del 1 al 9 en base a la etapa asociada
al nivel de madurez de una cierta tecnologia. Cada valor de la escala
representa lo siguiente: TRL 1 — Observacién de principios bésicos, TRL
2 — Formulacién del concepto tecnolégico, TRL 3 - Prueba de concepto
experimental, TRL 4 — Validacién tecnolégica en laboratorio, TRL 5 -
Validacién tecnolégica en un entorno relevante, TRL 6 - Demostracion
tecnoldgica en un entorno relevante, TRL 7 - Demostracién del prototipo
del sistema en el entorno operativo, TRL 8 - Sistema completo y calificado,
TRL 9 - Sistema real probado en el entorno operativo.

» Coste nivelado de Energia (LCOE): Medida del costo neto promedio de la
generacion de electricidad para una cierta tecnologia durante toda su
vida til. Su forma de calcularla es

suma de costos durante la vida ttil
LCOE = — . e (3:3)
suma de energia eléctrica total producida en la vida ttil

En el Cuadro3.2, donde las referencias estan ordenadas de izquierda a derecha
en orden cronoldgico, puede observarse como el LCOE ha tendido a disminuir;
no obstante, esto no ha sido observado para el TRL. Esto sugiere que si bien
ciertas optimizaciones de los sistemas han sido llevadas a cabo recientemente
aumentando la eficiencia de conversién y/o disminuyendo los costos, el nivel
de madurez de ellas (exceptuando la fotovoltaica) es relativamente bajo.

Independientemente de lo anteriormente comentado, cada tecnologia ofrece
ventajas y desventajas que la hacen mas o menos aplicables para ciertas carre-
teras o aplicaciones, tal como se ha desarrollado en los apartados anteriores
y se sintetiza en el Cuadro 3.3. Observando este Cuadro puede notarse que
ninguna tecnologia domina totalmente sobre las otras, por lo que la inves-
tigacién y desarrollo de dispositivos basados en cualquiera de ellas podria
resultar viable para la REPa. Sin embargo, la transduccion piezoeléctrica presenta
un gran atractivo sobre las otras debido a ser, dentro de las capaces de proveer
energia de manera continua por no depender de las condiciones climaticas, la
de mayor densidad de potencia; convirtiéndola asi en una de las mds prome-
tedoras para la REPa [153]. Es por ello, que en esta tesis nos centraremos en
este mecanismo de transduccién para el desarrollo de dispositivos capaces de
recolectar energia del pavimento.

Condiciones de disefio para dispositivos de REPP

En base a lo observado y documentado por otros investigadores, existen
una serie de lineamientos y desafios técnicos que deben ser considerados a la
hora de disefiar un REPP. Acorde a Zhao y col. [154], un dispositivo embebido
debe tener la capacidad de convertir la mayor cantidad de energia mecénica
en energia eléctrica, manteniendo su deformacién entre valores minimos en
orden de garantizar su integridad estructural. Ademéds, el desplazamiento de la
superficie libre del pavimento no debe ser superior a lo normal sin el recolector
embebido, en orden de garantizar que tanto el confort de conduccién como el
consumo del vehiculo se vean afectados. Por otro lado, respecto a la rigidez
del transductor, ésta debe tener un valor cercano a la del pavimento, es decir,
lo suficientemente alta para garantizar la maxima transferencia de energia



3.4 DISCUSION FINAL 57

simplicidad estructural.

La conversién de energia
cinética a energia eléctrica se
da de forma directa.

Pueden ser instalados en
cualquier carretera y es
independiente de las
condiciones climéticas.

Tecnologia Ventajas Desventajas
Fotovoltaica La mayor densidad de Dependiente de las condiciones
potencia en comparacién con  climadticas.
otros mecanismos de Los paneles transparentes son
transduccion. susceptibles a la suciedad y
Es la tecnologia mas madura  disminuyen la friccién de frenado
en alternativas amigables al ~ de los vehiculos.
medio ambiente. Los paneles embebidos presentan
considerable menor rendimiento
que los colocados a un costado de
la carretera.
Compromiso estructural del panel
por las cargas mecanicas
Alto costo inicial por el uso de
baterias.
Termoeléctrica Simplicidad estructural sin Extremadamente baja potencia
partes partes méviles. generada y rendimiento, ademas
Podrian colaborar a mitigar el ~ de alto costo.
efecto de isla de calor. Dependiente de las condiciones
climéticas.
Electromagnética Diversas técnicas pueden ser ~ Grandes desplazamientos son en
utilizadas para capturar y general requeridos, limitando su
transmitir la energfa. aplicabilidad a puentes y
Es también aplicable en reductores de velocidad.
vehiculos (suspension, Tienen alto mantenimiento debido
frenado regenerativo, etc.) a las componentes mecdnicas
utilizadas y partes méviles.
Piezoeléctrica Gran densidad de potenciay  Alto costo en comparacién con los

bajos niveles de energia,
recomendados solo a nivel micro
de recoleccién.

Dificil instalacién en pavimentos
ya construidos

Requieren un cuidadoso disefio
de la empaquetadura capaz de
soportar las cargas

cién para la REPa.

Cuadro 3.3: Ventajas y desventajas asociadas a los diferentes mecanismo de transduc-
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mecanica, y lo suficientemente baja para no producir un deterioro prematuro
del pavimento [100, 155]. Otra variable importante es la profundidad de
embebido, siendo que menores valores de profundidad producirdn mayores
niveles de generacion pero con el aumento del riesgo de falla por fatiga del
pavimento [156]. De acuerdo a Walubita y col. [87], el almacenamiento de
la energia es un problema a resolver que no ha sido tratado en la mayoria
de los trabajos. El deterioro de las propiedades piezoeléctricas del material
debido a las cargas dindmicas repetitivas, también es un factor que no ha sido
ampliamente estudiado [60], sobretodo si no se tiene facil acceso al transductor
instalado. Otro aspecto importante a considerar es la temperatura; si bien ha
sido probado que la misma no afecta el rendimiento del dispositivo una vez
colocado [139, 155], pueden existir problemas en el proceso de fabricacién del
pavimento donde temperaturas de aproximadamente 180°C son alcanzadas,
la cual puede estar cerca a la temperatura de Curie del piezoeléctrico, entre
150°C y 250°C dependiendo del material [140].

Todos estos desafios mencionados, implican un disefio acorde para la empa-
quetadura que contenga los materiales piezoeléctricos que debe ser llevado a
cabo para protegerlos de tensiones y temperaturas excesivas, pero a su vez,
siendo lo suficientemente flexible para transmitir la energia mecanica. Es por
esto que la REPP utilizando materiales embebidos en pavimentos presenta
gran cantidad de desventajas y problemas que atin no han sido resueltos.

A fines de eludir estos inconvenientes, los esfuerzos de desarrollar un dispo-
sitivo recuperador de energia en esta tesis se orientardn a la implementacién
en reductores de velocidad [149-152]. Diversas ventajas ofrece la implementacion
de REPP en reductores de velocidad por sobre los embebidos directamente en
el pavimento, las cuales pueden ser detalladas como:

1. Pueden emplearse velocidades bajas del vehiculo para la REPP. Tener
velocidad altas de circulacién no siempre estd asociada a mayor gene-
racion de energia, pues si la velocidad del vehiculo es demasiado alta
entonces el tiempo de aplicacion de la carga serd muy poco pequefio y
puede afectar significativamente la energia transmitida [157].

2. Es posible mejorar la cantidad de energia transmitida en la direccién
vertical mediante un correcto disefio del perfil del obstaculo [158]. En
este sentido, existen numerosos sistemas de reducciéon de velocidad:
lomas de burro, rampas y tachas son algunos de los mas comunes de
utilizar.

3. La condicién referida al desplazamiento méximo permitido en la super-
ficie no debe ser necesariamente tan restrictiva si se considera que el
recolector va a estar dentro de un obstédculo para el vehiculo.

4. El no intervenir el pavimento trae ventajas técnicas asociadas a su fécil
instalacién e inspecciéon de mantenimiento involucrando menores costos.
Ademés, evita problemas de temperatura y puede instalarse en carreteras
ya construidas.

Por ultimo, un estudio sistematico de la REPP fue desarrollado por Razali y col.
[159], quienes mediante el andlisis de mds de 30 articulos cientificos observaron
que el material preferido para esta aplicaciéon era el PZT-5H debido a sus
mayores niveles de generacion. Esto, se encuentra en total concordancia con lo
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observado por las evaluaciones realizadas por otros autores que recomendaron
este material para esta aplicacion [160, 161]
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Debido a las dimensiones geométricas de los parches piezoeléctricos, diver-
sas formulaciones basadas en distintas teorias de vigas (p. €j. Bernoulli-Euler,
Rayleigh y Timoshenko) han sido utilizadas a la hora de desarrollar modelos
matematicos de dispositivos recolectores de energia [162]. Dentro de la gran
cantidad de configuraciones que éstos pueden adoptar, la viga en voladizo o
cantilever, es la mas comtinmente elegida, donde una o dos ldminas piezoeléc-
tricas (unimorfa o bimorfa respectivamente) son colocadas tan cerca como sea
posible del extremo fijo donde las tensiones y deformaciones, y por lo tanto
también la generacion, son maximas [163-165]. Este tipo de dispositivos son
usualmente modelados asumiendo hipétesis de linealizacién tanto para los
campos de desplazamiento, deformaciones y relaciones constitutivas con el
fin de dar un tratamiento matemaético sencillo y simplificado. Actualmente,
incluso considerando las ventajas que presentan los recolectores piezoeléctri-
cos frente a otros mecanismos de transduccion,como fuera mencionado en el
Capitulo 1, el rendimiento asociado a ellos presenta los siguientes problemas
y desafios a resolver [166]:

1. Ancho de banda y sintonizacién: asumiendo una excitacién armonica, los
osciladores lineales pueden alcanzar un rendimiento aceptable cuando
la frecuencia de excitacion () se encuentra cerca a una de las frecuencias
naturales del sistema w,. Esta comportamiento, se debe al fenémeno
que se conoce como resonancia y se manifiesta en el notable aumento
de amplitud, tanto para el desplazamiento como para el voltaje, como
puede observarse de manera esquematica y adimensional en la Figura
4.1. Sin embargo, tan pronto como (2 se aleja de w;, una caida drdastica
en la generacioén del dispositivo es identificada disminuyendo en gran
medida su rendimiento [167, 168]. Ante esto, la necesidad de aumentar el
ancho de frecuencia de funcionamiento, o bien poder variar la frecuencia
natural mediante la alteracién de un pardmetro, emergen como dos
alternativas de mejora posibles.

1,
g
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= 054
N
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Figura 4.1: Representacién adimensional de la respuesta en frecuencia de un recolector
de energia en régimen lineal.
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Figura 4.2: Funciones de (a) fuerza restauradora y (b) energia potencial para diferentes
dispositivos de REP basados en vibracion.

2. Baja frecuencia y escalabilidad: Muchas fuentes de vibraciones mecdanicas
poseen bajas frecuencias [169]. Esto significa que a fin de obtener un
rendimiento razonable, la frecuencia natural del dispositivo debe ser sin-
tonizada a valores bajos. Con este objetivo, la mayoria de los dispositivos
se valen de grandes masas puntuales, p. ej. en el extremo libre para la
configuracién cantilever [164]. No obstante, pese a que esta técnica logra
cumplir satisfactoriamente su propdsito, este tipo de implementaciones
atenta contra la escalabilidad del dispositivo, debido al considerable
aumento de su tamafio y de sus desplazamientos.

Con el fin de buscar una solucién a estos problemas, distintos investigadores

desarrollaron diversos dispositivos basados en distintos enfoques como: multi-

El enfoque de modalidad [170, 171], no linealidades [166], aumento en frecuencia [172, 173],

«aumento en biestabilidad o multiestabilidad[174-176], pluckling[150, 177], entre otros.
frecuencia» es
comunmente
encontrado en la 4.1 ANTECEDENTES

literatura como

«frequency-up» por

sus nombres en

inglés.

4.1.1  Breve introduccién matemdtica a osciladores no lineales biestables

Entre los diversos enfoques utilizados para mejorar el rendimiento de
recolectores de energia piezoeléctricos, la inclusién de tanto fuentes de no
linealidad como de biestabilidad han sido estudiadas en profundidad como
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Figura 4.3: Representacién esquematica de la solucién al primer modo de pandeo para
una viga bi-empotrada. Lineas continuas representan soluciones estables
mientras que discontinuas, inestables.

una alternativa prometedora durante la tltima década [178]. Las principales
ventajas asociadas a este enfoque de recolector se asocian a: (i) la mayor
potencia debido a la amplificacién de desplazamientos durante la oscilacién
entre pozos de energia potencial (ver Figura (4.2b)), (ii) el aumento del ancho
de banda y la capacidad de generar energia a valores mas bajos de frecuencia
debido al efecto de ablandamiento, y (iii) la innecesidad de energia extra para
mantener cualquiera de los puntos de equilibrio [179].

Con el fin de introducir los principales conceptos matematicos de un sistema
oscilatorio no lineal, tanto en los regimenes mono- como biestable, la Ecuacion
Diferencial Ordinaria (EDO) del oscilador de Duffing es presentada siguiendo
el enfoque de [167]

X+4cx+ (1—a)x+bx®=F(t), (4.1)

donde # representa la fuerza inercial, cx la fuerza de amortiguamiento viscoso,
F (t) la fuerza de excitacién o motriz, mientras que f (x) = (1 —a) x + bx®
la fuerza restauradora (o eldstica) no lineal. Acorde a los distintos valores
que toman los pardmetros a y b en esta tltima funcién, diferentes caracteris-
ticas del sistema pueden ser alcanzadas. Sus influencias en la forma de la
fuerza restauradora, asi como la denominacion de los sistemas resultantes, se
encuentran esquematicamente representados en la Figura 4.2a. El primer y
mas simple escenario posible es cuando b = 0, que implica que el término no
lineal de orden ctbico desaparece y la Ec. (4.1) se reduce a un oscilador lineal.
En este caso, existe una relacién directamente proporcional entre la fuerza
restauradora y los desplazamientos, lo cual facilita enormemente la obtencién
de una solucién analitica exacta. El segundo escenario, se da cuandoa <1y
b # 0, dando lugar al oscilador monoestable con comportamiento de endu-
recimiento (b > 1) o de ablandamiento (b < 1) . En estos casos, a diferencia
del oscilador lineal, la tasa de crecimiento de la fuerza restauradora tiende
a aumentar o disminuir respectivamente a medida que el desplazamiento
aumenta. Por ltimo, el oscilador biestable es alcanzado cuandoa > 1y b > 0
debido a la existencia de multiples valores de x que satisface la condicién
f (x*) = 0. Estos valores, usualmente referidos como puntos de equilibrio
y denotados como x*, son frecuentemente estudiados utilizando la funcién
de energia potencial obtenida a partir de f (x) = dU/dx. La principal ventaja
radica en mostrar de una manera més clara la estabilidad dindmica de dichos
puntos [180]. Para el presente oscilador de Duffing dado por la Ec. (4.1), la
funciéon U (x) resulta ser

U(x) = % (1—a)x®+ ibx‘l, (4.2)

la cual se encuentra esquematicamente representada en la Figura 4.2b. Se
puede observar que para cualquier configuraciéon se verifica que x* = 0 es
un punto de equilibrio. Particularmente, si 2 < 1 nos referimos al oscilador
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monoestable y el tnico punto de equilibrio resulta estable debido a que
representa un minimo absoluto de la Ec. (4.2). Sin embargo, tan pronto como
se verifique que a > 1y b > 0, dos nuevos puntos de equilibrio estables
aparecen para x* = ++/(1-4)/b a la vez que se produce un cambio en la
estabilidad del punto x* = 0, convirtiéndose en inestable por tratarse ahora
de un maximo relativo. En esta configuracién, el sistema es referido como
biestable debido a la coexistencia de dos pozos de energia potencial separados
por una barrera de una determinada altura. Comparado con el oscilador
monoestable, y dependiendo de la amplitud de excitacién este sistema puede
exhibir oscilaciones entre los pozos o incluso caos, implicando asi un anélisis
dindmico mds complejo.

Existe una gran variedad de métodos para generar potenciales biestables en
recolectores de energia, incluyendo: métodos mecanicos puros [19, 181, 182],
fuerzas magnéticas involucrando imanes permanentes [175, 183-185] o incluso
una combinacién de ambos [176, 186, 187]. Los métodos mecénicos puros
presentan diversas ventajas respecto al uso de imanes entre las que destacan:
simplicidad constructiva, costo, evitar una posible interaccién magnética en la
aplicaciéon de sensores inalambricos, y beneficios en términos de la densidad
de potencia total [188]. Para una estructura en forma de viga, la biestabili-
dad es usualmente creada a través de una carga compresiva axial. Cuando
un elemento estructural esbelto es comprimido con una carga relativamente
pequenia, toda la estructura es deformada en la direccién axial con un insigni-
ficante cambio en su geometria. En este punto, podemos afirmar que la misma
se encuentra en su estado de pre-pandeo o, dindmicamente hablando, en su
régimen monoestable. Sin embargo, tan pronto como la carga sobrepasa a un
valor critico , la estructura experimenta una gran deformacién manifestada
en un desplazamiento fuera del plano transversal [189]. En este nuevo caso,
nos referimos a la estructura como en su estado de pos-pandeo o en régimen
biestable, donde la posicién inestable corresponde a la configuracién inicial
recta y las dos inestables a las configuraciones de pandeo superior e inferior.

Con el propésito de ilustrar este fenémeno, la Figura 4.3 representa las
soluciones al primer modo de pandeo inestable (linea discontinua) y estables
(lineas continuas) para una viga homogénea bi-empotrada.

4.1.2  Estudios experimentales de recolectores de energia piezoeléctricos cargados
axialmente

Los estudios pioneros de recolectores de energia piezoeléctricos sujetos
a cargas axiales fueron llevados a cabo por Leland y Wright [190], quienes
estudiaron experimentalmente una viga bimorfa simplemente apoyada con
una masa puntual en el centro durante su régimen de pre-pandeo. Ellos
demostraron que era posible sintonizar la frecuencia natural respecto a la
de excitacién en un 24 % mediante una correcta regulaciéon de la pre-carga.
Ademads, observaron que la pre-carga producia un aumento de aproximada-
mente el mismo porcentaje para el acoplamiento piezoeléctrico. Eichhorn y col.
[191-193] también estudiaron la pre-carga axial en el régimen de pre-pandeo
pero para vigas tipo cantilever ensambladas en conjunto con dos brazos latera-
les que distribufan una carga axial a la viga. De este modo, también lograron
demostrar la capacidad de sintonizaciéon observada por Leland y Wright, pero
asociado a otra configuracion. En este punto, resulta necesario resaltar que si
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bien los trabajos mencionados fueron los primeros en involucrar una carga
axial, todos ellos fueron limitados al estado de pre-pandeo.

En lo referido a recolectores de energia basados en estructuras biestables,
Arrieta y col. [194] fueron precursores de esta drea investigando experimental-
mente el comportamiento no lineal de una placa con diversos parches flexibles
de PZT-5A adheridos a la misma. En su estudio, ellos pudieron observar un
interesante comportamiento no-lineal producto de oscilaciones de ciclo limite
de gran amplitud asi como también caos. En cuanto a vigas biestables por
pandeo, Ando y col. [195] estudiaron una ldmina piezoeléctrica bi-empotrada
de electrodos interdigitados fabricados por impresiéon de inyeccién de tinta
sobre un PET flexible (tereftalato de polietileno). Al igual que Arrieta y col.,
estos autores observaron un comportamiento dindmico no lineal descripto por
el cambio de estabilidad alcanzado por la gran flexibilidad de la estructura.

Con el fin de modificar la funcién energia potencial y asi facilitar las oscila-
ciones entre los pozos potenciales de vigas mas rigidas, algunos investigadores
emplearon masas puntuales en distintas posiciones de sus dispositivos. Por
ejemplo, Jung y Yun [196] propusieron un disefio novedoso de un recolector
basado en una gran masa puntual conectada a un puente pandeado y un
conjunto de vigas cantilever piezoeléctricas unidas a dicha masa. En este
caso, el cambio de estabilidad del puente, servia como excitaciéon de base
para las vigas cantilever. Otra alternativa fue propuesta por Ando y col. [197],
quienes colocaron dos transductores piezoeléctricos en los laterales de la viga
bi-empotraad que eran impactados por una masa puntual cuando la viga
pasaba de un estado estable a otro.

Por otra parte, la mayoria de los investigadores afiadieron parches piezoeléc-
tricos y masas puntuales directamente en la viga pospandeada [181, 197-200].
Las conclusiones mas relevantes de estas implementaciones fueron que el cam-
bio de estabilidad puede inducir respuestas periddicas entre pozos potenciales
y caos [181], un significativo incremento del rendimiento del recolector [198],
asi como la posibilidad de recolectar energia a partir de bajas frecuencias y
bajos niveles de aceleracion [199]. Por dltimo, Zhu y Zu [201] present6 una
viga bi-empotrada con un iman permanente en el centro a fin de introducir
una fuerza magnética capaz de facilitar atin méas la oscilacién entre pozos
potenciales para bajas frecuencias y excitaciones. En el trabajo observaron que
la presencia del magneto inducia el segundo modo de pandeo de la viga y
proporcionaba un fuerte movimiento entre pozos que resulta beneficioso para
aplicaciones de recoleccion de energia.

4.1.3  Modelos matemdticos desarrollados para recolectores piezoeléctricos biestables
cargados axialmente

Con el fin de dar tratamiento matematico a recolectores de energia piezoeléc-
tricos sometidos a cargas axiales, una gran cantidad de modelos analiticos han
sido desarrollados. El primer modelo experimentalmente validado fue presen-
tado por Masana y Daqaq [166], quienes basaron su formulacion en relaciones
constitutivas lineales para el material piezoeléctrico y en la teorfa no lineal
de vigas Bernoulli-Euler durante el régimen de pre-pandeo. En este trabajo,
demostraron tanto de forma experimental como tedrica (solucién aproximada
obtenidas por el Método de Escalas Mdltiples), la capacidad de sintonizacién
de la frecuencia natural, el aumento de desplazamientos y potencia de salida,
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asi como del ancho de banda de funcionamiento, a medida que aumenta la
carga axial. Mds tarde, los mismos autores compararon el rendimiento relativo
del mismo sistema considerando tanto los estados de pre- como pos-pandeo,
proponiendo las mismas condiciones de carga eléctrica y de forzamiento [202].
Sus resultados, probaron que la mejoria del ancho de banda de frecuencia
del dispositivo depende del nivel de aceleracién de la base y de la forma de
la funcién de potencial. Complementariamente, los mismos autores Masana
y Daqaq [203] también investigaron numérica y experimentalmente el feno-
meno de resonancia super-armonica para el oscilador biestable, probando que
para ciertos niveles de aceleracién el oscilador biestable puede exhibir grandes
voltajes para valores de frecuencia de forzamiento de aproximadamente la
mitad de la frecuencia natural.

Otro modelo analitico experimentalmente validado fue desarrollado por
Cottone y col. [204], quienes consideraron relaciones constitutivas lineales,
una teoria de vigas de primer orden no lineal en el régimen de pos-pandeado
y excitaciones de base aleatorias. En este caso, ellos reportaron un orden de
magnitud superior de potencia eléctrica generada cuando la estructura se
encontraba pre-cargada. Afios mas tarde, los mismos autores emplearon este
modelo para un estudio tedrico del efecto de las configuraciones bi-articulada
y bi-empotrada en vigas pos-pandeadas [205]. Considerando ruido gaussiano
como forzamiento, determinaron que un 26 % mds de energia puede ser
recolectada con la configuracién bi-empotrada.

Empleando otro enfoque, algunos investigadores propusieron dispositivos
piezoeléctricos donde la excitaciéon se produce en la direccién axial. Por ejem-
plo, Zhu y col. [186] modelaron y validaron experimentalmente un recolector
conformado por una viga simplemente apoyada, restringida axialmente en
un extremo y con una masa movil en el otro donde una fuerza magnética era
aplicada a través de un iman permanente. Una configuracién diferente, fue
realizada por Ansari y Karami [206] quienes propusieron un recolector de
energia piezoeléctrico con caracteristicas up-converting formado por una viga
piezoeléctrica pandeada y un mecanismo tipo tijera capaz de operar tanto en
direcciéon horizontal como vertical. En ambos trabajos, las ecuaciones diferen-
ciales a derivadas parciales (EDP) que gobiernan el problema fueron obtenidas
acorde a la teoria de vigas de Bernoulli-Euler, discretizadas espacialmente
mediante una expansién modal, y resueltas por integracién numérica. En este
sentido, ambos autores confirmaron la capacidad mejorada de la generaciéon
eléctrica debido a la biestabilidad.

En contraste con los modelos validados experimentalmente, diversos inves-
tigadores orientaron sus investigaciones a estudios puramente tedricos. Por
ejemplo, Garg y Dwivedy [207] desarrollaron un complejo modelo analitico
basado en la teoria de vigas Bernoulli-Euler en el régimen de pre-pandeo
considerando no linealidades provenientes de términos inerciales, rigidez y
acoplamiento electromecanico. En su trabajo, se centraron en el estudio de reso-
nancias primarias, sub-armonicas y super-armonicas simultaneas mediante el
Método de Escalas Multiples (MEM), concluyendo que la existencia de varias
condiciones de resonancia podria ser beneficioso para incrementar el ancho de
banda. Otro estudio de esta indole, pero considerando un oscilador biestable
genérico, fue llevado a cabo por Panyam y Daqaq [208], quienes empleando
ecuaciones adimensionales y métodos de perturbacién, determinaron que el
rendimiento del recolector posee una compleja dependencia de la forma de la
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funcién potencial, de la amplitud de excitacién y de la carga eléctrica externa.
A pesar de esto, concluyeron que el recolector en régimen biestable produce
una potencia mayor para todas las formas de la funcién potencial, siempre y
cuando la condicién de carga eléctrica sea 6ptima. Con el objetivo de afiadir
un pardmetro sintonizador de la funcién energia potencial, Qian y col. [209]
introdujeron un resorte pre-comprimido en un extremo de una viga piezoeléc-
trica bi-empotrada. Como principal contribucién, estudiaron la dindmica de
la viga empleando el método de balance arménico a la vez que analizaron
la estabilidad de su solucién aproximada a partir del estudio de la matriz
Jacobiana. De esta manera, basados en sus resultados numéricos confirmaron,
de manera tedrica, la posibilidad de recolectar energia en un amplio ancho de
banda. Por dltimo, Chen y Yan [210] presentaron un modelo electromecédnico
geométricamente no lineal para una viga Bernoulli-Euler unimorfa simple-
mente apoyada sometida a carga axial, incluyendo el efecto flexoeléctrico. En
este caso, la configuracion pre-deformada de la viga asociada al régimen de
pos-pandeo fue obtenida por primera vez de manera analitica en esta apli-
cacion para luego ser considerada en la respuesta dindmica del sistema. Las
ecuaciones discretizadas del movimiento fueron numéricamente integradas
por el método de Runge-Kutta (RK), observando el efecto de ablandamiento y
endurecimiento para los regimenes mono- y biestables, respectivamente. Sin
embargo, y al igual que todos los articulos basados en desarrollos meramen-
te tedricos, ninguna de estas conclusiones fueron validadas por resultados
experimentales.

Para concluir, Derakhshani y col. [212] recientemente modelaron y ensayaron
experimentalmente una viga bi-empotrada fabricada en PVDF formada por
dos tramos unidos a una masa puntual en el centro. Basado en la teoria de
vigas geométricamente no lineal de Bernoulli-Euler, un modelo matematico
fue desarrollado considerando la configuraciéon pre-deformada y ademas
verificado experimentalmente bajo diferentes condiciones de forzamiento con
una buena concordancia, incluyendo fenémenos como el cambio de estabilidad
y la resonancia secundaria, beneficiosos para la recolecciéon de energia.

4.1.4 Condiciones de borde no ideales

En el modelado de vibraciones de vigas, asi como en cualquier medio conti-
nuo, la eleccién de las condiciones de borde (CB) resulta un paso fundamental
debido a su gran influencia en la respuesta dindmica. En la mayoria de los
modelos matematicos, las CB son aproximadas a casos idealizados adoptando
diferentes formas como p. €j. libre, simplemente apoyada, empotrada, entre
otras [213]. No obstante en escenarios reales, pequeiios huelgos y/o friccion
pueden existir en los extremos, permitiendo pequefios desplazamientos o giros
en los soportes, resultando en un desvio de las CB ideales mencionadas ante-
riormente. En consecuencia, esto, puede llevar a desacuerdos indeseables entre
los resultados experimentales y las predicciones numéricas. Los recolectores
de energia piezoeléctricos no estan exentos de este fenémeno, donde dichas
discrepancias pueden provocar resultados inaceptables. Por esta razén, tener
un modelo matemadtico confiable y capaz de tratar con condiciones de borde
no ideales resulta altamente atractivo para el disefio y optimizacién de reco-
lectores de energia, sobretodo para aquellos que involucran comportamientos
no lineales complejos.
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alargamiento es mds
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FORMULACION MATEMATICA

Con el propésito de dar tratamiento matemético a este problema, distintos
investigadores han modelado CB no ideales de diferentes maneras, las cuales
pueden generalmente clasificarse en dos grandes grupos: (i) aquellas que
afaden algiin parametro de perturbacién o (ii) aquellas que afiaden una
restriccion eldstica. A fines de clarificar sus diferencias, asumiendo una funcién
continua U(x) con un valor restringido en la posicion x = a, las formulaciones
matemadticas para la CB ideal y las dos no ideales previamente mencionadas
resultan ser:

Ideal No ideal
U(a) = ea(t) (i)
U'(a) = —kU(a) (i)

U(a) =0

Cuadro 4.1: Formulaciones ideal y no ideales para una CB situada en x = a.

En estas expresiones, son necesarios (i) pequeos valores de ¢, siendo «(t)
una funcién determinista del tiempo, o bien (ii) un valor tan grande de k como
pequefia sea la perturbacién en la CB. A pesar de que ambas expresiones
pueden ser validamente utilizadas, la condicién de borde eldstica posee la
principal ventaja de recrear las condiciones libre y empotrada estableciendo
k =0y k — oo, respectivamente. Esto quiere decir, que cualquier valor finito
de k representa un caso intermedio entre los dos ideales. Esta ventaja no ocurre
con el caso (i), que mientras ¢ = 0 representa al caso fijo ideal, la condicién de
borde libre no puede ser recuperada para ningtn valor de e.

Condicién de borde perturbada

En el anélisis de CB no ideales en vigas, uno de los estudios pioneros fue
llevado a cabo por Pakdemi y Boyaci [214] quienes introdujeron un pardmetro
de perturbacién pequefio en un extremo de una viga. Empleando la técnica
de Lindstedt-Poincaré, dieron solucién del problema de vibraciones libres ,
demostrando que la frecuencia natural de la viga es el tnico cambio apreciable
introducido por la pequefia perturbacién. Seguido a esto, los mismos autores
incluyeron la no linealidad geométrica debido al efecto de alargamiento, al
asumir extremos axiales inmoéviles no ideales. Usando el MEM, observaron
que dependiendo del modo y la amplitud de vibracién, la frecuencia natural
de la viga podia disminuir o aumentar dependiendo del valor numérico de
perturbacion. Ademaés, Pakdemi y Boyaci también estudiaron la vibracién
forzada para una viga simplemente apoyada con un soporte intermedio no
ideal ubicado en diferentes posiciones [215, 216]. En este caso, sus estudios
relevaron que dependiendo del modo y la localizacién de este tltimo apoyo,
la frecuencia natural podia aumentar, disminuir o mantenerse inalterada
mientras que la forma modal se veia afectada en un orden superior a €.
El problema de vibraciéon forzada para una viga simplemente apoyada con
CB no ideales y considerando el efecto de alargamiento fue llevado a cabo
por Boyaci [217], quien arrib6 a conclusiones similares a los trabajos previos.
Para una viga con las mismas restricciones que la estudiada por Boyaci [217],
Eigoli y Ahmadian [218] investigaron la influencia de CB no ideales de las
vibraciones no lineales de una viga Bernoulli-Euler sometida a una forzante
armonica lateral en concordancia con una teoria de quinto orden. Aftadiendo
un pardmetro pequefio perturbador en la CB, observaron que una pequena
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variaciéon de dicho pardmetro podia afectar fuertemente en la Funcién de
Respuesta en Frecuencia (FRF) en dos formas: modificando la frecuencia
natural, y modificando el efecto de endurecimiento a medida que la amplitud
de la excitacién era aumentada.

Un enfoque ligeramente diferente a los previamente mencionados fue pro-
puesto por Lee [219], quien basé la condicién de borde no ideal como una
combinacién lineal de los casos ideales empotrado y simplemente apoyado. En
este caso, se utilizaron tanto las teorias de Bernoulli-Euler como de Timoshen-

ko para identificar numéricamente el rol de los coeficientes afectando la CB
ideal.

Condicién de borde eldstica

En lo que respecta a la utilizacion de restricciones eldsticas para modelar CB
no ideales, Onur Ekici y Boyaci [220] combinaron condiciones de borde pertur-
badas para el desplazamiento transversal en conjunto con resortes helicoidales
para el giro en los soportes de una microviga simplemente apoyada. Utilizando
el MEM, ellos identificaron que el corrimiento en frecuencia se podia producir
en casos de resonancias secundarias. Xing y Wang [221] presentaron la solucién
al problema de vibraciones libres de una viga con seccién constante sometida a
una carga axial y sujeta tanto a resortes torsionales como transversales en cada
extremo. Dichas restricciones eldsticas, resultaron altamente efectivas para
reproducir todos los casos ideales de las condiciones de borde, incluyendo
fijo y simplemente apoyado, mediante la correcta eleccion de la rigidez de
los resortes. Pese a que no estudiaron la influencia de la no idealidad en la
condicién de borde axial, confirmaron mediante un estudio paramétrico que
la condicién flexible en un extremo puede modificar significativamente la
frecuencia natural del sistema, pero el modo de vibracién en menor medida.
Ni y Hua [222] utilizaron el método de matriz de transferencia para obtener
una solucién analitica a los problemas de vibracion libre y forzada para una
viga laminada y escalonada, cargada axialmente con condiciones de borde
arbitrarias basada en la teoria de la deformacién cortante de primer orden.
Considerando el grado de libertad axial, realizaron estudios paramétricos de la
FRF variando la rigidez de las restricciones axiales, transversales y torsionales
asumidas. Los resultados analiticos fueron comparados con el método de los
elementos finitos, mostrando una excelente concordancia. Ademads, demostra-
ron que las frecuencias naturales transversales del sistema no son sensibles a
la rigidez del resorte axial. Sin embargo, debido a que su estudio se basé en
campos de desplazamiento y deformaciones lineales, el efecto de alargamiento
no fue capturado.

El acoplamiento axial flexional no lineal fue estudiado en profundidad por
Lenci y col. [223-225], quienes consideraron un resorte axial en un extremo de
una viga Timoshenko. En este caso, el desplazamiento axial en ese extremo
estaba perfectamente restringido o libre para los casos limites de k = O y
k — oo. En sus estudios, demostraron que el valor de k posee una enorme
influencia en el efecto de endurecimiento de la respuesta transversal de la
viga. Sin embargo, pese a que pudieron explicar completamente la dicotomia
del comportamiento de endurecimiento (debido a la rigidez geométrica no
lineal) frente al ablandamiento (debido a términos inerciales no lineales), sus
estudios no tuvieron en cuenta el efecto de una carga axial aplicada.
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La consideracion de CB elésticas para recolectores piezoeléctricos biestables
por pandeo inducido fueron consideradas por Liu y col. [200] quienes, con
el fin de utilizar la constante eldstica como pardmetro de modificaciéon de
la funcién energia potencial, propusieron un recolector biestable formado
por dos vigas pandeadas, una masa central concentrada y condiciones de
borde elésticas como parametros de imperfecciéon. En su trabajo, los modos de
vibracién fueron verificados mediante el MEF utilizando ANSYS® [226] con
excelentes resultados. Por parte de la formulacion analitica, concluyeron que
la condicién de borde elastica en el extremo y la rigidez influyen fuertemente
en la forma de la funcién energia potencial asi como en la potencia generada
por el dispositivo.

4.1.5 Modelo electromecdnico adoptado

Acorde a lo mencionado en los apartados anteriores, existe una gran can-
tidad de modelos e implementaciones experimentales de dispositivos piezo-
eléctricos basados en vigas bi-empotradas cargadas axialmente. En lo referido
a las formulaciones matematicas, distintas alternativas han sido presentadas
respondiendo a diferentes hipotesis asumidas en: la teoria de vigas empleada,
condiciones de borde asumidas, fuentes de no linealidad y condiciones no
ideales, entre otras. Pese a que gran cantidad de trabajos han dado un correcto
tratamiento a alguno/s de estos puntos, no ha sido presentado atin un modelo
matematico que contemple la mayoria de ellos en simultaneo. Por ello, en esta
tesis presentamos una compleja formulacién matemdtica para este tipo de
dispositivos con la idea de considerar los siguientes aspectos que presentan
gran influencia ante determinadas condiciones, a saber:

» [nercia no lineal: Cuando los niveles de aceleracién son lo suficientemente
grandes, es de esperar que los desplazamientos también lo sean. Por
ello, los términos provenientes del campo de desplazamiento no lineal
pueden tomar relevancia [227].

» Rigidez no lineal geométrica: Cuando la viga es lo suficientemente esbelta,
la relacion amplitud /longitud tiende a tomar niveles grandes, especial-
mente en configuraciones como la cantilever. Por ello, los términos de
rigidez geométrica no lineal provenientes del tensor de Green-Lagrange
seran tenidos en cuenta en la presente formulacién [228].

» Relaciones constitutivas no lineales: Tal como se coment6 en la Subsecciéon
2.2.2, los materiales piezoeléctricos presentan un comportamiento no
lineal incluso para bajos niveles de excitacién o aceleracion. Por ello, el
modelo constitutivo propuesto por Leadenham y Erturk [43] serd em-
pleado debido a sus ventajas de poseer solo dos pardmetros no lineales,
ademas de haber sido previamente experimentalmente verificado. Otra
gran ventaja de utilizar este modelo, es que la identificacién de dichas
constantes ya ha sido previamente llevadas a cabo de forma exhaustiva
para los materiales utilizados en esta tesis[44, 229].

» Disipacion no lineal: Con el fin de contemplar los efectos de disipacién
de energia no lineal de los materiales piezoeléctricos que aparecen con
niveles de aceleracién moderado y altos, el modelo viscoso no lineal
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Figura 4.4: Esquema del recolector piezoeléctrico tipo viga sometido a una carga axial.

cuadratico propuesto por Stanton y col. [41], Gatti y col. [229] y Stanton
y col. [230] serd considerado.

» Condiciones de borde no ideales: Considerando el rol fundamental de las CB
en la respuesta dindmica del sistema, la configuracién bi-empotrada serd
seleccionada debido a ser una de las condiciones mas prometedoras para
aplicaciones de recoleccion de energia [205]. Por otro lado, en lo referido
a las condiciones de borde axiales, una condiciéon de borde no ideal sera
planteada debido a su capacidad de representar tanto casos intermedios
como extremos ideales. Esta CB, resulta similar a la propuesta por Lenci
y col. [223-225]. Sin embargo aqui involucraremos también a la carga
axial, la cual no fue contemplada por dichos autores.

» Configuracién pre-deformada: Por tltimo, obtener una solucién apropiada
al problema de pandeo estético resulta fundamental a la hora de resolver
la respuesta dindmica en la configuracién biestable. Para ello, la ecuaciéon
diferencial asociada al problema de pandeo estatico serd obtenida [210,
231] y resuelta dando lugar, tanto a los valores de carga critica como a la
configuracién pre-deformada.

De esta manera, las ecuaciones diferenciales a derivadas parciales (EDP)
que gobiernan el problema de acoplamiento electromecdnico de una viga
bi-empotrada con una ldmina piezoeléctrica cargada axialmente serdn obteni-
das siguiendo una formulacién Lagrangiana. Seguido a esto, la discretizacién
espacial del problema serd desarrollada a partir de la descomposicién modal
del sistema. Asimismo, el Método de Escalas Multiples (MEM) serd utilizado
para reducir el sistema de ecuaciones y obtener una solucién analitica apro-
ximada. Luego, se presentard por primera vez una expresion analitica para
calcular la generacién de energia de una viga piezoeléctrica pandeada, valida
tanto para el régimen de pre- como de pos-pandeo, contemplando todas las
caracteristicas mencionadas anteriormente. Ademas, las expresiones seran
desarrolladas asumiendo una viga escalonada genérica de tramos ] con el pro-
posito de poder considerar la discontinuidad donde el material piezoeléctrico
se encuentra presente.

4.2 ECUACIONES ELECTROMECANICAS

Con el fin de obtener las ecuaciones electromecanicas para el dispositivo
esquemadticamente representado en la Figura 4.4, la teoria de viga Bernoulli-
Euler es asumida considerando que la viga es lo suficientemente esbelta y
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despreciando los efectos relacionados a la inercia rotacional y la deformacién
por corte. De acuerdo a esta teoria, las secciones se mantienen planas y
perpendiculares a la linea de referencia de deformacién, por lo tanto, el vector
desplazamiento puede ser expresado como

u(x,t) —zsin[d (x,1)]
u= 0 , (4.3)
w(x,t) —z{1l—cos[0(x,t)]} + g (f)

donde u(x,t) y w(x,t) son las funciones asociadas al desplazamiento axial
y transversal, respectivamente; 9(x, t) es el dngulo de rotacién de la seccién
transversal; y ¢(f) es la funcién excitacion lateral. Comtunmente, el campo
de desplazamiento es linealizado asumiendo pequefias rotaciones, lo que
significa que el angulo de rotacion de la seccién puede ser aproximada como
la derivada espacial del desplazamiento transversal (¢ ~ w’). Sin embargo, en
la formulacién propuesta en la presente tesis se consideran valores pequefios
pero finitos para u y w, incluyendo los siguientes términos de orden superior

[227]

/
1
# = arctan (1j—)u’> =w —u'w +u?w — ng + .., (4-4)
1
cos(®) =1— Ew’z +u'w? + .., (4.5)
1
sin(9) =w' — v'w’ + u?w — ~w® + ..., (4.6)

2

donde el subindice ’ es utilizado para indicar derivadas respecto a la coor-
denada espacial (9/ax). Con el objetivo de considerar la influencia de una carga
axial estdtica en la dindmica transversal de la viga, se propone un campo de
deformaciones no lineal capaz de capturar el acoplamiento axial-flexional.
Acorde al tensor de deformaciones de Green-Lagrange, la tinica componente
no nula del mismo puede ser expresada como [228]

. aul 1 8u1 2 81/[2 2 8u3 2
Sl_ax+2[<8x> +<8x o) |- 47)
Donde u; representa la j-ésima componente del vector de desplazamiento
(x =1,y = 2y z = 3). Remplazando las expresiones (4.5) y (4.6) en la Ec.
(4.3) y luego en la Ec. (4.7), despreciando la componente no lineal debida a la

deformada axial pura y manteniendo términos ctibicos en u o w, se obtiene la
siguiente expresion

51 — u/ + lwlz —z (w// o w/u// _ lwawu 4 le/2> , (4.8)
2 2 2

la cual representa el campo de deformaciones no lineal propuesto, donde la
hipétesis O(u) = O(w?) fue implicitamente asumida a priori [232]. Las Ecua-
ciones diferenciales a Derivadas Parciales (EDP) que gobiernan el problema
electromecanico acoplado pueden ser obtenidas siguiendo una formulaciéon
variacional mediante la aplicacién del principio de minima accién o principio

de Hamilton enunciado como [233]

f
/ (6T — 6U + 6W,e) dt = 0, (4.9)

ta
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donde 6T, U y é6W,, son las variaciones de la energia cinética, energia
interna, y el trabajo realizado por las fuerzas no conservativas, respectivamente.
En este dltimo término, se considera tanto el trabajo realizado por las fuerzas
disipativas debido al amortiguamiento viscoso axial (c1), transversal (c2) y
cuadrético no lineal en la direccion transversal (c3), como la la energia disipada
en la resistencia eléctrica (R) por efecto Joule. Resolviendo la Ec. (4.9) se
obtienen las siguientes ecuaciones electromecénicas de Euler-Lagrange (véase

Apéndice C)
ot \ Ju dx \ ou’ o2 \ ou” =, G
(ALY, D (ALY R ALYy
ot \ dw ox \ ow'’ ox2 \ ow" QW r+caw sgn(w) =U, (4.11

0 (dL v
3 (av) + R 0, (4.12)

donde L = T — U es conocido como el funcional Lagrangiano, el cual se lo
define como la diferencia entre la energia cinética T y potencial del sistema
U. Los términos marcados con un punto superior () denotan derivadas res-
pecto a la coordenada temporal (9/at). A continuacién, deben ser encontradas
expresiones tanto para T como U en términos de las variables del proble-
ma. Primeramente, la energia cinética total del sistema puede ser obtenida
a partir de la suma de la correspondiente a la estructura (T5) y al material
piezoeléctrico (T,) como

1 3 aui 2
Tispy = 5 /V Pisp) [Z (at)

{s.p} i=1

dVis py- (4-13)

Donde ps, pp, Vs y V} son las densidades y volimenes de la estructura y del
piezoeléctrico, respectivamente. Por otro lado, las expresiones de la energia
interna pueden ser obtenidas a partir de la integracién de las expresiones
para la entalpia especifica. Respetando la misma notacién que el IEEE [37], las
ecuaciones constitutivas no lineales son asumidas de manera idéntica a las
propuestas por [43], como fuera sefialada en la Seccién (2.2.2). Asumiendo que
la polarizacién del elemento piezoeléctrico solo se produce en la direccién 3 ),
y que la tnica componente no nula del tensor de deformacién es la expresada
en la Ec. (4.8), las expresiones de entalpia especifica resultan ser

1
Hs :*cllss%/
2 (4.14)

1 1 1
Hp :ECHPS% + §C111p5:1)) sgn(Sl) — 63151E3 — 563115% sgn(Sl) — §€33E32).

Donde c115 y c11p son los médulos de Young, de la estructura y el piezo-
eléctrico, respectivamente; e3; es una constante piezoeléctrica lineal; E; es la
componente del campo eléctrico en la direccién 3 y €33 es la constante die-
léctrica del piezoeléctrico asociada a la misma direccién. Ademas, c111p y €311
son constantes elasticas y piezoeléctricas provenientes de la no linealidad del
material [229]. La energia interna total del sistema puede ser calculada como
la suma de las energias provenientes de la estructura (Us) y del piezoeléctrico
(Up) como

Ufs,py = Hispy dVis py- (4.15)
Visp)
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Por otra parte, debido a que el material piezoeléctrico puede ocupar una
parte de la longitud la estructura, se utiliza la funcién escalén A(x) igual a 1
en la longitud del piezoeléctrico e igual a 0 en caso contrario, cuya expresién
general para una viga con piezoeléctricos intercalados adopta la forma

-1 . -1
Z% (-1 H <x - ’L]k>
]: —

k=j

Ax) = ’ (4.16)

donde H(x) representa la funcién de Heaviside y | es el ntimero de tramos.
Debido a que la diferenciacién de la funcién H(x) resulta en la funcion de
Dirac d(x), una relacion util entre ellas resulta [234]

T Ams(x — d)
/Mf(x) dx = (—1)" d;;f)x) , (4.17)

— 00 X=Xq

siendo f(x) es cualquier funcién continua y diferenciable. La importancia
de esta funcién A(x) es para asegurar que el termino de acoplamiento electro-
mecanico lineal sobreviva a la diferenciacién respecto a la coordenada espacial
en la aplicacion de las ecuaciones de Euler-Lagrange (4.10) y (4.11). Ademaés de
asumir que el campo eléctrico solo se produce en el espesor del piezoeléctrico,
otra hipétesis asumida es que el mismo es constante en dicha direccién [44],
es decir

o(t
E; = }E) (4.18)
P
Resolviendo la Ec. (4.10) en conjunto con las Ecs. (4.13) y (4.15) se obtiene la
ecuacién de movimiento asociada a la direccién axial
2
mii — v’ + cqu — aax [EA <u’ + wz)] — Gax [EI <2w’2 +w’w”’)

n (4.19)

/
+0@)v + Orow’ — Yoo [u’ + wz] sgn(w”) + EI, [w”z]/sgn(w”) =0.

Mientras que los siguientes pardmetros seccionales surgen a partir de la
integracion en la direccién del espesor

v :/ psszs+A/ ppzdA,,
A, A,y

{EA,EI} :/ c1s {1,2%} dAS+A/ c11p {1,2°} dA,,
As Ap

(EL, EJ,} =A /A ey {2223} dA,, (4.20)
14
e .
@ =A %zldAp
Ap p

¥, :A/ BUidA,.
Ap hp

Donde A, y As representan las dreas transversales asociadas a la estructura
y al piezoeléctrico, respectivamente; EA y EI son la rigidez lineal constitutiva
axial y flexional, respectivamente; EI, y EJ, son las rigideces no lineales
constitutivas piezoeléctricas; mientras que ®; y ¥; denotan los acoplamientos
constitutivos lineales y no lineales, respectivamente. A esta altura, resulta
importante notar que las propiedades seccionales son funciones de x debido
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a la funciéon A = A (x). Resolviendo la Ec. (4.11), se obtiene la ecuacién de
movimiento asociada a la direccién transversal
d 0 2
mi + v (w'w") 4 cot + et || — v {EA (u/ + w2> w’]

"2 /
2 2 (4.21)
+0)v + (Oow) v — ¥ov [wlv + u'wlv} sgn(w")

2 1 1
+@ [Elw”] 4+ EI [u//w// . 7w/w//2 —w'u" 4 W — —w'w

+EJ, [(w”z)” —|—3u’w”’2] sgn(w”) = —mg.

Por ultimo, la ecuacién eléctrica puede ser obtenida resolviendo la tltima
ecuacion de Euler-Lagrange (4.12)

., 0 J ,  w? " 1 »
CPU+R+/Lpat |:®0 <T/l +2> —®1 ('CU )+®2 <2w >:| dx

Jd /1
—/ Yo — <wl2 —u'w'"* — w’u”w") sgn(w”)dx = 0.
L 2aE\2

(4.22)

Donde L, corresponde al dominio asociado al piezoeléctrico para la coorde-
nada x, mientras que C, representa la capacidad equivalente del piezo, donde
para ceramicas tipo bulk puede ser calculada como

€
Cp="7> / dA,, (4-23)
p A,
donde A, es el drea del piezoeléctrico en el plano z.

4.3 CONSIDERACIONES PREVIAS A LA RESOLUCION DEL MODELO

En la Seccién anterior, se dedujeron las Ecs. (4.19), (4.21) y (4.22) que gobier-
nan el problema axial, flexional y eléctrico acoplado. Como se puede observar,
este conjunto de EDP presentan un grado de complejidad que dificulta su
resolucion. Por ello en esta secciéon se presenta una version reducida de estas
expresiones en base dos puntos que simplifican el problema:

1. Eliminacion del grado de libertad axial basado en la hipdtesis de gran esbeltez:
Cuando una estructura tipo viga posee una dimensioén longitudinal lo
suficientemente grande comparada con sus dimensiones seccionales,
pueden ser asumidas diversas simplificaciones, permitiendo obtener
una relacion explicita entre las variables dependientes u(x, t) y w(x, t).
Alcanzar una relacién de este tipo resulta altamente atractivo debido a
que permite eliminar por completo el grado de libertad axial del movi-
miento. Para llevar a cabo esta simplificacién es necesario definir las CBs
axiales, donde distintas relaciones son planteadas asumiendo diferentes
configuraciones. Por este motivo, serdn estudiadas las posibilidades mas
comunes incluyendo el caso de una CB no ideal, de principal interés
para esta tesis.

2. Andlisis adimensional de las expresiones: El andlisis dimensional es una
técnica ampliamente utilizada en problemas de ingenieria proporcio-
nando un método sistemdtico capaz de identificar aquellos términos
«pequefos» que puedan ser despreciados en ecuaciones diferenciales
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[180]. Una de las principales virtudes de esta técnica radica en que la
definicién de «pequefio» no resulta en una arbitrariedad, sino que son
definidos por aquellos término que sean mucho menores a 1. De esta
manera, una ecuacion diferencial puede ser adimensionalizada y algunos
términos puede ser despreciados, permitiendo de esta forma obtener
una solucién més sencilla. Ademads, otra de las ventajas asociadas a
este andlisis radica en la disminucién de los pardmetros asociados a la
ecuacion diferencial, debido a que los términos quedan expresados en
cantidades adimensionales.

4.3.1 Hipétesis del acoplamiento axial-flexional basado en el grado de esbeltez

Para una viga esbelta sujeta a excitaciones laterales, es posible despreciar la
inercia longitudinal y la rigidez flexional frente a la rigidez axial [235] en la
ecuacion de movimiento axial (Ec. 4.19). Tomando esto en consideracion, los
términos inerciales, de amortiguamiento y piezoeléctricos también puede ser
despreciados en la Ec. (4.19) obteniendo asi

w'?

Donde el subindice j ha sido introducido para indicar el j-ésimo tramo de
la viga j = 1..J, siendo | el nimero total de tramos. Integrando la ecuacion
anterior respecto a la coordenada espacial x la siguiente relacién es obtenida

[232]

d

ox

w'?
EjA; (”;“" 2]> = Cu(t), (4.25)

lo que indica que la deformacién axial es una funcién constante a tramos.
Integrando una vez mas, la solucién aproximada al desplazamiento axial es

. X;
uj = Cp(t) + xg]jt) - ;/ ! w;-zdx, (4.26)
1°7 Xjo

donde un total de 2] constantes de integracién, denotadas por Cj; () y C2(t),
emergen y sus valores deben ser determinados mediante la aplicacién de las
condiciones de borde y de compatibilidad axial. En esta tltima expresion, los
pardmetros xj, y X;; son utilizados para denotar las coordenadas x de inicio y
fin de cada tramo. Distintas condiciones de borde pueden ser asumidas para el
problema axial obteniendo resultados diferentes en las ecuaciones reducidas.
Asumiendo que el primer extremo de la viga se encuentra perfectamente
empotrado, la condicién de borde (ideal) resulta ser

Uq (0, t) =0. (427)
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Figura 4.5: Representacién esquemadtica de la condicién de borde axial para el Caso A.

Ademés, las ecuaciones de compatibilidad para cada par de tramos consecu-
tivos son los correspondientes a asumir desplazamientos y esfuerzos internos
continuos

i i
Ui (Z Li’ll t) = Ujt1 (Z Lf’l/ t) s
n=1 n=1

i i
Ni (Z Li’l/ t) — Ni+l (Z Lﬂ/ t) 7
n=1 n=1

dondei =1,...,] —1, L, es la longitud del n-ésimo tramo, mientras que
Nj(x,t) es el esfuerzo normal correspondiente al j-ésimo tramo de la viga cuya
expresion es

(4.28)

(4-29)

2
Nj(x,t) = E]A] (U;’(X,t) + w](x,t)> .

2

Por ultimo, es necesario definir la condicién de borde correspondiente al
otro extremo de la viga, donde es aplicada la carga axial. En este caso, se
estudia en profundidad diversas maneras de introducir la pre-carga basados
en tres enfoques distintos producto de considerar: (a) una fuerza axial aplicada,
(b) un desplazamiento prescrito, o (c) una fuerza axial sumado a una restric-
cioén eldstica. Los primeros dos representan las condiciones de borde ideales
propuestas. En el Caso A, asumiendo una fuerza axial, el desplazamiento axial
debido al acoplamiento flexional estd totalmente libre, como serd probado
luego. Por el contrario, asumiendo un desplazamiento prescrito como en el
Caso B, resulta equivalente a restringir totalmente el grado de libertad axial.
Por ultimo, el Caso C resulta ser un caso intermedio, donde la rigidez de dicho
extremo puede ser modificada a través del pardmetro k, el cual actda como
una condicién de borde no ideal.

Caso A: Fuerza axial aplicada en el extremo

Asumiendo que una fuerza axial estatica es aplicada en el extremo derecho,
representada esquematicamente en la Figura 4.5, la condicién de borde para el
problema axial es [166]

N(L,t) = —P. (4-30)

Donde P es la fuerza axial estética aplicada. Reemplazando las Ecs. (4.27),
(4-28) y (4.30) en la Ec. (4.26), y resolviendo para las constantes de integracion,
éstas adoptan los siguientes valores

I/ PL, PL 1 [
Cq = < — > — / w'dx,
! k; ExAx  EjAj) 2o (4.31)

Cpp=—P.
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Figura 4.6: Representaciéon esquematica de la condicion de borde axial para el Caso B.

Donde la variable w = w (x) es introducida por simplicidad para indicar el
desplazamiento lateral en todo el dominio, independiente de los tramos de la
viga. Luego, el campo de desplazamientos axial correspondiente al j-ésimo
tramo resulta de reemplazar la Ec. (4.31) en la Ec. (4.26)

/. PL, PL Px 1 [* ,
(x,t) = - - — = dx. .

Por ultimo, derivando con respecto a la coordenada espacial, se obtiene la
siguiente expresion
/ p 1 2

R
U= EjA; Wi (433)

la cual representa la principal expresion a inyectar en la ecuacién flexional
(4.21). Evaluando el desplazamiento dado por la Ec. (4.32) en el extremo donde
la carga se encuentra aplicada (x = L) se obtiene

. 1 L
u(l) = — Z ﬁ — 2/0 w'? dx, (4.34)

donde el primer término corresponde al desplazamiento estatico asociado
al problema axial y el segundo corresponde al acoplamiento axial flexional, el
cual varia con el tiempo a través de w = w (x, t). La existencia de este término
muestra que el extremo donde es aplicada la carga axial posee un grado de
libertad de movimiento, tal como se habia mencionado previamente.

Resulta interesante identificar los términos que emergen en la ecuaciéon
flexional al asumir un desplazamiento axial simplificado. Para ello, reemplaza-
mos la Ec. (4.33) en la ecuacién flexional (4.21), determinamos que el término
de acoplamiento axial queda de la siguiente manera

d

ox

w’?
EiA; (u; + 2’) w;] = Pw}, (4-35)

donde el término obtenido da lugar a la influencia de la carga axial en la
dindmica transversal de la viga. Ademas, el término de la rigidez geométrica
no lineal queda definido a partir de la siguiente expresiéon

/

1 1
EI [uuw// . Ew/w//2 —w'u" T u'w'" — Ew/w//IZ — FJ (w/w/Q)//' (4.36)

Case B: Desplazamiento prescrito en el extremo

Otra condicién de borde comtnmente utilizada es la de asumir un desplaza-
miento prescrito, igual al que se produciria si una carga axial estdtica P fuera
aplicada en dicho extremo [181, 204]. Este fendmeno, es comtnmente referido
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como alargamiento o stretching [227]. En este caso, la tltima CB asociado al
extremo derecho representada esquematicamente en la Figura 4.6 es

] PL:
u(Lt)=—3 £ (4-37)

Donde el valor desplazamiento asumido surge de resolver el problema axial
estdtico lineal para una viga de | tramos. Reemplazando las Ecs. (4.27), (4.28)
y (4.37) en la Ec. (4.26), la soluciéon de las constantes de integracién resulta
ahora

I,/ PL, PIL 1 ExAx .
Cﬂ_Z(E-A»_EkAk)_z <EA] Leff/ dx
ExAp L W2
(E A Leff / dx (4.38)

o j4 7
Cp= P+2L;ff/0 w;” dx.

Que reemplazando la Ec. (4.38) en (4.26), y diferenciando respecto a la
coordenada espacial, la relacién a inyectar en la ecuacion flexional (4.21) es

1 L
/ _ _ T2 2
ui(x, t) = EA 3V +2L]e.ff/0 w'* dx. (4-39)

Donde L]e.f f representa el largo efectivo del j-ésimo tramo de la viga cuyo
valor es determinado de la siguiente expresion

roff _ v LB

J _k:1 ExAy -

(4.40)

En este caso, a diferencia del anterior, si se evalta el desplazamiento para
el extremo x = L puede verificarse y obtenerse nuevamente la condicién de
borde dada la Ec. (4.37). De esta manera, la CB resulta claramente més rigida
que la presentada en la Subseccién anterior debido al grado de libertad axial
restringido en ambos extremos. Reemplazando la Ec. (4.39) en el término de
acoplamiento axial perteneciente a la ecuacién flexional (4.21), la aproximacion
de este correspondiente al modelo reducido es

9
Jx

w? EA; L
AL / ] / /A ke R/ 2
E;jA; (u]+ 5 ) w]] = Pw; 2L]e.ffw] /0 wdx. (4.41)

Donde Ej4;/L;" es un parametro constante para todo j. Comparando la Ec.
(4.41) con la Ec. (4.35), se obtiene: un primer término idéntico a la reduccién
anterior, y un segundo termino adicional de O(EA) que emerge de la reduc-
cién en la ecuacion flexional. Este término, de orden ctibico, representa la
no linealidad geométrica de la viga que se adicionara al término presentado
en la Ec. (4.36). Debido al hecho que O(EA) > O(EI), es comun encontrar
que el nuevo término expresado en la ecuacién (4.36) es despreciado frente
al obtenido en la Ec. (4.41), tal como serd demostrado luego en el andlisis
dimensional.
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Figura 4.7: Representacién esquemadtica de la condicién de borde axial para el Caso C.

Caso C: Fuerza axial sumada a restriccién eldstica en el extremo

Los casos A y B presentados en las subsecciones anteriores significan con-
diciones de borde extremas en lo que respecta al grado de rigidez asumido
en la CB axial. Esto es, que mientras que la primera reduccién no restringe el
movimiento axial, la segunda lo hace de manera total. En este sentido se ha
probado que la eleccion de esta CB influye fuertemente en la expresién final de
la no linealidad geométrica, donde, en el caso de movimiento axial sin restric-
ciones en el extremo, emergen solo términos de O(EI), mientras que en el caso
de movimiento axial totalmente restringido, emergen términos de O(EA). En
escenarios reales, resulta muy dificil que alguna de estas dos hipétesis logre
reproducir el comportamiento dindmico de la estructura debido a la existencia
de huelgos y friccion inherentes a cualquier montaje. A fin de estudiar un caso
intermedio donde el movimiento axial sea posible pero de manera limitada,
una alternativa es asumir que el extremo derecho se encuentra sometido a
una carga axial sumado a una restriccion eldstica. Acorde a esto, la expresion
matematica que modela este comportamiento, representada en la Figura 4.7,
puede ser expresada como

N(L,t) = =P —kcu(L,t). (4-42)

Donde k. representa la restriccion eldstica como fuente de no idealidad de
la CB. Reemplazando ahora las Ec. (4.27), (4.28) y (4.42) en la Ec. (4.26) la
solucion de las constantes de integracion es

c i <PLk PLk> 1 i ExAg keLj Lw,2 &
L= Phe Pl 1 ExAk
TEVeg a ) 25\ E4 ¢ Jo

I (EApkeLi b
+) <EkAk = / w/de> , (4-43)
k=j J44j Gj Xji
E:A; k.E:A; (L
Cp=—-L1p+-~! f/ w? dx.
Gj Gj 0

Donde ¢; es una rigidez efectiva para cada tramo cuyo valor es definido
como

keLiEpAg
i = EjAj+ Z EA (4-44)

Finalmente, reemplazando la Ec. (4.43) en (4.26), y diferenciando respecto a
x, se obtiene la siguiente expresion para inyectar en la ecuacion flexional (4.21)

P ko [t 1
U= ——+ = / w?dx — Zw?. (4-45)
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Siguiendo un procedimiento anédlogo al realizado en las reducciones an-
teriores, la Ec. (4.45) es reemplazada en el término de acoplamiento axial
perteneciente a la ecuacion flexional (4.21) obteniendo asi

!/ w;z / 1 1 /! k 2
E;jA; u]-+7 w; :P(xw]-—zkczij/o we. (4.46)

Donde el pardmetro adimensional y constante para cada tramo a = Ej4;/¢;
fue introducido por simplicidad. Este coeficiente toma valores desde 0 a 1 a
medida que k. disminuye desde un valor grande a o y sirve como coeficiente
en la carga axial efectiva que sufre la viga a través del término Paw’”. Como
primera observacion, debe notarse que para k; = 0 « debe ser igual a 1 debido
a que ¢; = E;Aj, reduciendo la Ec. (4.46) al Caso A dado por la Ec. (4.35). Por
el el contrario, cuando k. tiende a infinito, es posible demostrar que

d

ox

lim |Paw! — 1k aw’! " w'?| = Eidy w’! ' w'? dx (4-47)
kcﬁ)oo ] 2 Cc ] 0 ZLEff j 0 . 4~4‘7
j

El cual representa la misma no linealidad geométrica de O(EA) que en
el Caso B, dada por la Ec. (4.41), pero con un valor de P = 0. A fines de
clarificar la diferencia de los distintos términos emergentes del acoplamiento
axial-flexional a la hora de reducir el desplazamiento axial de la viga, se
presenta la siguiente expresion

(

Pw" Caso A

d ;WP\ Pw" — E4 w'” Lw’2 dx CasoB
—o [EA (u + 2) w] A SLeff 0 (4-48)

1 L
Paw” — ZkCocw”/ w?dx Caso C
0

Observando esta tltima expresion, resulta claro que es posible recuperar
los casos A y B a partir del Caso C mediante una correcta eleccién de los
parametros k. y «. Un resumen mds comprensible de los valores que deben
tomar estos parametros se encuentra en el Cuadro 4.2.

ke «

Caso A 0 1

EA
Caso B Teff 1

Cuadro 4.2: Valores elegidos para k. y a pertenecientes al Caso C para recuperar los
Casos A y B.

Ecuaciones electromecdnicas con hipétesis simplificativas basadas en el grado de
esbeltez

Como se mencioné anteriormente, es posible desarrollar la formulaciéon
matemadtica a partir del Caso C y luego recuperar los casos ideales (A y B)
mediante la eleccién de pardmetros presentados en el Cuadro 4.2. Por lo
tanto, se presentan las ecuaciones de movimiento para el desaplazamiento
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transversal de la viga y el voltaje del piezoeléctrico, que se obtienen eliminando
el grado de libertad axial por la hipétesis de gran esbeltez, y reemplazando la

Ec. (4.45) en las Ecs. (4.21) y (4.22)
2

2o [EIw"] —EI (w'w"?)"

)
mi + v, (w'd") 4 cow + c3t |w| 4+ Paw” +

1 L PN\
—Ekczxw” /0 w?dx + ©fv + (@w) v+ Y0 (w” + 2gw”> (4.49)

1
sgn(w”) + EJ, [w”z - 31;w”2} sgn(w') = —mg,

’ E_ 2 /! B /! _/ &2 1 12
C,ﬂH—R /L,, [®1at<w +gw Lp@ggat 5w dx| dx

5 (4.50)
—/ Y, — <1w”2 + Pw”z) sgn(w’) dx = 0.
Lp ot \ 2 G

En estas expresiones es posible observar que la carga axial P afecta a
la rigidez lineal del sistema a través el termino Paw”, a los acoplamientos
electromecénico @ y ¥», asi como a la rigidez no lineal constitutiva EJ,. Por
otro lado, se identifican dos términos asociados a la rigidez geométrica no
lineal, uno debido a la condicién de borde no idealk.«, y el otro al campo
de deformaciones no lineal (EI (w'w’ /2)”). La contribucién de los términos
involucrados en las Ecs. (4.49) y (4.50) es analizada mediante el proceso de
andlisis dimensional.

4.3.2 Andlisis dimensional

El andlisis dimensional es una técnica ampliamente utilizada en problemas
de ingenieria proporcionando un método sistemdtico capaz de identificar
aquellos términos «pequefios» que puedan ser despreciados en ecuaciones
diferenciales [180]. Una de las principales virtudes de esta técnica radica en
que la definicién de «pequefio» no resulta en una arbitrariedad, sino que son
definidos por aquellos término que sean mucho menores a 1. De esta manera,
una ecuacion diferencial puede ser adimensionalizada y algunos términos
puede ser despreciados, permitiendo de esta forma obtener una solucién maés
sencillo. Por dltimo, otra de las ventajas asociadas a este analisis radica en la
disminucién de los parametros asociados a la ecuacién diferencial, debido a
que los términos quedan expresados en cantidades adimensionales.

Con el fin de proceder con este andlisis, las siguientes cantidades adimen-
sionales asociadas a las variables dependientes e independientes del problema
son introducidas

w x t JEI Cp, |EI
W=, X=3, T=—y/—, V=024 . (4.51)
L L 2\ m 2\ m o
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Reemplazando las expresiones (4.51) en las Ecs. (4.49) y (4.50), las EDP
asociadas al desplazamiento flexional y al circuito eléctrico son obtenidas
como

W00 (WW') + G+ CoW |W]+ PW" + W'
1
—%KW” / W2dx - Ke (WW™)" +6f"v + (8] w)/ v (452)
0

+ (¥4 #7) VWY sgn(W”) + (Kc + KE) [W'] " sgn(W) = €,

LV A ~p OW” . W'
V4=~ — O,+0)) ———-/ 6 dX| dX
TR /lp (©1+01) 7 /lp T
. (4-53)
- / (¥, +9%) (W) sgn(W")dX = 0.
I, oT
Donde los pardmetros adimensionales son
ur cyL2 c3r . PL%w
g — —_—— P [
V=17 G —T G o T

ke _1\2 ~f  O1L* [m ~f Ol [m
K=ta Ke=(p) S =c Ve = ¢ VER

S

C2EIL*’ 2 T GCIEILY R CT A

r®; |EI ~p Pr@y [EI . 7?0k [EI ¥, [EI
= — -, @ = -, @ = -, T = —,
TV m Vel Vom 07t Vm 27206V m
p  Pr*¥, [EI R JEI Ly

= = R==E_\/=, -7,
27 LS m L2 Vm P L

FomrY, ofp  Pmr*¥s _EJur? v _E Jur*P
S = -

@

>

(4-54)

Donde r = 1/I/4 representa el radio de giro de la seccién. Aqui, los para-
metros denotados con superindice p indican la inclusién de la carga axial P,
frente a sus homoénimos sin dicho superindice. A su vez, el superindice f ha
sido introducido a fines de referir los pardmetros pertenecientes en la ecuaciéon
flexional que se encuentran repetidos en la ecuacién eléctrica. Observando la
Ec. (4.44) se puede notar que O(g) = O(EA). De esta manera. para valores de
carga menores que la rigidez axial, se puede asumir facilmente que

O (I;) < 1. (4.55)

Lo cual implica que las variables adimensionales deben satisfacer las si-
guientes relaciones

O (¥) <0 (¥), 0K <0 (Ke),
0 (0]) <0 (61), O(¥)) <O (¥2).

Por lo tanto, cuatro términos pueden ser despreciados de las Ecs. (4.52) y
(4.53). Por otro lado, para la ecuacién flexional, se observa que existen dos
pardmetros referidos a la no linealidad geométrica de orden ctbico asociados
a aquellos que involucran a los pardmetros adimensionales K y K. En el

(4.56)
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andlisis adimensional de teorias de vigas, una de las relaciones generalmente
impuestas resulta ser

2
@) ( Lz) <1, (4-57)
Lo cual implica que
O (Kg) < O(K). (4-58)

Siendo posible despreciar la no linealidad geométrica proveniente del campo
de deformaciones no lineal, frente a la emergente por la condicién de borde
axial no ideal. En base a lo desarrollado, un total de cinco términos pueden ser
eliminados de las EDP. A partir de ahora y por conveniencia, se eliminan de
las ecuaciones dimensionales aquellos términos que han sido apropiadamente
despreciados en el andlisis dimensional. Por consecuente, las Ecs (4.49) y (4.50)
toman la forma

2
iy + v (w'w") 4 cow + ezt || 4+ Paw” + 2 [Elw"]

ot dx?
1 " k ” " / v " (4 59)
_Ekczxw / w"” dx + OJv + (Oow)" v + Yvw'” sgn(w") '
0
+EJ,w sgn(w") = —mg,
.0 0 k. o "
CPZH—R—/L ®§( )—/LPG)ga(w)dx]dx

(4.60)

ad 1 //2 _
/‘ant< >sgn( "Ydx = 0.

Que seran las Ecs. a considerar en las secciones siguientes de esta tesis.

4.4 MODELO ELECTROMECANICO EN ESTADO DE PRE-PANDEO

Con el fin de introducir el procedimiento matemaético para resolver las EDP
del recolector en la configuracion bi-empotrada, resolveremos en una primera
instancia el problema en el estado de pre-pandeo, donde no existe ningtin tipo
de configuracién pre-deformada.

4.4.1  Discretizacion espacial en régimen de pre-pandeo

La solucién de las Ecs. (4.59) y (4.60) es obtenida mediante el proceso de
discretizacién espacial o andlisis modal. Anulando los términos no lineales, de
amortiguamiento, piezoeléctricos y la forzarte de la Ec. (4.59), el problema de
vibraciones libres para una viga uniforme a tramos puede ser expresada como

[213, 236]
E]-ijfv + Paw] + mj; = 0. (4.61)

Donde el subindice j es usado nuevamente para representar cada uno de
los tramos de la viga. Aplicando el método de separaciéon de variables, se
asume una respuesta armonica para la solucién temporal, el desplazamiento
transversal puede ser expresado como

wj(x,t) = ¢j(x) (Acoswt + Bcoswt) . (4.62)
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Reemplazando la Ec. (4.62) en la Ec. (4.61) y separando la parte temporal del
problema se puede obtener la siguiente relacién

9 = Bigj+ 159 =0, (4.63)
siendo K]? = Pa/EL y ﬁ;‘ = pjAjw*/E;1. La solucion a la Ec. (4.63) se obtiene
asumiendo la solucién de Euler, que tiene la forma

¢j(x) = Cje’r™. (4.64)
Donde C; son constantes a determinar y los valores de s puede ser determina-
dos a partir de resolver

st+rist — B =0. (4.65)

Cuya solucién es

2 o _ |5 i

Por lo tanto, la solucién a la Ec. (4.63) puede ser expresada mediante
funciones trigonométricas de la forma

¢i(x) = Cj1 cosh(sj1x) + Cpp sinh(sj;x) + Cj3 cos(sjpx) + Cjgsin(sppx). (4.67)

Como se ha expuesto, las Cj; representan las constantes de integracion
asociadas a cada tramo. La cantidad de constantes de integracién asociada es
igual al orden de derivacion de la Ec. (4.61), por lo que deben ser determinadas
un total de 4] constantes de las ecuaciones de borde y compatibilidad. Las
mismas pueden ser expresadas si se considera la configuracién bi-empotrada
como

o

(4.68)
ELip!

EiLi¢)"

dondei =1,...,] — 1. Remplazando la Ec. (4.67) en la Ec. (4.68), un sistema
de ecuaciones algebraicas lineal y homogéneo es obtenido. Dicho sistema
puede ser escrito de forma matricial como

MC = 0. (4-69)

Donde C=[Cy; Cip Ciz ... Cpg ]T es un vector columna compuesto
por todas las constantes de integraciéon, mientras que M es una matriz cua-
drada de orden 4]. Con el fin de encontrar soluciones distintas a la trivial
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para la Ec. (4.69), se debe verificar que el det(M) = 0. Dicha expresiéon da
lugar a lo que se conoce como ecuacién de frecuencias con infinitas soluciones
para wj, las cuales representan las distintas frecuencias naturales del sistema y
sus valores pueden ser obtenidos facilmente mediante cualquier método de
biisqueda de raices, como por ejemplo Newton-Raphson. Del analisis modal,
cada uno de estos valores obtenidos representa un auto-valor y posee un
auto-funcién asociada, comtunmente llamado modo de vibracion. Los modos
son luego obtenidos imponiendo la condicién de orto-normalidad respecto a
la matriz de masa

L
/mgbi(l)]‘ dx = 51‘]‘- (4.70)
0
Donde
0, i#]j
51“ = 71
i {1, P (4.71)

Por dltimo, el desplazamiento total de la viga puede ser determinado como
la combinacién lineal de las auto-funciones como

N
w(x, t) = ; qi(t)¢i(x)- (4.72)

Donde g; (t) es la i-ésima coordenada generalizada, mientras que N el
numero de modos a considerar en la solucién. Reemplazando la Ec. (4.72) en
las Ecs. (4.59) y (4.60), multiplicando por el modo ¢;(x) e integrando entre
x =0y x = L, se obtiene el siguiente conjunto de N + 1 ecuaciones, para la
amplitud de cada modo g;(t)

N N
Gi+ Y xije (djde + qjic) + paidi + Y, Haidjix sgn(d) + wia;

jk=1 jk=1
N N
+ Y Keipqiqeq + Y Keidqiqesgn(q;) (4.73)
jkI=1 jk=1
N N
+v |6; + GGzJCI] + Z 90]6]] sgn(q]) = —F COS(Qi’),
j=1 j=1
v N N N
Cpot & — Z{ Yidi + 'Zl aijdi §j — ,,21 Yeiqi djsgn(q;) = 0. (4.74)
1= l,]: l,]:

Donde la informacién espacial del sistema estad representada en los siguientes
pardmetros modales

L
Xijk = V/o pippr dx, (4.75)

L
Hoij = Cz/o $ipj dx, (4.76)
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M3ijk = C3 /L p ¢ipiprsgn (¢;) dx, (4.77)
w? = /0 o (ET(x) 9" + Pagl') dx, (4.78)
. L L
Kaiju = — ke ( /O ] dX> ( /0 Prpi dX>, (479)
Keie =Bl || an[oft] " sen (97) v (480)
0; = /L ,, @/ ¢; dx, (4.81)
6cij = /L Opigf dx, (4.82)
by =¥z | 9ugf"sgn (97) v 483)
F = G/OLT” (x) ¢idx, (4.84)
¥ = /L p ©:¢; dx, (4.85)
Yeij = /L p @okf 29/} dx, (4.86)
e =%a | [o007] sam (o) ax. 487)

4.5 MODELO ELECTROMECANICO EN ESTADO DE POS-PANDEO

A diferencia del caso anterior, para obtener las ecuaciones discretizadas
del régimen de pos-pandeo, es necesario obtener la solucién al problema de
pandeo estatico de forma de poder calcular la configuraciéon pre-deformada
para luego ser inyectada en las Ecs. (4.59) y (4.60).
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4.5.1 Modos de pandeo estditico

Eliminando las derivadas temporales y los términos no lineales de la Ec.
(4.59), la ecuacién asociada al problema de pandeo estatico puede ser expresa-
da como [210, 231]

1 L
Ejijs{]V + Paw(; = ZkCtxw;'j/O w?dx, (4.88)

donde ws; = w;;(x) representa el desplazamiento transversal estatico asociado
al j-ésimo tramo mientras que ws = ws (x) es introducido por simplicidad
para indicar la misma variable pero en todo el dominio. Observando esta
altima expresion, el término integral del miembro derecho resulta constante,
por lo que es convenientemente redefinido como

1 L
= kc/ w’? dx. (4-89)
2" Jo
De esta manera, la Ec. (4.88) es reescrita como
wS{]V + A]Zw;;- =0. (4.90)

Donde fueron introducidos los pardmetros )\]2 = Pa/g, y P=P—T. La
solucién general a la Ec. (4.90) puede ser definida como [189]

Wsj = Kjl + K]-Zx + Kjg cos (A]-x) + K]'4 sin (A]'x) . (4.91)

Donde Kj; representa cada una de las cuatro constantes de integracion
asociadas a cada tramo de la viga, que deben satisfacer las condiciones de
borde y compatibilidad del problema. Remplazando la Ec. (4.91) en las mismas
condiciones de borde del problema de pre-pandeo dado por las Ecs. (4.68), pero
ahora en términos de w; (x), se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas
lineal y homogéneo compuesto por 4] incégnitas. La expresiéon de dicho
sistema en forma matricial toma la forma

NK = 0. (4.92)

Donde K = [ K; K» K3 .. Ky ]! es un vector columna que contiene
las constantes de integracién y N es una matriz de orden 4]. De forma anéloga
al anélisis de modos de vibracién en régimen de pre-pandeo, se resuelva la
Ec. det(N) = 0 para obtener soluciones distintas a la trivial. Dicha expresiéon
da lugar a una ecuacién con infinitas soluciones de P que representa cada
valor de la carga critica. Luego de encontrar los valores de carga critica, el
desplazamiento transversal de los modos de pandeo puede ser determinado
obligando a los modos satisfacer la condicién previamente impuesta para A;

EjlijA; =P —T. (4-93)

Donde dado que I' depende del modo de pandeo, esta dltima expresion
representa una relacién implicita entre la amplitud de desplazamiento trans-
versal y el valor de la carga P.

4.5.2 Ecuaciones diferenciales de pos-pandeo

Las ecuaciones diferenciales que gobiernan la dindmica de pos-pandeo
pueden ser obtenidas descomponiendo al desplazamiento transversal total
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como la suma del desplazamiento estético (dado por w; resuelto en el problema
de pandeo estético) y una nueva variable dindmica w,(x, ) como sigue

w(x, t) = ws(x) +wa(x, t), (4-94)

donde w; es la componente dependiente del tiempo que representa las vibra-
ciones alrededor de esa configuraciéon pre-deformada. Reemplazando la Ec.
(4.94) en la Ec. (4.59), se obtiene la siguiente ecuacién

0
miy + v, (whwy') + c2t04 + 314 |w4| + Pawl) + EIwy
1 L
— ke (! + ) | [ (wh+w)® dx | dv+©fo-+ O (wl+w))] 0
0

4y v v " 1" E " 21" " oo
20 (W' +wy’ ) sgn(wl +wy) + EJu | (wi +wj)"| sgn(wy +wy) = —mg,
(4.95)

donde, ws no produce términos inerciales ni de amortiguamiento debido a
que el mismo no varia con el tiempo. Ademas, los términos de rigidez lineal
desaparecen si se impone la condicién dada por (4.88).

Siguiendo con la ecuacién eléctrica, el campo de desplazamientos dado por
la ecuacién (4.94) es reemplazado en (4.60) obteniendo asi

Cpo + % - / [®1aatw,’i’ — @012{;/ (wl? + wlp?) dx] dx
Lp LP 6
¥, 3 (4.96)

L2 0t

(w}?) sgn(wl + w) dx = 0.

De esta manera, queden representadas las dos ecuaciones diferenciales a
derivadas parciales que incluyen la configuracién pre-deformada.

4.5.3 Discretizacion espacial en régimen de pos-pandeo

Con el fin de dar solucién al problema de vibracién forzada en pos-pandeo,
el problema asociado a vibraciones libres debe ser resuelto en una primera
instancia. Anulando términos no lineales, de amortiguamiento, piezoeléctricos
y forzante de la Ec. (4.95), se obtiene la siguiente expresién [210, 231]

L
mwy; + Pawy; + Elwé}/ = keaw(; / wlw!, dx. (4.97)
0
Aplicando una vez mas el método de separaciéon de variables, y asumiendo
una solucién armoénica para la coordenada temporal, la soluciéon para w; es

wy(x,t) = ¢j(x) (Acoswt + Beoswt). (4-98)

Reemplazando la Ec. (4.98) en la Ec. (4.97), la dependencia temporal puede
ser anulada obteniéndose
L
¢ — Bigj + ki) = djw / weg' dx, (4-99)
0
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donde las constantes x7 = Pa/Ejy, fi = pidjw’/EL; y dj = k/2E1; fueron in-
troducidos por simplicidad. En esta tltima ecuacién, el miembro izquierdo
representa el problema de discretizacion espacial en caso de que no se asuma
ningtn tipo de configuracién previa (i. e. ws = 0), lo que corresponde al
problema de pre-pandeo dado por la Ec. (4.63). En este caso, la principal
diferencia es que la Ec. (4.99) representa una EDO no homogénea, por lo que
su solucién general puede ser expresada como

b = Pnj + Py (4.100)
Donde ¢y; y ¢p; representan la soluciones homogénea y particular, respecti-
vamente. La solucién homogénea puede ser obtenida resolviendo
IV _ pd 2
Onj — Bidnj + il =0, (4.101)
La cual fue previamente resuelta en el apartado anterior por tratarse de la
misma Ec. (4.63). Para este caso es
¢nj(x) = Cj cosh(sj1x) + Cp sinh(sj1x) + Cj3 cos(sjpx) + Cig sin(sjpx). (4.102)
Esta expresion corresponde a la misma forma modal que para P < Pj; .
Por otro lado, la solucién particular puede ser obtenida resolviendo
L L
I 2
IV B, + k) = dyul, / wl g} dx + d!, / wlg, dx. (4.103)
0 0

Analizando el extremo derecho, los términos integrales resultan constantes,
por lo que ¢,; debe tener la forma

9yi(x) = sl (4.104)
Reemplazando en la Ec. (4.103), se puede obtener
L L
]554 1" d]-w;;»/wgzpil dx + C]-5djw;’]-/w;w;“ dx. (4.105)
0 0

Donde la relacién dada por la Ec. (4.88) fue utilizada una vez més [210, 231].
Definiendo las siguientes cantidades integrales por comodidad

L L
Ay = /wg(pjl dy, A, = /w;w;” dx , (4.106)
0 0

y asumiendo que wg’] # 0, la condicién que debe satisfacer las condiciones
de borde Cj5 puede ser expresadas como

diAp + Cjs <d]-Aq + ﬁ?) =0. (4.107)

Reemplazando las Ecs. (4.102) y (4.104) en la Ec. (4.100), se obtiene la forma
modal asociada al problema de vibraciones en el régimen de pos-pandeo

¢; (x) =Cj1 cosh(sjix) 4 Cjz sinh(sj;x) + Cj3 cos(sjx) + Cig sin(sjpx)

(4.108)
+ C]5ZUS].

A diferencia de la forma modal para el problema de pre-pandeo, dado por
la Ec. (4.67), un total de 5] constantes de integracién deben ser determinadas.
Estos valores emergen de las mismas condiciones de borde del problema
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de pre-pandeo, dadas por la Ec. (4.68), sumado a las | condiciones que se
adicionan por la Ec. (4.107), la cual sirve como una CB adicional.

Una vez mas, al igual que en el caso de pre-pandeo, la discretizaciéon espacial
involucra un problema de autovalores y autovectores con infinitos valores
de w; asociados. Por lo tanto, el desplazamiento total de la viga puede ser
determinado como la combinacién lineal de las auto-funciones

N
w(x, t) =) qi(t)di(x), (4.109)
i=1

Siendo N el nimero de modos a considerar en la solucién discretizada.

Reemplazando (4.109) en las Ecs. de desplazamiento transversal (4.95) y voltaje
(4.96), se obtiene el siguiente conjunto de N + 1 ecuaciones discretas

N N
i+ Y Xk (djdx + gjiic) + p2idi + Y paijedjdx sgn(d;)
j k=1 jk=1
) N N N
+wigi+ ) Kegqiax + ) Keindjgrqi + ) K95 sgn(4;)
jk=1 jhel=1 =1
N (4.110)
+ Z Kcijrqiqr sgn(q;) + v
k=1

N
0; + 92;1' + QSCi sgn(q]-) + Z QGiij
j=1

= —F;cos(Qt),

N
+ Y " 6cijgj sgn(y))
j=1

N N

N
v s . s
Cpo+ & = > (i = 9&:) di+ Y Woididj — ) yeidisgn(as)
i=1 ij=1 =1 (4.111)

N
— Y Ycigidjsgn(q;) = 0.
ij=1

Donde los pardmetros indicados con superindice s reflejan la contribuciéon
adicional de considerar que la viga se encuentra inicialmente pre-deformada,
debido al pandeo de la estructura. Si estos términos son eliminados (i. e.
ws = 0), se obtienen las mismas expresiones asociadas al estado de pre-pandeo
Ecs. (4.73) v (4.74). Los nuevos parametros modales involucran tanto los
modos de vibracién como a la configuraciéon pre-deformada como se observa
a continuacioén en las siguientes expresiones

L

L
wizz/ ¢ EI(])Z-IV—FPtxcpf’—kczxw;’/wgcpfdx dx, (4.112)
0
0

L

L L
1
Gijk = ke / o |wy 5 / 4;;47,’( dx +¢]{/ / w;¢>]’. dx | | dx, (4.113)
0 0

0

<= Ely /L o1 |29 ] sgm () dx, (4.114)

Gi :/L Opp;wy dx, (4.115)
P
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i = TZ/L piw!” sgn (¢)') dx, (4.116)
p
¥ = / 00 L2 gt di, (4.117)
Lp g
v = % / (¢ sgn (¢!) dx. (4.118)
LP

Por dltimo, para excitaciones armoénicas cerca de la frecuencia fundamental
del sistema, la contribucién de modos superiores puede ser despreciada de
la solucién asumiendo N = 1. En este caso, las Ecs. (4.110) y (4.111) toman la
forma

G+ % (4 + qd) + w?q + iz + fisd” sgn(q) + Ksq” + Kog®
+Rcq*sgn(q) +v [0+ 0% + 02 sgn(q) + 0cq (4.119)
+0cqgsgn(q)] = —F cos(Qt),

Cpo+ 5 — (§ = §) 4+ $ioq.d — Fdsn(q) — feagsgn(q) = 0. (4.120)

4.6 SOLUCION REDUCIDA POR METODO DE PERTURBACION
4.6.1 Meétodo de Escalas Miiltiples

Diferentes métodos de perturbacién han sido utilizados para dar soluciones
analiticas aproximadas a sistemas electromecanicos acoplados no lineales,
como pueden ser: el método de Lindstedt-Poincaré [237], balance arménico
[43, 209], método de promediacién [238], y el método de escalas multiples[239,
240], entre otros. Para dar solucién numérica a las Ecs. (4.110) y (4.111), es
valido emplear métodos numéricos para ecuaciones diferenciales ordinarias
como Runge-Kutta. Sin embargo, las soluciones analiticas aproximadas resul-
tan ser convenientes para estudiar diferentes configuraciones de pardmetros
geométricos y/o constitutivos con un minimo costo de computo o célculo.
Aqui, el Método de Escalas Multiples (MEM) ha sido elegido como método
de reduccién por ser uno de los mas apropiados para analizar la respuesta
dindmica tanto para vigas en régimen de pos-pandeo [241, 242] como para re-
colectores piezoeléctricos en configuracién cantilever [207, 239, 240], y ademas,
sometidas a cargas axiales [166]. Siguiendo este método, la variable indepen-
diente temporal es expandida en n nuevas variables de tiempo teniendo la
forma [235, 243]

T, = €"'t, (4.121)

donde ¢ es un parametro de contabilidad adimensional (comtnmente de-
nominado en ingles bookkeeping parameter) que eventualmente serd igualado a
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uno. Las funciones ¢(t) y v(t) deben ser expandidas acorde este pardmetro
como

q(t) ~ qo(To, T, To) + eq1(To, Ty, T2) + €292(To, Th, T2), (4.122)
U(t) =~ Uo(T(), Tl, Tz) + EUl(To, Tl, Tz) + 82?)2(T0, Tl, Tz), (4.123)

donde Ty = t es la escala de tiempo original mientras que T> y Tz son
escalas de tiempo mads lentas. Como se puede observar, se proponen tres
escalas distintas para el problema a analizar. Esto es debido a que el sistema
de ecuaciones presenta no linealidades de orden cuadratico y ctibico, las cuales
ocurren en diferentes escalas de tiempo y deben ser capturas por separado.
Los parametros del sistema deben ser escalados acorde a ¢ también como
7 0 % % 2 7} 2 7 2
Pp—ey, ¢ > eKg, Kt — e Kg, 0c — €6, P — e
7 0 F 2 j 2 7 2 i 2
Pz —ep;, F—eF, 60— €05, ¢Pc— e, 5'G—>£05,( )
5 J 2k - 2 - 2 4-124
X = &X, G 7&K, H2—= &MU 3= EUB,
l;’G — EIPG, éG — 829G, KC — Ech, 6 — 829,

Mientras que las derivadas respecto al tiempo se convierten ahora en expan-
sién en términos de derivadas parciales respeto a las nuevas escalas temporales
como

d 9 dT, o dT,

dt ~aTy dr tar ar T T DD EDat (4:125)
d2
ﬁ :D(Z) + 28[)0[)1 + 82 (D% + ZD(]DZ) + ..., (4126)

donde las derivadas parciales son denotadas acorde a la notacién de Euler
como D{ =a/ E)Tl.j , siendo i la escala de tiempo y j el orden de la derivada.
Remplazando las Ecs. (4.122), (4.123) y (4.124) en las Ecs. (4.119) y (4.120); y
agrupando términos acorde el orden de &" se obtiene el siguiente conjunto de
ecuaciones

O(e%) :
Do + w’q0 = 0, (4.127)
CpDovo + % = (¥ + 9¥5) Dogo. (4.128)
O(e') :

D31 + w?q1 = —2(DoD14o) — x (Doqo) > — xq0 (D3q0) — K%43,  (4.129)

U1

D
Cp 001 + R

= —CyD1vo + (¥ + ¢5) (Dog1 + D140) — $q0 (Doqo) - (4.130)
O(&?) :

Djga + w?q2 = — F cos (ToQ) — 2x (Dogo) (Dog1 + D1go) — x40 [Doa
+2 (DoD1g0)] — xa1 (D§go) — (p2 + p3| Dogol) Dodo
— D740 — 2DoD1go — 2DoDago — Kagy — 2K& 4041 (4.131)
— Keqp sgn(qo) — K&gosgn(qo) — vo [0 + 6
40640 + 0 sgn(qo) + Ocqosgn(qo)],
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0
CypDovz + 5 =~ Cp (D101 + Davo) + (¥ + 95) (Dodz2 + D1 + Dago)

. (4.132)
+ (Doqo) (qo¥c + ¢¢) sgn (q0) — Y6 (Doqo) 41-
La solucién a la Ec. (4.127) puede ser encontrada como
g0 = A(Ty, Tp)e T + cc, (4.133)

donde cc denota los términos complejos conjugados. Remplazando la Ec.
(4.133) en la Ec. (4.128) la solucién al voltaje en la primera escala de tiempo
puede ser obtenida como

_To. PYRw
= B(Th, Tr)e " — —————
v (T, To)e & —i+ CyRw

A(Ty, To)e“" 4 cc. (4.134)
Debido a que solo interesa la respuesta dindmica en el estado estacionario,

el primer término puede ser eliminado debido a que a medida que Ty — o
To

el término e % — 0. Remplazando las Ecs. (4.133) y (4.134) en la Ec. (4.129)
Los términos y tomando los términos seculares , la condicién de solucién para la segunda

seculares son escala de tiempo puede ser obtenida
aquellos que
producen DA =0. (4.135)
singularidades en la
respuesta temporal. Lo cual implica que A = A(T:). Eliminando los términos seculares en

las Ecs. (4.129) y (4.130), las siguientes soluciones para la segunda escala de
tiempo son obtenidas

K. . 2 . .
g1 = L (Az 2iwTy 2AA+A262MTO> B ?X (Azezleo _’_AzequuTO) +ec,
(4.136)
4 2 S A2€21ng
= (= ~ 2 KR A
(4.137)

R A2€2ino
~¥oRw <—+2Cpr> e

Remplazando las Ecs. (4.133) y (4.137) en la Ec. (4.131), y tomando los
términos seculares una vez mas, la condicién de solucién asociada a la tercera
escala de tiempo resulta

21

1 o, . P‘B/ —iT, KC/ 2 —iT,

2ol s HodTy + —= HodT,

5 F+1Ay2w+2n Doqo|Dogoleod 0+27‘( g5 sgn (qo) e °d Ty
0

27
K: ARyw (0 +6%) 6%
7C —iTp G —iTp
+5 / qosgn (qo) e °dTo + ——— CrRo ton / voqo sgn (4o) e °dTo

0 0

+ <3KG + gKgX 310 K& — 2;&02) A?A +2iw(D,yA) = 0.

(4.138)
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Donde los términos que involucran funciones signos fueron promediados
en un periodo, y el pardmetro de sintonizacién ¢ fue introducido acorde a

QO =w+ €. (4.139)
La variable compleja A puede ser expresada en forma polar como
L (Ty)elf(T)
A= Ea(Tz)e 2), (4.140)

que reemplazando la Ec. (4.140) en la Ec. (4.138) y separando la parte real e
imaginaria, las ecuaciones de modulacién pueden ser obtenidas

Rypwa (0 + 65) N 2ROca? sin (17) N Apzw?a?

~Hawa +
2 2R2(,2 37 3r
2 (1 + C2R2w ) (4.141)
1
+5gsin(y) +wi =0,
C,R*pw?a (6 + 62
_owa+ 2P @ (0+6) + (2KG+254KSGX_ 1257155
2 (14 C2R22
( +GRw ) (4.142)

1 4Kca?  4R6c-a? cos
_szw) g 2Kea” | 4R0c (1)

+1 cos(y) +way =0
37 37 28OS\ T

Donde 7 es el desfasaje entre los primeros armoénicos del voltaje y despla-
zamiento, cuyo valor serd presentado mds adelante, mientras que <y es una
nueva variable introducida para volver al sistema auténomo cuya expresion
es

y=0T,—p. (4-143)

Como fue previamente mencionado, es de interés conocer las soluciones
correspondientes al estado estable. Por esta razén, asumimos valores nulos
para las derivadas respecto al tiempo @ y y en las Ecs. (4.141) y (4.142). En dicho
caso, dichas ecuaciones pasan de ser ecuaciones diferenciales, a ecuaciones
algebraicas. Despejando las funciones trigonométricas que involucran a 7y en
el forzamiento, y mediante la aplicaciéon de la identidad pitagorica, la solucién
para la amplitud de desplazamiento a puede ser obtenida

2 (D 'l 2 Dp ’
a 7+aDn, + |a’Kg+a°Kc—a 7—0 =F. (4.144)
Donde fueron incluidos los siguientes parametros

_ ., Ry(6+65)

Dy = p2 — CRWZ+ 17 (4.145)
_ Apzw | 20csin ()

Dy = 37 + 3w (4.146)
_ Ry (0+6¢)

Dp= CRW 17 (4.147)

4K 40c cos
Ke= 54 =5 (17), (4.148)

3w 3w
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C3Kg 5Ky 5K2 xlw
Ke=%w ¥ 2200 1203 47 (4-149)

2

Cada uno de estos pardmetros posee un significado fisico:

» D; representa un amortiguamiento lineal efectivo, provocado por el amorti-
guamiento estructural (de la portante y el piezoeléctrico) y por el efecto
piezoeléctrico lineal y no lineal geométrico.

» D,; representa un amortiguamiento no lineal efectivo, provocado por el
amortiguamiento no lineal piezoeléctrico y el efecto piezoeléctrico no
lineal constitutivo.

= Dp representa el amortiguamiento piezoeléctrico, mismo término que se
encuentra restando en D;.

» K¢ representa la no linealidad constitutiva efectiva, donde K. depende de
la rigidez y 67 del acoplamiento.

» K representa la no linealidad geométrica efectiva, donde K. es la rigidez
no lineal de orden 2, K(p; la de orden 3y x el término dependiente de la
inercia no lineal.

La expresion dada por la Ec. (4.144) representa una relacion implicita entre a y
o, y por lo tanto, la respuesta en estado estacionario del sistema. Puede ser
probado que, para cierta configuracién de pardmetros, puede existir mas de
una solucién para a y ciertos valores de ¢, una propiedad tipica de los sistemas
no lineales donde el valor de amplitud de desplazamiento depende de las
condiciones iniciales para adoptar una u otra solucién. Una vez determinado
el valor de amplitud, el valor de la variable 7y puede ser determinado a partir
de cualquiera de las Ecs. (4.141) 0 (4.142).

Por otro lado, una vez obtenida la amplitud de desplazamiento, la amplitud
de voltaje puede ser determinada a partir de las Ecs. (4.134) y (4.137). Sin
embargo, los acoplamientos piezoeléctricos no lineales constitutivos (yc y ¢2 )
presentes solamente en la Ec. (4.132), no serian considerados en la solucién,
por cémo han sido escalados en la Ec. (4.124). Con el fin de capturar su
influencia en el voltaje, resulta necesario determinar una solucién a esta tltima
ecuacion; no obstante, dado que la misma involucra funciones signo, no existe
solucion analitica exacta disponible. Para lidiar con ello, estos términos deben
ser expandidos en una serie trigonométrica de Fourier como:

. ANV AA .
Dogo (cqo + &) sgn (q0) =~ ) [an <1Pc\/7(—1)’2iem“’T0> _
=1

A”
A73\/A7 " . (4'151)
+by | Yo ——=7— (1) "ie"0 | | +cc.
A
Donde los exponentes son:
n+1 n—1 n
n="02 =" el (4152)
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Y los pardmetros a, y b,, coeficientes de la serie de Fourier, son obtenidos
como:
2w 27T )
a, =— |sin 6| cos 6 cos nf do,
T Jo
(4.153)

2 27
by :w/ |sin 0| cot 8 sin n6 dé.
T Jo

Observando la expresién anterior, a, presenta valores distintos de cero para
valores impares de n mientras que b, para valores pares de n, por lo que
observando la Ec. 4.151, % producird una serie de arménicos de orden par
mientras que Pc de ordenes impares. Reemplazando la Ec. (4.151) en la Ec.
(4.132), la solucién general, expresada como una serie infinita de armonicos,
puede ser obtenida:

= AﬁR(_l)i’z v AZ s inwT
'Uz ~ Z an llbc . — T 1€ 0
ArsR(_l)ra_l v Azieiano
(—i+nCyRw) A”

(4.154)

+bn (l,bsc + cc,

donde esta tltima expresién permite tomar tantos armoénicos como sean
deseados para aproximar los acoplamientos que involucren funciones signos
debido a la no linealidad constitutiva.

4.6.2  Soluciones en el dominio temporal

La re-composicién temporal es definida como el proceso donde las distintas
soluciones, obtenidas en distintas escalas de tiempo, son agrupadas en una
sola expresién como funcién arménica del tiempo. Remplazando la Ec. (4.140)
en las Ecs. (4.133) vy (4.136), y luego ambas en la Ec. (4.122), la primera y
segunda aproximacién del desplazamiento son obtenidas como

2

K —2xw a“K?
G6T szG + O (82) . (4155)

Ademas, recordando que = o1, — -y a partir de la Ec. (4.143) y reempla-

zando la Ec. (4.139) en la Ec. (4.155), la respuesta en términos de la frecuencia
de forzamiento es obtenida como

2

q(t) = acos (wt + B) +a* cos (2wt +2p) —

KE —2x 2 aZKfE

2 Y~ cos (20 —27) — 702

que representa la solucién temporal en estado estacionario del desplaza-
miento para el sistema forzado. Ademads, haciendo cero a 4 y j en las Ecs.
(4.141) y (4.142), el valor de -y para un cierto valor de a puede ser obtenido a
partir de cualquiera de esas expresiones. Siguiendo un procedimiento similar,
la solucién temporal en estado estacionario del voltaje puede ser obtenida
reemplazando la Ec. (4.140) en las Ecs. (4.134), (4.137) y (4.154) y luego estas
tres en la Ec. (4.123) de forma que

q(t) = acos (Qt — ) +a? +0 (%), (4.156)

o(t) = Vcos (Y1) + V© cos (Yz) + i VEcos (Y,), (4.157)

n=1
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donde las amplitudes de los arménicos quedan determinados por

V =aRwp: (9 + %),

(¥ +95) (K —2xe?)
w?

VE =a’Rwer |5 + , (4.158)

VE =a®Rwey (anpc + b)),

-1/2
siendo ¢; = (1 + 1'sz,sz2> . Es importarte remarcar que todos los tér-
minos que tienen superindice s, son términos que sélo son distintos de cero
cuando la estructura se encuentra en su estado de pos-pandeo. En el caso
de pre-pandeo, y despreciando la inercia no lineal ), las expresiones son
reducidas a
V =aRwe19,
2

VC =a®Rweryg, (4-159)

VE =a®Rwena, e
Por otro lado, los argumentos de las funciones trigonométricas, dependientes
del tiempo son

Y =i(Qt—7)+1, (4.160)

donde 7; = — arctan (—iC,Rw) representa los desfajases entre los diferentes
armonicos que componen al voltaje.



VERIFICACION NUMERICA Y VALIDACION
EXPERIMENTAL

Hasta aqui, las ecuaciones diferenciales que gobiernan la electrodindmica
del dispositivo propuesto han sido presentadas. Ahora, la validez de dichas ex-
presiones para predecir el comportamiento piezoeléctrico en escenarios reales
debe ser puesta a prueba. Para ello, se llevardn a cabo dos procedimientos
bien diferenciados, los cuales consisten en una primera verificacion numérica
seguida de otra validacion experimental.

En orden de llevar a cabo estos procedimientos, dos muestras son selec-
cionadas como se observa en la Figura 5.1. De las Figuras es posible deducir
que ambas muestras estdn conformadas por parches o laminas de material
piezoeléctrico, denominadas Compuestos de Macro Fibras o Macro Fiber Compos-
ites (MFC por sus siglas en inglés) del tipo P2 y manufacturados por Smart
Materials [50] , adosados a una viga portante metdlica y empotradas en ambos
extremos (Figs. 5.1a y 5.1¢). Las dimensiones de las muestras son bastante dife-
rentes, tanto para el material piezoeléctrico como para la estructura. La razén
principal de esta eleccién es la de estudiar la configuracién biempotrada invo-
lucrando valores notablemente distintos de rigidez asi como de acoplamiento
electromecénico. Esto significa que, a la hora de resolver numéricamente el
modelo propuesto, la contribucién de los términos emergentes son diferentes,
aspecto de interés para una verificacién méds precisa de la formulacién pro-
puesta. Ain mas, motivados por este mismo punto, la Muestra 1 es estudiada
adoptando la configuracién cantilever, tal como se puede observar en la Figura
5.1b, dando lugar a un caso menos rigido que los dos anteriores.

Las dimensiones y constantes del modelo constitutivo de las muestras se
encuentran definidas en el Cuadro 5.1. En relacién a los pardmetros no lineales
€311, C111p Y {ni = ©/2w;, la identificacién de los mismos puede ser encontrada
en trabajos previos [244].

5.1 VERIFICACION NUMERICA

Con el objetivo de verificar el modelo reducido y la solucién obtenida
por el MEM, los resultados pueden ser contrastados con los obtenidos por
la integracion numérica de las Ecs. (4.119) y (4.120). En el procedimiento
de célculo de la integracién numérica se utiliza la funcién solve_ivp libreria
SciPy dentro de un cédigo propio implementado en Python [245]. La solucién
obtenida por MEM es verificada para tres configuraciones diferentes: (a)
cantilever (b) biempotrada con carga axial en el régimen de pre-pandeo y (c)
en régimen de pos-pandeo. La principal motivaciéon de realizarlo de esta forma
es la de comprobar la precisién de la solucién reducida para distintos valores
de pardmetros que pueden tener gran influencia sobre la respuesta dindmica.

La metodologia numérica es llevada a cabo de la siguiente forma: las Ecs.
(4.119) y (4.120) son integradas numéricamente de forma implicita acorde al
Método de Runge-Kutta de cuarto orden, asumiendo condiciones iniciales
nulas y por un largo intervalo de tiempo a fin de asegurar que la solucién de
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Figura 5.1: Muestras ensayadas (a) Muestra 1 (MFC 2814-P2) en configuracién biem-
potrada, (b) Muestra 1 en configuracién cantilever, (c) Muestra 2 (MFC
8507-P2) en configuracién biempotrada.

estado estacionario haya sido alcanzada. Luego, la amplitud de la respuesta
dindmica es obtenida a partir de registrar y promediar los valores picos
positivos y negativos tanto del desplazamiento como de generacién de voltaje.
Este procedimiento, se realiza para diferentes valores de la condicién de
excitacion. Seguidamente, estos resultados son comparados con la solucién
reducida del MEM obtenida en la seccién 4.6. Ademds, con el objeto de tener
un mayor entendimiento del grado de correlacion entre ambas soluciones, la
respuesta temporal numérica para cada condicién de excitacién es también
comparada con la solucién analitica dada por las Ecs. (4.156) y (4.157).

Resulta importante resaltar que a la hora de validar numéricamente el
modelo, todos de los pardmetros geométricos y/o constitutivos deben estar
debidamente definidos. Por ello, el amortiguamiento modal lineal ({; = #i/2w;)
y el valor de la constante k. asociada a la restriccién elastica axial deben
ser previamente definidos. En este apartado, los valores a utilizados son de
0,0005 < ¢; < 0,015y k=5,5x 10°. Estos valores numéricos fueron identifi-
cados experimentalmente, como se mostrara en la seccién 5.2 denominada
validacién experimental.
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Parametro Valor
Muestra 1 (BE) Muestra 1 (C) Muestra 2 (BE)

Cl1s 230GPa

C11p 60,336GPa

Os 8100kg/m3

Op 5400kg /m?

L1 81,5mm 3mm 12mm
Lo 28mm 28mm 85mm
L3 2,9mm 99,5mm 17, 5mm
hs 0,495mm 0,381mm
hy 0,3mm 0,3mm
b 19,8mm 12,7mm
by 14mm 7mm
es1 —12,67Cm 2

€311 9,4553 x 1073Cm 2

C111p —2,685 x 1012Pa

Cm 3,0071 x 10~*

Cp 36nF 48nF
R 109kQ)

Cuadro 5.1: Parametros geométricos y de materiales de las distintas muestras (BE:
Biempotrada, C: Cantilever)

5.1.1 Configuracién cantilever

Como ha sido comentando previamente, una de las configuraciones mds
comunmente adoptada para la REP es la cantilever. Entre las diferencias
que pueden ser establecidas entre ésta y la biempotrada, probablemente
la més importante es la menor rigidez a la flexién alcanzada para la viga
cantilever, presentando valores de frecuencia natural mas bajos para las mismas
dimensiones geométricas. Ademds, una viga en configuracion cantilever sufrira
desplazamientos claramente mayores con respecto a la bi-empotrada, lo que
a priori sugiere una mayor contribucién de términos no lineales. Otra de las
razones por la que esta configuracién es seleccionada para las verificaciones
numéricas y experimentales en las siguientes secciones es su mayor sencillez
de implementaciéon debido a la presencia de un solo empotramiento y a la
inexistencia del acoplamiento axial-flexional.

A pesar de estas ventajas, resulta necesario realizar algunas aclaraciones
en lo que respecta a la formulacién matematica desarrollada en el Capitulo
4. En la teoria de vigas Bernoulli-Euler, para una configuracién cantilever,
la hipétesis comtinmente empleada es la de viga inextensible [227]. En este
caso, el campo de deformaciones no contempla el grado de libertad axial
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Figura 5.2: Comparativa entre soluciones obtenidas por Método de Escalas Muiltiples
(MEM) frente a la integracion numérica de las ecuaciones (RK: Runge-
Kutta). Respuestas en frecuencia de la amplitud para la Muestra 1 en la
configuracién cantilever. (a) Desplazamiento, (b) Generacién de voltaje.
Lineas discontinuas y continuas representan contribucién de uno y tres
armonicos respectivamente.

u = u (x,t), resultando ser ligeramente diferente al asumido previamente en
la Ec. 4.8, siendo ahora [244]

1
S1=—z <w” + 2w/2w”) ) (5.1)

Sin embargo, siguiendo un procedimiento de discretizacién espacial similar
al presentado en el Capitulo 4, se pueden obtener las mismas Ecs. (4.73) y
(4.74), pero con distintas definiciones de los parametros modales [244]. El
hecho de que las EDOs obtenidas sean las mismas no es un detalle menor y
representa una gran ventaja debido a que la solucién reducida obtenida por el
MEM en la Seccién 4.6 resulta de total aplicacion para esta configuracion.

Una vez mencionadas estas salvedades, la comparativa de la respuesta en
frecuencia del desplazamiento obtenidas tanto por integracién numérica (RK)
como analiticamente a través del MEM es mostrada en la Figura 5.2a para la
configuracién cantilever. En este grafico, se identifica una muy buena correla-
cién entre ambas soluciones,incluso para valores de excitacion altos y cerca de
la condicién de resonancia. Ademas, se observa un ligero comportamiento de
endurecimiento (respuesta curvada hacia la derecha) a medida que aumentan
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los valores de amplitud de excitacién. Este fendmeno, es atribuible al efecto
de la no linealidad geométrica de orden ctibico. Por el otro lado, en la Figura
5.2b, se muestra también la respuesta en frecuencia del voltaje generado por el
piezoeléctrico. En esta Figura, se analiza también la influencia del ndmero de
armonicos considerados en la Ec. (4.157) provenientes de la expansion en series
de Fourier del acoplamiento no lineal constitutivo. De esta forma, se grafican
con lineas discontinuas la amplitud del voltaje obtenida asumiendo un solo
armonico, mientras que las lineas continuas corresponden al valor maximo
alcanzado por la solucién en un periodo completo de oscilacién al asumir tres
armonicos (n = 3 en la Ec. 4.157). Asumiendo la solucién dada por integracion
numérica como referencia, es evidente que la hipétesis de un solo arménico
subestima la amplitud de generacién eléctrica cerca de resonancia, donde
se identifica una diferencia de aproximada de 10V para una frecuencia de
28Hz (condicién resonante) y la méxima amplitud de excitacion 1,4g. Para un
mejor entendimiento de este efecto, las respuestas temporales son analizadas
en la Figura 5.3 para distintas condiciones de excitacién. En la Figura 5.2b,
se observa que cuando la frecuencia de excitaciéon se encuentra lejos de la
frecuencia natural del sistema, la solucién de un solo arménico representa una
aproximacién precisa para el voltaje generado, incluso considerando grandes
amplitudes de excitacién. Esto puede ser confirmado mediante la observacién
de la Figura 5.3a, donde se representa la comparativa de las soluciones tem-
porales obtenidas para ambas variables y por ambos métodos, considerando
una amplitud de aceleracion de 1,4g y un corrimiento de 3Hz de la condicién
resonante de w, = 28Hz. Por contrapartida, a medida que este corrimiento
se hace mas pequefio y nos acercamos a la condicién de resonancia, los otros
armoénicos que componen la Ec. (4.157) pasan a tener un rol mas significativo
para la respuesta de voltaje, y no asi para el desplazamiento. Este compor-
tamiento se encuentra representado en la Figura 5.3b, donde pese a que la
amplitud de aceleracion se mantuvo en 1,4g, se estableci6 la condicién de
resonancia. Ademds, este fendmeno es atin mas marcado para valores mayores
de aceleracién, como se puede observar en la tltima Figura 5.3¢, donde la
amplitud de excitacion fue incrementada a 5g.

Para identificar con mayor detalle la influencia del nimero de arménicos so-
bre la respuesta de voltaje generado, en la Figura 5.3se utilizan diferentes tipo
de lineas, a saber: rojas continuas para el primer armoénico (), discontinuas
para el segundo (2()) y punteadas para el tercero (3(2). De esta manera, es
posible comprender en forma detallada cémo son adicionados los arménicos,
y analizar su respectiva influencia en la solucién dada por MEM, para todos
los escenarios discutidos anteriormente. La identificaciéon de estos armoénicos
por separado resulta de gran utilidad para el andlisis cualitativo de los acopla-
mientos piezoeléctricos que tienen mayor relevancia en la respuesta dindmica.
Observando la Figura 5.3 se puede notar que en todos los casos el segundo
armonico, que depende exclusivamente del valor del acoplamiento no lineal
piezoeléctrico (), no representa una contribucién significativa en la solucién.
Esto confirma que las hipétesis utilizadas en este sentido por diversos autores
son validas [166, 186, 206], quienes despreciaron los acoplamientos no lineales
resultantes del campo de deformacién no lineal.

Por otra parte, la presente solucién reducida dada por la Ec. (4.157) es
también capaz de contemplar el efecto del acoplamiento piezoeléctrico no
lineal constitutivo ¢c a través del parametro V¢, (Ec. 4.158), cuyo efecto es
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Figura 5.3: Comparativa entre soluciones obtenidas por Método de Escalas Muiltiples
(MEM) frente a la integracién numérica de las ecuaciones (RK: Runge-
Kutta). Respuestas temporales para la Muestra 1 en la configuracién
cantilever (w, = 28Hz) para: (a) 3 = 25Hz y G = 1,4g; (b) O = 28Hz y
G=14g (c) QA =28Hzy G =5g.
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Figura 5.4: Comparativa entre soluciones obtenidas por Método de Escalas Multiples
(MEM) frente a la integraciéon numérica de las ecuaciones (RK: Runge-
Kutta). Respuestas de amplitud en frecuencia para la Muestra 1 en la
configuracién biempotrada (Régimen de pre-pandeo, P = 104N). (a) Des-
plazamiento, (b) Generacién de voltaje. Lineas discontinuas y continuas
representan suposiciéon de uno y tres armoénicos respectivamente.

aproximado como una serie de arménicos impares. Como se comprobd en
la Figura 5.3, y contrariamente con el acoplamiento no lineal geométrico,
Yc tiene una gran influencia sobre la respuesta eléctrica para este caso de
estudio. Este fendmeno, representa un punto destacable debido a que no ha
sido sefialado en estudios previos donde se utilizaron constitutivas similares,
y su no inclusién puede llevar a resultados incorrectos de la solucién. Por
altimo, se puede destacar que la solucion de tres armoénicos result suficiente
para predecir correctamente el voltaje generado, al menos para los valores de
excitacion numéricamente probados (5g).

5.1.2  Configuracién biempotrada en pre-pandeo

Continuando con la configuracién biempotrada en el estado de pre-pandeo,
la respuesta en frecuencia tanto del desplazamiento como del voltaje, obtenidas
por los métodos RK y MEM para las Muestras 1 y 2, se encuentran presentadas
en las Figuras 5.4 y 5.5, respectivamente. Como se mencioné anteriormente, las
ecuaciones discretizadas para esta configuracion son en esencia las mismas que
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Figura 5.5: Comparativa entre soluciones obtenidas por Método de Escalas Muiltiples
(MEM) frente a la integracion numérica de las ecuaciones (RK: Runge-
Kutta). Respuestas de amplitud en frecuencia para la Muestra 2 en la
configuracion biempotrada (Régimen de pre-pandeo, P = 35,5N). (a)
Desplazamiento, (b) Generacién de voltaje. Lineas discontinuas y continuas
representan suposiciéon de uno y tres armoénicos respectivamente.

para una viga cantilever, pero con diferentes definiciones para los pardmetros,
asociados a las distintas condiciones de borde y al acoplamiento axial-flexional.
En este caso, los valores de rigidez global mas altos estan asociados con
menores amplitudes de desplazamiento asi como también con valores més
altos de frecuencia natural. En este punto, vale la pena mencionar que las
Muestras 1 y 2 presentan la misma condicién de borde, y las diferencias
se encuentran en la longitud del material piezoeléctrico y las caracteristicas
seccionales de la viga portante (véase Cuadro (5.1)).

Comenzando el andlisis para las curvas presentadas para la Muestra 1 en la
Figura 5.4, se observa un comportamiento de ablandamiento caracterizado por
una leve inclinacién de la curva de respuesta en frecuencia hacia la izquierda.
En este caso, este fenémeno es atribuido a la rigidez no lineal constitutiva
del material piezoeléctrico K¢ [43]. Ademads, es posible observar que en este
caso la rigidez no lineal geométrica K¢ no contribuye significativamente en
la respuesta dindmica, debido al efecto de endurecimiento, caracterizado por
un corrimiento de las curvas de FRFs hacia la derecha no es observado. Estos
resultados, resultan razonables si tenemos en cuenta que la amplitud de los
desplazamientos de las coordenadas generalizadas resultan ser aproximada-
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Figura 5.6: Comparativa entre soluciones obtenidas por Método de Escalas Multiples
(MEM) frente a integraciéon numérica de las ecuaciones (RK: Runge-Kutta).
Respuestas temporales para la Muestra 1 en la configuracién biempotrada,
(wyp = 137Hz, Régimen de pre-pandeo, P = 104N) para () = 128Hz y
G =b5g.

mente diez veces menores que los asociadas a la configuraciéon cantilever
(véase Figuras 5.2a y 5.4a). Ademads, el término K¢ representa una no lineali-
dad cuadratica mientras que K¢ es de orden ctibico como puede observarse
en la Ec. (4.73), por lo que es de esperar que K¢ tenga mayor influencia sobre
la respuesta dindmica para valores de amplitud maés bajos. Comparando los
resultados numéricos obtenidos con ambos métodos, puede notarse que existe
un gran grado de concordancia entre ambos métodos, para todos los valores
de amplitud y frecuencia mostrados.

En lo referido a la Muestra 2, observando la respuesta dindmica presentada
en la Figura 5.5, ocurre el efecto contrario al caso anterior, donde la curva
se encuentra notablemente curvada hacia la derecha (endurecimiento). Esto
indica, que la influencia de la rigidez no lineal geométrica K; (asociada
a la restriccion eléstica k) fue considerablemente mayor con respecto a lo
observado anteriormente en la Muestra 1. Esto tiene sentido, si consideramos
que los desplazamientos generalizados de esta Muestra fueron mayores a
la anterior (véase Figs. 5.5a y 5.4a), el mismo fenémeno que ocurrié con la
Muestra 1 en la configuracién cantilever. A esta altura, vale la pena apuntar
que en esta seccién solo interesa analizar la correlaciéon entre ambos métodos
de solucién, donde las diferencias en la generacion serdn analizadas mas
adelante en detalle.

A la hora de evaluar el grado de correlacién entre los dos métodos de
resolucién (RK y MEM), se puede observar una notable semejanza para los
valores del desplazamiento utilizando ambos métodos de solucién, tal como
fue observado en la configuracién cantilever (véase Figs. 5.4a y 5.5a). Por otro
lado, en lo referido a la generacién de voltaje, practicamente la misma solucién
fue alcanzada tanto para uno como para tres arménicos en ambas muestras
(véase Figs. 5.4b y 5.5b). Esto parece indicar que la consideracién de un solo
armonico es suficiente en este caso, debido a la mayor rigidez global asociada
a la configuraciéon biempotrada. Esta idea, se ve confirmada observando la
respuesta temporal obtenida por ambos métodos (MEM y RK) de la Muestra 1
con una excitacion de (5¢), presentada en la Figura 5.6. Alli puede observarse
que, pese a los valores altos de la amplitud de excitacién, las contribuciones
del segundo y tercer armoénico son précticamente nulas. En este caso, se eligi6



108

VERIFICACION NUMERICA Y VALIDACION EXPERIMENTAL

Desplazamiento [m]

T T T T
90 100 110 120 130
Frecuencia [Hz]

(a)

Generacién [V]

T T T T
90 100 110 120 130
Frecuencia [Hz]

(b)

Figura 5.7: Comparativa entre soluciones obtenidas por Método de Escalas Muiltiples
(MEM) frente a integraciéon numérica de las ecuaciones (RK: Runge-Kutta).
Respuestas de amplitud en frecuencia para la Muestra 2 en la configuracién
biempotrada (Régimen de pos-pandeo, P = 80,5N). (a) Desplazamiento,
(b) Generacién de voltaje. Lineas discontinuas y continuas representan
suposicién de uno y tres armoénicos respectivamente.

un valor de () ligeramente menor al de w;,, debido al efecto de ablandamiento,
el cual disminuy¢ el valor de frecuencia de desplazamientos méximos.

En sintesis, es posible afirmar que para la configuracién biempotrada con
carga axial, la hipétesis de un solo arménico arrojé excelentes resultados
incluso para valores de excitaciéon grandes. Esto es importante debido a que
simplifica en gran medida la solucién reducida del modelo en esta configu-
racion. Algo importante a aclarar es que considerar la solucién de un solo
armonico no significa que el acoplamiento electromecanico no lineal constituti-
vo ¢ sea despreciado, debido a que, como puede observarse en la Ec. (4.158),
la amplitud de V{ depende de dicho pardmetro.

5.1.3 Configuracién biempotrada en pos-pandeo

Por ultimo, se desarroll6 la verificacién numérica para el estado de pos-
pandeo. En este caso, el andlisis se basa en la Muestra 2 debido a ser la mas
sensible a las no linealidades geométricas (por su menor rigidez), como consti-
tutivas (por su mayor cantidad de material piezoeléctrico). Mateméticamente,
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Figura 5.8: Comparativa entre soluciones obtenidas por Método de Escalas Muiltiples
(MEM) frente a integracién numérica de las ecuaciones (RK: Runge-Kutta).
Respuestas temporales para la Muestra 2 en la configuracién biempotrada
(wy =90Hz, P = 80,5N) para (2 = 8Hz y G = 2g.

el estado de pos-pandeo representé un caso mds complejo que el de pre-
pandeo dado que involucra una mayor cantidad de términos, (denotados con
el superindice s en las Ecs. (4.110) y (4.111)), provenientes de la configuracion
pre-deformada de la viga ws.

La comparativa entre los métodos de resolucién aqui propuestos para
el estado de pos-pandeo se encuentran representados en la Figura 5.7. En
este caso, la respuesta dindmica estd caracterizada por un notable efecto de
ablandamiento, comportamiento que es contrario al de endurecimiento del
caso anterior de pre-pandeo (véase Fig. 5.5). Este resultado es atribuido a
la presencia del nuevo término de rigidez no lineal K, de orden cuadrético,
que emerge al considerar la configuracién pre-deformada de la viga. En lo
que se refiere al grado de concordancia entre ambos métodos, se observa una
destacada correlacién tanto para los desplazamientos como para el voltaje,
existiendo una ligera diferencia para los valores médximos, cerca de la zona
donde se produce el salto en la respuesta. El «salto» o

Al igual que para los casos anteriores, las respuesta temporales de despla- ~ «jumping» es un
zamiento y voltaje fueron analizadas tal como se muestra en la Figura 5.8. {enomino propio de
Un fenémeno interesante a destacar es que si bien los desplazamientos en la Z?Z;ZZSE: Tnu Selncouul
Figura 5.8 presentan un comportamiento armoénico, los mismos mostraron una pequeria
un ligero corrimiento respecto a la posicién de equilibrio g = 0, con valores  variacion de la
maximos y minimos aproximadamente de 4,Imm y —0,23mm. Este fenémeno ]; :f;”t‘;ZZIZ dfoduce
es correctamente predicho por la segunda aproximacién del desplazamiento una gran ZZW cin
en la Ec. (4.156) y es debido a la existencia de la no linealidad cuadratica Kf, a en la amplitud de la
través del término de valor constante (no oscilante) #°K5/2w2. En lo referido al respuesta dindmica.
término oscilante con frecuencia 2Q) de la Ec. (4.156), el mismo no posee tanta
relevancia. Por otro lado, en lo referido al voltaje y la cantidad de arménicos
asumidos en la respuesta, puede confirmarse que la aproximacién de un solo
armonico es una eleccién precisa para el estado de pos-pandeo.

5.1.4 Discusion sobre la verificacién numérica

En base a lo presentado en esta seccién de verificaciéon numérica, donde el
proposito es validar la soluciéon reducida obtenida por el MEM frente a la
solucién numérica por integracién de las ecuaciones a través de RK, se puede
arribar a las siguientes conclusiones:
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1. La solucién reducida del MEM arroj6 excelentes resultados para predecir
la respuesta dindmica del sistema tanto en la FRF de desplazamiento y
voltaje, como en las respuestas temporales comparada con RK. Los casos
estudiados fueron: (i) configuracion cantilever, (ii) configuracién biem-
potrada en régimen de pre-pandeo y (iii) configuraciéon biempotrada en
régimen de pos-pandeo. Ademads, las dos muestras consideradas para la
configuraciéon biempotrada, tuvieron valores geométricos notablemente
diferentes tanto para la estructura como para el piezoeléctrico lo que
extiende la comparacién para un régimen mds amplio de pardmetros.

2. Para la configuracion cantilever y para diferentes amplitudes de excita-
cién, la amplitud del desplazamiento se mantuvo puramente armonica.
Esto no se observé con la respuesta del voltaje, donde los términos corres-
pondientes a las constitutivas no lineales que involucran funciones signo
producen respuestas no armonicas cerca de la condicién de resonancia.
En este caso, la aproximacion de las funciones signos en una serie de
Fourier logra predecir correctamente soluciones no arménicas a partir de
la solucién reducida del MEM. En este sentido, la aproximacién de tres
armonicos resulta ser suficiente para obtener una buena aproximacién a
la forma de onda del voltaje, comparada con RK.

3. Por otro lado, para la configuracién biempotrada, el desplazamiento y
el voltaje prestaron una forma de onda arménica en la solucion dada
por el método de integracion numérica, para todas las condiciones de
excitacion e incluso en resonancia. Esto implica, que asumir arménicos
puros para estas variables es una aproximacion suficiente de la respuesta,
lo cual simplifica en gran medida la descripcion de la respuesta dindmica
de la solucién reducida del MEM.

5.2 VALIDACION EXPERIMENTAL

El esquema experimental completo utilizado para llevar a cabo las verifica-
ciones experimentales se encuentra presentado en la Figura 5.9a. Las muestras
fueron montadas en un excitador electromecéanico Labworks Inc. ET-132 [246]
excitado de forma armonica a través de un generador de funciones RIGOL
DG4062 [247] cuya sefial de salida fue amplificada por un amplificador fabri-
cado por técnicos de CONICET pertenecientes al Centro Cientifico Tecnoldgico
Bahia Blanca. Ademas, fue empleado un vibrémetro laser Polytec PDV-100 [248]
para medir la velocidad en un punto especifico de la muestra. A fines de medir
la excitacién que experimentan las muestras, un acelerémetro piezoeléctrico
PCB Piezotronics 352C68 [249] fue situado en la parte mévil del excitador elec-
tromecanico donde se situan las muestras. Por otro lado, los distintos parches
piezoeléctricos fueron conectados a una resistencia eléctrica, sobre la cual
se midi6 la generacién eléctrica. Por tltimo, las sefiales correspondientes al
acelerémetro, vibrémetro y piezoeléctrico fueron adquiridas por una placa
adquisidora National Instruments, chasis: 9174, médulos 9230 y 9234 [250].

Una vista més cercana de una de las muestra ensayadas en la configuracién
biempotrada puede ser observada en la Figura 5.9b. En este caso, un tornillo
fue utilizado para provocar la pre-carga axial en el extremo de la viga sobre el
cual se coloc6 una celda de carga piezorresistiva TE Connectivity FX-29 [251],
alimentada por una placa Arduino UNO [252] para mediar la fuerza axial
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Figura 5.9: Configuracién experimental. (a) Esquema completo. (b) Vista detallada de
la muestra.

inducida a la muestra. Con el fin de garantizar que no existan variaciones en
las CB durante la realizacién de cada ensayo, se registraron y compararon
los valores de carga axial antes y después de los mismos, los cuales debian
permanecer inalterados.

A fin de relevar el procedimiento realizado durante la verificacién experimen-
tal, diferenciaremos cinco pasos empleados para las muestras:

1. El primer paso es la identificacién del amortiguamiento mecénico pp; =
2w;(C;, donde (; es el i-ésimo amortiguamiento modal lineal del sistema.
La correcta estimacion de este pardmetro resulta fundamental debido a
la alta sensibilidad que posee en la amplitud de la respuesta dinamica
cerca de la condicién de resonancia.

2. Seguidamente, se realiza el andlisis de la influencia de la restriccién
elastica k. como fuente de la condicién de borde no ideal y se determina
numéricamente su valor para la configuracion experimental empleada
en esta tesis. Este pardmetro afecta a la rigidez no lineal geométrica tanto
de orden ctibico como cuadrético a través las Ecs. (4.113) y (4.113), por lo
que es de esperar que tenga influencia en los efectos de ablandamiento
y/o endurecimiento del sistema.

3. Tercero, se analiza la inestabilidad estitica debido a la carga axial. Para
ello, la carga axial es progresivamente aplicada mediante el tornillo
hasta sobrepasar el punto de pandeo tal como se muestra en la Figura
5.10. Este valor es medido mediante la utilizacion de la celda de carga,
mientras que el desplazamiento transversal es registrado en simultaneo
mediante un sensor de proximidad Provibtech TM-0182 [253]. Para este
ensayo, las predicciones numéricas de los valores de carga critica de
pandeo fueron dadas por los autovalores de la Ec. (4.92). Por otro lado,
las predicciones del desplazamiento lateral de pandeo fueron obtenidas

por la Ec. (4.93).
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(b)

Figura 5.10: Configuraciones de pos-pandeo (lineas continuas) contra su configuracién

no pandeada (lineas discontinuas) de las Muestras (a) 1 y (b) 2.

4. Seguido al paso anterior, se estudia la modificacion de la rigidez transver-

sal del sistema, y por lo tanto, de la frecuencia natural a medida que varia
P. Este proceso es llevado a cabo de una manera similar al previamente
mencionado andlisis de la inestabilidad estdtica: mientras que la carga
axial es progresivamente incrementada, la vibracién libre de la viga
debido a una perturbacién inicial fue adquirida usando el acelerémetro
piezoeléctrico. Esta sefial es pos-procesada utilizando el algoritmo de
la Transformada Rapida De Fourier (FFT) con el fin de identificar la
frecuencia natural del sistema. Por otro lado, los valores tedricos son pre-
dichos por la Ec. (4.112). En este caso, para valores cada vez mds grandes
de la carga axial P, se obtiene una tendencia decreciente o creciente de
la frecuencia natural para P < P, o P > P, respectivamente. Para
clarificar este comportamiento, la Figura 5.11 muestra una representacién
tipica adimensional de la variacién de la frecuencia natural para una
viga sometida a una carga axial. Aqui, las dos tendencias previamente
comentadas pueden ser observadas, donde la frecuencia natural de la
viga se hace cero (en forma tedrica) para el valor exacto de P = P;.

. Finalmente, se lleva a cabo la verificacién experimental de la respuesta

dindmica basada en la respuesta en estado estacionario de la viga. En
este caso, las muestras son excitadas arménicamente utilizando el ex-
citador electromecénico. Cinco niveles objetivo de carga axial fueron
definidos para el procedimiento experimental como son esquematica-
mente representados en la Figura 5.11 [202]. El primer caso, referido
como P, corresponde al estudio sin carga axial (P = 0). El segundo
caso P; involucra a un nivel de carga axial dentro de la configuraciéon
de pre-pandeo, mientras que el caso P, a su reciproco pero en la con-
tiguracién de pos-pandeo. En este punto, resulta necesario aclarar que
referimos a estos casos como reciprocos debido a que poseen el mismo
valor de frecuencia natural, pese a estar sujetos a niveles diferentes de P.
El cuarto caso P3 corresponde al reciproco de Py, mientras que el tltimo
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Figura 5.11: Representacién adimensional de la variacion frecuencia natural funda-
mental de una viga producto de una carga axial. Las lineas de puntos
indican los niveles de carga axial objetivo que serdn ensayados, que invo-
lucran estados en condicién de pre- y pos-pandeo con iguales frecuencias
naturales.

caso P, represent6 el mas rigido testeado, el cual no tiene caso reciproco
asociado en pre-pandeo.

Ademads de variar la carga axial, fueron elegidos diferentes valores de
amplitud y frecuencia de excitacién (cercanos a la frecuencia natural del
sistema en cada caso). Para cada condicién de excitacion, los valores de
aceleracion fueron adquiridos por el acelerémetro piezoeléctrico junto
con el voltaje generado, mediante la placa adquisidora. Luego, la infor-
macion almacenada es utilizada para construir las curvas de respuesta
en estado estacionario del voltaje para la ldmina piezoeléctrica. En este
caso, los valores predichos por el modelo son calculados a partir de la

Ec.(4.157).
5.2.1 Identificacion del amortiguamiento lineal

Para sistemas electromecdnicos sometidos a muy bajas excitaciones, es
sabido que las contribuciones de los términos no lineales en la respuesta
dindmica son despreciables debido a las bajas amplitudes del desplazamiento
como del voltaje. En este escenario, la disipacién de energfa del sistema puede
ser atribuida a dos fuentes: (i) amortiguamiento mecénico lineal, comtinmente
propuesto como proporcional a la velocidad vy, (ii) disipacién de energia a
través de la resistencia eléctrica por efecto Joule. Estableciendo la condicién
de circuito abierto para el piezoeléctrico, no existe ninguna disipacién de
energia eléctrica, por lo tanto, la dnica fuente de disipacion es la mecanica. En
esta condicién, la variable B; es definida como el cociente entre la velocidad
evaluada en un punto y la aceleracién de la base, la cual se representa como
funcién de la frecuencia de forzamiento (2 como [164]

i iE Qi (Xoin)

(Q) = -~ . .
Bi(Q) 0" W T w2 (5-2)

Donde i es la unidad imaginaria, x,;; es la coordenada espacial donde la
velocidad es medida, {; es amortiguamiento modal asociada al i-ésima modo
normal del sistema, F; es la forzante modal, () es la frecuencia de excitacion,
mientras que w; y ¢; la i-ésima frecuencia natural del sistema y su modo de
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Figura 5.12: Resultados del ajuste por minimos cuadrados para la identificacién del
amortiguamiento modal lineal. Muestra 1 en configuracién cantilever.
(C1 = 0,00923).

vibracién asociado, respectivamente. En la Ec. (5.2), la tinica variable descono-
cida resulta ser el amortiguamiento modal. Utilizando esta ecuacién, es posible
identificar dicho valor experimentalmente, al realizar un barrido en frecuencia
a muy baja excitaciéon de la muestra, adquiriendo de manera simultanea la
aceleracion de la base (utilizando el acelerémetro) y la velocidad para el punto
X = Xyp (mediante la utilizacion del vibréometro). Una vez obtenidas ambas
senales, el amortiguamiento mecénico puede ser perfectamente determinado
mediante la técnica de ajuste por minimos cuadrados entre la Ec. (5.2) y la las
sefales experimentales.

Como primera instancia, se realiza la identificaciéon del amortiguamiento
modal de la Muestra 1 en su configuracion cantilever. La Figura 5.12 muestra
el ajuste de curvas por minimos cuadrados entre los resultados experimentales
y el modelo analitico. En este caso, el valor del amortiguamiento modal carac-
terizado fue de 0,00923, el cual se encuentra dentro de los valores esperados,
reportados en la literatura [254]. Por otro lado, la identificacién del amorti-
guamiento de la misma muestra pero en su configuracién biempotrada puede
encontrarse en la Figura 5.13a. En este caso, a diferencia de la configuraciéon
cantilever, la identificacién del amortiguamiento modal se realiza para distin-
tos niveles de la carga axial P, donde cada uno de estos puntos corresponde a
un valor obtenido mediante el ajuste entre aquellos que surgen de las curvas
del modelo analitico, dado por la Ec. (5.2), y de las curvas experimentales
(semejante al presentado en la Fig. 5.12). Para esta muestra, la identificacion se
realiza para ocho niveles de pre-carga incluyendo el caso P = 0. Respecto al
maximo de pre-carga valor testeado, el mismo fue de P = 172N, valor mayor
al critico tedrico el cual se ubic6 en los 154N.

Un procedimiento similar es llevado a cabo para la Muestra 2 tal como se
representa en la Figura 5.13b. En este caso se experimentaronseis niveles de
caga axial, donde el valor maximo fue de P = 72N, superior al critico tedrico
de 64N aproximadamente.

Analizando los valores identificados del amortiguamiento modal para am-
bas muestras, los mismos se situaron entre 0,005 < {; < 0,015, donde no se
identifica una tendencia clara que refleje una dependencia con la carga axial P.
Comparado con otros autores, este comportamiento no parece obedecer a la
tendencia creciente del amortiguamiento a medida que P aumenta reportada
por Leland y Wright [190] o Eichhorn y col. [191]. Sin embargo, estos dos
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Figura 5.13: Amortiguamiento modal lineal identificado para distintos valores de la
carga axial P para las Muestras (a) 1 y (b) 2.

estudios se basaron en la configuracién cantilever y dentro del régimen de
pre-pandeo. Por otro lado, Masana y Daqaq [166], reportaron una tendencia
creciente del amortiguamiento modal a medida que P aumenta para la confi-
guracion biempotrada. No obstante, sus resultados no resultan comparables
con los aqui presentados debido a que basaron en el amortiguamiento efecti-
vo (el cual incluye el amortiguamiento eléctrico producto del acoplamiento
electromecénico), restringiéndose a una prediccion tedrica en el régimen de
pre-pandeo .

5.2.2  Identificacién de la constante eldstica asociado a la condicion de borde no ideal

Como fue previamente comentado en la Subseccién 4.3.1, la condicién de
borde axial posee una fuerte influencia en la rigidez no lineal geométrica del
desplazamiento transversal. Con el objetivo de identificar el rol del pardmetro
k, asociada a la CB no ideal, aqui se presenta un estudio paramétrico de los
coeficientes emergentes de la Ec. (4.48) para el Caso C y para ambas Muestras
en la Figura 5.14. Ambos gréficos son presentados usando escala logaritmica
para un mejor entendimiento del rol de este pardmetro, considerando un
amplio rango de valores. Primero, se muestra en la Figura 5.14a la variacién
del coeficiente k.«/2, que representa la no linealidad geométrica asociada a la
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Figura 5.14: Rol de la constante k en (a) coeficiente de la no linealidad geométrica,
lineas punteadas denotan los valores de EA/2L¢/f como caso extremo B; y
(b) relacién entre la carga axial efectiva Py aplicada a la viga comparada
con la real P.

condicién de borde, en funcidn de los valores de k.. Como caso extremo, se
grafica en lineas punteadas horizontales el valor que emergen el Caso B, es decir,
EA/21ff. Para la Muestra 1, este valor fue de 1,03 x 107Pa mientras que, para la
Muestra 2 fue 0,526 x 10’Pa. Como se puede observar, a medida que aumenta
k. los términos de rigidez emergentes del Caso C crecen asintéticamente hacia
la rigidez asociada al Caso B, lo que representa una demostracion gréfica del
limite cuando k. — oo. En la Figura 5.14b se presenta la variacién de la relacién
de carga /P = « en funcién de k.. En este caso, P es la carga real aplicada a
la estructura mientras que Py = Pa es la carga axial efectiva que sufre la viga.
Resulta claro que a medida que k. aumenta, existe una tendencia decreciente
para « y para el caso limite de k. — oo, desaparece a« — 0. Esto significa, que
si la rigidez axial del extremo derecho tiende a infinito, no es posible aplicar ni
un desplazamiento prescrito ni una carga axial. Comparando ambas muestras,
es posible observar que los valores de k. afectan en mayor medida a la Muestra
2, dado que los valores de a decrecen mas rdpidamente en la Figura 5.14b a
medida que k. es variado. Este fendmeno se debe al menor valor de rigidez
axial EA de la Muestra 2, que la hace mds sensible frente al valor de rigidez
ke.
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Figura 5.15: Comparativas de la FRFs predichas numéricamente frente a resultados
experimentales correspondientes a la Muestra 2 para (a) P =0 (b) P =
36N. Niveles de excitacion: 0,2g, 0,5g, 1g, 1,4g vy 2g. k. = 5,5 X 10° para
el Caso C.

La Figura 5.15 compara las curvas de las Funciones de Respuesta en Fre-
cuencia (FRFs) de la Muestra 2 obtenidas experimentalmente contra las curvas
numéricas que surgen de los tres casos posibles de reduccién del modelo
matematico obtenidos por MEM (Casos A, B y C). Para esta muestra, la con-
dicién biempotrada sin carga axial (P = 0) y con pre-carga de P = 36N,
son presentadas en las Figuras 5.15a y 5.15b, respectivamente, para niveles
de excitaciéon de entre 0,2 y 2g. Como fue previamente comentado y serd
estudiado en profundidad mds adelante, la frecuencia natural del sistema
tiende a disminuir con una carga axial. En este caso, puede observarse como
esta misma vari6 desde 155Hz hasta 112Hz desde el caso sin carga (Fig. 5.15a
para 0,2¢) hasta la condicién pre-cragada (Fig. 5.15b para 0,2g). Analizando
la forma de las FRF, puede identificarse un efecto de ablandamiento en el
Caso A el cual estuvo en total desacuerdo con los resultados experimentales
que mostraron un claro endurecimiento. El comportamiento asociado al Caso
A fue producto de la no linealidad constitutiva emergente por el material
piezoeléctrico y es mas notorio para valores mayores de P y de niveles de
excitacion de la base. En este caso, la rigidez no lineal geométrica de O(EA)
fue igual a cero como fue mencionado en la Ec. (4.35). Continuando con el Caso
B, fue observada una tendencia contraria a la del Caso A, con un fuerte efecto
de endurecimiento a medida que aumenta la amplitud de excitacién y la carga
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axial. Este comportamiento, ocurre debido a la rigidez no lineal geométrica,
la cual tomé su valor maximo para este caso debido al efecto de alargamiento.
Pese a predecir un efecto de endurecimiento, los resultados del Caso B no
concuerdan con los resultados experimentales debido a lo pronunciada que
result6 la curva predicha numéricamente. Por ello, resulta claro que ni el Caso
A ni el Caso B pudieron predecir correctamente los resultados experimentales.
Esto indica que en el extremo donde se aplica la carga, la condicién de la
viga no se encuentra ni perfectamente restringida ni mévil. Como solucién a
esto, el Caso C tiene la capacidad de actuar como un caso intermedio entre los
dos. Los resultados presentados han sido provistos para un valor identificado
experimentalmente de la constante k. = 5,5 x 10° que representa al Caso C.
Con este valor, es posible calcular el pardmetro adimensional a resultando
a ser de 0,9739. Este parametro, modifica ligeramente el valor efectivo de la
carga axial P, comparado con los Casos A y B donde esto no ocurre como
puede verse en la Ec. (4.48). Sin embargo, la variacién de la carga axial no
produce un efecto significativo en la variaciéon de la frecuencia natural en
ninguno de los Casos A, B o C (véase Figura 5.15b). Para el valor elegido de
ke, el cual no es alterado en ninguna condicién, el efecto de endurecimiento
debido a la rigidez no lineal geométrica es perfectamente reproducido en
todos los resultados experimentales. Esto indica que la propuesta condicién
de borde no ideal es una alternativa adecuada para predecir correctamente la
respuesta dindmica desde la condicion sin carga hasta la cargada del sistema
real, por medio de una correcta eleccién del pardmetro k..

Por otro lado, con el fin de verificar el valor identificado de k, la Figura 5.16
presenta la misma comparativa anterior pero para la Muestra 1. En este caso, se
presentan las condiciones sin carga (P = 0) asi como con pre-carga (P = 65N)
para 0,2g, 0,5g y 1g. La diferencia en los niveles de excitacion respecto a la
Muestra 2 es debido a limitaciones experimentales, por presentarse algunas
dificultades para alcanzar niveles mayores de excitacion debidas al excitador
electromecéanico en el espectro de frecuencia mds alto. En esta muestra, la
frecuencia natural se vio modificada desde los 215Hz hasta los 180Hz debido a
la presencia de la carga axial. Observando estos resultados, el Caso A present6d
una vez mas un comportamiento de ablandamiento debido a la rigidez no
lineal constitutiva, pero no tan notable como la otra muestra debido a la
menor dimensién del parche piezoeléctrico. Continuando con la el Caso B, el
modelo mostré un acentuado endurecimiento que no se correlacioné en lo
absoluto con los resultados experimentales. Finalmente, el Caso C, con el valor
de k. =55 x 10° previamente identificado, muestra una buena concordancia
con los resultados experimentales. En sintesis, puede decirse que ambos Casos
A como C aproximan correctamente los resultados experimentales. La buena
prediccién del Caso A, ocurre debido a que la Muestra 1 es mas ancha y
de mayor espesor (véase Cuadro 5.1), lo que significa mayor rigidez global,
menores desplazamientos y por lo tanto menor contribucién de los términos
no lineales. Por esta razén, puede ser observado que si la muestra presenta
una rigidez mucho mayor a la asumida por la restriccién elastica k. (en esta
Muestra al menos 4 veces mayor), el Caso A puede arrojar resultados similares
a los obtenidos por el Caso C.
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Figura 5.16: Comparativas de la FRFs predichas numéricamente frente a resultados
experimentales correspondientes a la Muestra 1 para (a) P =0 (b) P =
65N. Niveles de excitacion: 0,2g, 0,5g, 1g. k. = 5,5 X 10° para el Caso C.

5.2.3 Estudio del desplazamiento lateral de pandeo

En el andlisis de la dindmica de pos-pandeo, la correcta determinacién de
la configuracion pre-deformada w; resulta un paso fundamental debido a la
influencia directa en la determinacién de los pardmetros modales asociados,
denotados con superindice s en las Ecs. 4.110 y 4.111. Por ello, en esta sub-
seccion se presentan los resultados numéricos y experimentales referidos a la
inestabilidad estdtica para las Muestras 1 y 2 en la configuracién biempotrada tal
como es mostrado en las Figs. 5.17a y 5.17b, respectivamente. Como es sabido
el desplazamiento fuera de plano asociado al pandeo lateral posee una forma
prototipica que responde a la bifurcacion tridente supercritica, teniendo a P como
parametro de bifurcacién [255]. Las predicciones matematicas descriptas por el
modelo analitico fueron dadas por la Ec. (4.93) y graficamente presentadas con
lineas rojas en las Figs. 5.17a y 5.17b. En estas Figuras, puede ser observado

cémo para valores de P menores que los criticos (Pc(rlil = 154Ny Pc(i)t = 64N),
la tinica solucién es la nula debido a la inexistencia de un estado de pandeo.
Sin embargo, tan pronto como P excede el valor critico, tres posibles solucio-
nes aparecen: dos estables (lineas continuas), asociadas con cada direccién
posible del primer modo de pandeo, y una inestable (linea discontinua) re-
presentando la configuracion inicialmente recta de la viga. Como se observa,

la solucién matemaética de este problema responde a un sistema simétrico.
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Diagramas de bifurcacién tipo tridente del desplazamiento lateral eva-
luado a x = L/2 a medida que la carga axial es variada. Lineas continuas
representan soluciones estables mientras que las discontinuas, inestables.
Soluciones numéricas y experimentales para la (a) Muestra 1, (b) Mues-
tra 2. (c) Representacién adimensional de los diagramas de bifurcacién
perfectos e imperfectos para una viga pandeada paraa = P/P,;, b =1y
h = 0,05 en la Ec. (5.3).
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Sin embargo, los resultados experimentales presentan una respuesta diferente
que es representada con puntos azules en las Figuras 5.17a y 5.17b. La mayor
diferencia se observa cerca de la condicion critica de pandeo, donde los valores
experimentales muestran pequefios valores de desplazamiento lateral incluso
para P < P.;. Este comportamiento, puede corresponder a la existencia de
imperfecciones, las cuales se encuentran presentes, en mayor o menor medida,
en todos los problemas reales de bifurcacion. Las fuentes de imperfecciéon
posibles, pueden ser debidas a diversos factores como: geométricos, p. ej. la
viga no posee una configuracién inicialmente recta, materiales p. ej. el material
no es homogéneo ni isétropo, y de la fuerza aplicada, p. €j. ésta no se encuentra
perfectamente centrada ni paralela al eje de la viga [256]. En este punto, resulta
importante remarcar que ninguno de estos efectos son incluidos en la presente
formulacién matematica.

En un caso general, cuando una imperfeccion se introduce matematicamente
en el modelo del pandeo lateral de una viga, la simetria de la bifurcacién
tridente se rompe, por lo que aparece un camino primario y otro secundario.
Las diferencias entre los diagramas de bifurcacién adimensionales para vigas
genéricas perfectas e imperfectas se encuentran ilustrados en la Figura 5.17c.
En este caso, los valores numéricos son encontrados a partir de las raices
de la fuerza restauradora f(x) asociada al oscilador de Duffing dado por la
Ec. (4.1), sumando un parametro de imperfeccién constante /1, comtinmente
obtenido por asumir una viga con una deformacién inicial previa al pandeo,
de la siguiente manera [257, 258]

(1—a)x*+bx*®+h=0. (5.3)

Los caminos de bifurcaciéon se dividen en uno principal (superior) y uno
secundario (inferior). La forma asociada al camino principal, resulta similar a
los resultados experimentales identificados en las Figuras 5.17a y 5.17b, donde
el desplazamiento lateral existe para valores de P < P.;;. Por esta razén, es
posible confirmar la existencia de imperfecciones en la configuracién experi-
mental, asi como también una buena correlacién cualitativa entre el modelo
matematico y los resultados experimentales, donde las mayores discrepancias
se dan cerca de P =~ P,;.

5.2.4 Estudio de la variacion de rigidez transversal por pre-carga

Para el recolector sometido a una carga axial, probablemente una de las
caracteristicas mds interesantes radica en la posibilidad de modificar la rigidez
global del sistema y con ello su frecuencia natural mediante la modificaciéon
del valor de la carga axial. En esta subseccién, se estudia la influencia de
la carga axial en la frecuencia natural de las muestras como se observa en la
Figura 5.18. En este caso, la frecuencia natural para los casos sin carga axial
(P = 0) son de 207 y 154Hz para las Muestras 1 y 2, respectivamente (Figs.
5.18a y 5.18b). La diferencia es debida al nivel rigidez de la viga, dependiente
del drea seccional y longitud de la portante y del material piezoeléctrico,
debido a que los pardmetros constitutivos son los mismos. A medida que la
carga axial aumenta, se pueden identificar dos zonas, unapara los valores
decrecientes de la frecuencia natural correspondiente al estado de pre-pandeo
y otra para los valores crecientes correspondiente al estado de pos-pandeo.
Comparando los resultados numéricos y experimentales, se observan ciertas
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Figura 5.18: Modificacién de la frecuencia natural transversal para distintos valores
de la carga axial P. (a) Muestra 1, (b) Muestra 2.

diferencias pese a tener una tendencia similar. Por ejemplo, cerca de la zona
critica de pandeo, donde la frecuencia natural se hace cero, en ninguna de las
muestras es posible alcanzar esa situaciéon mediante ensayos experimentales.
Este fendmeno esta asociado a la existencia de imperfecciones inherentes al
sistema [257], como fue mencionado en el apartado anterior. En Figs. 5.18a
y 5.18b se observa como se produce el cambio de tendencia para valores de
P < P,y (Pc(yli)t =154Nvy Pc(yzl)t = 64N, respectivamente), un efecto tipico que
producen las imperfecciones en la modificaciéon de la frecuencia natural de
la viga [259]. Este comportamiento resulta razonable y en concordancia con
lo previamente observado en el estudio de la inestabilidad estdtica donde los
desplazamientos fuera del plano lateral también ocurrieron para P < P,
(véase Fig. 5.17). Desde un punto de vista cuantitativo, puede observarse como
las discrepancias son més significativas cuando P ~ P;.

5.2.5 Estudio de la respuesta en frecuencia del voltaje generado

En esta Subseccién se estudia la respuesta en frecuencia en el estado estacio-
nario del voltaje generado asociada a ambas configuraciones. Comenzando
con la Muestra 1 en la configuracion cantilever, los resultados experimentales
son comparados con los predichos por la solucién reducida del MEM dada
por la Ec. (4.157). Primero, la Figura 5.19a presenta la generacién del voltaje
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Figura 5.19: Generacién de voltaje para la Muestra 1 en configuracién cantilever.
Los puntos representan resultados experimentales mientras que lineas
continuas, las predicciones de la solucién reducida del MEM: (a) 0,05g y

(b) 1g

para bajos niveles de excitacién (0,05g), donde se obtiene una respuesta lineal
como era de esperar debido a los pequefios desplazamientos de la viga. Luego,
incrementando la amplitud de la forzante a 1g, las predicciones del modelo y
los resultados experimentales son comparadas en la Figura 5.19b. Se observa
una buena concordancia entre los resultados numéricos y experimentales junto
con una ligera modificacién de la frecuencia natural del sistema atribuida a
la contribucién de la rigidez no lineal constitutiva proveniente del material
piezoeléctrico, provocando un efecto de endurecimiento.

La respuesta en estado permanente de la Muestra 2 en la configuraciéon
biempotrada es estudiada en la Figura 5.20. En ella pueden observarse los
resultados numéricos y experimentales asociados al estado de pre-pandeo.
Primero se muestran los resultados sin ningtin tipo de carga axial aplicada
(Po = 0) en la Figura 5.20a. En este caso, un efecto de endurecimiento es
identificado a medida que la excitaciéon de base aumenta, donde los valores
de frecuencia asociados a los valores picos de generacién se desplazan hacia
la derecha. Este comportamiento, aparece matematicamente debido a la pre-
sencia de la rigidez no lineal geométrica de orden cubico K¢. En este caso, el
modelo analitico es capaz de reproducir perfectamente este comportamiento
para el valor de la restriccién eldstica obtenido anteriormente, k. =5,5 x 10°.
Por otro lado, cuando la misma muestra es sometida a una carga axial de
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Figura 5.20: Generacién de voltaje para la Muestra 2 en configuracién biempotrada.
Régimen monoestable. Los puntos representan resultados experimentales
mientras que lineas continuas predicciones de la solucién reducida del
MEM: (a) Py =0y (b) P; = 36N.

P; = 36N, los efectos asociados al decrecimiento global de la rigidez de la es-
tructura por la carga axial, asi como un mayor efecto de endurecimiento por el
incremento de los desplazamientos (y por lo tanto un rol més significativo de
la rigidez no lineal geométrica K¢) son predichos por el modelo y confirmados
experimentalmente en la Figura 5.20b. Vale la pena sefialar que la rigidez no
lineal geométrica no es la tinica fuente de no linealidad en el presente modelo.
Existen otras fuentes (véase Ecs. 4.110 y 4.111) como por ejemplo: la inercia
no lineal Y, sin contribucién significativa en la respuesta dindmica; el amor-
tiguamiento no lineal y3 con un rol similar al amortiguamiento lineal pero
con mayor contribucién para amplitudes de excitacion mas elevados [41, 230,
244], la rigidez no lineal constitutiva, asociada al efecto de ablandamiento en
la respuesta permanente de la generacién del voltaje [43] ; y los acoplamientos
no lineales geométricos (0 v ) y constitutivos (¢ y ¥c), que afectan a la
respuesta pero en una menor medida si se las compara con los acoplamientos
lineales (6 y ). Por otro lado, los estados de carga axial seleccionados en esta
seccion corresponden a los definidos en la Figura 5.11, donde Py es el caso sin
carga axial, mientras que P; es un valor de carga axial menor a la carga critica
P, (régimen de pre-pandeo).

Respecto al voltaje generado en el estado de pre-pandeo, el caso P; presenta
un mejor rendimiento debido a los valores picos mas altos, mayor generacién
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fuera de resonancia y la capacidad de recolectar energia para valores de
frecuencia més bajos. Estas observaciones estuvieron en total acuerdo con lo
reportado por otros autores para la misma configuracién [166, 207, 208]. De
estas observaciones surge de manera natural el interrogante de como afectara
a la generacion, el estado de pos-pandeo o régimen biestable para los casos P
y Pl-

Los resultados numéricos y experimentales de la misma muestra en el
estado de pos-pandeo (P > P,;) se encuentran presentados en la Figura
5.21. Primero, la Figura 5.21a presenta la respuesta en estado estacionario del
voltaje obtenido para P, = 8IN. Para dicho nivel de carga axial, el estado
reciproco al asociado a P; = 36N (véase Figura 5.11) fue alcanzado teniendo
aproximadamente los mismos valores de frecuencia natural de 115Hz, pero en
los regimenes mono- y biestables, respectivamente. En la Figura 5.21a, se puede
observar un comportamiento de ablandamiento predicho de los resultados
analiticos y confirmado por los experimentales. Este comportamiento ocurre
debido a la presencia de la rigidez no lineal geométrica de orden cuadrético
K{;, emergente de la configuracién pre-deformada w;. El segundo estado de
pos-pandeo estudiado corresponde a P; = 95N y se encuentra presentado en
la Figura 5.21b, cuyo caso fue Py, teniendo ambos frecuencias naturales de
aproximadamente 154Hz. En este punto, se puede realizar el mismo anélisis
que el anterior sobre el efecto de endurecimiento en estado de pre-pandeo
y de ablandamiento en estado de pos-pandeo. Por tltimo, el caso de mayor
carga Py = 107N, corresponde al mas rigido y es presentado en la Figura 5.21c.
A este valor de la carga axial, el efecto de ablandamiento es, el mas acentuado
entre todos los estudiados. A diferencia del caso de pre-pandeo, no existe
reportes de otros autores para la misma configuracién.

Observando las Figuras 5.20 y 5.21 en conjunto, se pueden destacar algunos
resultados contrastando los regimenes mono- y biestables. Al igual que con el
efecto de endurecimiento en el estado de pre-pandeo, el efecto de ablandamien-
to en el pos-pandeo también tiende a ser més notorio para valores de carga
axial P mayores, incluso considerando un crecimiento en el nivel de rigidez
global del sistema. Estoultimo se debe al incremento del desplazamiento fuera
del plano ws junto con la carga axial P, el cual afecta fuertemente el parametro
modal K¢, (véase Ec. 4.113) acentuando la no linealidad cuadrética. Es impor-
tante remarcar que si bien ambos efectos de endurecimiento y ablandamiento
son magnificados para valores mas altos de la carga axial, estos ocurren por
causas bien diferenciadas.

Por otro lado, en lo referido a los niveles de correlacién entre los resultados
numéricos y experimentales, los asociados con el estado pre-pandeo tuvie-
ron una mayor correspondencia con los experimentales comparados con los
encontrados en el estado pos-pandeo. Esto se debe a las dificultades asocia-
das con las incertidumbres de la condicién pre-deformada w;s debido alas
imperfecciones presentes en el sistema real, tal como fue mencionado en las
validaciones experimentales del desplazamiento lateral de pandeo (subseccion
5.2.3) y de la variacion de la rigidez transversal (subseccién 5.2.4). La existencia
de estas imperfecciones, resulta en valores de voltaje tedricos ligeramente
diferentes a los experimentales en la respuesta de voltaje de estado estable.
Con el fin de dar un tratamiento cuantitativo, se obtuvieron la porcentaje de
acuerdo promediado (PAP) y la raiz del error cuadrdtico medio (RECM) para los

125



126 VERIFICACION NUMERICA Y VALIDACION EXPERIMENTAL

15
Z. 104
=
g
&
g
s 5
O
0 T T T T T
90 100 110 120 130
Frecuencia [Hz]
(@)
15
Z 10
=
S
&
g
5 5
O
O T T T T T
130 140 150 160 170 180
Frecuencia [Hz]
(b)
15
Z 10
S
g
Q
@«
g
551
O . !
: .
O 7 T T T T T
160 170 180 190 200 210

Frecuencia [Hz]
(©)

Figura 5.21: Generacién de voltaje para la Muestra 2 en configuracién biempotrada.
Régimen biestable. Los puntos representan resultados experimentales
mientras que lineas continuas predicciones de la solucién reducida del
MEM: (a) P, = 81N, (b) P; = 95N y (c) P4 = 107N.
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valores més bajo y alto de P ensayados en pre- y pos-pandeo respectivamente,
definidas como

o |(Vt*Ve)/Vg|
PAP =) — —, -
5 5-4
RECM = Z(th_V@),

donde V; y V, corresponden a los valores de voltaje tedricos y experimentales
respectivamente, mientras que n el nimero de mediciones. Comenzando con
el caso de P = 0, presentando en la Figura 5.20a, y considerando todos los
niveles de excitacién ensayados, el PAP fue de 90,5 % mientras que la RECM
fue de 0,71V. Estos resultados son mas que aceptables. Por otro lado, para el
valor méas grande de carga axial P = 107N, presentando en la Figura 5.21c, los
valores fueron de PAP = 76,2 % y RECM = 0,92V, lo cual evidencia cémo las
incertidumbres asociadas al estado de pre-pandeo o régimen biestable afectan
a las predicciones numéricas. Sin embargo, resulta importante notar que las
predicciones menos precisas de los resultados experimentales se encuentran
localizadas para frecuencias menores a las asociadas a los picos de voltaje.
Si estos puntos no son tomados en consideracion, las estimaciones de PAP
y la RECM son mejoradas a 82,2 % y 0,75V, respectivamente (para un rango
de entre 178Hz a 210Hz en la Figura 5.21¢), lo cual sugiere que el modelo
matemadtico es més preciso para valores mas altos de frecuencia.

5.3 IMPORTANCIA DE LA CONSIDERACION DE TERMINOS NO LINEALES

En esta subseccion, se analiza la importancia de los pardmetros no lineales
del presente modelo para una correcta prediccién de los resultados experimen-
tales. En este proceso se busca identificar el rol especifico de cada uno de los
pardmetros, tanto en los estados de pre- como de pos-pandeo del recolector.

La Figura 5.22a presenta la influencia de los pardmetros no lineales junto con
los resultados experimentales para la Muestra 1 en su estado de pre-pandeo.
En este caso, la Muestra 1 fue sometida a una carga axial P = 104N y una
aceleracion G = 1,4g, la cual representa la condicién de mayor amplitud
de excitacion testeada experimentalmente durante el estado de pre-pandeo.
Comenzando con la respuesta lineal, puede observarse que al despreciar los
pardametros no lineales se sobrestima en gran medida la generacién de energia,
incluso para valores de frecuencia de excitacién alejadas de la condicién
resonante. Por ejemplo, para una frecuencia de excitaciéon de 142Hz(fuera de
resonancia), los valores de voltaje de la soluciéon lineal son de 12V, mientras
que los resultados experimentales se situaron en 8V, lo cual representa una
diferencia del 50 %. Siguiendo con el anélisis, la inclusién del amortiguamiento
no lineal junto con el acoplamiento no lineal constitutivo (y2 + 6¢ + ¢c), dan
lugar a una disminucién del pico de voltaje hasta un comportamiento similar
al experimental. Dado que el efecto de estos parametros en la FRF es similar, la
relevancia de alguno de ellos puede identificarse si observamos la curva donde
el amortiguamiento es considerado junto con la rigidez no lineal geométrica
(42 4 Kg). En este caso, comparando estas dos ultimas situaciones, la diferencia
de los picos de generacion es debida solamente al acoplamiento no lineal
constitutivo ¢, recordando que K¢ solo produce un corrimiento de frecuencia.
De esta manera, se confirma la gran influencia del amortiguamiento no lineal
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Figura 5.22: Influencia de los términos no lineales en el estado permanente de la
respuesta dindmica de la (a) Muestra 1, configuracién biempotrada en el
estado de pre-pandeo (P = 104N, G = 1,4g). (b) Muestra 2 configuracién
biempotrada en el estado de pos-pandeo (P = 107N, G = 2g).

u2. Adicionalmente, un ligero efecto de endurecimiento es observado en esta
curva debido a la inclusién de K¢. Sin embargo, este efecto es fuertemente
contrarrestado cuando la rigidez no lineal constitutiva es agregada (12 + K¢ +
Kc), donde el ablandamiento posee un mayor peso en la respuesta. Por tltimo,
todos los términos fueron incluidos en la daltima curva (y2 + K¢ + K¢ 4 6c +
Yc), que en comparacion con los resultados experimentales, alcanz6 la mejor
prediccién en comparacién con los escenarios anteriormente planteados.

A esta altura, resulta importante aclarar que tanto los acoplamientos no
lineales geométricos (8¢ y ) como la inercia no lineal () fueron incluidas
en todas las curvas de la Figura 5.22. La razén por la que no fue hecha ningtin
tipo de mencién sobre su influencia es debido a que su contribucién fue
précticamente inapreciable.

De igual forma que en el caso anterior, se analiz6 el rol de los términos no
lineales en el estado de pos-pandeo para la Muestra 2 tal como se observa en
la Figura 5.22b, donde se eligieron P = 107N y G = 2g porque representan
la condicién de mayor excitacion para esta Muestra en este estado. Nueva-
mente, el amortiguamiento modal con el acoplamiento no lineal constitutivo
(42 + 8¢ + ¢c) fueron anadidos en una primera instancia demostrando el
mismo comportamiento que en el estado de pre-pandeo. Seguido a esto, la
influencia de la rigidez no lineal constitutiva fue afiadida al estado anterior
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(2 + Kc + 0c + ¢c), confirmando una vez mads el efecto de ablandamiento
propio de estas relaciones constitutivas. Sin embargo, a diferencia del estado
de pre-pandeo de la Muestra 1, donde el efecto de ablandamiento quedaba
correctamente predicho al incluir K¢, la inclinacién a la izquierda de los resul-
tados experimentales resulta ahora bastante méas pronunciada. Esto es debido
a la necesidad de incluir la rigidez no lineal geométrica K¢, la cual posee un
efecto de ablandamiento por tratarse de una no linealidad de orden cuadrético.
Una vez mads, puede notarse que la solucion que incluye todos los términos no
lineales es la que mejor predijo los resultados experimentales, confirmando la
conveniencia del modelo aqui presentado.
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A nivel mundial, la cantidad de vehiculos en circulacién es una cifra que se
encuentra en aumento afo tras afio. En el ano 1970, 30 millones de vehiculos
fueron producidos y 246 millones se encontraban registrados a nivel mundial,
mientras que para el 2005, 65 millones fueron producidos y 8oo millones
registrados [260]. Solamente en nuestro territorio nacional, la cantidad de
vehiculos registrados ha aumentado de 7 millones en el afio 2005 a 13 para el
2015 [261]. La Organizacién Mundial de la Salud (OMS) determiné que la gran
cantidad de vehiculos en circulacion causa que aproximadamente 50 millones
de persona por afio en el mundo sufran traumatismos producto de accidentes
de transito, donde la velocidad inapropiada es el factor mds contribuyente a la
ocurrencia de estos infortunios. Por consiguiente, el control de la velocidad
mediante la implementacién de distintos tipos de obstaculos (loma de burro,
tachas, badén, etc.) que cumplan la funcién de disminuir la energia cinética
de los vehiculos, resulta una herramienta necesaria para mejorar la seguridad
vial.

Los reductores de velocidad son elementos que sobresalen de la superficie
del pavimento colocados intencionalmente en carreteras con el fin de evitar
accidentes. Su funcién principal es la de obligar a los conductores a disminuir
su velocidad de circulacién, generando un malestar a la conduccién cuando
son atravesados a una rapidez por encima de la de disefio o recomendada.
Durante el proceso de frenado gran cantidad de energia cinética es disipada,
siendo la mayor parte en forma de calor en el sistema de freno. Sin embargo,
parte de esa energia es disipada en las deformaciones y vibraciones de los
sistemas de amortiguacién y de la misma carretera. Por lo tanto, resulta 16gico
creer que una gran cantidad de energia se disipa en los reductores de velocidad,
lo que los hacen una fuente de energia a explorar para la implementacién y
desarrollo de dispositivos basados en la REP.

El aumento de la cantidad de vehiculos circulando a nivel mundial, ha
también motivado el desarrollo de la rama de la ingenieria denominada
dindmica vehicular, la cual estudia el comportamiento dindmico de los vehiculos
de transporte incluyendo miltiples aspectos como seguridad, confiabilidad,
confortabilidad, optimizacién de combustible y su interaccién con el ambiente:
(i.e. pavimento y aire) [262, 263]. Actualmente, existen algunas alternativas
comerciales y de c6digo abierto que pueden satisfactoriamente modelar la
dindmica vehicular y cuantificar las fuerzas introducida por el pavimento,
como por ejemplo: CarSim [264], VeDyna [265], AutoSIM [266], Modelon [267]
o MSC ADAMS. Sin embargo, el uso de estas herramientas presentan dos
grandes desventajas: (i) la mayoria de ellas requieren licencias de uso las cuales
resultan costosas, y ademads (ii) estdn orientadas especificamente a la dindmica
vehicular, donde el impacto del vehiculo a la carretera y la respuesta de ésta
queda en un segundo plano.

En este contexto, en el presente Capitulo se desarrolla una formulacién ma-
temadtica capaz de predecir la dindmica acoplada de un vehiculo atravesando
una superficie irregular u obstaculo el cual posee un grado de libertad vertical.
Para ello, distintos modelos basados en la cantidad de grados de libertad son
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Figura 6.1: Esquema representativo de los modelos de (a) cuarto y (b) medio vehiculo
de 2 y 4 GDL respectivamente.

propuestos. Una vez identificada su influencia, diversos estudios paramétri-
cos son llevados a cabo con el fin de identificar el rol de cada pardmetro en
la respuesta dindmica con un especial énfasis en la fuerza vertical maxima
experimentada. Por otro lado, respecto al perfil del reductor de velocidad, dos
geometrias diferentes son tenidas en cuenta, una «céncava» y una «trapezoidal»
asociadas a los reductores de velocidad tipo «loma de burro» y «tacha vial»,
de mayor implementacién en escenarios reales. Por ltimo, las ecuaciones
dindmicas son obtenidas basadas en las siguientes hipétesis simplificativas:

1. El vehiculo se mueve en linea recta y en el caso més general acorde a un
Movimiento Rectilineo Uniformemente Variado (MRUV).

2. Tanto la suspensién como los neumaticos presentan un comportamiento
lineal.

3. La disipacion de energia del vehiculo se produce solamente en la sus-
pension, siendo despreciable la del neumatico, la cual posee un compor-
tamiento puramente eldstico.

4. Los efectos aerodindmicos no son considerados.

6.1 FORMULACION MATEMATICA
6.1.1 Modelos de vehiculos

En el estudio de la dindmica vehicular, diversos modelos han sido desa-
rrollados para estudiar la respuesta del vehiculo frente a las irregularidades
presentes en el camino [260, 262, 268, 269]. Uno de los modelos més sencillos es
el modelo de cuarto de vehiculo esquematicamente representado en la Figura 6.1a.
Este modelo, esta conformado por dos masas vinculadas que admiten solo el
desplazamiento vertical, contabilizando un total de 2 GDL (grados de libertad).
En este caso, las masas son representadas como m, (masa suspendida), dada
por un cuarto del total del cuerpo del vehiculo y m, (masa no suspendida)
dada por la masa de una sola rueda. Por otro lado, cs es el coeficiente de



6.1 FORMULACION MATEMATICA

by by

Figura 6.2: Esquema del modelo completo de vehiculo de 7 GDL.

amortiguamiento de la suspensién, mientras que ks y k, son las constantes
elasticas asociadas a la suspensién y al neumaético, respectivamente. En este
punto, resulta importante notar la hipétesis asumida donde la disipacién de
energia en el neumatico se asume despreciable frente a la que se produce en
la suspension. Por tdltimo, la funcién y(f) representa la excitaciéon del sistema
dada por las imperfecciones y/o obstdculos presentes en el pavimento.

Otro modelo comtnmente utilizado, y con un cierto grado de sofisticacién,
es el modelo de medio vehiculo, representado en la Figura 6.1b. En este caso,
tres masas son consideradas: una suspendida representando la mitad del
cuerpo del vehiculo y otras dos masas representando las ruedas delanteras
y traseras, respectivamente. Como resultado, un total de cuatro grados de
libertad (representados por xy, 6, x,1 y X2) son obtenidos dados por el despla-
zamiento vertical de las tres masas, sumadas al giro de la masa suspendida 6,
el cual es comtinmente llamado pitch o cabeceo. Una de las principales ventajas
de este modelo, ademds de la evidente posibilidad de la incorporacién del
pitch, es la capacidad de considerar distintos pardmetros para las suspensiones
como para los neumaticos en los trenes delanteros y traseros, asi como la
posibilidad de capturar el efecto de la posicién del centro de gravedad del
vehiculo en el plano transversal del mismo. Como desventaja evidente es la
mayor cantidad de informacién requerida para modelar el sistema, puesto que
es necesario identificar la posiciéon del centro de masa en el plano lateral (de-
terminado por las cotas a1 y a3), asi como el momento de inercia I, alrededor
de un eje pasante por dicho punto, y normal al plano lateral.

Por ultimo, uno de los modelos més completos utilizados para estudiar la
vibracién del vehiculo, es el denominado modelo de vehiculo completo (o
full car model por su nombre en inglés), presentado esquematicamente en la
Figura 6.2. En esta formulacién, un total de cinco masas son asumidas: una
por cada rueda sumada al cuerpo de vehiculo. Como resultado, se alcanza
un total de siete grados de libertad (xo, ¢, 0, x,1, Xn2, X43 Y Xna) representado
por: los desplazamientos verticales de cada rueda, el del cuerpo del vehiculo,
y las dos rotaciones de este: el cabeceo anteriormente comentado, y el nuevo
grado de libertad respecto al modelo anterior denominado dngulo de rolido o
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roll. La inclusién de este nuevo grado de libertad implica una mayor cantidad
de datos de entrada al modelo numérico, donde el centro de gravedad debe
ser posicionado también en el plano frontal (dada por las cotas by y by), y
debe conocerse el momento de inercia en dicho plano respecto al centro de
gravedad G.

Deduccion de las ecuaciones diferenciales del movimiento

Una vez introducidos los distintos modelos, se presentan las ecuaciones
de movimiento considerando un marco de referencia absoluto. Para ello, se
utilizan las ecuaciones de Lagrange considerando fuerzas generalizadas Qx

0 (dL oL
i (3 )~ 5~ o
donde L = T — U representa al funcional lagrangiano, g; la k-ésima coor-
denada generalizada del sistema y Qy la k-ésima fuerza generalizada. Estas
expresiones pueden ser llevadas a una forma mds simple y practica si conside-
ramos vibraciones lineales a la siguiente forma [269]

o (dT oT oD oV
3 (31.) %, 7" 2

—5 -t +
ok~ 9k Ik
donde f, es ahora fuerza externa aplicada al sistema, T y U representan
la energfa cinética y potencial respectivamente, mientras que D la funcién
disipacién o de Rayleigh. Estas cantidades escalares, pueden ser obtenidas a
partir de las siguientes expresiones

1 T 12
T = EX Mx = E Z Z ximijxj,
i=1j=1
1 T 102
V=-xKx== E Z xiki]'x]'/ (63)
2 2 i=1j=
1 T 1M
D = EX Cx = E Z incijxj.

Il
—
Il
—

i=1j

Donde M, K, y C son las matrices de masa, rigidez y amortiguamiento y x el
vector desplazamiento. Comenzando con el modelo mads sencillo, el de cuarto
vehiculo representado en la Figura 6.1a, las expresiones anteriores pueden ser
obtenidas como:

1 5, 1
T = Emvx% + Emnx%,

1 1
U= Eks(xv —x,)% + Ekn(xn —y)?, (6.4)
D == 7CS (.X..y - Xn)z .

Reemplazando las expresiones dadas por la Ec. (6.4) en la Ec. (6.2), las ecua-
ciones diferenciales del movimiento para este modelo pueden ser obtenidas

mvi:v'f’cs (xv_xn)+ks (xv_xn) :O/ (65)
MuXy — Cs (xv_xn)_ks (xv_xn)+kn (xn_]/) :O/ .
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las cuales pueden ser representadas de manera maés sencilla si empleamos
la notacién matricial como

Mx + Cx 4 Kx = f, (6.6)

donde f es el vector forzamiento del sistema. En este caso, las matrices del
sistema pueden ser expresadas de la siguiente forma

_ mU 0 . o Cs _Cs . _ ks _ks
M_[ 0 mn]’ C_[—cs Cs ]’ K_[—ks ks—l—kn]

CTa®] - . (6.7)
B Py

El mismo procedimiento anterior puede aplicarse para el modelo de medio
vehiculo de la Figura 6.1b. En este caso, las funciones asociadas a las energfas
cinética y eldstica, asi como la funcién de disipacion resultan

1 1 . 1 . 1. .
T = Emyxyz + Emnlx%l + Emnzx%z + Elyez,
1 1
u= Eksl(xv — X1 — a10)2 + Eksz(xv — X2 — a29)2+
) o 2 ©6.8)
Eknl(xnl —y1)" + Ean(an — 1),
1 . . w2 1 . . 2
D= 651 (%0 — % —m10)” + 5692 (%0 — Xpp — a28) .

Reemplazando las expresiones dadas por la Ec. (6.8) en las Ec. (6.2) se
obtienen un total de cuatro ecuaciones diferenciales, una por cada grado
de libertad. Dicho sistema puede ser expresado de manera matricial de la
misma manera que el dado por la Ec. (6.6), donde ahora las matrices de masa,
amortiguamiento y rigidez, asi como el vector desplazamiento y forzamiento
toman la forma

M = diag (my, I, my1, mp2) (6.9)
[ cs1+C2 axc2 —a1cs1 —Cs1 —Cs2
C— H%Csl + ﬂ%Csz a1Cs1  —a2Cs2 (6.10)
Cs1 0
L Sym Cs2
[ k1 + k2 acksp —arks; —ks1 —ksp
a?kg +adks  mk —ayk
K = 1"s 2Rs 1851 2Rs2 6.11
ks1 + ki 0 ( )
L sym ksZ + kn2
T
x=1[2x() 0(t) xm(t) xun(t) ] (6.12)

f= [ 00 knlyl (t) knzyz (t) ]T (613)
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Por ultimo, se obtienen las ecuaciones diferenciales para el modelo completo
del vehiculo donde las expresiones de las energias cinética y potencial y
funcién disipacién son

1 . 1 . 1 . 1 ) 1 .
T = Emvxv2 + Em,ﬂxﬁl + Emnzxflz + Emn3xﬁ3 + Emn4xﬁ4
1., 1 .
+§Ix¢ + Elye 7
1 1
u= Ekﬂ (XU — X1 + bl(P — a19)2 + Eksz(xy — Xy — bz(P — a16)2-|-
1 1
Sksa(xo =23 — b1+ 10)* + Fksa(xo = xns + bogp + a26)*
6.14)
1 X —xm\2 1 1 (
+§kR <(P - nlwnZ> + Ekrl (xnl - ]/1)2 + Ekrz(xrzZ - y2)2
1 2 1 2
+§kr3(xn3 - ]/3) + Ekr4(xn4 - ]/4) ’
1 ) ) . w2 1 ) . . (2
D= 5s1 (%0 — %m + b1 — a10)” + 5602 (%0 — Xp — bop — 110)" +
1 ; . : ~2 1 . . - 2
563 (%0 — %3 — b1 +a20) " + 5Cst (%0 — %na — b + a20) "

Donde ahora kg es la rigidez asociada a la barra estabilizadora del eje
delantero mientras que w = by + by representa el ancho total del eje del
vehiculo. Empleando nuevamente la Ec. (6.2), y considerando que ahora
el sistema dindmico posee siete grados de libertad, las matrices de masa,
amortiguamiento y rigidez de la misma Ec. (6.6) toman la forma

M= diag (mv/ I, I, my1, My, My3, mn4) (615)
€11 C12 €13 —Cs1 —Cs2 —Cs3 —Cs4
€23 €23 —bicsi bycsr  bicss  —bacy
C33 A1Cs1  A1Cs2  —aA2Cs3  —a2Cs4
C= Cs1 0 0 0 (6.16)
C52 0 O
C53 0
| Sym Csa |
Siendo

€11 = Cs1 + Cs2 +Cs3 + Csa,
o1 = 12 = by (€51 — €s3) + b2 (Css — C52) ,
c31 = €13 = a2 (Cs3 + Cs4) — a1 (Cs1 + Cs2)
e = b? (51 + cs3) + b3 (o + Csa)
32 = €23 = a1bacsy — arbics1 — axbicsz + azbacy,

C33 = ﬂ% (Csl + CsZ) + ﬂ% (CS3 + Cs4) s

(6.17)
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kit k2 kiz —ka —keo  —ks —ks4
kos kas  kaa ko bikss —boksy
kss ks atksay  —ackss —azky
K= ky  — % 0 0 (6.18)
kss 0 0
an + k53 0
L Sym kn4 + ks4 |

Siendo

ki1 = ks1 + ks + ksz + ksa,
ko1 = k12 = by (ks1 — ks3) + b2 (kss — ks2),
k31 = kiz = a3 (k3 + ksa) — a1 (ka +ks2),
kap = kg + b3 (ks1 + ks3) + b3 (ko + ko),
k32 = ko3 = aybaksy — aybiksy — asbikss + azboksy,
kg
w

k42 = k24 = - + blksll (619)

k
kos = — + byksy,
w

k3z = ﬂ% (ksl + ksz) + El% (kS3 + ks4) ’

k
kag = k1 +ks1 + *13,
w

kr
kss = kn2 + ks2 + or
w
Mientras que el vector desplazamiento y forzamiento resultan

x=[x(t) ¢t) 0() xa(t) xa(t) xa(t) xa(®)], (620

f= [ 0 00 knlyl (t) kn2y2 (t) kn3y3 (t) kn4y4 (t) ]T, (6.21)

Fuerzas verticales inducidas por el vehiculo

En el apartado anterior, las ecuaciones diferenciales que gobiernan el movi-
miento del vehiculo fueron obtenidas para tres tipos distintos de modelos de
vehiculos. En dichas expresiones, las fuerzas verticales dindmicas ejercidas por
el vehiculo en la carretera emergen naturalmente considerando la posicién y
rigidez del neumatico en conjunto con el valor del perfil de la carretera. Sin
embargo, ningtn tipo de consideraciéon respecto a las fuerzas dependientes
del peso del vehiculo fue realizada. La fuerza vertical total F, ejercida por cada
neumadtico a la carretera (igual y opuesta a la fuerza que la carretera le ejerce a
cada neumadtico), puede ser expresada como

F, = Fzgd) + FZEE) =ky(xn—y)+ FZEE) (6.22)

Donde Fzgd) = ky (xn —y) es la componente vertical dindmica, mientras
que FZEE) es la fuerza estética producida por el peso total del vehiculo. Esta

ultima fuerza F?Ee) es, en el caso mds general, una funcién dependiente de
la configuracién y aceleracién del vehiculo y adopta distintas expresiones
dependiendo de la cantidad de GDL asumidos. Comenzando con el modelo
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de cuarto de vehiculo, Fée) puede ser obtenida simplemente considerando la
suma en la direccién vertical del peso de la masa suspendida y de la rueda
como

Pée) = (my+my)g (6.23)

Donde g representa la aceleraciéon de la gravedad. Por otro lado, para
el modelo de medio vehiculo, las fuerzas verticales ejercidas por el peso
deben ser obtenidas considerando tanto la sumatoria de fuerzas verticales
como horizontales, asi como la sumatoria de momentos respecto a un punto
arbitrario. Considerando una carretera sin inclinacion, las fuerzas verticales
producidas en el tren delantero y trasero pueden ser expresadas como

Féi) = (mvaT2 + m,ﬂ) < Fég) = (mvaTl + mn2> g (6.24)

Donde | = a; 4 a3 es la distancia total entre los ejes del vehiculo. Para el
caso del modelo de vehiculo completo, donde el dngulo de rolido es incluido,
las fuerzas verticales estaticas no pueden ser totalmente determinadas debido
a que se trata de un sistema estdticamente indeterminado [269]. Por ello, en
este modelo, se emplean las mismas expresiones que para el caso del medio
vehiculo, lo cual implica despreciar la influencia del dngulo de rolido.

Por otro lado, cuando un vehiculo se mueve y/o acelera en una superficie
inclinada, la distribucién del peso en el eje delantero y trasero se ve ligera-
mente afectada. Este fenémeno se manifiesta en mayor medida para valores
mayores del dngulo de inclinacién de la carretera y/o aceleracion. Siguiendo
un procedimiento similar al utilizado para obtener las fuerzas estéaticas, la
distribucién del peso en cada eje puede ser recalculada considerando estos
dos efectos como [269]

Fv(i) = <mvalZ cosf — mvlll sin @ + m1> g— mav};;
(6.25)

h h
Fég) = (myall cos b + Mo sin 6 + mz) g+ may;

donde a, es la aceleracién del vehiculo y / la altura del centro de masa del
vehiculo medida desde el suelo. Por otro lado, resulta importante aclarar, que
para el modelo de 2 GDL, la distribucion del peso no se ve afectada cuando el
vehiculo se encuentra acelerando en una superficie inclinada, por lo que la Ec.
(6.23) sigue teniendo validez.

De esta manera, con el fin de determinar las fuerzas verticales que se
desarrollan por el paso del vehiculo sobre un obstdculo, se incorporan las
fuerzas estéticas en el término de fuerza f de la Ec. (6.6), dependiendo del
modelo seleccionado, ya sea por la Ec. (6.23) del modelo de 2 GDL o por las
Ecs. (6.25) del modelo de 4 y 7 GDL .

Movimiento del vehiculo

Como ultimo aspecto referido al modelo de vehiculo, se define la funcién
desplazamiento del mismo. Para ello, se asume como caso mas general que el
vehiculo se encuentra en un estado de aceleracion constante y en linea recta, lo



6.1 FORMULACION MATEMATICA
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Figura 6.3: Distribucion de presién vertical del neumaético en la direccién de movi-
miento.

cual corresponde un movimiento rectilineo uniformemente variado (MRUYV).
En este caso, las ecuaciones de posicion s, (t) y velocidad v, (t) resultan

sp (t) =s T+ opt + 2yt
e\ TR RR T ot (6.26)

vy (1) =0 + apt

Donde sy y vg representan la posicién y velocidad inicial del vehiculo.

6.1.2  Modelo de neumdtico e interaccion vehiculo pavimento

Durante el desplazamiento del vehiculo, el tinico punto de contacto que exis-
te entre este y la superficie del pavimento se da a través del neumaético. Dicho
contacto, se produce siempre a través de una drea comtinmente denominada
huella, parche de contacto o region de contacto, la cual posee un rol fundamental
en las fuerzas transmitidas. Dichas fuerzas, son comtinmente divididas entre
normales y de friccién las cuales son las responsables de la adherencia entre
ambas superficies, aspecto de gran relevancia en las condiciones de arranque
y frenado. Otra de las funciones de gran importancia que posee el neumatico,
ademas de la funcién obvia de sostener el vehiculo, radica en su capacidad
de absorber los impactos producto de las pequefias irregularidades presentes
en el camino. Por todos estos motivos, la dindmica del neumético cumple un
rol fundamental en el comportamiento del vehiculo, influenciando en enorme
medida su nivel confort.

A la hora de modelar matematicamente los neumaticos, diversos enfoques
analiticos han sido propuestos con el fin de predecir correctamente la inter-
accion con el pavimento. En todas las expresiones presentadas hasta aqui,
ningln tipo de consideracion respecto a la forma del contacto ha sido rea-
lizada atn, es decir, que la resolucién de la Ec. (6.6) tal como se presenta
equivale a asumir que el contacto entre el neumaético y la carretera se da en
un solo punto, dado por por y (t). Este enfoque es uno de los més empleados
debido a su sencillez y es denominado modelo de neumético de Punto de
Contacto Unico (PCU), siendo conocido por despreciar la existencia del par-
che de contacto. Entre las aplicaciones mas comunes donde este modelo es
adoptado se destacan el cdlculo de los modos de vibracién del vehiculo, asi
como el estudio transitorio del mismo cuando es sometido a excitaciones de
baja frecuencia relativa o de gran longitud de onda [268]. Sin embargo, para
carreteras con obstdculos lo suficientemente «abruptos», este modelo tiende a
sobrestimar notoriamente las fuerzas de interaccién debido a su incapacidad
de contemplar las caracteristicas envolventes del mismo. El primer estudio de
modelos capaces de contemplar estas caracteristicas fue llevado a cabo por
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Lippmann y col. [270] quienes investigaron las propiedades de filtrado de alta
frecuencia debido a la capacidad envolvente del neumatico. Basado en este
mismo fenémeno, Guo [271] propuso un modelo de neumaético basado en el
filtrado geométrico del perfil de la carretera, donde una entrada suavizada
Ve () es considerada como excitacion al sistema, el cual fue llamado como de
Contacto de Rolido Rigido (CRR) . Como principales ventajas, en este modelo
el alcance del contacto es automaticamente tenido en cuenta debido al radio
de la rueda, ademas de contemplar diferentes excitaciones para irregularida-
des positivas como negativas. Sin embargo, como desventaja, la huella del
neumadtico no es introducida y el contacto continua actuando en un punto.
Anos més tarde, Guo y Liu [272] solucionaron este problema introduciendo
un modelo mejorado denominado de Contacto de Rolido Flexible (CRF), el cual
contemplaba tantos las propiedades de filtrado geométrico como por flexi-
bilidad. Sui e Hirshey [273] compararon los distintos modelos previamente
mencionados en conjunto con simulaciones tridimensionales del método de
elementos finitos utilizando LS-DYNA, probando que las soluciones dadas
por el modelo CRF y el software comercial eran las que mas se asemejaban.
Luego, Yang y col. [274] presentaron un modelo Revisado de Contacto de Rolido
Flexible (RCRF) el cual incluy6 el amortiguamiento y el desplazamiento del
pavimento. Por tltimo, otra variante de modelo de neumatico fue utilizada
mads recientemente por Duarte y col. [158] con el fin de determinar la fuerza
vertical ejercida por el neumético sobre un reductor de velocidad capaz de
desplazarse verticalmente, problema similar al planteado en esta tesis. En este
caso, se logré una excelente soluciéon costo-beneficio donde si bien el modelo
presentaba limitaciones debido a la hipétesis de longitud de huella constante
y su incapacidad de contemplar que el neumatico se despegue del pavimento,
las aproximaciones a la interaccion real resultaron superiores a las obtenidas
por el modelo de PCU, principalmente debido a que la carga era aplicada de
manera gradual. Debido a esto, en nuestra formulacién se emplea un modelo
semejante al de Duarte y col. [158], donde el contacto entre ambas superficies
se asume a través de un parche de contacto de longitud constante a inversa-
mente proporcional a la presién del neumatico y directamente proporcional al
peso estético soportado por el vehiculo, con una distribucién de presiéon no
homogénea dada por la siguiente funcién [269, 275]

41 (s, — 5,)*" n (sr —sn)

o(sy) =0m |[1— 2 % ,

(6.27)

donde s, es un sistema de coordenada mévil solidario a la posicién del centro
de masa del neumadtico s, (s, = s, para el modelo de 2 GDL 0 5,1 = s, + a3,
Sp2 = Sy — ap para el modelo de 4 y 7 GDL), n es un coeficiente adimensional
empirico de la distribucién de presién dependiente del tipo de neumatico
cuya influencia se encuentra esquematicamente representada en la Figura 6.3,
mientras que oy, es el valor de presiéon promediada en el drea, cuyo valor surge
de resolver

/a (s;) dx = F,, (6.28)
Ap

donde la F, es determinada acorde a la Ec. (6.22), mientras que Ap es la
longitud asociada al area total del parche de contacto. De esta forma, la fuerza
desarrollada por el vehiculo al reductor de velocidad, a medida que la rueda
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Figura 6.4: Modelo de cuarto de vehiculo con reductor acoplado a reductor de veloci-
dad mévil.

alcanza o supera al reductor, serd gradual y determinada considerando la
integral de area del miembro izquierdo de la Ec. (6.28), pero en el drea de
contacto.

6.1.3 Modelo de reductor de velocidad

Hasta aqui, se dedujeron las ecuaciones de movimiento capaces de predecir
el comportamiento dindmico del vehiculo sujeto a una excitacién de base
y(t) producto de las irregularidades de la carretera. Ahora, se plantean las
ecuaciones del movimiento correspondientes al reductor, el cual incluye un
perfil sumado a un grado de libertad vertical, siendo éste excitado por el pasar
del vehiculo. La representacién esquemaética del reductor en conjunto con el
vehiculo circulante (bajo modelo de cuarto de vehiculo en este caso), se encuen-
tra en la Figura 6.4. Tal como puede notarse, el mismo es modelado como una
masa suspendida de valor m, con valores de rigidez y amortiguamiento k, y
cr. En este caso, la ecuacién del movimiento del mismo puede ser obtenida de
manera sencilla mediante la aplicacién de la segunda Ley de Newton llegando
asi

mrx;f + Cr.X.:r “I_ err - _Fv Si Xy > Xt

. , 6.2
mi, + % +kxp = —FE+F six, = x; (6-29)

donde x; (t) es el desplazamiento vertical, mientras que F, es la fuerza vertical
inducida por el vehiculo. En particular, se asume un valor de desplazamiento
méximo x; admitido para el reductor de velocidad, es decir, que si x, = x;, se
adiciona una fuerza de contacto F; introducida por un tope.

Como fue previamente mencionado, la fuerza vertical F, inducida por el
vehiculo depende del perfil de la carretera y (t), de la posiciéon de la rueda
Xy, (t), del modelo de neumaético y del peso del vehiculo (véase Ec. 6.22). Si
se considera el cambio de variable y = x, + f, donde f = f[s, (f)] es el
perfil del reductor, las ecuaciones asociadas al vehiculo y al reductor quedan
mutuamente acopladas a través de las fuerzas verticales F,.
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Perfil Funcién analitica
0 x <0
f(x) =< hpar 0<x<L
0 x> L
Reductor tipo
escaléon fx)
hmax
L X
0 x <0
’@%x 0<x<
f(x): Rimax L1 <x< Ly
hmax hmaxL
, “Lohen¥tooton Lesx<lIs
Reductor. tipo 0 x> Ls
trapezoidal
f(x)
Mmax \
L L Ly *

Reductor tipo

x <0

0
0

donde xo = V2rh — h?

~X
x = 2xg

coéncavo f(x)
I’lmax \
R
0 x <0
h*f—j*x 0<x <
fx)= Fosax h 1 L [ < L
_Ex+ max +L2—L1 18x< Lo
Reductor tipo 0 x> Lo
triangular f(x)
hmax
Ll Lz X
0 x <0
flx)= mey 0<x<L
0 x>1L
Reductor tipo ()
rampa
hmax
. X

Cuadro 6.1: Distintas funciones para representar perfiles de carretera.



6.2 SIMULACIONES Y RESULTADOS NUMERICOS

Perfiles de reductores de velocidad

A la hora de disefar perfiles de reductores de velocidad existe una enorme
cantidad variantes posibles que podrian ser empleadas. Actualmente, en lo
que respecta a nuestro pais, no existe ningtin tipo de legislacién que regule las
dimensiones geométricas y/o materiales que deben utilizarse obligatoriamente
para ser incorporados en calles. Esto implica, que a la hora de simular numéri-
camente el pasar de un vehiculo sobre un reductor mévil, un gran namero de
perfiles dados por la funcién f(x) podrian ser considerados. Algunos ejemplo
con las geometrias mas simples, se encuentran en el Cuadro 6.1. De todas
estas, resultan de principal interés el perfil tipo trapezoidal y céncavo, debido
a que son los perfiles que representan los empleados comtnmente.

6.2 SIMULACIONES Y RESULTADOS NUMERICOS

Con el fin de realizar la simulacién numérica, las Ecs. (6.6) y (6.29) son
resueltas en simultaneo. En lo referido a la metodologia numérica, la misma es
llevada a cabo de la siguiente manera: asumiendo condiciones iniciales nulas,
las ecuaciones del movimiento son integradas numéricamente empleando el
método Runge-Kutta (RK) de cuarto orden empleando la funcién solve_ivp
de la libreria SciPy, durante un intervalo de tiempo de t; = 10s y con un
paso tiempo maximo de T = 0,01s. La posicién espacial del reductor en la
direccién de movimiento del vehiculo es elegida de forma que la interaccién
vehiculo-reductor se produzca para t = 5s. Por otro lado, los primeros 5s de
la simulacién se emplean para que el vehiculo oscile producto de su peso
propio, hasta alcanzar una posicién de equilibrio dependiente de los valores
de rigidez de la suspensién y del neumatico. Considerando que los ejes del
movimiento fueron definidos positivos hacia arriba (véase Figs. 6.1y 6.2), la
posicién de equilibrio se dan siempre para valores negativos de x;, y x;.

En lo referido a los pardmetros de las simulaciones, en el Cuadro 6.2 se
presentan los distintos valores adoptados para cada elemento que conforma el
sistema. Tal como se puede notar, y como se habia mencionado anteriormente,
se seleccionan dos tipos de perfiles para el reductor: el «céncavo» y el «tra-
pezoidal». Por otro lado, dos columnas se encuentran representadas en este
Cuadro para la mayoria de los pardmetros necesarios, denotadas como «Valor»
y «Estudio paramétrico». La primera columna denota los valores de referencia
que se usaran para las simulaciones, mientras que la segunda muestra el rango
de valores utilizados para estudiar su influencia en la respuesta dindmica.

6.2.1 Identificacion de la influencia de los grados de libertad del vehiculo

En primera instancia se busca identificar la influencia del modelo de vehiculo
empleado en la prediccién de la dindmica del mismo al atravesar un reductor
de velocidad. Por ello, la Figura 6.5 compara la respuesta temporal de algunas
variables temporales para un mismo vehiculo modelado con de 2, 4 y 7 grados
de libertad y atravesando un reductor tipo céncavo. La Figura 6.5a, denota
el desplazamiento vertical del cuerpo del vehiculo pudiendo identificarse
que los modelos de 4 y 7 GDL arrojan soluciones con formas exactamente
idénticas pero ligeramente diferentes en amplitud. El desplazamiento inicial
del modelo de 4 GDL se encuentra aproximadamente 0,2mm por debajo del
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Parte Elemento Valor Estudio paramétrico
Masa del vehiculo, m, 1085 [kg] 700 — 2500 [kg]
Masa rueda, m,, 40 [kg] 25 — 85 [kg]
Inercia frontal, I, 820 [kgm?]
Inercia lateral, I, 1100 [kgm?]
Vehiculo Cota frontal al CG, a4 1,4 [m]
Cota trasera al CG, a; 1,5 [m]
Cota lz;tlercaé’lzb?merda 0,7 [m]
Cota lategg/ dbzzrecha al 0,8 [m]
e o7l
Velocidad inicial, vy 5,5 [m/s] 1—18[m/s
Aceleracion, a 0 0—3[m/s]
Rt e 20
Suspension Rigidez suspension, ks 10000 [Pa] 5000 — 20000 [Pa]
A?ﬁﬁiﬁeﬁo 800 [N/ (ms™H)] 4409 [1310/0 (ms~1)]
Rigidez neumatico, k, 100000 [Pa] 50000 — 150000 [Pa]
Neumatico Largo parche de
contacto, a 8 [cm]
Coeficiente de
distribucién de presion, 2
n
Altura maxima, My, 5,5 [cm] 1—5,5[cm]
Reductor Largo, L 40 [cm]
(trapezoidal) Masa, m, 5 [kg] 2 —10 [kg]
Rigidez, k, 80 [kPa] 40 — 100 [kPa]
Amortiguamiento, ¢, 3600 [N/ (ms™)] 5000 [IfiIO/O (_ _
ms )]
Altura maxima, My, 4,5 [cm)] 1—55[cm]
Reductor Largo, L 20 [cm]
(concavo) Masa, m;, 5 [kg] 2 —10 [kg]
Rigidez, k, 80 [kPa] 40 — 100 [kPa]
Amortiguamiento, ¢, 3600 [N/ (msfl)} 800 —

5000 [N/ (ms™1)]

Cuadro 6.2: Valores asumidos para la simulacién numérica de la interacciéon vehiculo-
pavimento, teniendo en cuenta un vehiculo tipico real.
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Figura 6.5: Influencia del modelo de vehiculo para reductor céncavo en (a) desplaza-
miento vertical del vehiculo, (b) desplazamiento del centro de la rueda y
(c) fuerzas verticales totales. (vy = 57/s).

modelo de 7 GDL. Estas discrepancias indican una diferencia en la posicion
de equilibrio alcanzadas por la deformacién inicial de la suspensién y los
neumadticos debido al peso propio. Esto se debe a que el modelo de 7 GDL
contempla la distribucién de la masa en el ancho del vehiculo; donde se ha
asumido que centro de gravedad no se encuentra exactamente en el centro de
vehiculo respecto al plano frontal, tal como se observa en los valores distintos
de by y by del Cuadro 6.2. Por esta razén, pese a que los pardmetros del
sistema adoptan los mismos valores numéricos en los dos casos, el sistema de
referencia x, se encuentra localizado en lugares diferentes en el espacio; lo que
da lugar a esta pequeia discrepancia. Por otro lado, para el caso de 2 GDL, se
observan discrepancias mayores en comparacién con los otros dos modelos,
las cuales pueden ser entendidas considerando que: (i) El primer pico de
aproximadamente —28,5mm localizado entre 5 y 5,5s presenta un fenémeno
similar al anteriormente mencionado, donde la coordenada x,, es medida
justo por encima de la rueda (véase Figura 6.1) debido a que este modelo no
considera la distribucién de masa en la longitud del movimiento del vehiculo.
Estas diferencias, resultan en que la medicién de la coordenada x, asociada

145

La coordenada x,
siempre se mide
respecto al centro de
gravedad G.

En el modelo de
medio vehiculo no
existe distribucion de
masa en el ancho del
vehiculo, mientras
que en el de cuarto
vehiculo no existe ni
en el ancho ni a lo
largo del eje de
movimiento del
vehiculo.



146

MODELO INTERACCION VEHICULO-PAVIMENTO

g

?—29/\/\ —_2GDL
£ | —4GDL
2 295 — 7GDL
g

N

]

= —30 |

8 I I I I I I I I I I

& 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10

‘ —2GDL
\ —4GDL
7GDL

Desplazamiento [mm ]
| |
PN
| |
1

Tiempo [s]
(b)
> 6- f —2GDL
= ——4GDL
S \ 7GDL
52 / |
5 /
=0 / .
T T T T T T T T T T T T
496 498 5 5.02 504 506 508 51 5.12 514 516 518 52
Tiempo [s]

(©

Figura 6.6: Influencia del modelo de vehiculo para el reductor tipo trapezoidal en (a)
desplazamiento vertical del vehiculo x,, (b) desplazamiento del centro de
la rueda x; y (c) fuerzas verticales totales F,. (vg = 5"/s).

el modelo de 2 GDL se vea amplificada respecto a los otros dos modelos. (ii)
Segundo, los desplazamientos a partir de los 5,5s resultan bastante diferentes
tanto en forma como amplitud; en este caso, estas diferencias estdn asociada
al «golpe» del eje trasero del vehiculo para los modelos de 4 y 7 GDL, el cual
no es contemplado en el modelo de 2 GDL. Continuando con otro aspecto, la
Figura 6.5b presenta la comparativa del desplazamiento del centro de la rueda
del vehiculo. En este caso, es posible notar como los tres modelos presentan
un compartimiento idéntico, demostrando que en el estudio de esta variable
es indistinto el modelo de vehiculo empleado. Debido a esto, resulta 16gico
esperar que las fuerzas verticales calculadas sean iguales para los tres modelos,
como se observa en la Figura 6.5.

El mismo analisis se realiza para el caso de un reductor trapezoidal en la
Figura 6.6, donde se destaca que la prediccion de la fuerza vertical F,, mostrada
en la Figura 6.6c, es la misma para cada uno de los modelos del vehiculo
considerados. ,Ademads, respecto a la forma de la fuerza vertical en el tiempo
representada en la Figura 6.6¢, el reductor tipo trapezoidal presenta cambios
mas «abruptos» al igual que un valor pico mayor de aproximadamente 6,2kN



6.2 SIMULACIONES Y RESULTADOS NUMERICOS

versus los 6kN del reductor tipo céncavo pero en un tiempo de aplicacion
maés corto de 0,08s (véase Fig. 6.5¢) contra 0,04s del trapezoidal. Estas dos
observaciones, pueden ser facilmente atribuibles a la mayor irregularidad del
perfil y a la longitud mds corta del reductor trapezoidal, efectos que pueden
ocasionar una sensaciéon de mayor malestar sobre el conductor del vehiculo
En base a estos resultados, es posible concluir que el modelo de 2 GDL
resulta ser la mejor solucién, en términos de costo computacional, a la hora de
predecir la fuerza experimentada por el reductor de velocidad al ser atravesado
por un vehiculo. Sin embargo, carece de la posibilidad de estudiar una posible
interaccién del reductor con el pasaje de los dos ejes del vehiculo.

6.2.2 Identificacién de la influencia de los pardmetros del vehiculo

En esta seccion se busca identificar el rol de los pardmetros que intervienen
en el modelo del vehiculo sobre los valores de fuerzas verticales méaximas
transmitidas al reductor de velocidad. Para ello, se presentan distintos es-
tudios paramétricos variando tanto las masas del vehiculo y de la rueda, la
amortiguacion de la suspension, rigideces de la suspension y del neumético
en las Figs. 6.7 y 6.8, considerando cuatro velocidades del vehiculo y para
el reductor tipo «céncavo» y «trapezoidal», respectivamente. Como prime-
ra observacién, comparando las Figuras, resulta claro que la velocidad del
vehiculo juega un rol fundamental en todos los casos, donde los valores més
altos de fuerza vertical méxima F, corresponden a mayores velocidades del
vehiculo, siendo ésta uno de los factores mds determinantes. Segundo, en lo
referido a los parametros del vehiculo, valores crecientes de los pardmetros de
masa, rigidez y amortiguamiento provenientes de cualquier elemento resulta
siempre en valores mads altos de fuerza vertical. Sin embargo, de todos ellos
probablemente el factor que més relevancia muestra es la rigidez del neu-
maético, donde la mayor variacién se observa para el reductor tipo «céncavo»
con una velocidad v = 10m/s, donde en el intervalo de valores propuestos
de la rigidez del neumético k;, la fuerza vertical aument6 desde 4,4kN hasta
los 8,1kN, significando un aumento del 84 %. Es importante mencionar que
el valor de k, depende de multiples factores como ser el tipo de neumaético
(radial o convencional), material, geometria, y sobretodo de presién de inflado
[268]. Esto tltimo podria representar un inconveniente para obtener una buena
prediccion de la fuerza en situaciones reales.

Por otro lado, comparando cualitativamente los dos perfiles de reductor,
es posible notar que el reductor tipo «trapezoidal» presenta valores de fuer-
za vertical mds constantes en funcién de los distintos parametros y de las
velocidades del vehiculo. Graficamente, esto se puede observar en como las
lineas de la Figura 6.11 poseen una tendencia mucho més horizontal (menor
influencia de los pardmetros constitutivos) asi como se encuentran méds juntas
entre si (menor influencia de la velocidad) que las de la Figura 6.10.

Por tltimo, un pardmetro importante a estudiar es el largo del parche de
contacto del neumatico a, donde su influencia, junto con la velocidad del
vehiculo sobre la fuerza vertical méxima se encuentra ilustrada en las Figs.
6.9a y 6.9b para el perfil tipo céncavo y trapezoidal, respectivamente. De las
figuras se identifica en ambos casos el aumento de las fuerzas verticales con
la velocidad del vehiculo como se mencion6 anteriormente. Sin embargo, la
influencia del parche de contacto es distinta para ambos perfiles. En el caso del
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Figura 6.7: Influencia de los pardmetros del vehiculo en la fuerza vertical total maxima
para reductor céncavo: (a) Masa del vehiculo m,, (b) Masa de la rueda m,,
(c) Rigidez suspension ks, (d) Amortiguamiento de la suspension cs y, (e)
Rigidez del neumatico k.
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Figura 6.8: Influencia de los pardmetros del vehiculo en la fuerza vertical total méxima
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cs y, (e) Rigidez del neumatico k.
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(b)

Figura 6.9: Influencia de la longitud del parche de contacto a y velocidad del vehiculo
vp en las fuerzas verticales maximas para los reductores (a) céncavo, (b)
trapezoidal.

perfil trapezoidal, los valores de fuerza disminuyen a medida que la longitud
del parche es incrementada. Dicha influencia, es ain mds notoria para valores
menores de la velocidad del vehiculo, donde por ejemplo para una velocidad
de 2m/s, la fuerza vertical maxima disminuy6 en un 20 % (de 6 a 5kN) cuando
la longitud del parche fue aumentada de 4 a 12cm. Dicho efecto es menor para
una velocidad de 107/s, donde la la fuerza disminuye de 6,3 a 6,2kN para la
misma variacién de la longitud del parche. Por el otro lado, en el reductor
concavo los valores de fuerza son independientes de los valores testeados de
longitud del parche. Este comportamiento puede ser atribuidos a la superficie
mas «suave» y la mayor longitud del reductor céncavo respecto al trapezoidal
(véase Cuadro 6.2).

6.2.3 Identificacién de la influencia de los pardmetros del reductor de velocidad

En el apartado anterior se identific6 el rol de los pardmetros del vehiculo
sobre los valores maximos de la fuerza vertical. En esta seccidn, se realiza un
andlisis similar pero sobre los pardmetros del reductor de velocidad, como
ser la altura méxima del perfil h,,x, la velocidad vg, el amortiguamiento c;,
la rigidez k, del reductor, distancia tope x; y la masa m, del reductor. Los
resultados de las simulaciones se encuentran representados en las Figs. 6.10 y
6.11 para el reductor «concavo» y «trapezoidal», respectivamente.

En primera instancia, las Figs. 6.10a y 6.11a muestran los resultados ob-
tenidos a medida que la altura del perfil y la velocidad del vehiculo son
modificados mutuamente. En este caso, los valores de fuerza vertical mas
grandes son identificados a medida que cualquiera de los dos pardmetros
aumentan. Adicionalmente, se puede notar como la relevancia de la velocidad
del vehiculo aumenta a medida que crece la altura del perfil. Estos parame-
tros representan la variacién mds significativa de la fuerza vertical, donde
se registra un aumento maximo de aproximadamente 58 % para el reductor
céncavo en la Fig.6.10a (de 3,9kN a 6,2kN). En segunda instancia, se analiza la
influencia de la rigidez y amortiguamiento del reductor en las Figs. 6.10b y
6.11b para los distintos reductores. Aqui, puede notarse que en ambos casos
existe una combinacién entre k, y ¢, que produce que la fuerza vertical sea
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Figura 6.10: Influencia de los pardmetros dindmicos del vehiculo y del reductor en las
fuerzas verticales médximas para el reductor céncavo. (a) altura maxima
del perfil hyqx - velocidad vy, (b) amortiguamiento ¢, - rigidez k, del
reductor; y (c) x; distancia tope y masa m, del reductor.

minima, la cual graficamente se observa como un valle en la superficie esque-
matizada. Sin embargo, estos dos pardmetros no provocan grandes cambios
porcentuales en la fuerza vertical para el intervalo propuesto, donde se registra
un aumento méximo de solo 8 % para el reductor céncavo en la Fig. 6.10b
(de 5,8kN a 6,25kN). Por tltimo, las Figs. 6.10c y 6.11¢c muestran en conjunto
coémo el valor méaximo del desplazamiento admitido x; y de la masa total del
recolector afectan a la fuerza vertical méxima. En este caso, los valores de k, y
¢ son elegidos mediante el criterio de que para una velocidad de vy = 5m/s
el desplazamiento méaximo sea aproximadamente de 1cm. De esta forma, se
puede observar que cuando el tope del reductor es elegido de forma que sea
menor a esta cantidad, el valor que adopte la masa m, no tiene gran relevancia
en la fuerza transmitida. Sin embargo, si el tope se encuentra més alld del
maximo del desplazamiento maximo experimentado por el vehiculo, entonces
la fuerza tiende ligeramente a aumentar con la la masa. Finalmente, resulta
importante destacar que estos pardmetros tampoco afectaron significativa-
mente los valores maximos de fuerza vertical, donde se registran variaciones
mdximas por debajo del 5 % para el reductor céncavo en la Fig. 6.10c (de 6,1kN
a 6,4kN).
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Figura 6.11: Influencia de los parametros dindmicos del vehiculo y del reductor en las
fuerzas verticales méaximas para el reductor tipo trapezoidal. (a) altura
maéaxima del perfil /145 - velocidad vy, (b) amortiguamiento c, - rigidez
k, del reductor; y (c) x; distancia tope y masa m, del reductor.



APLICACION A LA RECOLECCION DE ENERGIA

A lo largo del Capitulo 4 se present6 la formulacién matematica del reco-
lector de energia piezoeléctrico conformado por una viga bi-empotrada, en
sus estados de pre- y pos-pandeo. Por otro lado, en el Capitulo 6 se desarrollé
el modelo de interaccién de un vehiculo atravesando un reductor de veloci-
dad. En este capitulo se analiza la interaccién entre ambas partes con el fin
de evaluar la factibilidad de recolectar energia proveniente del paso de un
vehiculo.

En procedimiento adoptado consiste en resolver el problema de manera
desacoplada, es decir, resolver en una primera instancia la interaccién vehiculo-
reductor sin considerar la presencia del recolector de energia piezoeléctrico.
De esta manera, se desprecia la influencia del recolector de energfa en la
dindmica vehiculo-pavimento, considerando que la masa involucrada por el
reductor de velocidad es lo suficientemente grande comparada con la del
recolector de energia. Aplicando esta hipdtesis se obtiene la aceleracién que
sufre la masa del reductor de velocidad m, mediante la derivacién numérica
de su velocidad, utilizando el método de diferencias finitas. Luego, se utiliza la
aceleracion calculada como la excitacion de entrada al modelo matemaético del
piezoeléctrico, asumiendo que el recolector de energia se encuentra solidario
a la masa del reductor de velocidad. La aceleracién es incorporada a través
de la funcién de excitacion de base g (t), tal como se observa en la Ec. 4.59
y las ecuaciones del movimiento son resueltas nuevamente por integracion
numérica acorde al método de Runge-Kutta de cuarto orden empleando la
funcién solve_ivp de la libreria de SciPy en Python.

7.1 CONSIDERACIONES SOBRE LA FORMA DE ONDA DE LA GENERACION

A la hora de estudiar el rendimiento del recolector piezoeléctrico, se realizan
algunas observaciones en lo que se refiere a la naturaleza de la excitacién. A
diferencia de lo estudiado en el Capitulo 5, en este caso la forzante dista de
ser una componente armonica estacionaria en el tiempo. En la Figura 7.1a
se muestra el comportamiento mencionado, donde se presenta la evolucién
temporal del desplazamiento del neumatico, del cuerpo de vehiculo y del
reductor de velocidad para una simulacién tipica. De estas tres respuestas, la
de mayor interés es la del «Reductor», debido a que se trata de la funcién de
entrada g (t) para el modelo piezoeléctrico. Se puede observar que la respuesta
temporal posee una forma impulsiva, donde los picos de aceleracioén (derivada
segunda del desplazamiento del reductor) corresponden a la situacién en
que el neumatico alcanza y abandona el reductor. En la Figura 7.1bse grafica
una respuesta tipica de la salida de voltaje del recolector. Tal como se puede
observar, la respuesta posee un comportamiento armoénico decreciente en
el tiempo causado por el amortiguamiento mecanico y eléctrico; donde los
méximos de voltaje se encuentran en los instantes en que la rueda alcanza y
abandona el reductor, para t = 0y t = 0,2s respectivamente.
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Figura 7.1: Respuestas temporales tipicas para la REPP de los (a) Desplazamientos, y

(b) Voltaje generado.

Por otra parte, debido sus caracteristicas fisicas, los dispositivos piezoeléc-
tricos generan energia en forma de corriente alterna (CA). De esta manera, la
sefal de voltaje debe ser rectificada y acondicionada para poder ser utilizada
como fuente de alimentacién en dispositivos electrénicos de baja potencia
que utilizan corriente continua (CC) para su funcionamiento. Para llevar esto
adelante, existen distintos circuitos eléctricos (basados en arreglos de diodos,
capacitores y resistencias eléctricas), que realizan una determinada funcién en
base a los requerimientos de potencia de la carga eléctrica:

= Rectificado (R): Consiste en colocar un puente rectificador de diodos

entre el transductor piezoeléctrico y la carga eléctrica R a alimentar tal
como se muestra en la Figura 7.2a. De esta manera, el puente consigue
convertir la CA piezoeléctrica de la Figura 7.3a en crestas positivas
«rizadas» como se muestra en la Figura 7.3b.

Rectificado y filtrado (RF): En base al esquema anterior, se incorpora
un capacitor en paralelo entre la resistencia eléctrica a alimentar y el
puente rectificador (Figura 7.2b). La funcién del mismo es la de suavizar
el efecto «rizado», logrando mantener valores constantes de generacion
como se observa en la Figura 7.3c.

Rectificado, filtrado y almacenamiento (RFA): La opcién mdas completa
consiste en afiadir un elemento en serie con la carga resistiva con el
fin de acumular la energia (Figura 7.2c). En aplicaciones de REP, los
elementos més utilizados para esta funcién son los supercapacitores, por
sus ventajas frente a las baterfas de litio. También se suelen emplear
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Figura 7.2: Esquemas de los circuitos eléctricos comtinmente acoplados a los materia-
les piezoeléctricos. (a) Rectificado, (b) Rectificado y filtrado, (c) Rectificado,
filtrado y almacenamiento.

circuitos temporizadores con el fin de controlar los niveles de carga y
descarga del capacitor, empleando modos de operaciéon donde el circuito
se encuentra desconectado o conectado (conocidos como sleep mode y
awake mode) [150]

En todos los casos anteriores, el comportamiento real de los circuitos eléctricos
puede ser complejo y no lineal, dependiendo de las caracteristicas de los
distintos elementos constituyentes. Para el andlisis propuesto en esta tesis y
con el fin de evaluar la cantidad de energia generada, se asume un circuito
eléctrico con un puente de diodos como el de la Figura 7.2a, el cual presenta
una forma de onda como la de la Figura 7.3b. Adicionalmente, se asume la
hipétesis de diodos ideales, 1o que implica que los mismos se comportan como
conductores perfectos (sin caida de tension) en la direccién de funcionamiento
y como aislantes perfectos en los casos donde se invierte la polarizacion.
Ademads, en los diodos ideales se asumen nulos: el voltaje de umbral, la
resistencia interna y la corriente de fuga, asi como un valor infinito del voltaje
de ruptura. Con el fin de evaluar el rendimiento en la REPP, se elijen tres
variables diferentes:

= Voltaje maximo (vy;4x): Como se menciond previamente, la forma de on-
da es armonica y decreciente en el tiempo. Por ello, una de las primeras
variables a identificar resulta ser el pico de voltaje. Debido a la dependen-
cia de la direccién de la polarizacién del material piezoeléctrico, el pico
maximo podria ser negativo. Sin embargo, esto no resulta posible si se
tiene en cuenta que se verifica que v (t) > 0Vt producto de la presencia



156

APLICACION A LA

RECOLECCION DE

ENERGIA

Umax

—Umax

(@)

Omax |-

—Omax

Omax

(©

Figura 7.3: Formas de onda (a) Generacién, (b) Rectificado, (c) Rectificado y filtrado

del puente de diodos (véase Fig. 7.2a). Por lo tanto, el valor de voltaje
maximo puede ser obtenido como

Umax = maéx [[v ()[]. (7.1)

Potencia méxima (puax): En los dispositivos empleados para la REP,
existe un valor de resistencia eléctrica R que maximiza la generacion,
dependiendo de la frecuencia de excitacion 2 y la capacidad del material
piezoeléctrico C, [165, 276]. Dicho fenémeno se denomina teorema de
mdxima transferencia potencia e implica en este caso que la impedancia
de salida del piezoeléctrico y de la carga deban ser iguales. Debido a
esto, el pico de potencia resulta una variable interesante a ser estudiada
calculada mediante la siguiente expresion

2
Uinax

Pmax = R (7~2)

Energia total transferida a la resistencia eléctrica (E,): A pesar de la
utilidad de las variables anteriores, las mismas representan cantidades
instantdneas sin aportar informacién global de la evolucién temporal del
voltaje. Este procedimiento puede resultar inexacto cuando, por ejemplo,
se desea comparar dos recuperadores de energia piezoeléctricos, donde
uno tenga un pico de generacién mayor al otro pero su onda decae
rapidamente. Por este motivo, estudiar la energia total disipada en la
resistencia eléctrica resulta una idea util y atractiva, dado que se trata de
una cantidad integral respecto al tiempo que da una idea global de la
energia recuperada

tr ) tr UZ
E, = / vidt = / idt. (7-3)
t t

0 0
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Figura 7.4: Estudio paramétrico P — R del pico de voltaje. Reductor tipo trapezoidal.
Estados de (a) pre-pandeo y (b) pos-pandeo. (vg = 57/s).

7.2 ESTUDIOS NUMERICOS

Con el fin de llevar a cabo los distintos estudios numeéricos, se deben elegir
los valores de los pardmetros del modelo. En lo referido al recolector, se
consideran las dimensiones geométricas dadas por la Muestra 2 del Cuadro
5.1, que consiste en un parche piezoeléctrico MFC 8507 adosado a una portante
de acero de un largo total de 114,5mm. La razén de la eleccién de esta muestra
por sobre la Muestra 1 (que posee un parche MFC 2814), estd basada en la
mayor area cubierta por el material piezoeléctrico, que resulta en mayores
niveles de generacion. Por otro lado, los valores asociados al vehiculo y al
perfil del reductor de velocidad se pueden encontrar en el Cuadro 6.2. En este
caso, los estudios se basan en el reductor del tipo «trapezoidal» debido a que,
comparado con el «concavo», presenta la ventaja de desarrollar fuerzas menos
dependientes de los pardmetros del vehiculo, tal como fue observado en el
Capitulo anterior (véase Figs. 6.7 y 6.8). Por otro lado, en lo referido al modelo
del neumatico, se asume el modelo de contacto de huella constante en todas
las simulaciones.

Considerando el dispositivo propuesto en esa tesis, uno de los primeros
interrogantes que emerge de manera natural, es saber si existe algtn valor de
carga axial P que maximice la generacion de energia. Por ello, se adopta en
primera instancia un estudio paramétrico donde se varfan simultdneamente los
valores de P y de la resistencia eléctrica del circuito, R. La razén de variar estos
pardmetros en simultaneo radica en el hecho de que la carga axial P posee la
capacidad de alterar la rigidez transversal de la viga y por ello su frecuencia
natural (véase Fig. 5.11), mientras que R regula la maxima transferencia de
energia. Ademads, estos dos pardmetros son los tinicos que no dependen ni de
la geometria ni de las relaciones constitutivas de los materiales en el modelo
matemadtico. Los intervalos elegidos para estos pardmetros van desde son
P =0a63Ny P = 65N a 120N, (con 30 muestras para cada intervalo) para
los estados de pre- y pos-pandeo, respectivamente, mientras que R es variado
entre 10 y 200kQ2 (tomando 30 muestras) en ambos casos, totalizando un total
de 1800 combinaciones. Respecto a la excitacion dada por el vehiculo, se asume
en este primer estudio que la velocidad del vehiculo se mantiene constante en
5m/s o 18km/n, un valor tipico al atravesar un reductor de velocidad.
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Figura 7.5: Estudio paramétrico P — R del pico de potencia. Reductor tipo trapezoidal.
Estados de (a) pre-pandeo y (b) pos-pandeo. (v,0 = 57/s).

En las Figs. 7.4, 7.5 y 7.6 se muestra el primer estudio paramétrico P — R, co-
rrespondiente a los resultados del pico de voltaje, pico de potencia y de energia
total transferida a la resistencia eléctrica, respectivamente. Comenzando con
el pico de voltaje generado, la Figura 7.4a muestra los valores numéricos obte-
nidos para el estado de pre-pandeo mientras la Figura 7.4b los de pos-pandeo.
Como era de esperar, en ambos casos el valor de resistencia eléctrica R juega
un rol primordial en los valores de voltaje, resultando en valores mds altos a
medida que la resistencia aumenta. Respecto a la carga axial P, los resultados
demuestran que durante el estado de pos-pandeo el voltaje generado aumenta
a medida que la fuerza es mayor, donde por ejemplo, para una resistencia de
200k() el pico de voltaje maximo crece de aproximadamente 50 a 85V cuando
la carga axial aumenta desde 65 a 120N. En contrapartida, este fenémeno, no
es tan apreciable para el estado de pre-pandeo, donde los valores de pico de
voltaje se mantienen practicamente inalterados a medida que varia P, excepto
por un intervalo comprendido entre los 35 y 45N donde se registran valores
ligeramente superiores. Por otro lado, comparando ambos estados entre si,
resulta claro que los valores de voltaje asociados al estado de pos-pandeo son
claramente mayores para todo el espacio de pardmetros, excepto para el caso
de R en el limite inferior de los valores considerados R = 10k(2

Los valores pico de potencia, se muestran en la Figura 7.5. Al igual que en el
caso anterior, el estado de pos-pandeo, que presenta valores picos de 100mW
(Fig. 7.5b) sobrepasando de manera global al recolector en el estado de pre-
pandeo, cuyo valor pico maximo considerando todo el rango de pardmetros
es ligeramente superior a los 50mW (Fig. 7.5a). Ademas, se encuentra una
tendencia similar al caso anterior, donde en el estado de pos-pandeo hay una
importante variacion de los valores picos a medida que aumenta P, fenémeno
no tan significativa para el estado de pre-pandeo. Por otro lado, puede notarse
como para ambos estados el pico de potencia corresponde a un valor de R
de aproximadamente 25k(), el cual se mantiene constante pese a la variacién
de la frecuencia natural dependiente de P para cada caso. Como se menciond
anteriormente, para este es un valor 6ptimo de R en el cual ocurre el fenémeno
de méxima transferencia de potencia del piezoeléctrico a la carga (resistencia
eléctrica).
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Ep [m]]

Figura 7.6: Estudio paramétrico P — R de la energia transferida. Reductor tipo trape-
zoidal. Estados de (a) pre-pandeo y (b) pos-pandeo. (vy = 5/s).

Por dltimo, se presenta en la Figura 7.6 el estudio de la energia total transfe-
rida a la resistencia eléctrica para el mismo estudio paramétrico P — R. Esta
variable resulta una de las mds interesantes para comparar el rendimiento
de los distintos estados del recolector, producto de que no solo depende de
los valores méximos de la onda (los cuales se desarrollan en un determinado
instante), sino que también de su decaimiento en el tiempo, incluso después
de que la fuerza vertical es removida. Comparando globalmente los resultados
asociados a ambos estados, se presentan valores maximos de aproximadamen-
te 1,8m] para ambas muestras. Al igual que en el estudio de pico de potencia,
la maxima generacion se encuentra en el mismo valor de aproximadamente
R = 25kQ). Esto resulta 16gico, debido a que este valor depende de la capaci-
tancia C, del material piezoeléctrico asi como de la frecuencia de excitacion,
determinada por la velocidad del vehiculo, la cuales permanecen inalteradas
en todo el espacio de pardmetros. En lo referido a los valores de carga axial
para la cual se presenta la maxima energia, los mismos fueron localizados
para aproximadamente P = 45N y P = 105N para los estados de pre- como
pos-pandeo, respectivamente. Con esas cargas las frecuencias naturales son
de aproximadamente f, = 91Hz y f, = 141Hz para los estados de pre- como
pos-pandeo, respectivamente.

Una vez definidos los valores que maximizan la generacién de energia para
la velocidad propuesta (vg = 5m/s), se procede a analizar la influencia de
la velocidad del vehiculo circulante, la cual varia en funcién del estilo de
conduccién del conductor. Manteniendo el valor de las cargas axiales P en los
valores que maximizan la energia, se varia la velocidad del vehiculo vy en un
intervalo comprendido entre 2 y 10™/s que corresponde a valores de entre 7 y
36km/n. De esta forma, se realiza el estudio paramétrico vp — R de las mismas
variables asociadas al pico de generacién, pico de potencia y energia total
transferida a la resistencia eléctrica en las Figs. 7.7, 7.8 y 7.9, respectivamente.
Respecto a la variable R, es elegida en el rango de valores de 10 a 200k()
debido a su gran influencia en las variables eléctricas (Vyax, Pmax Y Ep), como
ha sido mostrado anteriormente.

Comenzando nuevamente el andlisis de los picos de voltaje, las Figs. 7.7a y
7.7b muestran los resultados para los estados de pre- y pos-pandeo elegidos.
Al igual que en el estudio paramétrico anterior, los voltajes picos identificados
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Figura 7.7: Estudio paramétrico vy — R del pico de voltaje. Reductor tipo trapezoidal.
Estados de (a) pre-pandeo con P = 45N y (b) pos-pandeo con P = 105N.
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Figura 7.8: Estudio paramétrico vy — R del pico de potencia. Reductor tipo trapezoidal.
Estados de (a) pre-pandeo con P = 45N y (b) pos-pandeo con P = 105N.

para el estado de pos-pandeo son claramente mayores; registrandose valores
maximos de 85V frente a los 50V asociados al estado de pre-pandeo para una
resistencia y velocidad de 200k} y 10m/s, respectivamente. Comparado con el
barrido paramétrico P — R, es posible evaluar la influencia de la velocidad del
vehiculo v, en la generacién. Como es posible observar, en las Figs. 7.7a y 7.7b,
la velocidad a la que el vehiculo atraviesa el reductor de velocidad no afecta
significativamente al pico de generacién para ninguno de los dos estados. Esto
puede ser atribuido a lo observado en el capitulo anterior, donde los valores
de fuerza vertical maxima F, no son afectados significativamente para este
reductor a medida que varia la velocidad (véase Fig. 6.8). Sin embargo, se
observa una serie de oscilaciones que presentan valores maximos y minimos
relativos, lo cual podria deberse a un fenémeno resonante entre la excitacion
provocada por el paso del vehiculo y las las frecuencias naturales del reductor
y del recolector piezoeléctrico.

En el anélisis de pico de potencia las Figs. 7.8a y 7.8b muestran los resultados
en pre- y pos-pandeo, respectivamente. De igual forma que en el analisis
anterior, los valores méaximos de picos de potencia corresponden al estado
de pos-pandeo siendo alrededor de los 100mW frente a los 50mW del estado




7.2 ESTUDIOS NUMERICOS

Ep [m]]

(b)

Figura 7.9: Estudio paramétrico vy — R de la energia transferida. Reductor tipo tra-
pezoidal. Estados de (a) pre-pandeo con P = 45N y (b) pos-pandeo con
P = 105N.

de pre-pandeo. Adn mas, lo valores picos de generacién se encuentran una
vez mds en un valor de resistencia optima R de aproximadamente 25k(),
independientemente de la velocidad vg. De esta manera, pese a las pequefias
oscilaciones en los valores respecto a la velocidad vy, (tal como fue observado
con el voltaje), no se observa una gran influencia de la velocidad del vehiculo
sobre los valores picos de potencia para los casos analizados.

El dltimo andlisis corresponde a la energia total disipada en la resistencia
eléctrica del estudio paramétrico vy — R, el cual es presentado en las Figs. 7.9a
y 7.9b para los estados de pre- como pos-pandeo, respectivamente. Como se
habia mencionado previamente, esta variable es particularmente atractiva para
analizar el rendimiento de ambos estados del dispositivo. Comenzando con el
estado de pre-pandeo (Fig. 7.9a), se observa una alta dependencia del valor de
la resistencia eléctrica en la cantidad méxima de energia, donde se identifica
nuevamente un valor 6éptimo de aproximadamente de R = 25k(). Respecto
a la variacién con la velocidad del vehiculo vy, los valores de energia total
crecen y decrecen con minimos y maximos locales tal como se habia observado
en las variables del pico de voltaje y potencia. Por otro lado, estas mismas
tendencias son observadas para el estado de pos-pandeo, pero de manera
maés desordenada (Fig. 7.9a), donde pese a que los valores de velocidad
que maximizan la generacién son diferentes al estado de pre-pandeo, se
observa también una superficie ondulada con méximos en aproximadamente
R = 25k(). En comparacién con la respuesta del estado de pre-pandeo, resulta
importante remarcar lo «erratico» que parece ser la superficie en pos-pandeo,
lo cual puede ser atribuible a la influencia de la configuracién pre-deformada
de la estructura, lo cual se traduce en una respuesta dindmica del recolector
mas compleja y sensible producto de la mayor cantidad de términos asociados
a las ecuaciones del movimiento en este estado (véase Ecs. 4.110y 4.111)

Con el propésito de estudiar con mayor profundidad la energia transferida
en ambos estados, la Fig. 7.10a presenta la variacion de energia en funcién de
la velocidad del vehiculo vy para R = 25k() (valor aproximado para la méxima
transferencia de energia). En la Figura, se aprecia el comportamiento «erratico»
de la dependencia de la velocidad, donde no se observa ningtin tipo de tenden-
cia creciente o decreciente para el rango de valores propuestos. Por otro lado,
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Figura 7.10: Comparativas del rendimiento de los recolectores de energia 6ptimos
en regimenes de pre- (P = 45N) y pos-pandeo (P = 105N,R = 25k()):
(a) Energfa total en funcién de la velocidad; y formas de onda para (b)
vy = 6M/s y (c) vg = 9m/s,

se trazan en dos lineas punteadas el valor promedio de energia total respecto
a la velocidad vp. Como se puede notar, el estado de pre-pandeo constituye un
valor medio mads alto, el cual se sitta en 1,24m] frente a los 0,97m] asociados
al estado de pos-pandeo, implicando una mejora de 21 %. Con el propésito de
entender este comportamiento, las Figs. 7.10b y 7.10c muestran las respuestas
temporales del voltaje para ambos estados considerando valores de velocidad
de 6 y 9m/s, respectivamente. Los valores de velocidad son elegidos debido a
que representan casos antagonicos, donde en un caso el estado de pre-pandeo
genera mds energia mientras que en el otro el de pos-pandeo. Comenzando
con la Fig. 7.10b, donde la energia en el estado de pre-pandeo es superior,
puede observarse como dos picos de generacién de aproximadamente 45V son
alcanzados primero por el recolector en pos-pandeo frente a los de aproxima-
damente 35V del estado de pre-pandeo, lo cual se encuentra en concordancia
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con lo observado en los estudios paramétricos presentados en la Fig. 7.7. Estos
valores méximos estan vinculados a la «entrada» y «salida» de la rueda, que
producen los valores de aceleracién méximos debido a los cambios abruptos
de la evolucién temporal del desplazamiento. Una vez que la rueda abandona
el reductor, comienza el periodo de oscilacion libre donde la onda decrece
gradualmente. En este caso, la amplitud inicial del modelo de pre-pandeo es
claramente mayor, atributo que afecta positivamente a la energia total gene-
rada (debido a la notable mayor drea -y por ende mayor energia- que cubre
la forma de onda respecto con el eje horizontal). Por otra parte, analizando
el periodo de vibraciones libres, puede notarse cémo el periodo de la sefal
de voltaje en pos-pandeo es claramente menor a la de pre-pandeo, debido a
su mayor valor de frecuencia natural con los valores de carga axial asumidos
(fn =91Hzy f, = 141Hz).

En el caso de la Fig. 7.10c se incrementa la velocidad a 97/s. Como primer
aspecto distintivo se observa que los picos méximos asociados a la «entrada»
y «salida» de la rueda al reductor se dan en un intervalo temporal menor,
tal como era de esperarse debido a la mayor velocidad del vehiculo. Al igual
que en el caso anterior, el recolector en el estado de pos-pandeo alcanza
valores mayores de pico de voltaje. Sin embargo, la diferencia con el caso
anterior se encuentra en la amplitud inicial asociada al periodo de vibraciones
libres, la cual en este caso es mayor para el estado de pos-pandeo, afectando
positivamente al drea bajo la curva.

En lo referido al decrecimiento de la amplitud de voltaje, se distinguen dos
zonas limitadas, antes y después de t = 0,1s. Es posible observar en la Fig.
7.10c, una mayor amplitud de generacién para el estado de pos-pandeo antes
de t = 0,1s; sin embargo, su tasa de decrecimiento fue considerablemente
mayor en comparacién con el estado de pre-pandeo, provocando que ambas
amplitudes sean préacticamente iguales al llegar a ¢ = 0,1s. Estas diferencias
en las tasas de decrecimiento, son debidas a la presencia del amortiguamiento
cuadratico, el cual tiene mayor predominancia con altas amplitudes. A partir
del valor t = 0,1s, se nota cémo los voltajes de ambos estados decrecen
practicamente al mismo ritmo. Esto es debido al menor valor de amplitud,
por lo que la contribucién del amortiguamiento cuadrético es claramente
menor. En funcién a estas observaciones, resulta importante notar que no se
aprecia la influencia del amortiguamiento cuadratico en la Fig. 7.10b, donde
la amplitud correspondiente al caso de pre-pandeo decrece lentamente. De
esta manera, se puede afirmar que el amortiguamiento cuadratico afecta en
mayor medida al modelo de pos-pandeo. Esto puede deberse a que, tal como
se menciono6 al comienzo del Cap. 5, el amortiguamiento modal no lineal ,;
se mantuvo constante; sin embargo, el amortiguamiento que experimenta el
dispositivo dependera del pardmetro pardmetro ys; el cual ademds depende
de la frecuencia natural y forma modal (véase Ec. 4.110). Este comportamiento
fue observado para otras velocidades del vehiculo, sin embargo los resultados
no son presentadas en la tesis para no extender el volumen de la misma.

En base a todo lo aqui expuesto, resulta adecuado pensar el que el recolector
sometido al estado de pre-pandeo resulta mds atractivo para este tipo de
excitacion.
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En la presente tesis, se estudi6 la posibilidad de recolectar la energia di-
sipada en pavimentos, o mds especificamente en reductores de velocidad,
proveniente de la circulacién de un vehiculo e implementando la transduccién
piezoeléctrica. El estudio se realizé sobre un dispositivo conformado por una
portante bi-empotrada con un parche piezoeléctrico pegado a la misma y
sometida a una carga axial estdtica en uno de sus extremos, la cual permitia
variar la rigidez transversal de la viga y por lo tanto su frecuencia natural.
Durante el desarrollo de este trabajo, se alcanzaron una serie de contribuciones
y conclusiones significativas, las cuales se detallan y resumen a continuacién.

Comenzando con la formulacién matematica del recolector, se desarrollé un
complejo modelo electromecénico no lineal del acoplamiento piezoeléctrico
empleando la teoria de vigas Bernoulli-Euler. Entre los aspectos destacados
del modelo se puede mencionar: primero, un campo de desplazamiento y
de deformaciones no lineal, dando asi lugar a efectos inerciales y de rigidez
geométrica no lineales. Segundo, la inclusién de otras fuentes de no linealidad
como el amortiguamiento cuadrético y constitutivas no lineales para el material
piezoeléctrico. De esta forma, en base al anélisis del estado del arte, esta fue
la primera vez que se consideran todas estas fuentes de no linealidad para el
anélisis de recoleccion de energia. En lo referido a las ecuaciones diferenciales
electrodinamicas, las mismas fueron obtenidas siguiendo una formulacién
Lagrangiana y luego discretizadas para una cantidad genérica de modos
siguiendo el método de Galerkin o de descomposicién modal. Ademas, se
considerd a la carga axial mayor a la carga critica de pandeo; en consecuencia,
también fue estudiado el estado de pos-pandeo, para lo que debi6 obtenerse
la solucién al problema de pandeo estético no lineal.

En otro aspecto, durante el desarrollo de la formulacién matematica también
se contemplé por primera vez la inclusiéon de una condicién de borde no
ideal para un transductor piezoeléctrico cargado axialmente. Dicha condicién,
asumida como eldstica, fue capaz de actuar como caso intermedio entre los
dos casos extremos comtnmente encontrados en la literatura, donde los
desplazamientos axiales son totalmente o nulamente restringidos. Este aspecto
es de suma importancia debido a que en la realidad cualquiera de estas dos
situaciones ideales son dificil de encontrar. Dicha condicién de borde demostré6
poseer un cardcter extremadamente relevante, sobretodo en la forma de la
funcién de respuesta en frecuencia del recolector de energia.

Adicionalmente, las expresiones més relevantes obtenidas por la presente
formulacion matematica fueron verificadas experimentalmente considerando
distintos ensayos y contemplando distintas muestras y configuraciones del
recolector. De esta forma, la verificacion se realiz6 para un amplio espectro
de parametros. En lo referido a las no-linealidades asumidas al modelo, las
mismas demostraron tener un rol primordial en la respuesta dindmica tan-
to para los estados de pre- como pos-pandeo, y el no considerarlas puede
arrojar resultados alejados de los experimentales. Ademéds, la determinacién
analitica de la configuracién pre-deformada jugé un papel clave en el estado
de pos-pandeo, pues de ella depende gran cantidad de pardametros modales
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asociados a este estado. En base a los resultados, se demostré la existencia
de imperfecciones, la cual significo ligeras desviaciones entre las resultados
tedricos y experimentales cuando la carga axial se encuentra préxima a la
carga critica, afectando la configuracion pre-deformada asociada al problema
de pandeo lateral.

Considerando las ecuaciones unimodales, se emple6 el Método de Escalas
Muiltiples (MEM) para obtener la solucién al problema del acoplamiento
piezoeléctrico tanto para el estado de pre- como pos-pandeo y asumiendo
excitaciones de base armoénicas. Como aspecto destacado del método de
reduccién empleado, la inclusién del efecto piezoeléctrico representa un avance
en la formulacién matematica de dispositivos de esta indole dado que, si bien
el MEM ya habia sido empleado para dar solucién a la dindmica de pos-
pandeo de vigas [242], el efecto piezoeléctrico no habia sido incluido. La
solucién obtenida fue comparada con resultados experimentales y numéricos
(donde las ecuaciones del movimiento fueron integradas empleando el método
de Runge-Kutta), mostrando un excelente acuerdo en ambas casos. Por lo
tanto, el Método de Escalas Multiples (MEM) demostré ser una herramienta
de gran utilidad para el estudio de la dindmica del dispositivo excitado
armonicamente.

Por otro lado, también se desarroll6 un modelo de la interaccién vehiculo-
pavimento considerando distintos modelos de vehiculo, de perfiles de reductor
y un modelo de neumatico de parche de contacto constante. De esta forma, se
logré simular la dindmica acoplada de un vehiculo atravesando un reductor
de velocidad con un grado de libertad vertical. Por consiguiente, se obtuvo
la excitacién a la cual es sometida la viga piezoeléctrica y se estudié su
dindmica empleando soluciones basadas en el método de Runge-Kutta. Como
conclusién, se probé que el modelo de vehiculo més sencillo, considerando dos
grados de libertad resultaba suficiente para predecir la interaccién vehiculo-
pavimento. Ademas, se encontré que los pardmetros de rigidez del neumatico,
asi como el tipo y altura de perfil son los que més afectan de manera porcentual
a las fuerzas verticales desarrolladas por el vehiculo al atravesar un reductor
de velocidad.

En base a las predicciones numéricas, acoplando los modelos del recolector
y de la interaccion vehiculo-pavimento y considerando circuitos eléctricos
ideales, se concluyé que es posible recuperar un promedio de aproximada-
mente 1m] por el pasar de un solo vehiculo para condiciones de carga axial P
y resistencia eléctrica elegidos apropiadamente, tanto en los regimenes de pre-
como pos-pandeo. Ademads de la exhaustiva comparacién para ambos estados,
se determiné que el dispositivo en el estado de pre-pandeo muestra ser una
mejor alternativa para la aplicacién propuesta.

Por ultimo, uno de los objetivos propuestos para la presente tesis, trata
sobre la utilizacion de materiales piezoeléctricos de origen nacional libres
de plomo fabricados por INTEMA para la recolecciéon de energia. Entre los
distintos sistemas posibles los del tipo BNKT y KNL-NTS fueron comparados
experimentalmente frente al PZT donde se observé un rendimiento inferior en
comparaciéon con los PZT comerciales. Sin embargo, el desarrollo de estos ma-
teriales resulta prometedor y atractivo debido a su principal ventaja asociadas
a la no toxicidad durante su proceso de fabricacién.
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TRABAJOS FUTUROS

Considerando lo expuesto en esta tesis, se presentan algunos trabajos a
futuro :

Considerar la presencia de imperfecciones en la formulacién matema-
tica con el fin de dar dar un tratamiento més preciso al problema de
inestabilidad elastica o pandeo lateral.

Incluir la influencia del circuito eléctrico con el propésito de estudiar
el rendimiento del recolector, incluyendo la presencia del puente recti-
ticador (con diodos no ideales), asi como los capacitores de filtrado y
almacenamiento y temporizador.

Explorar la implementacién de otros tipos de actuadores piezoeléctri-
cos basados en tensién como ser: piezocomposites, piezostacks, bridge y/o
cymbal.

Implementar mediciones en campo y controladas de las fuerzas verticales
del vehiculo asi como de la generaciéon de voltaje para el dispositivo
propuesto con el fin de validar el modelo en entornos reales.
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EVALUACION DE MATERIALES LIBRES DE PLOMO DE
ORIGEN NACIONAL PARA GENERACION DE ENERGIA

En este apéndice se presenta una breve descripcién del procedimiento para
la obtencién de materiales piezoeléctricos libres de plomo, conformados por
reacciones de estado solido. Como valor agregado, las muestras desarrolla-
das son de fabricacion nacional, especificamente producidas por la divisién
«cerdmicos» del Instituto de Investigacion en Ciencia y Tecnologia de Materiales
(INTEMA). La metodologia empleada para conformar los distintos tipos de
sistemas piezoeléctricos es similar, donde las diferencias entre cada uno se en- Llamamos «sistema»
cuentra en las relaciones estequiométricas, tiempos y temperatura de calcinado @ los diferentes
o sinterizacién, y/o voltaje empleado para la polarizacién de las muestras. C?Zg Zi,iiizs.ws /i
Adicionalmente al proceso de elaboracién, serdn también descriptos el ZNKT, BNT—B,T;"? ' et]c‘,
conjunto de métodos necesarios para su caracterizacion, asi como la evaluacién
del rendimiento de las muestras para la recolecciéon de energia.

A.1 PROCESO DE CONFORMACION DE LA MUESTRAS

La conformacion de cerdmicas piezoeléctricas es un largo y trabajoso proceso
de varios dias de duracién donde deben ser realizados una gran cantidad de
pasos. El procedimiento comienza con la preparacion de los reactivos (carbonatos
y 6xidos) presentados en la Figura A.1a, los cuales son:

= Oxido de titanio (IV).

Carbonato de sodio (Anhidro).

Carbonato de potasio.

Oxido de bismuto (III).

Oxido de niobio (V).

Figura A.1: (a) Preparacién de reactivos, (b) Molino planetario de bolas Fritsch Pul-
verisette 7 Classic Line.
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Figura A.2: (a) Horno eléctrico Indef 273 empleado para calcinacién y sinterizado, (b)
Prensa hidrdulica utilizada para la conformacién de las muestras.

En este primer paso, los reactivos deben ser molidos y llevados un tamario
de grano parejo, utilizando un molino planetario de bolas marca Fritsch
Pulverisette 7 Classic Line Fritsch [2777], mostrado en la Figura A.1b. Este tipo
de equipos son ideales para triturar el material a moler y operan mediante
Los materiales mds impacto de alta energia por medio de bolas de molienda en vasos rotativos que
comunes para las giran una velocidad nominal de 1100RPM. En este caso, el elemento utilizado

bolas de molienda P . A1 . . .
<on acero inoxidable OO vehiculo es alcohol isopropilico, , lo que significa una molienda del tipo
y carburo de himeda. La razén de la utilizaciéon de este liquido es que luego puede ser
tungsteno.  eliminado mediante la evaporacién en un horno de secado (realizado durante
aproximadamente 12 horas a una temperatura de 80°C). Una vez completado
el secado, se utilizan tamices de una granulometria de 62 micrémetros para

garantizar un tamafo por debajo de dicho nivel.

Seguidamente, se procede a la preparacion de cada vaso con las cantidades
estequiométricas del sistema buscado, donde se repite el proceso de molienda,
secado y tamizado . Luego de esto, el compuesto debe ser calcinado, donde
se busca la eliminacién de la fase orgénica existente. Este procedimiento es
llevado a cabo en un horno eléctrico marca Indef 273 [278], presentado en la
Figura A.2a. En lo referido a las temperaturas y tiempos elegidos, estos varian
ligeramente dependiendo del sistema, situdndose los mismos entre rangos de
aproximadamente 700 a 800°C durante 2 a 3 horas. Una vez completado este
proceso, el compuesto debe ser molido, secado y tamizado por una tercera y
dltima vez.

El siguiente paso consiste en la conformacion geométrica de la muestra. Este
paso es llevado a cabo mediante una prensa hidraulica fabricada por técnicos
del INTEMA que opera con una presién nominal de 100k¢/cm? . Con el fin
de dar cohesion a las muestras, acetato de polivinilo (PVA) en una solucién
acuosa es agregado como ligante previo al prensado. La forma final de las

Las placas son muestras depende de la forma del molde, donde tanto discos como placas
obtenidas a partir del  pueden ser obtenidas como resultado final.

corte de mue;trf e Seguido a esto, las muestras deben ser sinterizadas, donde se busca dar

Jorma de disco. cohesién a los polvos, creando enlaces entre las particulas y dandole una

estructura granular definida. El sinterizado es llevado a cabo en el mismo

horno Indef 273 de la Figura A.2a, y tanto las temperaturas, sus intervalos

La velocidad de temporales, asi como la velocidad de enfriamiento dependen fuertemente del
enfriamiento posee
un rol crucial para
evitar fracturas por
tensiones térmicas.
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Figura A.3: Proceso de polarizacion. (a) Tester de alta potencia Vitrek V73, (b) Muestra
sometida a temperatura.

sistema. Estos valores, deben ser obtenidos experimentalmente a partir de
la literatura y/o ensayos anteriormente realizados. En este paso, se busca la
formacion de la estructura cristalina del tipo perovskita con la mayor cantidad
de distorsiones posibles en conjunto con la creacién de fases secundarias, las
cuales estdn asociadas un mayor efecto piezoeléctrico [32, 35].

Por dltimo, las muestran deben ser polarizadas utilizando un tester de alta
potencia Vitrek V73 [279] mostrado en la Figura A.3a. En una primera instancia,
se utiliza pintura de plata para la conformacién de los electrodos. Luego, las
muestras son colocadas en un bafio de aceite de silicona como proteccion de
los posibles arcos eléctricos que se puedan producir. La tensién necesaria a
aplicar, asi como el tiempo requerido dependen una vez mds del sistema. Aun
mads, para algunos sistemas el proceso de polarizacion debe ser realizado con
temperatura, como puede ser el caso de BNKT mostrado en la Figura A.3b.
Una vez finalizado este paso las muestras piezoeléctricas ya se encuentran
listas para ser caracterizadas y estudiadas.

A.2 METODOS DE CARACTERIZACION DE LAS MUESTRAS

Una vez conformadas las muestras, se realizan una serie de ensayos de
caracterizacién del material a fines de identificar las propiedades del mismo.
Estos estudios involucran tanto andlisis estructurales, micro-estructurales,
eléctricos y fisicos, tal como se presentan a continuacion:

1. Densidad, mediante la aplicacién del método de Arquimedes y utilizando
balanzas de precision.

2. Moédulo de elasticidad, empleando un nanoindenter marca Bruker Hysitron
TI 980 [280] y de acuerdo a la norma ISO 14577.

3. Difraccion de Rayos X, para caracterizar las diferentes fases cristalinas
utilizando un analizador marca PANalytical X'pert Pro [281] representado
en la Figura A ja.

4. Microscopio electrénico de barrido (o SEM por sus siglas en inglés), para
el estudio de la morfologia de grano y presencia de fases secundarias
empleando un microscopio marca Jeol JSM-6460LV [282].

189

SEM: Scanning
Electron Microscope
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(b)

(©

Figura A.4: Instrumental empleado (a) Analizador de rayos X PANalytical X'pert Pro,
(b) Impedancimetro Hewlett-Packard 4284A, (c) Medidor de ds3 SINOCERA
YE2730A.
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5. Espectroscopia Raman, para identificar la presencia de distorsiones en la
estructura perovskita mediante un equipo marca Renishaw inVia Raman
Microscope [283].

6. Curuvas de polarizacion-campo (P-E), para medir la histéresis ferroeléctrica
del material, en un bafio de aceite de silicona utilizando un circuito
Sawyer-Tower modificado.

7. Influencia de la temperatura en las propiedades dieléctricas del material
permitiendo la determinacién de la pérdida dieléctrica tané asi como
el calculo indirecto de la capacidad C, considerando la geometria de
la muestra. En este caso, se utilizé6 un impedancimetro marca Hewlett-
Packard 4284A [284] que opera en un rango de 20Hz-1MHz acoplado a
una estufa para realizacién del ensayo a diferentes temperaturas. Adicio-
nalmente, el factor de acoplamiento planar electromecanico (K,) puede
ser determinado a partir de las curvas de impedancia de las cerdmicas
polarizadas acorde a

Kp:\/2,51{f“;uf’} (A.1)

donde f; y fr representan las frecuencias de anti-resonancia y resonancia
respectivamente [33].

8. Por dltimo, la medicién del ds3 se realiza utilizando un equipo marca
SINOCERA YE2730A [285] disefiados por Global Sensor Technology y
representado en la Figura A 4c.

A.3 EVALUACION PARA LA RECOLECCION DE ENERGIA

Una vez realizada la caracterizaciéon de la mayor parte de las propiedades
de las muestras piezoeléctricas libres de plomo, es posible llevar a cabo
la evaluacion de estos materiales para la recoleccién de energia. Con este
proposito, se preparan dos vigas que contienen dos muestras piezoeléctricas
conformadas por los sistemas BNKT y KNL-NTS. fueron, adheridos una viga
de acero en configuracién cantilever, tan cerca del empotramiento como sea
posible. La razén de la eleccion de estos sistemas se debe a que fueron las
que demostraron mejores propiedades (mayor valor de dzzen el ensayo 8).
En este procedimiento, las muestras fueron excitadas de manera armoénica a
baja amplitud con el fin de garantizar una respuesta lineal, buscando de esta
manera completar dos objetivos:

1. Identificar el valor de la constante de acoplamiento piezoeléctrico d3;, a
partir del ajuste por minimos cuadrados entre el resultado experimental
y numérico de la curva V/g.

2. Comparar el rendimiento de estos materiales frente a alternativas basa-
das en PZT. Las muestras libres de plomo desarrolladas son cerdmicas
tipo bulk, por lo tanto para realizar una comparacién adecuada se utiliza
una cerdmica del mismo tipo basada en PZT. Por ello, se utilizé un
zumbador (o més conocido como buzzer por su denominacién en inglés)
fabricado en PZT-5H y pegado a una muestra de acero similar a las
otras muestras . Las dimensiones de los tres sistemas se encuentran
presentados en el Cuadro A.1.
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192 EVALUACION DE MATERIALES LIBRES DE PLOMO DE ORIGEN NACIONAL PARA GENERACION DE 1

BNKT KNL-NTS PZT-5sH

Muestra Placa Disco Disco
Espesor, I, 0,71 1,1 0,2
Ancho, b, [mm] 917 - -
Largo, L, [mm] 12,4 - -
Didmetro, d) [mm] - 16,4 18

Cuadro A.1: Dimensiones geométricas de las muestras elegidas para la evaluacién de
la recoleccién de energfa.

En lo referido a la formulacién matemaética, las ecuaciones lineales discreti-
zadas que gobiernan el problema asociado al acoplamiento electromecanico
pueden ser obtenidas eliminando los términos no lineales constitutivos y
geométricos de las Ecs. (4.73) y (4.74)

Gi + toi §i + w?q; + 0,0 = —F cos(Qt),

A2
Cpt+ 7 — Widi = 0. (A2)

siendo los pardmetros modales asociados los siguientes:

L
F; :G/ me; dx,
0

P d31 "
0; =¢; = ol </ApZdAp> </L,,A bi dx) , (A.3)

L
Hoi =2w;{; / ¢7 dx
0

donde para nuestras muestras, los tinicos parametros desconocidos resultan
ser {; y d31. Debido a tratarse de un problema lineal, los modos de vibracién
pueden desacoplarse entre si, permitiendo hallar una solucién analitica exacta
mediante, por ejemplo, la aplicacion de balance arménico, donde se asume la
siguiente dependencia de las variables independientes
el
9i =4q;¢ A
gy (A.4)
v =ve" ",

siendo 7 y g, las amplitudes (complejas) del voltaje y de la i-ésima coordenada
generalizada respectivamente. Reemplazando las expresiones (A.4) en (A.2),
las soluciones para el médulo de las variables son

F6:OR
Vi = 02 — 1 CuROZ)? + [jni + RO (62 + Cpa? — C,2) )2
N 0,QR

)=y = 5
7 (0) ;Jnfﬁmﬂ

7, (Q) =

4

(A.5)
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X107
10

(a) (b)

Figura A.5: Obtencién del modo de vibracién a partir de COMSOL (a) Malla desarro-
llada, (b) Solucién del primer modo de vibracién.
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Figura A.6: Ajuste por minimos cuadrados para las muestras (a) BNKT (placa) y (b)
KNL-NTS (disco).

Mientras que la recomposicion espacial resulta:

N
w(x,t) = Zcpiﬁieim. (A.6)
i=1

Tal como puede observarse, las expresiones dadas por (A.3) dependen de la
forma modal ¢;. Cuando la geometria es una placa (BNKT), ésta puede ser
obtenida analiticamente de forma exacta como [213]

¢i(x) = Cycosh(B;x) + Cy sinh(B;x) + Cscos(Bix) + Casin(Bix), (A.7)

donde B; = v«’0A/El Sin embargo, dicha solucién no es valida para la
muestra en forma de disco (KNL-NTS), donde no existe una soluciéon ana-
litica. Para salvar esto, un modelo tridimensional de elementos finitos fue
desarrollado en el software COMSOL Multiphysics [286] tal como se encuentra
presentado en la Figura A.5. De esta manera, el modo de vibracién asociado al
primer modo flexional fue calculado, exportado y normalizado respecto a la
matriz de masa. Luego, los parametros modales (Ecs. A.3) quedan definidos
mediante realizar el calculo de las derivadas e integrales de forma numérica..

El ajuste por minimos cuadrados para ambas muestras se encuentra repre-
sentado en la Figura A.6 mientras que los valores identificados se encuentran
presentados en el Cuadro A.2. En el caso propuesto, la caracterizacién del
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194 EVALUACION DE MATERIALES LIBRES DE PLOMO DE ORIGEN NACIONAL PARA GENERACION DE 1

BNKT KNL-NTS

Muestra  Placa Disco
ds [PC/N] 12,8 22
daz [PC/N] 129 117
c33 [GPa] 92 136
0 [k8/m?] 5760 4667
Cp [nF] 1,28 1,54
1 0,0031 0,0037
V/g (pico) 19,9 22,3
fn [Hz] 56,6 57,9

Cuadro A.2: Valores caracterizados para las muestras libres de plomo de los resulta-
dos experimentales. Valores resaltados grises denotan aquellos obtenidos
por minimos cuadrados.

o

g -KNL-NTS
2o 307 -BNKT

~

-PZT

=

=20+

I~

3

© 10

(o]

3

2

8 0 I |

0.96 0.98 1 1.02 1.04
Q/wy

Figura A.7: Densidad de potencia generada para distintos materiales sobre una R =
248k

material fue realizada para las muestras BNKT y KNL-NTS, mientras que para
para el PZT-5H dichos valores fueron obtenidos de la literatura. Si considera-
mos que para una cerdmica PZT-5H, los coeficientes d3; y d3z usualmente se
encuentran aproximadamente en 300 y 600rC/N respectivamente, los valores
identificados para las muestras libres de plomo estuvieron muy por debajo
de estos ntimeros, representando entre 6 a 20 veces menos. Como célculo
adicional se presenta una comparativa experimental entre estas muestras y el
buzzer, en términos de la densidad de potencia, con el objeto de eliminar la
dependencia del volumen de la muestra y/o la resistencia eléctrica empleada
para la comparativa. De esta forma la variable de comparacién introducida es

v (Q)

P(O)= "5

(A.8)

La Figura A.7 muestra los resultados obtenidos de la Ec. (A.8), donde cada
curva fue normalizada en el eje de las abscisas para cada valor de frecuencia
natural w, a fines facilitar la comparativa. Observando esta Figura, la mayor
densidad de potencia corresponde a la muestra basada en plomo (PZT). Esto
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confirma, que las muestra de PZT son bastante superiores comparadas con las
estudiadas en esta seccién y que deber ser llevados a cabo mayores desarrollos
para mejorar su rendimiento. Sin embargo, no debe perderse de vista las
ventajas de las muestras libres de plomo, las cuales son una prometedora
alternativa a futuro debido a que representan menor grado de contaminacién
en comparacién con los PZT, siendo posible poder fabricarlas en el pais.
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FORMAS CONSTITUTIVAS MATERIALES
PIEZOELECTRICOS

Las ecuaciones constitutivas de un material piezoeléctrico pueden ser ex-
presadas de diversas formas en funcién del arreglo elegido para las variables
independientes, dando asi lugar a diferentes matrices constitutivas. La sim-
bologia, asi como el orden tensorial, tamafio y unidades de estas matrices se
presentan de manera resumida en la siguiente Cuadro:

. Tipo de N . D
Simbolo cl)gje to Tamafio  Unidades Significado
T Vector 6x1 2 Tension mecdanica
S Vector 6x1 N/D Tensor de deformaciones
E Vector 3x1 x Campo eléctrico
D Vector 3X1 % Desplazamiento eléctrico
s Matriz 6x6 sz Conformidad mecénica
c Matriz 6x6 % Elasticidad mecéanica
€ Matriz 3X3 % Permitividad eléctrica
Acoplamiento piezoeléctrico
d Matriz x6 < forma Deformacién-Carga
3 N &
eléctrica)
Acoplamiento piezoeléctrico
e Matriz 3x6 % (forma Tensiéon-Carga
eléctrica)
. Acoplamiento piezoeléctrico
Matriz x6 m? . .
8 3 C (forma Deformacion-Voltaje)
Acoplamiento piezoeléctrico
: N p p
q Matriz 3X6 el

(forma Tensioén-Voltaje)

Cuadro B.1: Simbologia utilizada para variables y pardmetros constitutivos en mate-

riales piezoeléctricos.

Por otro lado, las expresiones para convertir las ecuaciones constitutivas de
una forma a otra, pueden ser sintetizadas como:

» De Deformacién-Carga eléctrica (Strain-Charge) a Tensién-Carga eléctrica
(Stress-Charge)

-1

e—= d.s‘g1
€5 = €7 — d.sgldt

(B.1)
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198 FORMAS CONSTITUTIVAS MATERIALES PIEZOELECTRICOS

= De Deformacion-Carga eléctrica (Strain-Charge) a Deformacién-Voltaje
(Strain-Voltage)

sp=sg—de;l.d
P T (B.2)
g=€r .d

= De Tension-Carga eléctrica (Stress-Charge) a Tensién-Voltaje (Stress-Voltage)

Cp = Cg — etes_l.e

q=€; le (B3)
= De Deformacién-Voltaje (Strain-Voltage) a Tension-Voltaje (Stress-Voltage)
cp = 551
q=gsp' (B.4)
el =e;' +gsp'g



ECUACIONES ELECTROMECANICAS DE
EULER-LAGRANGE

Las ecuaciones electromecénicas de Euler-Lagrange para el dispositivo
desarrollado son obtenidas a partir del principio de Hamilton el cual puede
ser enunciado como

t
/ 1 (6T — U + 0Wye) dt =0 (C.1)
f2

donde 6T, 6U, 6W,, representan las variaciones de la energia cinética, la
energia potencial y el trabajo de las fuerzas no conservativas respectivamente.
En la obtencién de las ecuaciones se tendrdn en consideracion como trabajo de
fuerzas no conservativas a (i) amortiguamiento viscoso lineal axial y (ii) flexio-
nal, (iii) amortiguamiento cuadrético no lineal y por tltimo, (iv) disipacién de
energia en la resistencia eléctrica por efecto Joule. El efecto del amortiguamiento
en la direccién axial no serd contemplado.

La dependencia del funcional L = T — U puede ser expresada como

L=L(xtuw®udu,u,w, v (C.2)

donde x y t son la coordenada espacial y temporal que representan las
variables independientes y u, w y ® el desplazamiento axial, transversal y
flujo eléctrico que representan las variables dependientes del problema. La
variacion del funcional puede ser expresada como

oL oL_ oL_, OL_, OL_, OL _, OL_.
oL = E(Su—l—%éw%—ww +W5u +W(5w + aw”&w —l—ﬁécb (C.3)

donde cada uno de los términos de la Ec. (C.3) debe ser integrado como

haL . oL _ | hra /oL
b aéudt == @5“ " —/tz |:at (au) 51/[] dt (C,4)
h oL . oL ta hro /oL
. %&udt = %560 | —/t2 {at (8w> &U] dt (C.5)
h/oL hroL (L 9 (oL
/tz (au,au ) dt = A [awau(o — = (w) 54 dt (C.6)
oL, hroL _, L o (oL ,
. auﬂéu —L [au,/(Su 0 5% <8u”)5u} dt )
Sy P (% Y R P PP
N n, Lou” 0o ox \ou” o o9x2 \ ou”
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200 ECUACIONES ELECTROMECANICAS DE EULER-LAGRANGE

oL hraL (L o /oL
/tz (a 5w )d _/tz [aw’(sw‘o_ax<aw’) 54 dt (C.8)

[ @) [ 23 ()
/z[aw” li_aa<aw~> iz (aawL,,>5W}dt

(C.9)

oL hr 9 /oL
A <aq)5q>> dt :L [_at (8@) 5@} dt. (C.10)

A su vez, la variacion del trabajo de las fuerzas no conservativas resulta

h H
SWye dt = / [—cr1iéu — crdw — c3tb? sgn(w)dw — i6®] dt (C.11)

tr tr

Reescribiendo el principio de Hamilton, y agrupando en términos comunes
la siguiente expresion es obtenida

[ Ge)- ) oo
A 2(E) () ool
( ) }5c1>+5‘+ 5‘
+[§£/_aax (aiw)] ‘Jr /

Donde, por arbitrariedad de los desplazamientos virtuales, y reemplazando
® = 7, las ecuaciones electromecénicas son obtenidas como

9 (LN, B (ALY _ @ (AL
ot \ou) " ax\ow ) ox2\ow ) VT
d (OL\ 9 [OL\ & (oL L,
o (aw> T <aw> ~ e <aw> bt eutsgn(@) =0 (Ca3)

9 (9L v _,
ot \ 0v R

9
% (C.12)
+|-5

=0

Sumado a las siguientes condiciones de borde
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gj/éu ; =0 (C.13)

giéu (L) =0 (C.15)

aivlj,&w/ (I; =0 (C.16)

gZLDcSw g =0 (C.17)

22 (2wl
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