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Resumen

El Grupo de investigacion GIE (Grupo Ingenieria & Educacion) viene desarrollando, desde el aiio 2008, aplicaciones
amedida relacionadas con diversos temas de Analisis Numérico incluidos en diferentes cursos de la Facultad Regional
San Nicolas, de la Universidad Tecnologica Nacional, que pueden ser utilizadas con distintos objetivos. Los
problemas que consideran los circuitos eléctricos seleccionados en este articulo, entre otros, infentan mostrar en
contexto la razon por la que se desarrollaron tantos meétodos para resolver el mismo tipo de problema matematico. A
pesar de la precision del método de Runge Kutta, la soluciéon que da no se acerca a la solucion analitica para todos
los problemas. Aqui es donde la estabilidad de los métodos se vuelve importante, y vale la pena hacer notar a los
estudiantes la necesidad de recurrir a los métodos implicitos para superar esta dificultad.

Palabras clave: Ecuaciones diferenciales, Aplicaciones, Analisis Numérico

Abstract

The research Group GIE (Grupo Ingenieria & Educacion, in Spanish) has been developing, since 2008, tailor-
made applications related to diverse issues of Numerical Analysis included in different courses at the Facultad
Regional San Nicolés, from the Universidad Tecnologica Nacional, Argentina, that can be used with several purposes.
The problems involving electrical circuits selected in this paper, among others, try to show in context the reason why
so many methods for solving the same type of mathematical problem were developed. Despite of the accuracy of the
Runge Kutta method, the solution that it gives does not approach the analytical solution for all problems. Here is
where the stability of the methods becomes important, and it is worth to make students notice that implicit methods
overcome this difficulty.

Keywords: Differential Equations, Apps, Numerical Analysis

Introduccion
Diversos problemas de ciencias e ingenieria, generalmente dependientes del tiempo, se modelizan con ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDOs) con condiciones en un mismo valor de la variable independiente, llamados problemas
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de valor inicial (PVI). Para aproximar la solucion de un PVI, se debe garantizar que el problema esté bien planteado,
es decir, que admita solucion tnica y que pequeflas variaciones en la ecuacion o en las condiciones no afecten
mayormente a la solucion.

Los métodos numeéricos para resolver un PVI de primer orden:
ay -
Ezf(t,y) a=t=byla)=«a (1)

parten de una discretizacion del dominio de interés, como un conjunto de puntos equiespaciados. En estos puntos, se
aplica una formula de recurrencia, particular para cada método, que usa uno o mas puntos anteriores. Esto permite
clasificarlos en métodos de un paso, como los métodos de Euler, de Taylor o de Runge-Kutta, o métodos multipasos.

Para resolver problemas de valor inicial de orden superior, no es necesario utilizar nuevos meétodos, sino que puede
emplearse una extension de los métodos para resolver PVI de primer orden expresando la EDO de orden n por medio
de un sistema de n ecuaciones diferenciales simultaneas de primer orden cada una.

En este frabajo, se muestra una aplicacion que permite establecer comparaciones entre algunos métodos de un
paso y meétodos multipasos y también analizar las soluciones numeéricas obtenidas la variar ciertos parametros.
Ademas, se discuten las ecuaciones rigidas, analizando un método con el que se puede obtener una solucion valida.

Los métodos multipasos
Los meétodos de Taylor para aproximar la solucion de un problema de valor inicial son llamados métodos de un

paso, porque la aproximacion de la soluciéon en un punto de la malla se obtiene con informacion proveniente de la
aproximacion obtenida en el punto anterior. Los métodos de Runge-Kutta también son considerados de un paso
porque, aunque utilizan informacion en puntos interiores del intervalo [fi, fi-1], no la conservan para emplearla
directamente en aproximaciones futuras. Toda la informacion que emplean se obtiene dentro del subintervalo en que
va a aproximarse la solucion.

En el momento de calcular la aproximacion en un punto dado de la malla, la solucion aproximada esta disponible
en todos los puntos previos, y como el error [w; — y(t;)| tiende a aumentar con i, parece razonable desarrollar métodos
que usen datos precedentes mas precisos al obtener la solucion en dicho punto. Se conocen como métodos multipasos
a aquellos que emplean la aproximacion en mas de uno de los puntos de red precedentes para determinar la
aproximacion en el punto siguiente.

Un método multipasos de p pasos para resolver el PVI como el presentado en la ecuacion (1) es aquel cuya
ecuacion de diferencias para obtener la aproximacion wy-; en el punto t,-; de la malla definida por {t;=a+hn,n=
1, ..., N}, con tamafio de paso h = (b-a)/N, puede representarse por medio de la siguiente ecuacion, con p entero y
mayor que 1:

Wyl = QW +ayWy_p + -+ ApWp—p +h [b—;‘f(ri:+1-wr:+j) + bﬂf&m Wr:) +..+ b;:!f(tn—;u wn—p)] Whatl = E?:o a;Wp—; + h E?:-,‘ bﬂ'ff(wn—:l ITn—:}

(2)

paran=p. ..., N-1, donde h = (b-a)/N. ao, ai, ..., ap_b-1, ..., bp son constantes y se especifican los valores iniciales wo
=ap, Wi =aj, W2 = ay, ..., Wp-1 = ap-1. Se toma de la condicion inicial brindada por el problema el valor wo = o y los
demas valores necesarios para iniciar el método se obtienen con un método de Runge-Kutta u otro método de un paso.

Cuando b.;= 0, el método es explicito o abierto, ya que la ecuacion (2) da de manera explicita el valor de wy-1 en
funcién de los valores previamente determinados.

Cuando b= 0, el método es implicito o cerrado, va que en la ecuacioén (2), Wy se
encuentra en ambos lados, quedando especificado solo implicitamente. En la implementacion de un método implicito,
se debe resolver la ecuacion implicita para wy+1. No es evidente que siempre se pueda resolver esta ecuacion, ni que
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siempre se obtenga una solucion tinica para wy-1. En caso que no se pueda resolver la ecuacion, se debera recurrir a
algin método de aproximacion de ecuaciones no lineales.

Actualizacion de la aplicacion de diseflo propio: incorporacion de los métodos multipasos
El recurso que se muestra en este trabajo es una actualizacion de una herramienta previamente presentada para

tfrabajar con circuitos eléctricos utilizando meétodos de un paso (Caligaris et al., 2012). En esta oportunidad, se
agregaron métodos multipasos dentro de las posibilidades para aproximar la solucion de una ecuacion diferencial con
valores iniciales. Para obtener con esta aplicacion una solucién aproximada de un PVI debe indicarse, en primer lugar,
el orden del problema que se va a resolver con el boton de opcion correspondiente. Esto habilitara los cuadros
necesarios para cargar los datos del problema segiin su tipo: los coeficientes de la ecuacion, las condiciones iniciales
y el intervalo donde se quiere obtener la solucion. Es posible ingresar la ley de la solucion exacta del problema, en
caso de conocerse, para poder hacer comparaciones y determinar errores.

En la parte inferior de la ventana, se pueden seleccionar hasta tres opciones para realizar simultineamente
diferentes aproximaciones. Cada una de estas opciones permite elegir, de una lista desplegable, un método entre Euler,
Runge-Kutta de orden cuatro, Adams-Bashforth v Adams-Bashforth-Moulton, y la cantidad de puntos en donde se
va a calcular la solucion. Para que se calculen y muestren las opciones elegidas, se deben tildar las casillas de
verificacion a la izquierda de cada aproximacion. Se puede optar por aplicar el mismo meétodo con distintos pasos, o
distintos métodos con pasos iguales o con pasos diferentes.

La solucion numérica puede analizarse desde el punto de vista grafico o tabular. La representacion grafica de la
solucion discreta se presenta en un sistema de ejes coordenados utilizando diferentes colores para los puntos asociados
a cada aproximacion. La representacion tabular permite comparar las distintas aproximaciones calculadas y analizar
el comportamiento de la soluciéon numeérica respecto de la solucion exacta, en caso de que sea ingresada.

A modo de ejemplo, en la Figura 1, se muestran dos circuitos y el calculo de q(f) con la aplicacion de diseflo
propio. Problemas de este tipo son los que se presentaran en el aula para poner la matematica en contexto. En este
trabajo, no se profundizara en los problemas, por razones de espacio.

Ecuaciones rigidas
Las ecuaciones diferenciales rigidas (EDR) son aquellas cuyas soluciones contienen escalas significativamente

diferentes para la variable independiente. En general, se caracterizan por tener un término de la forma e, donde c es
una constante positiva grande. Por lo general, esto es parte de la solucion general, llamada solucion transitoria. La
parte mas importante de la solucion es la solucion de estado estacionario (Burden & Faires, 2003). Los métodos
mencionados en las secciones anteriores tienen problemas de estabilidad para resolver este tipo de ecuaciones.

Gear (Crow, 2003) desarrollo otros métodos multipasos implicitos con mejores caracteristicas de estabilidad. Su
forma general, para una ecuacion del tipo (1) con una malla establecida por (2), esta dada por:

Yit1 = Y[Z?:} AYivj-1 T Bhf(tiﬂj)’iﬁ)] (3)
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Figura 1. Ejemplos de PVI de primer y segundo orden

El método de Gear paran =1 es equivalente al método de Adams-Moulton de primer orden. Los métodos de Gear
de orden superior se complican al ponerlos en practica por su naturaleza implicita, dado que en cada iteracion se debe
resolver una ecuacion, que resulta no lineal si la ecuacion diferencial es no lineal. En estos casos, se puede aplicar,
por ejemplo, el método de Newton-Raphson. A continuacion, se muestran dos ejemplos de aplicacion del método de
Gear de tres pasos, uno para un caso lineal y otro para no lineal. La formula del método en este caso esta dada por:

18 0 2 6
Yn+l = 7¥n —Yn-1 T Vn2t Ehf(tnﬁr}’nﬂ): n=3,....N 4)

Ejemplo 1
Considérese la ecuacién diferencial y' = — 20 v + 20 sen(t) + cos(t), 0 £t £ 2, con

yv(0) = 1. Al utilizar la aplicacién presentada anteriormente, con un tamano de paso h
= 0.25, se obtienen los resultados que se muestran en la Figura 2.
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ti y(t) Euler (n =8) |Adams-Bashforth-Moulton (n = 8)
0 1 1 1

0.25 0.2541419 -3.75 13.951

0.5 0.4794709 16.479248 188.30821

0.75 0.6816391 -63.300468 |2575.4582

1 0.841471 256.79299 38932.032

1.25 0.9489846 -1022.8295 594214.73

1.5 0.997495 4096.1419 9073607.3

1.75 0.9839859 -16379.562 1.386D+08

2 0.9092974 65523,124 2.116D+09

Figura 2. Soluciones obtenidas con la aplicacion del Ejemplo 1 al emplear distintos métodos

Como se puede observar en la Figura 3, ninguno de los dos métodos sirve para aproximar la solucion exacta. Por
esa razon, se intentara aproximar la solucion utilizando el método de Gear. En este caso, la ecuacion diferencial es
lineal, con lo cual en la expresion del método de Gear de tres pasos, puede despejarse la incognita v i-1:

I8 9 2 6
Y+l = V0~ Vn-1F7Vn2t ﬁh[—-’o}’mz + sen(yn+1) + cos (Yn+1)] (5)
Resultando:
18 9 2 ]
_ T¥n—¥n-1t¥Vn-2+ ﬁh [sen(yns1)+cos (Yns1)] (6)
In+l 20 h%ﬂ

Obteniendo los primeros dos valores con el método de Runge Kutta con un paso menor (h = 0.05) v luego
aplicando esta formula para h=0.25, se obtienen los valores que se indican en la Tabla 1.

Tabla 1. Solucion del Ejemplo 1 utilizando el método de Gear

i | 0| 025 0.50 0.75 1 1.25 L5 1.75 2
yi | 1 |0.25417| 0.47947 | 0.72902 | 0.86268 | 0.94801 | 0.99485 | 0.98421 | 0.91007
y(t) | 1 |0.25414 | 0.47947 | 0.68164 | 0.84147 | 0.94898 | 0.99745 | 0.98399 | 0.90930
Ejemplo 2

Dada la ecuacion diferencial y’ =5e(y—-1)2+ 1, 0 £ t £ 1, con v(0) = -1, en la Figura 3 se
muestra la salida tabular obtenida en la aplicacién con un tamano de paso h = 0.2,
para distintos métodos, junto con la solucién exacta.

i y(t) Euler (n =5) Rk, 4(n =5) |Adams-Bashforth-Moulton (n = 5)
0 -1 -1 -1 -1

0.2 -0.1678794 |-0.2 -0.3586157 |-0.3586157

0.4 0.2646647  |0.0349251  |0.1832926 0.1832926

0.6 0.5502129 0.8197362 1.4123455 1.4123455

0.8 0.7816844 1.5895461 5.676D+15 19515.02

1 0.9932621 35.425104 2.99D+275 1.265D+23

Figura 3. Solucion del ejemplo con distintos meétodos, obtenida con la aplicacion

Nuevamente, ninguno de estos métodos brinda una solucion valida para este problema. Se aplica entonces el
método de Gear de tres pasos, para una malla de 5 puntos en el intervalo dado, obteniendo la formula:

18

Yn+l = EYn -

2
77 Yn-1
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5
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h[jejt(yn+f - tﬂ+j‘)2 +1n=3.5

(7)
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Como valores iniciales se toman la condicion inicial y los dos primeros valores obtenidos con el método de Runge
Kutta, con un paso menor. Claramente la ecuacion (7) es no lineal, por lo que se requiere utilizar el método de Newton-
Raphson en cada iteracion. Los resultados obtenidos se muestran en la Tabla 2.

Tabla 2. Solucion del ejemplo 2

ti 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
yi -11-0.16796| 0.26462| 0.53889| 0.72965| 0.95718
y(ti) -1/-0.16788 | 0.26466| 0.55021| 0.78168| 0.99326

En este caso, el valor aproximado de yi se obtuvo aplicando el método de Runge Kutta para los dos primeros
valores calculados, y luego el método de Gear, aproximando en cada paso la solucion de la ecuacion no lineal con
tres iteraciones del método de Newton-Raphson. Es posible mejorar la precision de la solucion obtenida aumentando
dichas iteraciones.

Conclusiones

Los resultados obtenidos mediante métodos numeéricos cobran sentido cuando éstos son implementados en
computadora. El uso de aplicaciones como la presentada en este frabajo, como se mostré en los ejemplos, permite
que los alumnos no tengan que destinar tanto tiempo ni a la programacion ni a los procedimientos mecéanicos para
calcular manualmente la solucion numérica de los problemas que se les plantea. En consecuencia, al obtener
aproximaciones con mayor facilidad y rapidez, los estudiantes pueden dedicar tiempo para profundizar algunas
cuestiones conceptuales inherentes a los métodos estudiados o realizar actividades que impliquen el afianzamiento de
ciertas competencias matematicas. Por ofro lado, es importante que los alumnos vean las dificultades en la
programacion de algunos métodos, como los implicitos, y para este caso, esto se puede lograr con herramientas
sencillas como una planilla de calculo.
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