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68 DESARROLLO DE HABILIDADES EN EL APRENDIZAJE DE LA
APROXIMACION NUMERICA DE ECUACIONES NO LINEALES

Marta Caligaris, Georgina Rodriguez, Lorena Laugero
Grupo Ingenieria & Educacion, Facultad Regional San Nicolas, Universidad Tecnologica Nacional,
Colon332, 2900 San Nicolas, Buenos Aires, Argentina
{mcaligaris, grodriguez, llaugero}@frsn.utn.edu.ar

Resumen. Con el objetivo de determinar las habilidades matematicas desarrolladas por los alumnos durante el
aprendizaje de los métodos que permiten resolver ecuaciones no lineales, se analizaron las respuestas dadas por
los mismos en las situaciones problematicas propuestas en la instancia evaluativa al finalizar el desarrollo del
tema. La clasificacion de las habilidades matematicas considerada es la dada por la taxonomia de Bloom
revisada, cuyos niveles, en forma ascendente son: recordar, comprender, aplicar, analizar, evaluar y crear. En
la resolucion de cada uno de los problemas, los estudiantes debieron mostrar dominio de habilidades
matematicas tanto de orden inferior como de orden superior. En este trabajo, se muestran las actividades
propuestas junto con la ribrica que se utilizo para analizar cada una de las respuestas. También, se presentan
los resultados obtenidos y algunas reflexiones acerca de las habilidades adquiridas por los estudiantes.

Palabras Clave: Habilidades matematicas, Taxonomia de Bloom, Analisis Numérico, Ecuaciones no lineales,
Mathematica.

1 Introduccion

Segtin Dujet [1], las nuevas habilidades que requieren los ingenieros descansan necesariamente en el aprendizaje
de herramientas y en el conocimiento de las heuristicas de las teorias matematicas que les dieron vida. El ingeniero
debe poder elegir, con conocimiento de causa, el modelo matematico que mejor se adapte al nivel de complejidad
con el que se va a enfrentar y asi determinar los parametros concurrentes y sus ajustes segun el problema estudiado
tomando en cuenta, cualquiera sea su naturaleza, las incertidumbres relacionadas con el contexto, siendo capaz de
justificar la gestion y el tratamiento de dichas incertidumbres.

En general, la ensefianza de los métodos numéricos suele caracterizarse por poner énfasis en procedimientos
mecanicos y en la memorizacion de conceptos, definiciones y técnicas. Esto puede causar inconvenientes en la
comprension de la esencia de tales métodos, o dificultades para entender conceptos fundamentales como
convergencia u orden de precision de un método, entre otros.

Con la finalidad de determinar las habilidades matematicas desarrolladas por los alumnos durante el
aprendizaje de los métodos numéricos que permiten aproximar la solucion de ecuaciones no lineales, se analizaron
mediante rubricas las respuestas dadas por los mismos en las situaciones problematicas propuestas en la instancia
evaluativa al finalizar el desarrollo del tema. Para resolver cada uno de los problemas, los estudiantes del curso de
Analisis Numérico de Ingenieria Mecanica de la Facultad Regional San Nicolas, UTN, hicieron uso de un recurso
tecnologico generado con el software Mathematica. Una primera herramienta para resolver este tipo de problemas
fue presentada en las V Jornadas Nacionales y I Latinoamericanas de Ingreso y Permanencia en Carreras Cientifico
— Tecnologicas [2]. Debido a la deteccion de ciertas necesidades durante el proceso de aprendizaje de los alumnos,
se elabor6 un nuevo recurso que se presenta en este trabajo.

2 Habilidades matematicas

Desde el punto de vista semantico, el término habilidad es definido como la capacidad que tiene una persona para
hacer una cosa correctamente y con facilidad.

Diversos autores que trabajan en el tema plantean distintas definiciones del término. Entre ellos, Petrovsky [3]
considera a la habilidad como el dominio de un complejo sistema de acciones practicas y psiquicas necesarias para
una regulacion racional de la actividad, con ayuda de los conocimientos y habitos que la persona posee. Las
habilidades constituyen la relacion del individuo con el objeto y su elemento rector es el motivo, o sea, la necesidad
de realizar algo. Para Brito Fernandez [4], la habilidad es el dominio de las técnicas de la actividad, tanto
cognoscitivas como practicas.

Desde el punto de vista psicologico, Alvarez [5] define a la habilidad como un sistema de acciones y operaciones
para elaborar la informacion contenida en los conocimientos y que lleva al logro de un propdsito determinado.
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Ademas, desde el ambito pedagdgico, la describe como la dimension del contenido que muestra el comportamiento
de la persona en una rama del saber propio de la cultura de la humanidad.

Bravo [6], refiriéndose a la formacion de las habilidades, plantea que las mismas constituyen uno de los
objetivos fundamentales del proceso de ensefianza y aprendizaje, siendo éstas las que permiten a la persona poder
realizar una determinada tarea, dependiendo del éxito de las destrezas que se tengan al respecto. Estas habilidades
forman parte del contenido de una asignatura, caracterizan las acciones que el estudiante realiza al interactuar con
el objeto de estudio y su desarrollo permite la asimilacion del conocimiento.

Independientemente de las definiciones que se han dado sobre la habilidad, todos los autores consideran a las
habilidades como un sistema de acciones que posibilita la realizacion de una actividad determinada sobre la base
de habitos y conocimientos adquiridos [7].

Las habilidades se forman y desarrollan mediante el entrenamiento continuo y se convierten en modos de
actuacion que dan solucion a tareas teoricas y practicas. En el proceso de ensefianza y aprendizaje de la matematica,
esto puede observarse claramente debido a que cada contenido matematico, por su naturaleza, exige un modo de
actuar con caracteristicas especificas [8].

2.1 Taxonomia de Bloom

La clasificacion de las habilidades matematicas consideradas en este trabajo es la dada por la taxonomia de Bloom

revisada [9].

Esta taxonomia ayuda a comprender como aprenden los alumnos y asienta las bases en cada nivel de aprendizaje
con el proposito de asegurar un aprendizaje significativo y la adquisicion de habilidades que permitan el uso del
conocimiento construido.

La taxonomia de Bloom revisada distingue seis niveles que el alumno debe ir superando para que se produzca
un verdadero proceso de aprendizaje. Estos son:

* Recordar: en este nivel, el alumno trata de recordar el conocimiento que ya posee: hechos, terminologia,
esquemas, procesos, teorias, etc. El docente puede proporcionar ayuda al estudiante guiandolo para que sea él
mismo el que realice la busqueda del conocimiento que ya posee y recordarlo.

* Comprender: en este nivel, el alumno debe hacer uso de los materiales que se le presentan o que obtuvo
durante el primer nivel. El estudiante debe aprehender el contenido, generalizarlo y relacionarlo entre si.
Ademas, debe ser capaz de explicar la relacion entre los datos o el contenido.

* Aplicar: en este nivel, el alumno asume un papel mas activo y debe utilizar el conocimiento adquirido en una
actividad, teoria, idea o practica.

* Analizar: en este nivel, el alumno debe pasar de lo global a lo especifico, descomponiendo el problema dado
en diferentes partes y analizando las relaciones entre ellas. El estudiante debe ser capaz de ver la jerarquia
subyacente a las ideas y expresar la relacion entre las mismas.

« Evaluar: en este nivel, el alumno debe realizar juicios de valor basados en criterios a través de la comprobacion
y critica. Requiere realizar juicios y criticas del proceso realizado, de los materiales, métodos, contenido, etc.
Es importante tener en cuenta la calidad de la evaluacion que realiza el alumno.

* Crear: en este nivel, el alumno debe unir los elementos para crear un todo coherente y funcional, reorganizando
elementos en una nueva estructura mediante la planificacion o la produccion. Para ello, el estudiante, debe
tener las suficientes competencias y habilidades para manejar el conocimiento aprendido y crear uno nuevo a
través de diferentes herramientas y mediante su propio saber hacer.

3 Los recursos tecnologicos en la ensefianza de la matematica

La funcién de todo docente es ofrecer, a través del disefio de situaciones adecuadas, un encuentro entre el alumno
y el medio para que surja el conocimiento. Es necesario motivar al alumno para generarle la necesidad de aprender,
y para ello es util aprovechar las herramientas tecnoldgicas con las que se sienten comodos. En este sentido, Gomez
[10] expresa que, aunque la tecnologia no es la solucion a los problemas de la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas, hay indicios de que ella se convertira gradualmente en un agente catalizador del proceso de cambio
en la educacion matematica. Debido a la posibilidad que ofrece de manejar dinamicamente los objetos matematicos
en multiples sistemas de representacion dentro de esquemas interactivos, la tecnologia abre espacios para que el
estudiante pueda vivir nuevas experiencias matematicas (dificiles de lograr en medios tradicionales como el 1apiz
y el papel) en las que él puede manipular directamente los objetos matematicos dentro de un ambiente de
exploracion.

La utilizacion de recursos tecnologicos en la ensefianza de la matematica no debe ser un fin por si misma, sino
que debe ser un medio para enriquecer la labor educativa, ya que [11]:
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e posibilita la construccién de un conocimiento articulado y significativo al permitir al alumno transitar entre las
diferentes representaciones del objeto matematico.

e favorece el desarrollo de habilidades visuales y cognitivas como la prediccion, aproximacion, comparacion,
modelacion.

Para que los recursos tecnologicos desempefien un papel preponderante en el proceso de aprendizaje es
necesario formular tareas que inciten la actividad y reflexion matematica. El grado de pertinencia de un recurso
depende del uso que el docente haga del mismo y, en consecuencia, de los conocimientos didacticos especificos
que el profesor tenga sobre su uso [12].

3.1 Recursos tecnologicos de disefio propio

A partir de la version 8, Mathematica® ofrece la posibilidad de generar archivos CDF (Computable Document
Format). Si bien es necesario tener una licencia del software para crear estos archivos, no se requiere de este
programa para su ejecucion. Para trabajar con ellos, se debe instalar el reproductor de archivos CDF, disponible
en forma libre en http://www.wolfram.com/cdf/.

La principal caracteristica de los archivos CDF es que permiten a los alumnos interactuar en forma dinamica
mediante la manipulacion de parametros de sistemas o modelos, permitiendo analizar el efecto que esto provoca
en el fenomeno observado.

Solucién numérica de una ecuacién no lineal

Girdfica de la funcitn Métado de la Biseccian

teydelafunden |2 = Ingresa elintervalo inidial: a,= 1 be= |3
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Fig. 13. Interfaz del recurso tecnoldgico disefiado para resolver ecuaciones no lineales.

Las aplicaciones que se utilizan en los cursos de Analisis Numérico estan en constante revision. La herramienta
que se presenta en la Fig. 1 se basa en dos aplicaciones previas sobre el tema [2] y muestra otros aspectos del
objeto matematico en estudio. Por esta razon, las mismas pueden utilizarse en forma independiente o de manera
complementaria durante el proceso de ensefianza.

El archivo CDF presentado en la Fig. 1 permite calcular las ocho primeras iteraciones que se obtienen al aplicar
los métodos de Biseccion, Newton, Secante y Regula-Falsi. Para su utilizacion, se deben seleccionar la ecuacion
que se quiere resolver y el método que se desea aplicar, e ingresar un intervalo donde se quiere graficar la funcion
asociada a la ecuacion. Todos los métodos requieren de datos iniciales para su ejecucion, que pueden estimarse
observando el grafico mostrado en el CDF.

4 Actividades propuestas

Se pidio a los alumnos que resolvieran distintas situaciones problematicas que formaban parte de la instancia
evaluativa realizada al finalizar el desarrollo del tema. Se analizaron las respuestas elaboradas por cada uno de los
alumnos y a partir del empleo de ribricas para su correccion, se determinaron las habilidades matematicas puestas
en juego durante su resolucion. A continuacion, se presentan dos de las actividades propuestas.
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4.1 Primera actividad propuesta

Aplicar el método de Newton para resolver la ecuacion x* + 16 — 4x = 4x? utilizando primero como aproximacion
inicial xo = 3,05 y, luego, xo = 3,15.
a) En cada caso, ;qué es lo que sucede cuando se aplica el método? ;Por qué?
b) Si se quiere obtener una aproximacion de la menor raiz real positiva que tiene la ecuacion, ;qué punto inicial
se debe seleccionar para obtener con seguridad dicha aproximacion?

Al aplicar el método de Newton para este problema, partiendo de los dos puntos indicados, se obtienen
sucesiones que convergen a soluciones diferentes. Esto ocurre porque hay un cambio de crecimiento entre los
valores dados, es decir, hay un punto extremo. Para elegir un punto inicial adecuado para obtener la raiz pedida,
se debe tener en cuenta la condicion suficiente dada por la regla de Fourier.

4.2 Segunda actividad propuesta

Resolver la ecuacion e™ . x = 0 utilizando el método de la secante, con valores iniciales xo = 0,2 y x; = 0,8 y, luego,
xo = 1,2 y x1 = 1,4. Explicar qué es lo que sucede en cada uno de los casos.
En esta actividad, los alumnos deberan indicar que de las dos sucesiones obtenidas, solo una

converge.

5 Rabricas elaboradas

A continuacion, se muestran las rubricas elaboradas para evaluar cada actividad de manera de analizar las
habilidades matematicas desarrolladas por los alumnos segun la taxonomia de Bloom.

5.1 Ribricas para la primera actividad

Tabla 1. Habilidades matematicas del nicel Recordar.

Habilidad

Poco desarrollada

Moderadamente
desarrollada

Desarrollada

Recuerda el concepto de
convergencia de un método
numerico.

No describe cuando una
sucesion numérica
converge.

Describe en algunos casos
cuando una sucesion
numérica converge.

Describe en todos los
casos cuando una sucesion
numérica converge.

Cita la condicion suficiente para
que el método de Newton
converja (regla de Fourier)

No describe la condicion.

No describe claramente la
condicion.

Describe adecuadamente
la condicion.

Recuerda el concepto de minimo
de una funcion.

No define cuando una
funcién cambia su
crecimiento.

Define cuando una funcion
cambia su crecimiento con
algunos errores.

Define cuando una funciéon
cambia su crecimiento.

Tabla 2. Habilidades matematicas del nivel Comprender

Habilidad

Poco desarrollada

Moderadamente
desarrollada

Desarrollada

Comprende la informacion
proporcionada por el problema
propuesto para ejecutar el CDF.

No identifica los datos que
debe escribir en cada
campo.

Identifica algunos datos
que debe escribir en cada
campo.

Identifica todos los datos
que debe escribir en cada
campo.

Interpreta la informacion dada
por la salida tabular del CDF.

No identifica que las
aproximaciones dadas por
la tabla se aproximan a
distintas soluciones de la
ecuacion.

Identifica vagamente que
las aproximaciones dadas
por la tabla se aproximan
a distintas soluciones de la
ecuacion.

Identifica que las
aproximaciones dadas por
la tabla se aproximan a
distintas soluciones de la
ecuacion.
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Tabla 3. Habilidades matematicas del nivel Aplicar

Habilidad

Poco desarrollada

Moderadamente
desarrollada

Desarrollada

Emplea la regla de Fourier
tomando un intervalo adecuado.

No aplica correctamente
las condiciones dadas por
la regla de Fourier.

Aplica las condiciones
dadas por la regla de
Fourier con algunos
errores.

Aplica correctamente las
condiciones dadas por la
regla de Fourier.

Calcula los puntos criticos de la
funcién asociada a la ecuacion.

No opera algebraicamente
en forma correcta.

Opera algebraicamente
con algunos errores.

Opera algebraicamente en
forma correcta.

Tabla 4. Habilidades matematicas del nivel Analizar

Habilidad

Poco desarrollada

Moderadamente
desarrollada

Desarrollada

Analiza por qué los puntos
iniciales indicados hacen que el
método de Newton converja
hacia distintos valores.

No explica por qué la
sucesion numérica
converge hacia distintos
valores.

No explica
apropiadamente por qué la
sucesion numérica
converge hacia distintos
valores.

Explica apropiadamente
por qué la sucesion
numérica converge hacia
distintos valores.

Tabla 5. Habilidades matematicas del nivel Evaluar

Habilidad

Poco desarrollada

Moderadamente
desarrollada

Desarrollada

Comprueba que el punto inicial
elegido hace que el método de
Newton converja.

No verifica que la
sucesion numérica
generada por el punto

Verifica parcialmente que
la sucesion numérica
generada por el punto

Verifica que la sucesion
numérica generada por el
punto inicial elegido

inicial elegido converge. inicial elegido converge. converge.
5.2 Rubricas para la segunda actividad
Tabla 6. Habilidades matematicas del nivel Recordar
Habilidad Poco desarrollada S Aty Desarrollada
desarrollada

Recuerda el concepto de
convergencia de un método
numérico.

No describe cuando una
sucesion numérica
converge o diverge.

Describe en algunos casos

cuando una sucesion
numérica converge o
diverge.

Describe en todos los
casos cuando una sucesion
numérica converge o
diverge.

Recuerda el concepto de maximo
de una funcion.

No define cuando una
funcién cambia su
crecimiento.

Define cuando una funcion
cambia su crecimiento con

algunos errores.

Define cuando una funcién
cambia su crecimiento.

Tabla 7. Habilidades matematicas del nivel Comprender

Habilidad

Poco desarrollada

Moderadamente
desarrollada

Desarrollada

Comprende la informacion
proporcionada por el problema
propuesto para ejecutar el CDF.

No identifica los datos
que debe escribir en cada
campo.

Identifica algunos datos
que debe escribir en cada
campo.

Identifica todos los datos
que debe escribir en cada
campo.

Interpreta la informacion dada
por la salida tabular del CDF.

No reconoce cuando una
sucesion numérica
converge o diverge.

Reconoce en algunos
casos cuando una
sucesion numérica
converge o diverge.

Reconoce en todos los
casos cuando una
sucesion numérica
converge o diverge.
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Tabla 8. Habilidades matematicas del nivel Aplicar

- Moderadamente
Habilidad Poco desarrollada Desarrollada
desarrollada
Calcula el maximo de la funcion | No opera algebraicamente | Opera algebraicamente Opera algebraicamente en
asociada a la ecuacion. en forma correcta. con algunos errores. forma correcta.

Tabla 9. Habilidades matematicas del nivel Analizar

- Moderadamente
Habilidad Poco desarrollada Desarrollada
desarrollada
Analiza por qué los pares de . i No explica Explica apropiadamente
A L No explica por qué la . B} . e
puntos iniciales indicados hacen o L apropiadamente por qué la | por qué la sucesion
. sucesion numérica ., L L

que el método de la secante en un sucesion numérica numérica converge o no

. converge o no converge.
caso converja y en el otro no. converge o no converge. converge.

6 Resultados

Las Fig. 2 a 6 muestran los resultados obtenidos al tabular las respuestas dadas por los alumnos con las ribricas.
Se presenta, ademas, un analisis de los resultados alcanzados para cada una de las habilidades matematicas.

6.1 Resultados de la primera actividad

A partir del analisis de los datos obtenidos, se puede concluir que, en la primera actividad, la principal dificultad
detectada es la ausencia de un marco tedrico solido para fundamentar cada una de las respuestas. Se puede observar
en la Fig. 2 el alto porcentaje de alumnos que no pudo citar la condicion suficiente para que el método de Newton
converja (columna 2) o no record6 el concepto de minimo de una funcién (columna 3).

100%
90%
80%
T0%
60%
50%
40%
30%
20%
10%

0%

Desarrollada

7 Moderadamente
MD desarrollada

m Poco desarrollada

1 2 3 1 2 3
(1) Recuerda el concepto de convergencia de un método (1) Habilidad matematica del nivel Comprender.
numeérico. (2) Habilidad matematica del nivel Analizar.
(2) Cita la condicion suficiente para que el método de (3) Habilidad matematica del nivel Evaluar.

Newton converja.
(3) Recuerda el concepto de minimo de una funcion.

Fig. 2. Habilidades matematicas del nivel Recordar Fig. 3. Habilidades matematicas de la primera
de la primera actividad propuesta. actividad propuesta.

Si bien el 45% de los estudiantes interpretd parcialmente la informacion dada por la salida tabular del CDF
(habilidad del nivel comprender, Fig. 3, columna 1), el 85% no pudo o no intentd calcular los puntos criticos de la
funcion asociada a la ecuacion y solo el 63% empled la regla de Fourier tomando un intervalo adecuado
(habilidades del nivel aplicar, Fig. 4), aunque cometieron algunos errores.

Con respecto a las habilidades de orden superior, ningin alumno tiene totalmente desarrollada la habilidad de
analizar por qué se da la convergencia con el primer punto (no hay verde en la columna 2, Fig. 3) y mas del 50%
no desarroll6 la habilidad de evaluar, comprobando en este caso que la sucesion converge al punto elegido
(columna 3, Fig. 3).
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Desarrollada

7 Moderadamente
MD desarrollada

Poco desarrollada

(1) Emplea la regla de Fourier tomando un intervalo adecuado.
(2) Calcula los puntos criticos de la funcion asociada a la ecuacion.

Fig. 4. Habilidades matematicas del nivel Aplicar de la primera actividad propuesta.

Si bien en cada actividad se evaluo la habilidad “Comprende la informacion proporcionada por el problema
propuesto para ejecutar el CDF”, los resultados obtenidos no se muestran debido a que la totalidad de los alumnos
lo hicieron correctamente.

6.2 Resultados de la segunda actividad

Se puede observar también en este caso que los alumnos tienen problemas para recordar conceptos tedricos que
son fundamentales para la correcta resolucion de la actividad ya que, por ejemplo, el 77% de los alumnos no
recuerda el concepto de maximo de una funcién, como se puede observar en la Fig. 5 (columna 2). En cambio, no
presentan dificultades para interpretar la informacion dada por la salida tabular del CDF debido a que unicamente
el 23% de los estudiantes tiene poco desarrollada esta habilidad, como muestra la columna 1 de la Fig. 6.

Se puede determinar también, que aquellos alumnos que no pudieron recordar el concepto de maximo son
aquellos que tuvieron dificultades para calcular ese valor critico (habilidad correspondiente al nivel aplicar, Fig.
6, columna 2).

Joi / 100% D
90fy: /// 90% MD
80% D

80%

o e 70% MD

50% 60%

50% Desarrollada 50% on

40% A Moderadamente 40% MD

30% / MD desarmollada 30% % )

20% Poco desarrollada 20% . !

10% 10%

0% + 0%
1 2 1 2 3

(1) Recuerda el concepto de convergencia de un método (1) Habilidad matematica del nivel Comprender.
numérico. (2) Habilidad matematica del nivel Aplicar.
(2) Recuerda el concepto de maximo de una funcion. (3) Habilidad matematica del nivel Analizar.
Fig. 5. Habilidades matematicas del nivel Fig. 6. Habilidades matematicas de la segunda
Recordar de la segunda actividad propuesta. actividad propuesta.

Con respecto a la habilidad matematica correspondiente al nivel analizar, la Fig. 6 (columna 3) muestra que el
38% no logroé indicar por qué los puntos iniciales dados hacen que la sucesion generada por el método de la secante
converja o no hacia la solucion exacta de la ecuacion.

7 Conclusiones

A partir del analisis efectuado, se observo que, en general, los niveles inferiores de la Taxonomia de Bloom son
alcanzados por los estudiantes, no asi los superiores. Se debe tener en cuenta que la instancia evaluativa analizada
fue la primera del ciclo lectivo 2017 en esta asignatura.

Al indagar sobre las posibles causas, los estudiantes manifestaron que, durante su formacion matematica,
estaban acostumbrados a aplicar procedimientos mecanicos para resolver cualquier clase de problema. Este tipo
de estrategia resultd no ser precisamente la mas adecuada a la hora de resolver las situaciones problematicas
planteadas en la instancia evaluativa, lo que explicaria los resultados obtenidos. Si bien problemas similares habian
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sido tratados en clase, éstos no fueron suficientes para que los alumnos internalicen la nueva modalidad de
resolucion basada en el analisis y la reflexion.

Las autoras de este trabajo consideran que la resolucion de problemas utilizando archivos CDF ayudan a generar
un ambiente de aprendizaje donde, por medio de la puesta en juego de ciertas habilidades matematicas, los alumnos
pueden lograr un aprendizaje significativo e integral. Por esta razon, la siguieron aplicando en las siguientes
unidades que forman parte del temario de la materia.

Si bien no se indicaran aqui en forma detallada los resultados obtenidos en las siguientes instancias evaluativas,
la situacion mejor6 notoriamente, a tal punto que, en el segundo cuatrimestre, el 70% de los alumnos podia
desplegar habilidades de orden inferior mientras que el 55%, lograba desarrollar habilidades de orden superior.
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