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T.1.- Introduoccidn.

En este capitulo estudiaremos las vibraclones de sistemas mecdinicos con n grados de
libertad.

El modelo mas simple es el de | grado de libertad consistente en una masa conectada a un resorte y
un amortiguador. La configuracion del sistema queda determinada por solo un parametro, x = x(t), el
cual representa la posicion de la masa como una funcion del tiempo t.

La masa es la parte del sistema mecanico capaz de almacenar energia cinética, mientras que el
resorte es capaz de almacenar energia potencial.

l x(t)

K< |4 cC

s L

Durante las vibraciones la energia cinética de la masa es convertida en potencial en el resorte,
y viceversa. 5i la energia mecanica total del sistema, suma de la potencial y cinética, se conserva
constante en el tiempo, el sistema es denominado conservativo. No obstante, esta es solo una
hipotesis simplificativa, puesto que en todos los sistemas oscilantes hay algin tipo de disipacion
debido al amortiguamiento.

Las fuerzas de amortiguamiento siempre se oponen al movimiento, y disipan energia
mecanica de los sistemas transformandola en calor.

En muchos casos, no obstante, podemos despreciar la presencia de amortiguamiento,
especialmente cuando estamos interesados en analizar el movimiento de un sistema solo durante
periodos cortos de tiempo. En estas condiciones decimos que el sistema presenta vibraclones no
amartiguadas.

Cuando no hay fuerzas externas sobre la masa del sistema, decimos que el mismo presenta
vibraciones llbres; pero si hay fuerzas externas sobre la masa decimos que el sistema produce
vibraclones forzadas.

Es importante notar que consideraremos solo oscilaciones lineales, donde las fuerzas elasticas

y amortiguadoras son tales que las ecuaciones diferenciales que representan el movimiento del
sistema son ecuaclones diferenclales lineales.
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7.1.- Consideraclones energéticas

7.2.1.- Energia almacenada por un resorte (potencial)

o K

AN x[

A Fx
E}.{_f W E, =—
B Longitud libre ) =

v h'-."?' ;"?‘.,"?".- Siendo F = K x, reemplazando:

NIRVAVE Koxx
u LEI & E -
| P2
|
N
Altura 2
. | - sélida E, - K:
[ _ L 7
X |

7.1.2.- Energia disipada por un amortiguador

X

; E"-ﬁ
F

FﬂtEﬂCiﬂ. = F"L' :C\' v :{:'.".:

Energa = j.l' C x2dt

7.1.3.- Energia almacenada por una masa (cinética)
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7.3.- Configuraciones tiplcas de resortes.

Nos remitiremos al capitulo 2 (punto 2.2.1. Resortes) para considerar las diferentes

configuraciones y agregaremos una, muy util para trabajar en este capitulo, nos referimos al pértico

de dos columnas:

ﬂc-c'ha't' CED
— M4EI
K F_24EI
| I’ L]
L
Comentario: Para porticos de n columnas:
' 3
_ ]{=_4E11r|.=]]nE—1I
2L L
Calculo de ngideces mediante la formulacion de Wilbur
K, = 45 E
4hn hn—I : h'l'l. hn t h'l'l.—|

h,

: Rigdez de entrepiso n.

: Rigidez geométrica de columna=1_/h_
. Rigidez geométricade viga =1_/h,
: Altura de columna.

|, :Longitud de viga.

[, :Momento de inercia de columna.

: Momento de inercia de viga.

E :Modulo de elasticidad del matenal.

2R,

. ERun.—]l . ZRnn
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7.4.- Sistema de 1 grado de libertad excitado senoldalmente desde la fundaclin

-
M ———
l Xp = A sen o
K |_J C Xp = A wcos ot
':{+ : J Resolviendo el equilibrio de fuerzas:
4 M%, +Cx, +Kx,—Cxy—Kxg=0
Xy = A sen et Liberando Liberando
la nesa la fandacion

Resultando la ecuacion diferencial de equilibrio de fuerzas:

La resolveremos utilizando el metodo de la transformada de Laplace. Designaremos al

operador de Laplace por la letra s que, siendo las condiciones iniciales nulas, significa S:EZ

-

.
5- = —:etc.

dt”
Transformando entonces, queda:
Ms®X, +CsX, +KX, =CsX, +K X,
sacando factor comin:
(Ms? +Cs+K X, =(Cs +K)X,
Como queremos conocer la respuesta del sistema refenda a la excitacion es conveniente tratar

. - ¢ 1 5
directamente la relacion X resultando:”

i

X, Cs+K

:"':U_ME.:1C51K

Por una propiedad de la transformada de Laplace, el reemplazo de s por jo en la igualdad

X

anterior mostraria, en forma de nimero complejo, a la ley de vanacion de =— en funcion de la
1.;.

frecuencia de excitacion w, quedando:
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X| Cjo+ K

xo -Ma®+Cjo+K

Siendo x¢ yx1 las maximas amplitudes de las oscilaciones de la fundacion y de la masa
respectivamente.

Ordenando y racionalizando llegariamos a una expresion del tipo:

X]
:';.-:|

=a+ b

Como en mgor nos interesa la relacion de maximas amplitudes en términos absolutos
conviene calcular los modulos, con lo que:

‘:.| [~ el
—|=+a" +b~
:';.|:|

Con el objeto de clanficar lo expuesto, utilizaremos el siguiente caso:

M=1
K=1
L=0.05
h Sabiendo que :
T I &
TTC, 2JKM
= Lo - -
n C=2 L M =2=0.051x1=0.1
C=01
| | Para la resolucion del caso utiizaremos MATLAR cuyas
lineas de trabajo se ven en los siguientes parrafos:
&= "[j"w],
m="1";
k="1"

p= sym(c s+ {m 5" 2 +c s+k]');
p=subs(p,m,'m'};

p=subs(p k,'K');

p=subs(p,s,'s'];

cif
whitebg(1,'w’)
xinicial=0;
xfinal=2.5;
xpaso=.05;
c=.1;

x=xinicial xpasocsfinal;
for veces=1:round|{xfinal-xnicial fxpaso+1 )

wei[veces);
z[veces =abs(eval(p));
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figura{ 1}
plot (x,z,'k-")
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El siguiente caso contempla la vanacion del coeficiente de amortiguamiento desde C = 0.0]

hasta C = 0.6

clear
5="[j"w]";
m="1";
k="1",

p= sym([c*s+){m 5" 2+c s+k]');
p=subs(p,m,'m'};

p=subs(p k,'K');

p=subs(p,s,'s');

cif
wihitebsg(1,'w')
vienw3)
xinicial=0;
xfinal=2.5;
xpaso=.03;

yinicial=0.01;
yfinal=0.5;
ypaso=.01;

YDefino la malla
x=xinicialxpaso:xfinal y=yinicial:ypaso-yfinal;
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[, yy]=mashgrid(xy)

¥ Defino la malla
x=xinicialxpasocsfinal y=yinicial-ypasoyfinal;
[, yy]=mashgrid(xy)

zmax=(0
zmin=0;
for veces=1:round|{xfinal-snicial fxpasot+1)
for veces 1=1:round{|yfinal-yinicial fypaso+1)
W=l weCes);
c=y{veces!)
ziveces 1 weces =abs{eval(p]);

YDetermino valores max ¥y min de z para ejes
if zmax<z{veces | veces) omax=zveces1,veces end,
if zminzzi{weces ] veces); amin=z{veces 1 vecas)and
end

emnd

figura{1}

surfixy.z)

AXLS([min(x) ma=(x) min{y) max(y) zmin zmax]]

Respuesta en frecuencia de un sistema de 1 grado de libertad excitado en la fundacion

100

20 -

Profesores: Ing. Jorge E. JAZNI - Ing. Gustavo J. GONZALEFR




UNIVER SIDALD 'I'EG-HEILE:EICA HACIONAL . F'agirm
e s Ve 7 - INTRODUCCION A LA DINAMICA No: 9
Caedra: ESTRUCTURAL De:
ELECTROMICA Y SISTEMAE DE CONTROL 18

7.5.- Resoluclon de casos con n grados de libertad

Con el objeto de sistematizar la metodologia tomaremos como ejemplo mas simple de
resolucion un sistema de 3 grados de libertad, o sea 3 miveles, en el cual las masas, ngideces y
amortiguamientos de los niveles e intermiveles seran considerados iguales. Al igual que para el caso
de | grado de libertad, la estructura sera solicitada desde su fundacion con un movimiento sinusoidal
simulando una accion del tipo sismica de direccion horizontal. S1 bien utilizamos un modelo de
desplazamiento vertical no debemos olvidar que en el caso de estructuras civiles los desplazamientos
que deben tenerse en cuenta son los del tipo horizontal.

El dibujo muestra el proceso de similitud con sus equivalencias.

1

- I M
_ u% C
K E\ m \ - C TI
K.C / — K% C
T~ [ ML’J
K.C A 2c

|
Lo~ ' e }”Zfﬁ—*

Para evitar confusiones con los signos de las fuerzas que se onginan en cada uno de los
componentes, especialmente en resortes y amortiguadores, conviene bloquear todos los niveles
liberando de a uno el nivel en estudio y los nu:llrnm:mes para conformar la ecuacion diferencial que
modeliza la dinamica de ese nivel.

Liberaciin del nivel 1 Liberacion del nivel i+1 Liberaciin del nivel -1
Nivel 1 Mx, +2Cx, +2Kx, -Cx,-Kx, -Cxp-Kxy=0
Nivel2  Mx,+2Cx,+2Kx, —Cx;—-Kx, -Cx,-Kx, =0
Nivel 3 M, +Cx;+Kx,g 0 -Cx,-Kx,=0

Ordenando en funcion de las variables, teniendo en cuenta que x, es la solicitacion v
aplicando al mismo tiempo la transformada de Laplace resulta:
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Ms® +2Cs+2K ~[Cs+K) 0 X, TCs+ KX,
-Cs+K) Ms?+2Cs+2K -(Cs+K) X, = 0
0 ~[Cs+K) Ms*+Cs+K|| X5 | | 0

Conformando un sistema de 3 ecuaciones diferenciales simultineas con 3 incognitas que son
las transformadas de los desplazamientos absolutos de cada uno de los niveles.

Para resolver el caso podemos utilizar nuevamente MATLAB recurriendo al método de pivote
unitario tal como podra verse en los parrafos siguientes.

Es conveniente notar que los desplazamientos x,
kIm obtenidos serin valores complejos y referidos a un
3 sistema absoluto de coordenadas. Para conocer los
X+ desplazamientos relativos serd necesario operar por
diferencias entre los desplazamientos x; de los distintos
niveles. El mostrado es un diagrama vectorial a modo de
ejemplo de la situacion antes planteada. Vemos que como
= Re X, es la excitacion o solicitacion y tiene una amplitud
conocida, la tomamos como referencia y la asumimos
como un valor real.

&4

Caleulo

El modelo de 3 grados de libertad que calcularemos tiene como parametros:
M =M,=M,=M=1
K, =K;=K;=Kk=1
C, =C; =C; = C= vanable entre 0.01 y 0.7

todos en unidades consistentes.

Listado del programa utilizado:

clear

5= "] w];

p=symi[m*s*2+2 c*s+2°k -{c"s+k) 0 -{c*s+k)-(c s+k) (m s 2+2°c s+2"K) -(c"s+k) 0;0 -(c s+k} (m*s 2+ s+k) 0; 0 00 1]);
dp=expand{determ{p)};

dp=subs(dp,s."s");

s1=gym(m*s"2+2*c s+2*k -[c*s+k) 0 {c*s+k]);c s+k] (m*s"2+2°c*s+2%k) Hc*s+k) 000 Hc*s+k]) (m*s"2+c*s+k) 0100
oT';

ds 1I=EI:q:|EI'II:|[I:|E|:EII'I'I'1[51 i
ds1=subs{ds1.5.s');

s2=gymil[m*s"2+2"c s+2°k -[c*s+k) 0 Hc*s+k]) o 5+k] (M 5" 242 °c s +2"k] Hc"s+k) 0:0 Hc*s+k]) (m s"2+c"s+k) 0: 010
OT;

d‘EEI=EI:qJEII'II:|[I:|EII:EI'I'ﬂ[EE:I:I:
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ds2=subs{ds2.5."5);

sd=symil[m*s"2+2"c"s+2*k -[c*5+k) 0 c*s+k]-c"s+k] (M 5" 2+2°c s+2 k) [c*s+k) 00 Hc*s+k) (m"s"2+c"=+k) 0: 00 1

E:&lmand[datﬂnﬂ[ﬂﬂ:
dsd=subs{ds3 5. "s");

yinicial=0.01;
yiinal=T;

YeDefino limites
x=xinicialxpaso:xfinal y=yinicial:ypaso-yfinal;

zmax1=0;
zman1=0;
zman2=(;
zmanZ=0;
zmax3=0;
zmin3d=0;

for veces=1:round({xfinal-xmicial'xpasc+1)

for veces 1=1 round{{yfinal-yinicial \yypaso+1)

W=l weces);
c=y[veces1)

zliveces 1 veces=abs{eval(ds1 Veval{dp));
z2|vaces | veces=abs|eval({dsZeval|dp));
z3{veces 1 veces =abs{eval(ds3 Veval{dp));

%Determino valores max y min de z para ejes

if zmax1<z1{veces! veces) zmaxi=z1[veces] veces)end:

if zman1=z1(veces1,veces); zmin1=z1(wveces1 vecas)end;

if zmax?<zd|veces | veces) zmax?=z3|veces veces)jend,

if zmin2=zd{veces 1, veces), zmin2=z2(wveces 1 veces);and:

if zmax3<zi{veces] veces) zmaxl=ziveces veces)and,

if zmind=z3(veces 1, veces); zmind=z3(veces 1 wveces)end;

end
end

figura{ 1}
clf

AXIS{[min(x) max(x] mindy) max(y) zmin1 zmax1])
figura{2}
clf

whitebg(Z,'w’)

viewi 3}

surfix,y,z2)

AXIS{[min(x) max{x] min{y) max(y) zmin2 zmax2])

figura{3}

clf
whitebg{3,'w’)
view| 3]
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surf{x.y,z3)
AXIS([min(x) max(x) mindy) max(y) zmind zmax3])

Respuesta en frecuencia de un sistema de 3 grados de libertad excitado en la fundacién - 1er MHivel

2%

20 -
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Respuesta en frecuencia de un sistema de 3 grados de libertad excitade en la fundacidn - 2do Nivel

i
a5 -]
30 -
25 -

Respuesta en frecuencia de un sistema de 3 grados de libertad excitado en la fundacién - 3er MHivel

ol -

40 -]

a0 .

20
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7.5.1.- Desplazamiento relatlvo entre niveles

El calculo del desplazamiento relativo entre niveles es muy importante desde el punto de vista
de las solicitaciones estructurales ya que permitiran obtener, por ejemplo, los momentos flectores y
los esfuerzos de corte.

Como lo mencioniramos anteriormente el desplazamiento relativo x,;,., genérico debera

\ obtenerse como diferencia entre ambos, es decir:
Im

Kiiel = %01 7K

i+l Es conveniente notar que, en general, nos interesa obtener el

modulo de la diferencia |n; X; , ¥ s lo que obtendremos en el

i+l

cilculo siguiente donde veremos graficados los valores |:;,:,,| . [%12

b

= Qo x:g

=10.1

para una relacion de amortiguamiento C = 0,05 {3%), es decir C

Caleulo

Listado del programa utillizado:

5= "] w];
p=symi'[m*s*2+2"c*s+2%k 4c*s5+k) 0 -(c*s+k)-(c*s+k) (M *s*2+2°c*s+2%) -(c*s+k) O;0 -(c*s+k) (m*s*2+ces+k) O; O OO ATY;

dp=expand{determ{p)};
dp=subsidp,s.'s");

s1=gym(m*s"2+2*c s+2*k -[c*s+k) 0 {c*s+k]);4c s+k] (m*s"2+2°c s +2°k) Hc*s+k) 000 4c*s+k]) (m*s"2+c*s+k)0; 100
oT';

ds 1I=Emand[datann[51 i
ds1=subs{ds1.5.s');

s2=gym[m s"2+2°c s+2"k -(c*s+k) 0 J{c*s+k);-{c"s+k) (m*s" 242 c"s+2"k) Hc"5+k) (00 {c*s+k) (m*s"2+c"s+k) 0; 0 1 0
oT;

ds2=expand|detarm(sZ)});

ds2=subs{dsd 5."5);

sd=sym[m s"2+2°c 5+2"k -(c*s+k) 0 H{c*s+k);-{c"5+k]) (m*s" 242 c"s+2"k] H{c"s+k) 0;0 -{c*s+k) (m*s"2+c s+k) 0; 0 01
T

dsd=axpand|detarm(=3));

dsd=subs{ds3d 5."5);

m=1;

c=_1;

k=1;

xl=1;

clg

clf

sum=0;

for w=0-.01:2.5
sum=sum+1;
x[EUmj=w;
x1=eval{ds 1 eval{dp)
x2=pval{ds2Weval(dp)

| Profesores: Ing. Jorge E. JAZNI - Ing Gustavo J. GONZALEZ |




UMIVERSIDAD TECHNOLOGICA NACIONAL

;.;7:‘.‘:."“";:‘.':2'. —— 7 — INTRODUCCION A LA DINAMICA
Caedra: ESTRUCTURAL De:
ELECTROMICA ¥ SIETEMAS DE CONTROL 18
x3=eval{dsIpeval(dp)
01 (sumj={x1-x0];
®12(sumj={x2-x1};
x2 3 sumj={x3-x2);
%01 abs{sumj=abs{x01{sum));
x12abs{sumj=abs{x12{sum));
x23abs{sum =abs({x23{sum));
x1abs{sumj=abs{x1);
x2abs{sumj=abs{x2);
xdabs{sumj=abs{z3];
end
figura{1)
whitehbg(1,'w’)
subplot(2,1.1).plot(x 0 1abs, 'b-" 2 x 1 2ahs g-"x x23ahbs,'r-7)
axis{[0 2.5 0 5]}
subplot2,1.2),ploi(x x1abs,'b-' x x2abs 'g-', x x3abs. -}
axis{[0 2.5 0 5]}
5 1 1 I 1 I
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7.5.2.- Determinacion del estado de cargas

Conocido el estado de deformaciones de una estructura, pueden conocerse sus cargas.

F,

COuiy

Mivel i+1

MNivel 1

iy

En nuesiro caso, haciendo referencia a la figura, podemos
calcular la fuerza equivalente F;, conociendo la ngidez del nivel y
los desplazamientos relativos, con lo que:

F-.ﬁ.]u:\ = Ku—l i — X

Valor este con el cual podrin determinarse momentos flectores,
esfuerzos de corte v los estados de tension comrespondientes en las
distintas secciones.

Para el calculo de momentos en la configuracion de porticos, partimos por similitud de la viga
biempotrada en la cual el momento se calcula como:

i

I 'lI
M:F’::‘ a

5 _4;

r

=

A

para 0 < x < #/2

A

Observandose que el momento flector maximo ocurre en los empotramientos y en el centro del vano,

tomando el valor:

Fi
M=—
8

En el caso del portico reemplazamos a F por F_;, ya # por Zh.

aquiv

aquiv =

IM| =

8
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7.6.- Sistema de 2 grados de libertad excitado senoldalmente en el nivel 2.

Listado del programa
clear
5="(]"w];
m="1";
k="1"
p=symi'|m*s"2+2"c*s+2Wk, {c s+k)k, O; H{c"s+kik, (m*s"2+c s+k)k, -1 0.0, 1%
p=subs(p,m, m");
p=subsip kK
dp=detarmip);
dp=subs(dp,5.5");
s1=gym((m*s*2+2°c*s+2)k, -(c*s+k)k, O; {c*s+k)k, (m*s"2+c*s+kk, -1; 1, 0, 0');
51=subs(s1,m.'m");
s1=subs(s1kK");
ds1=determ{s1);
ds1=subs{ds1.5."s");
s2=gymil(m*s"2+2 c's+2 )k, (o s+k)k, O; {c*s+k)k. (ms"2+c s+hph, -1; 0, 1, 0°);
s2=subs(s2 m. m'};
s2=subs({s2 k.'K');
ds2=deierm{s2;
ds2=subs{ds2 5."5);
xinicial=0;
xfinal=2 5;
xpaso=.05;
yinicaal=0.01;
yiinal=T;
ypaso=.101;
%Defino limites
x=xinicialxpasocsfinal y=yinicial-ypasoyfinal;
zmax =0
zman1=0;
zmax2={;
zman2=0;
for veces=1:round|{xfinal-snicial fxpaso+1)
for veces 1=1:round{{yfinal-yinicialfypaso+1)
W=l wECes);
c=y(wvacesl];
z1[vaces 1 vecas =abe{eval(ds1 Veval{dp));
z2(vaces 1 veces=abs{eval(ds2Veval{dp));
YDetermino valores max y min de z para ejes
if zmamx1<zi|veces1 veces) zmaxi=z1|vecesi veces)end,
if zmini>z1{veces1,veces); zmin1=z1(wveces1 veces);and:
if zmam2<zd|veces| veces); zmax?=z2(veces | veces)end;
if zmin2=z2({veces 1, veces); zmin2=z2(wveces 1 veces)end;
end
emnd
figura{ 1}
clf

whitebg{1,'w’)

view| 3]

surf{xy.z1)

AXIS{[min(x) max(x] min{y) max(y) zmin1 zmax1])

fitke ('Rlespuesia en frecuencia de un sisterma de 2 grados de libertad excitado en el segundo nivel - 1er Nivel)

figura{2)
cif

whitebg{2,'w’)

view 3]}

surfix,y,z2)

AXIS([miin(x) max(x] mindy) maxy) zmin2 zmas2])

fitke ('Respuesia en frecuencia de un sistemna de 2 grados de libertad excitado en el segundo nivel - 2do Nivel')
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Respuesta en frecuencia del 1* nivel de un sistema de 2 grados de libertad excitado en el segundo nivel
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Respuesta en frecuencia del 2°° nivel de un sistema de 2 grados de libertad excitado en &l segundo nivel
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